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Resumo

O projeto OBMEP consolidou-se no Brasil apds 10 anos de sucesso.
A estrutura das questdes presentes mas provas, privilegiando o raciocinio
e a criatividade, possibilitam que os professores de Matemdtica da Rede
Publica de Ensino atualizem suas metodologias de ensino. Neste trabalho,
analisamos as provas da 2* fase da OBMEP 201/, em rela¢do aos conteudos
abordados e resultados obtidos por uma determinada amostra. Além disto,
apresentamos algumas possibilidades de explora¢do das questoes da OBMEP
em turmas requlares do Ensino Fundamental II e Ensino Médio.



Abstract

The OBMEP project consolidated in Brazil after 10 years of success.
The questions” structure present in the tests, focusing on logic and creati-
vity, enable the mathematics teachers of the Public Education update their
teaching methods. In this work, we analyze the tests of the 2nd phase of
OBMEP 2014 in relation to the included contents and results obtained for a
determinated sample. Furthermore, we present some exploring possibilities
of OBMEP questions in reqular classes of Secondary and High School.
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1 Introducao

A Olimpiada Brasileira de Matematica das Escolas Publicas - OBMEP - é reali-
zada desde 2005 pelo Instituto Nacional de Matemética Pura e Aplicada (IMPA),
em parceria com a Sociedade Brasileira de Matemaética e com apoio de 6rgaos
federais de fomento & educacao e pesquisa como a CAPES? e o CNPQP.

De forma geral, os objetivos da OBMEP sao®:

— FEstimular e promover o estudo da Matematica entre alunos das escolas
publicas;

— Contribuir para a melhoria da qualidade da Educacao Bdsica;

— Identificar jovens talentos e incentivar seu ingresso nas dreas cientificas e
tecnoldgicas;

— Incentivar o aperfeicoamento dos professores das escolas publicas, contri-
buindo para a sua valoriza¢do profissional;

— Contribuir para a integracao das escolas publicas com as universidades publi-
cas, os institutos de pesquisa e as sociedades cientificas e

— Promover a inclusao social por meio da difusao do conhecimento.

Ao longo destes 10 anos de existéncia seu sucesso pode ser comprovado por
nimeros extremamente relevantes, como a presenca em 99,41% dos municipios
brasileiros e mais de 18 milhoes de estudantes inscritos para a competicao de
20147, Vale ressaltar também que outras acoes surgiram em decorréncia deste
sucesso como o Programa de Iniciacdo Cientifica Jr. (PIC), as apostilas do PIC
e Banco de Questoes da OBMEP, o Programa de Iniciacao Cientifica - Mestrado
(PICME), a Preparacao Especial para Competigoes Internacionais (PECI), os Po-
los Olimpicos de Treinamento Intensivo (POTI), o PROF (programa destinado
ao aperfeicoamento dos professores de Matemaética), o programa Clubes de Ma-
tematica, o Portal da Matematica e o mais recente projeto OBMEP nas Escolas,
cujo inicio dar-se-4 neste 20159,

Com tais relevancia e profundidade dentro do Ensino Ptblico é natural que
a OBMEP venha se tornar objeto de estudos. Neste sentido, entendemos ser
importante para todo professor de Matematica conhecer mais de perto a OBMEP
e os objetivos propostos por ela. Desta forma, uma questao que se apresenta e que
buscaremos responder neste trabalho é “de que formas nos apropriar de alguns
conceitos-chave presentes na OBMEP pode melhorar o ensino-aprendizagem de

!Coordenacao de Aperfeicoamento de Pessoal de Nivel Superior.

2Conselho Nacional de Desenvolvimento Cientifico e Tecnolégico, antigo Conselho Nacional
de Pesquisa de onde se originou a sigla.

3objetivos descritos pelo Prof. Pedro Malagutti, coordenador nacional da OBMEP, em entre-
vista por email.

4Estes nimeros foram obtidos na pagina oficial da OBMEP, http://www.obmep.org.br.

5Para maiores informacoes sobre estes programas consulte a pagina oficial da OBMEP.



Matemdtica na Educacao Badsica?”

Em 2013, um grupo de concluintes do PROFMAT no IMPA comegou a res-
ponder esta questao, quando analisou as provas de 2011 e 2012 da OBMEP, sob
um ponto de vista pedagogico, a partir de suas experiéncias enquanto professores
da Rede Publica de Ensino. Este TCC d& sequéncia aqueles trabalhos, analisando
as provas da 2% fase da OBMEP do ano de 2014.

Assim sendo, este trabalho estara dividido da seguinte forma: na Segao 2 fa-
remos uma analise pedagogica das questoes da 2* fase da OBMEP 2014, Nivel 1,
apontando um grau de dificuldade (sob nosso ponto de vista enquanto professor
da Rede Piblica de Ensino), analisando a adequagao das questoes ao nivel pro-
posto e estimando percentuais de acerto para cada item e, consequentemente, uma
nota média para cada questao. Em seguida, compararemos esta estimativa com
os resultados oficiais (da amostra obtida) e analisaremos, a posteriori, possiveis
discrepancias entre os dois objetos. As Secoes 3 e 4 foram organizadas no mesmo
padrao da Secao 1, atuando, porém, sobre as provas dos Niveis 2 e 3, respectiva-
mente.

Na Segao 5 faremos uma breve anédlise sobre as questoes transversais (que
aparecem em provas de niveis diferentes). Neste capitulo, apresentaremos também
uma pequena entrevista com um dos professores responsaveis pela coordenagao
nacional da OBMEP, de forma a entendermos um pouco mais os objetivos tracados
quando repete-se tais questoes em niveis diferentes.

Na Secao 6 tentaremos relacionar de maneira mais objetiva as questoes da
OBMEP com a atuagao do Professor de Matematica. Apresentaremos, portanto,
algumas possibilidades de exploracao das questoes em sala de aula, tanto para
turmas regulares quanto para turmas exclusivas de treinamento para novas edi¢oes

da OBMEP ou mesmo da OBME.

1.1 A Estrutura das Questoes da 2* Fase da OBMEP

Na 2* fase da OBMEP as questoes sao dissertativas. No ano de 2014 tive-
mos seis questoes, sendo trés ou quatro itens por questao. Todas as questoes tém
enunciados motivadores: problemas contextualizados no mundo real ou contextu-
alizados dentro da propria Mateméatica. Cada questao vale 20 pontos, de forma
que o total da prova é 120 pontos.

E importante destacar que, embora os itens que formam determinada questao
estejam em ordem crescente de dificuldade, eles tendem a ser independentes (na
medida do possivel). Assim, em grande parte das questoes, ainda que o aluno nao
consiga resolver o item (b), por exemplo, ele podera resolver os itens (c) e (d).
Esta estratégia também é utilizada nas provas das disciplinas basicas e exame de

60limpiada Brasileira de Matemética, organizada pela Sociedade Brasileira de Matemética.
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qualificacao do PROFMAT.

Para cada questao ha uma grade de correcao. A comissao elaboradora das
provas prevé uma série de solugoes e elabora instrucoes especificas para cada uma
delas. Isto é feito em conjunto com todos os coordenadores regionais. O processo
de corregao é demorado: inicia-se nos pélos espalhados por todo o pais, revisadas e
apenas depois desta revisao as provas com as maiores notas sao enviadas a corre¢ao
nacional, onde sao também corrigidas duas vezes antes da classificacao final.

Em 2014, houve 18.903 provas analisadas pela correcao nacional, considerando-
se os trés niveis da prova. Nos tivemos acesso aos dados desta correcao e é esta
amostra que serd analisada nas segoes que abordam os resultados obtidos nas
provas.

Os contetdos abordados nas provas da OBMEP estao relacionados as diver-
sas areas da Matematica (Geometria, Algebra, Aritmética, Funcoes, Contagem,
Probabilidade, Légica, Estratégia e Tratamento da Informacao) e baseiam-se nos
Parametros Curriculares Nacionais, segundo a divisao abaixo:

e Nivel 1: as questoes referem-se aos conteudos tradicionais do Ensino Fun-
damental I (1° ao 5° anos). Esta prova é feita por alunos de 6° e 7° anos.

e Nivel 2: as questoes referem-se aos conteudos tradicionais do Ensino Fun-
damental I e também do 6° ano. Esta prova é feita por alunos de 8° e 9°
anos.

e Nivel 3: as questoes referem-se aos conteudos tradicionais do Ensino Fun-

damental I e IT (1° ao 9° anos). Esta prova é feita por alunos do Ensino
Médio.

11



2 OBMEP 2014 - 22 Fase - Nivel 1

Nesta secao, procederemos as analises das questoes do Nivel 1. Na subsecao
2.1 faremos uma anélise pedagdgica de cada questao, indicando uma solugao, ob-
servando a adequacao da questao ao nivel proposto e destacando os conteidos
envolvidos. Faremos também uma expectativa de acertos, baseada na nossa ob-
servacao do grau de dificuldade da questao. Ja na subsecao 2.2 vamos comparar

esta expectativa com os indices oficiais de acerto em cada questao.

2.1 Analise das Questoes

1. Joaozinho chama um ntmero natural
maior do que 100 de aditivado quando seu al-
garismo das unidades ¢é igual a soma dos demais
algarismos. Por exemplo, 224 ¢é aditivado, pois
242=4.

a) Escreva o numero aditivado de qua-

tro algarismos cujo algarismo das unidades é
1.

b) Escreva todos os nimeros aditivados de trés
algarismos cujo algarismo das unidades é 6.

ACITIVADO ¢ NAO-4DitivADO
2013 90014
270#=3 1 G:0+0-124

i

¢) Qual é o maior nimero aditivado sem algarismos repetidos?

Uma Solucao:®

a) Se o algarismo das unidades é 1 e é a soma dos demais algarismos, entao ha
apenas um algarismo 1 e todos os outros sao iguais a 0. Como o ntimero procurado

tem quatro algarismos entao a resposta é N=1001.

b) Precisamos analisar todas as somas possiveis de dois algarismos cujo resul-

tado é 6. Temos: 0+6, 14+ 5,2+4 e 34 3. Como 066 é um nimero de apenas
dois algarismos significativos, esta combinagao nao serve. Desta forma, a resposta

"As solugdes descritas neste texto foram elaboradas pelo autor deste TCC. O nivel de rigor

escolhido para as justificativas é equivalente ao desejado a um aluno do Nivel 1.

12



final é 606, 156, 516, 246, 426 e 336.

c¢) Ao falar em maior nimero, ha duas situagoes relevantes a serem exploradas:
a quantidade de ordens do ntimero e a grandeza de seus digitos. Sabemos que
14+243+4+4 =10, o que ja extrapola a margem de um digito para a casa das
unidades. Logo, precisamos encontrar a maior soma possivel com 3 algarismos.
J& temos 2 + 3 + 4 = 9, mas se conseguirmos totalizar os mesmos 9 com digitos
maiores, aumentaremos nosso nimero. Segue 1+2+6 = 9. Lembrando que pode-
mos acrescentar um digito 0 para aumentar a ordem de grandeza do nosso nimero
entao temos a resposta N = 62109.

Comentarios sobre a questao:

A questao foi muito bem escolhida para abrir a prova. O enunciado é claro, os
conteudos sao apropriados a alunos do Nivel 1 e o exemplo contido na figura ajuda
a entender que pode haver repeticoes de elementos, auxiliando no desenvolvimento
do item (a).

Conteidos Envolvidos: Resolucao de Problemas, Sistema de Numeracao
Decimal, Operacoes com Numeros Naturais.

Expectivativa de Acertos®: 80%(Item a), 60%(Item b), 40%(Item c).

Valor da Questao: 20 pontos, sendo 4 4+ 6 + 10, respectivamente aos itens

(a), (b) e (c).
Nota Média Esperada: 3,2+ 3,6 +4 = 10,8 = 54%

Grau de Dificuldade da Questao: Baixa

8 As expectativas de acertos foram elaboradas considerando-se alunos que estudaram, normal-
mente, todos os conceitos matematicos compativeis com seu grau de escolaridade.
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2. Lucinha tem duas folhas re-
tangulares, uma azul e outra rosa, am-
bas com 8 cm de largura e 12 cm de
comprimento. Ela cortou as duas fo-
lhas ao meio, conforme indicado na fi-
gura.

a) Lucinha pegou uma metade de cada
folha e fez coincidir os lados maiores desses
pedagos, formando a figura abaixo, parecida
com a letra T. Qual é o perimetro dessa fi-
gura?

b) Em seguida, ela deslizou um pedago
sobre o outro, sem girar, formando a fi-
gura abaixo. Qual é a &area do retangulo

formado pela sobreposicao das duas fo-
lhas?

¢) Depois, Lucinha juntou as duas metades
da folha rosa, formando um retangulo idéntico
ao original antes de ser cortado, e colocou os
dois pedacos da folha azul sobre eles, conforme
indicado na figura. Qual é a &area da folha
rosa que nao foi coberta pelos pedagos da folha
azul?

Uma Solucao:

X

folha azul

folha rosa

a) Inicalmente, é importante analisar as medidas de cada retangulo azul e rosa
depois dos cortes. Observando a figura do enunciado, percebe-se que o o retangulo
azul foi cortado no comprimento, enquanto o rosa na largura. Desta forma, cada
retangulo azul mede 6cm x 8cm e cada retangulo rosa mede 4cm x 12cm.

Para calcular o perimetro, ¢ interessante perceber que a soma dos trés seg-
mentos horizontais que estao na parte de baixo da figura (um azul no centro mais
outros dois rosas nas laterais) medem o mesmo que o maior segmento horizontal
em cima. Na vertical, hd também igualdade entre os dois segmentos da direita e
os dois da esquerda. Logo, o perimetro da figura é dado por 2:12+2-(4+6) = 44cm.

14



b) Ao sobrepor os retangulos como na figura, podemos perceber que a intersegao
é formada pela altura do retangulo rosa com a largura do retangulo azul. Estas
medidas sao, respectivamente, 4cm e 8cm. Desta forma, a area da intersecao é
dada por: 4 -8 = 32cm?.

c¢) Semelhantemente ao item anterior, podemos observar na figura que cada so-
bra de papel rosa é um retangulo, cujas medidas sao: 12 —8 = 4cm e 8 — 6 = 2cm.

Desta forma, a drea nao coberta é dada por: 2 -4 -2 = 16cm?.

Comentarios sobre a questao:

A questao também foi muito bem escolhida para iniciar a parte geométrica da
prova. O enunciado é claro e os conteidos sao abordados logo no inicio do estudo
de Geometria. Bastante apropriado a alunos do Nivel 1.

H& apenas um detalhe a ser considerado: embora este seja um contetudo estu-
dado no Ensino Fundamental I ele é aprofundado no 6° ano. Entretanto, muitos
professores acabam tratando este assunto apenas no 4° bimestre. Como a prova
foi realizada em 13 de setembro (final do 3° bimestre), é possivel que um nimero
significativo de alunos nao tenham tido aulas sobre perimetro e area de retangulos
no ano em que fizeram a prova, de forma que os alunos do 7° ano podem ter al-
guma vantagem na questao.

Conteidos Envolvidos: Resolucao de Problemas, Operagoes com Niimeros
Naturais, Poligonos, Perimetro de Figuras Poligonais, Area de Retangulos.

Expectivativa de acertos: 80%(Item a), 60%(Item b), 40%(Item c).
Valor da Questao: 20 pontos, sendo 4 + 6 + 10.
Nota Média Esperada: 3,2+ 3,6+ 4 = 10,8 = 54%.

Grau de Dificuldade da Questao: Baixa.
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3. Monica usou 25 palitos sobre uma mesa
e trés cartoes, um com o numero 0, outro com o
nimero 1 e o ultimo com o nimero 2, para uma
brincadeira com seus amigos Ana, Beatriz e Car-
los. Sem olhar, ela pede para cada um pegar um
cartao e também pede para:

e Ana retirar da mesa tantos palitos quanto o
nimero de seu cartao;

e Beatriz retirar da mesa tantos palitos
quanto o triplo do ntimero do seu cartao;

e Carlos retirar da mesa tantos palitos quanto
nove vezes o nimero do seu cartao.

Contando os palitos que restaram sobre a mesa, Monica tenta acertar quem
escolheu cada cartao.

a) Quantos palitos restarao sobre a mesa se Ana pegar o cartao com o nimero
1, Beatriz pegar o cartao com o niimero 0 e Carlos pegar o cartao com o nimero 27

b) Qual é a menor quantidade de palitos que pode restar sobre a mesa nessa
brincadeira?

¢) Qual é o nimero do cartdao que Ana pegou, se restaram 14 palitos sobre a
mesa’?

d) Explique por que Moénica sempre pode acertar quem escolheu cada cartao,
se ela souber quantos palitos restaram sobre a mesa.
Uma Solucao:

a) Cartoes retirados de acordo com o enunciado: 1+3-0+9-2 = 19. Restarao
sobre a mesa: 25 — 19 = 6.

b) Deve-se concluir que o menor nimero de palitos sobre a mesa ocorre quando

Ana tira o nimero 0, Beatriz o nimero 1 e Carlos o ntimero 2. Desta forma, sao
retirados 0+ 3 -1+ 9 -2 = 21, sobrando portanto, 25 — 21 = 4 palitos.
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c) Se restaram 14 sobre a mesa, entao foram retirados 25 — 14 = 11 palitos.
Nessas condigoes, certamente Carlos retirou o cartao 0 ou o cartao 1. Supondo que
ele retirou o cartao 1, sobrariam 2 palitos, que é exatamente o nimero do cartao
de Ana. Assim, esta ¢ uma possibilidade (Ana:2, Beatriz:0 e Carlos:1).

Podemos verificar se ha outra possibilidade supondo que Carlos pegou o cartao
0. Entao temos, no maximo, 3 -2+ 1 = 7, o que nao satisfaz o fato de 11 palitos
terem sido retirados. Logo, ha apenas uma possibilidade: Ana retirou o cartao 2.

d) Assim como no item anterior, provavelmente hé apenas uma combinagao
dos trés cartoes que leva a um determinado nimero dado entre 0 e 25. Para
nos certificarmos, entendemos que o modo mais simples seria elaborar uma tabela
similar a que se segue:

Ana Beatriz Carlos Retirados Sobram

0 1 2 21 4
0 2 1 15 10
1 0 2 19 6
1 2 0 7 18
2 0 1 11 14
2 1 0 5 20

Agora, podemos verificar que a quantidade de palitos que sobra na mesa é
Unica, para cada situagao. Isto garante que Monica sempre pode acertar quem
escolheu cada cartao se souber quantos palitos restaram.

OBS: Uma solugao oficial (apresentada na pégina da OBMEP na Internet)
mostra que os alunos também poderiam justificar a unicidade da solucao obser-

vando que os nimeros seguem a representacao do sistema de numeragao em base 3.

Comentarios sobre a questao:

A questao apresenta enunciado claro e conteudos adequados ao Nivel 1. No
entanto, apresenta grau de dificuldade um pouco maior que as questoes anteriores,
em parte devido a necessidade de refletir nao apenas sobre os palitos que sobraram,
mas principalmente sobre os que foram retirados.

A questao pede uma justificativa matematica para a situacao, o que nos parece
um pouco fora da realidade dos alunos, principalmente no Nivel 1. E possivel
que, além dos alunos nao estarem diretamente envolvidos com o conceito de de-
monstragoes formais, a organizacao de uma tabela similar a que disponibilizamos
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estivesse distante do processo de investigacao matematica para alunos de 6° e 7°
ano.

Esta seria também uma boa escolha para replicar no Nivel 2, pois os alunos
deste nivel tém maior contato com expressoes algébricas e valores numéricos a par-
tir do 8° ano. Desta forma, seria interessante comparar os percentuais de acerto
neste item para estes niveis.

Conteidos Envolvidos: Resolucao de Problemas, Sistema de Numeracao
Posicional, Operagoes com Numeros Naturais, Expressoes Algébricas.

Expectativa de Acertos: 80%(Item a), 60%(Item b), 40%(Item c), 25%(Item
d).

Valor da Questao: 20 pontos, sendo 4 + 4 + 4 + 8.
Nota Média Esperada: 3,2+2,4+1,6+2=09,2 = 46%.

Grau de Dificuldade da Questao: Média.
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4. O quadrado da figura possui o ntimero maégico 44,
pois, se vocé escolher quatro nimeros de modo que quais- n m
quer dois deles nao estejam nem na mesma linha nem
na mesma coluna, a soma desses quatro numeros é sem-
pre 44. Por exemplo, os numeros nas casas vermelhas so-
mam 44; isso também ocorre com os numeros nas casas
azuis. n m

a) O quadrado abaixo tem um nimero mégico. Qual é este niimero?

19|26 | 28 | 21
21|28 30|23
5(12|14 | 7
71416 | 9

b) Complete o quadrado abaixo, colocando em cada casa a soma dos nimeros
que estao fora do quadrado, indicados na linha e coluna correspondentes. Esse
quadrado possui um nimero magico. Qual é este nimero?

bodd

1=>
2=>
3I—=> 4
4=>

c¢) Complete o quadrado abaixo de modo que ele possua um
nimero magico.

d) Explique por que o procedimento usado no item (b) sem- | 8 | 12|17 |12

pre ird produzir um quadrado que possui um ntmero magico, 5914 9
quaisquer que sejam os numeros fora do quadrado, indicados
nas linhas e nas colunas. 11116
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Uma Solucao:

a) Como o enunciado ja afirma que hd um nimero magico, basta que fagamos
a soma de uma diagonal (por exemplo) para verificar qual é. Desta forma, temos:
N =19+28+14+9 = T70.

b) Para a primeira parte, basta que somemos os nimeros que correspondem a
linha e coluna onde o elemento serd inserido. Segue:

QY = W
O = Wb

Y =~ WD
O = W

Para determinar o nimero magico deste quadrado também podemos somar os
elementos de uma diagonal. Segue, N =2+3+4+5 = 14.

¢) Uma estratégia para resolver a questao é, primeiramente, encontrar o niimero
magico observando os elementos ja inseridos no quadado. Posteriormente, bastaria
entao analisar outras combinacoes de somas e calcular os elementos que faltam.
Vamos fazer isto.

Podemos calcular o nimero magico utilizando os elementos que estao fora do
quadrado central. Por exemplo, uma combinagao possivel seria N = 84+-8+9+16 =
41. Outra seria N = 13+ 12+ 5+ 11 = 41. Tendo o ntimero magico, podemos
calcular o elemento da tltima linha e tltima coluna a partir da soma 13+1245 = 30
(uma pequena diagonal). Assim, este elemento vale 11. Utilizando uma estratégia
similar para encontrar os outros, podemos encontrar a solucao, que segue abaixo:

418 |13] 8
8112 | 17 | 12
519 1419
711116 |11

d) Vamos colocar os simbolos A, B, C e D para representar os nimeros coloca-
dos acima das colunas do quadrado e os simbolos E, F, G e H para representar os
nimeros colocados a direita das linhas. Teriamos, portanto, o seguinte esquema:
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Agora, tomemos qualquer caminho valido para determinar o nimero magico.
Um exemplo:

O numero méagico seria N = (A+ E)+ (B+ H)+ (C+ F)+ (D +G) =
A+ B+C+ D+ E+ F+ G+ H. Note que qualquer outro caminho vai nos
conduzir ao mesmo resultado, uma vez que precisamos tomar elementos de colu-
nas e linhas diferentes em cada passagem (o que relaciona-se com as propriedades
associativa e comutativa da adi¢ao).

Comentarios sobre a questao:

Nesta questao, uma grande dificuldade pode estar no conceito pré-existente so-
bre os quadrados magicos: trabalha-se habitualmente no 6° ano com os quadrados
onde as somas sao constantes para qualquer linha, coluna ou diagonal, diferente
do que ocorre com o quadrado desta questao. No entanto, a imagem que ilustra o
exemplo ajuda bastante a confrontar esta ideia.

Esta questao também solicita uma explicacao formal para a situacao apresen-
tada, o que ¢ sempre complicado para alunos deste nivel.

Contetudos Envolvidos: Resolucao de Problemas, Operacoes com Numeros
Naturais, Analise de Tabelas, Expressces Algébricas.

Expectivativa de acertos: 70%(Item a), 70%(Item b), 30%(Item c), 20%(d).
Valor da Questao: 20 pontos, sendo 2+4+8 46

Nota Média Esperada: 1,4 +2,8+2,4+1,2=17,8 =39%

Grau de Dificuldade da Questao: Média.
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5. Maria possui muitas pecas, todas iguais, formadas por qua-
tro quadradinhos, como mostra a figura ao lado. Sem sobrepor
pecas, ela tenta cobrir todas as casas de varios tabuleiros quadra-
dos, fazendo coincidir os quadradinhos das pecas com os do tabu- | |
leiro. e

a) Desenhe na figura abaixo uma maneira de cobrir um tabuleiro
4x4 com essas pecas.

b) Explique por que nenhum tabuleiro qua-
drado pode ser coberto com exatamente vinte

pecas.

¢) Explique por que Maria nunca conseguird co-
brir um tabuleiro 10x10 com suas pecas.

Uma Solucao:

a) Fixando a casa superior esquerda (marcada com *) hé apenas duas solugoes
diferentes, ilustradas abaixo.

Figura 1: Solucao da Questao ba, Nivel 1

b) Cada pega contém 4 quadrados. Assim, com 20 pegas temos 80 quadrados.
Mas 80 nao é um quadrado perfeito, de forma que nao pode ser resultado da area
de um quadrado de lado natural.
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¢) Inicialmente, deve-se observar que o argumento utilizado no item (b) nao
pode ser aplicado neste item: um quadrado 10x10 é composto de 100 quadra-
dinhos. Como cada peca possui 4 quadradinhos, se tomassemos 25 iguais a ela
conseguiriamos os 100 quadradinhos.

Desta forma, é necessario procurar outro argumento para a impossibilidade.
Vamos a ele.

Ao posicionarmos as pecas no tabuleiros, ha apenas duas situagoes possiveis:
ela cobrird trés quadradinhos azuis e um amarelo (tipo 1) ou ela cobrird trés
quadradinhos amarelos e um azul (tipo 2), conforme ilustrado pela imagem abaixo.

Figura 2: Pegas dos Tipos 1 e 2, Questao ¢, Nivel 1

Um tabuleiro 10x10 é composto por 100 quadradinhos, sendo 50 azuis e 50
amarelos. Como cada uma das pecas disponiveis é composta de 4 quadradinhos,
precisariamos, portanto, de 25 iguais para cobrir todo o tabuleiro.

Em principio nao sabemos qual é o niimero necessario de pecas do tipo 1 e do
tipo 2 capaz de nos dar a solugao. No entanto, vamos supor que precisassemos de
um numero par de pecas do tipo 1 e analisar as consequéncias deste fato:

— Sendo a solugao um ntimero par de pecas do tipo 1 entao, obrigatoriamente,
precisariamos de um nimero impar de pecas do tipo 2, uma vez que a quantidade
total de pecas a serem utilizadas € 25, um numero impar. No entanto, nessas
condigbes terfamos um nimero impar de pegas azuis (n° par - 3 + n° fmpar), o
que ¢é absurdo pois o nimero de pegas azuis no tabuleiro é 50, um nimero par.

Desta forma, nao podemos ter como solu¢ao um ntimero par de pecas do tipo 1.
Vamos, portanto, analisar o que acontece quando supomos que a solugao contém
um numero impar de pecas do tipo 1:

— Sendo a solugao um numero impar de pecas do tipo 1 entao, obrigatori-
amente, precisariamos de um numero par de pecas do tipo 2, uma vez que a
quantidade total de pecas a serem utilizadas é 25, um nimero impar. No entanto,
nessas condigoes terfamos, de acordo com o mesmo raciocinio usado anteriormente,
um nimero impar de pegas amarelas (n° par - 3 + n° fmpar), o que é absurdo pois
o numero de pegas amarelas no tabuleiro ¢ 50, um nimero par.
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Concluimos, portanto, que o nimero de pegas do tipo 1 nao pode ser nem par
nem fmpar caso exista uma solucao para a cobertura do quadrado 10x10. Desta
forma, tal solucao nao existe e, portanto, é impossivel fazer tal cobertura com as
pecas disponiveis.

OBS: E possivel que muitos alunos apresentem uma solugao que se utiliza da
decomposi¢ao do quadrado 10x10 em quadrados 4x4. O argumento consideraria
que o menor retangulo formado pelas pecas disponibilizadas é o proprio quadrado
4x4, de forma que se poderia utilizar 4 iguais a este para cobrir um retangulo 8x8,
sobrando dois retangulos (um 2x10, outro 2x8) impossiveis de serem construidos
com as pecas disponibilizadas.

Esta solucao ¢ incorreta, uma vez que parte do principio de que para pavi-
mentar qualquer quadrado é necessario montar, inicialmente, quadrados do tipo
4x4. No entanto, a imagem abaixo ilustra a cobertura de um quadrado 8x8 sem
a decomposi¢ao em quadrados 4x4, inviabilizando este argumento e, consequente-
mente, esta solugao.

Figura 3: Cobertura de um quadrado 8x8 sem decomposi¢ao em quadrados 4x4,
Questao 5¢, Nivel 1

Comentérios sobre a questao:

A questao é bastante interessante por relacionar de forma inteligente o ra-
ciocinio geométrico com a argumentacao aritmética. Ha apenas um ponto a anali-
sar com mais cuidado: a solugao do item (c) nos parece muito distante dos alunos
do Nivel 1, uma vez que dificilmente trabalha-se a solucao de problemas por pari-
dade.

Esta questao foi bem escolhida para ser replicada no Nivel 2, pois hd uma
solugao algébrica que pode ser explorada por alunos daquele nivel (discutiremos
esta solugao ao falarmos da prova do Nivel 2).

24



Contetdos Envolvidos: Resolucao de Problemas, Operacoes com Numeros
Naturais, Poligonos, Area de Retangulos, Pavimentacao do Plano.

Expectivativa de acertos: 80%(Item a), 60%(Item b), 10%(Item c).
Valor da Questao: 20 pontos, sendo 4 4+ 6 + 10.

Nota Média Esperada: 3,2+ 3,6+ 1= 7,8 = 39%

Grau de Dificuldade da Questao: Média.

6. Seis atletas, identificados pelas letras A, B, C,
D, E e F, participaram de uma corrida de Quixajuba
até Pirajuba. O atleta A saiu na frente, B saiu em
seguida, e assim sucessivamente, até o atleta F, que
saiu por dltimo. O atleta D venceu a corrida e o atleta
E terminou em tultimo lugar.

A tabela mostra quantas vezes o atleta indicado
na linha ultrapassou o atleta indicado na coluna. Por
exemplo, o nimero 5 na casa rosa indica que o atleta
D ultrapassou cinco vezes o atleta C durante a cor-
rida.

a) Quantas vezes o atleta F ultrapassou o

AlB DlEI|E atleta B?
Al-|24|21]2 b) Qual nimero deverd ser escrito na casa
B| 2 -0 3|1 amarela?
Cl4|0]-14]|1]|3 ¢) Qual numero deverd ser escrito na casa
D(3[2[5|-|1]|3 verde?
& 1 1j1)]-]0 d) Em que ordem os atletas terminaram a cor-
F|3|24|3 |1 - rida?

Uma Solucao:
a) Observando na tabela a linha correspondente ao corredor F e a coluna cor-

respondente ao corredor B encontramos o valor 2. Logo, o atleta F ultrapassou o
atleta B duas vezes.
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b) A casa amarela representa o nimero de vezes que o atleta B ultrapassou o
atleta D. Para encontrarmos este valor, vamos utilizar trés informagoes: o atleta
D largou atras do atleta B, venceu a corrida e ultrapassou o atleta B duas vezes
(nimero localizado na linha D, coluna B). Como ele precisou passar o atleta B
duas vezes para ganhar a corrida, tendo saido atras, entao ele foi ultrapassado
pelo atleta B uma vez durante a corrida.

Portanto, o niimero a ser inserido na casa amarela é o nimero 1.

¢) Queremos descobrir o nimero de vezes que o atleta E ultrapassou o atleta B.
O raciocinio é analogo ao item anterior: o atleta E largou depois de B, chegou em
ultimo e foi ultrapassado por B 3 vezes (linha B, coluna E). Logo, ele ultrapassou
B também 3 vezes.

Portanto, o niimero a ser inserido na casa verde é o nimero 3.

d) J& sabemos que D foi o vencedor e E foi o ltimo. Basta encontrar as demais
colocacoes.

O atleta A largou em primeiro. Observando a tabela, vemos que foi ultra-
passado por B duas vezes, mas também o ultrapassou duas vezes, de forma que
chegou na frente de B. Da mesma forma, ele foi ultrapassado por C quatro vezes
e ultrapassou C também quatro vezes, chegando na frente de C.

Ainda, foi ultrapassado por F 3 vezes (linha F, coluna A) e ultrapassou F duas
vezes (linha A, coluna F). Desta forma, chegou atras de F, donde se conclui que
F foi o segundo colocado e A o terceiro.

B largou na frente de C, foi ultrapassado por ele 0 vezes. Logo B chegou em
terceiro. Finalmente, a ordem de chegada foi D - F-A-B-C - E.

Comentarios sobre a questao:

A questao é muito pertinente, uma vez que a leitura de graficos e tabelas estéd
inserida nos PCNs para os alunos de todos os anos dos Ensinos Fundamental e
Médio. No entanto, este é um tema relativamente novo em turmas de 6° e 7°
anos, o que aumenta o nivel de dificuldade da questao. Ha também um grau de
légica que necessita maior maturidade por parte dos estudantes. Esta questao foi
acertadamente escolhida para ilustrar as provas dos Niveis 1, 2 e 3.

Conteudos Envolvidos: Resolucao de Problemas, Analise de Tabelas, Ra-
ciocicio Légico, Matrizes.

Expectivativa de acertos: 70%(Item a), 25%(Item b), 25%(Item c), 20%(d).
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Valor da Questao: 20 pontos, sendo 2 + 4 + 4 + 10.

Nota Média Esperada: 1,4+ 1+1+2=25,4=27%.

Grau de Dificuldade da Questao: Alta.

2.2 Analise dos Resultados

Iniciaremos esta se¢ao apresentando os resultados obtidos pelos alunos da nossa
Para o Nivel 1, esta amostra corresponde a 7.547
alunos, cujas provas foram analisadas pela correcao nacional. Estas notas foram

amostra em cada questao.

distribuidas de acordo com a Tabela 0 abaixo:

Tabela 1: Notas por Questao - Amostra Nivel 1

Nota| Q1 Q2 Q3 Q4 Q5 Q6
0 114 599 78 281 498 245
1 37 2 31 5 0 0
2 30 226 8 687 15  1.102
3 73 19 7 24 0 0
4 74 334 221 720 4.865 1.279
5 143 21 158 120 19 0
6 126 552 57 2935 330 1.363
7 183 8 65 45 1 0
8 261 266 1.089 1.210 911 1.381
9 485 33 535 23 34 0
10 || 1.138 744 151 638 620 673
11 459 45 167 9 3 0
12 || 1.177 798 3.753 185 93 384
13 [ 1651 35 689 21 2 1
14 450 539 104 601 136 127
15 119 94 113 0 0 0
16 21  1.290 49 7 18 507
17 22 17 29 0 0 0
18 24 301 111 19 0 9
19 179 160 16 0 0 0
20 781 1.464 116 7 2 476

Seguindo o mesmo padrao visto em Silva e Aratjd (2013), em Maffa e Al
buquerque (2013) e em Sonza e Silva (2013), entendemos neste trabalho que a
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fronteira entre as faixas de dificuldades alta/média e média/baixa estariam em

30% e 50% do valor de cada item, respectivamente.
A tabela abaixo mostra o grau de dificuldade de cada questao de acordo com

as analises feitas na subsecao anterior.

Tabela 2: Classificacao Prévia de Dificuldade - Prova Nivel 1
Questao Nota Média Esperada Dificuldade

1 10,8 = 54% Baixa
2 10,8 = 54% Baixa
3 9,2 = 46% Média
4 7,8 = 39% Média
5) 7,8 = 39% Média
6 5,4=27% Alta

Ja na Tabela B podemos observar o resultado oficial obtido pelos alunos do
Nivel 1 em cada questao? para podermos fazer andlises mais profundas:

Tabela 3: Classificagao de Dificuldade apds Resultados Oficiais - Amostra Nivel 1
Questao Nota Média Obtida Dificuldade

1 11,9 = 59,5% Baixa
2 12,4 = 62% Baixa
3 10,9 = 54, 5% Baixa
4 6,7 =33,5% Média
5 5.1 = 25,5% Alta

6 7,6 = 38% Média

Comparando as Tabelas B e B, percebe-se que as duas primeiras questoes da
Prova do Nivel 1 tiveram indices de acertos levemente superiores ao esperado. E
interessante perceber que a Questao 2 teve média de acertos maior que a Questao
1, embora seja de comum acordo que os alunos tém mais dificuldades com questoes
geométricas. Uma justificativa para este resultado pode ser o fato do item (c) da
Questao 1 ser um pouco mais dificil que o item (¢) da Questao 2. A Questao 2
foi a mais acertada na integra: dos 7.547 alunos da nossa amostra, 1.464 alunos
fizeram os 20 pontos nesta questao, contra 781 da Questao 1.

9A OBMEP nao cataloga o acerto por itens, apenas por questao.
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A Questao 3 apresentou a primeira discrepancia entre os graus de dificuldades
a priori e a posteriori: classificada como de Dificuldade Média (46% de média es-
perada) ela teve indice de acertos de 54%. A diferenga ndo é muita, mas suficiente
para que a questao seja classificada como de Dificuldade Baixa, apds a anélise dos
resultados. Observando com atencao a Tabela [ percebemos que 3.753 alunos fize-
ram 12 pontos nesta questao, o que poderia indicar que estes alunos conseguiram
resolver os trés primeiros itens, tendo dificuldade apenas na formalizacao do item
(d), o que era esperado.

A Questao 4 também ficou dentro da faixa de dificuldade esperada, embora os
resultados tenham sido levemente inferiores. Podemos perceber que 2.935 alunos
fizeram 6 pontos nesta questao, o que corresponde ao acerto apenas do itens (a) e
(b). Acreditdvamos que os alunos conseguiriam pontuar também no item (c), o que
pode explicar a diferenca entre a nota média esperada e a obtida. Eram esperadas
dificuldades no item (d), justamente pela exigéncia de uma formalizagao, dificil
para alunos do Nivel 1.

Na Questao 5 a maioria dos alunos conseguiu apenas 4 pontos, que corresponde
apenas ao acerto do item (a). Esperdavamos que os alunos também conseguissem
resolver o item (b) e dai a diferenga entre a classificagdo prévia - Média Dificul-
dade - e a classificacao a posteriori, que resultou em Alta Dificuldade. Isto pode ser
explicado pela falta de maturidade dos alunos do Nivel 1 para formalizacao. Ape-
nas dois alunos conseguiram os 20 pontos, o menor indice da prova. O resultado
também justifica a presenca da questao na prova do Nivel 2.

Na Questao 6 ocorreu o inverso: consideramos que a questao seria de Alta
Dificuldade por demandar andalise de tabelas e um pouco mais de maturidade para
o Raciocinio Légico-Matematico mas na realizade o indice de acertos apontou
Média Dificuldade. 1.381 alunos conseguiram fazer 8 pontos, o que corresponde
ao acerto dos itens (a) e (b). Nos parece estranho apenas o fato destes alunos nao
terem conseguido fazer também o item (c), que é muito similar ao item (b).

Esperavamos que os alunos tivessem nota média em torno de 51,8, o que corres-
ponde a 43% da prova (Nivel Médio de Dificuldade). Os resultados confirmaram
esta expectativa, com nota média 54,6 ou 45,5% de acertos.
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3 OBMEP 2014 - 22 Fase - Nivel 2

Nesta secao, procederemos as analises das questoes do Nivel 2. Na subsecao
3.1 faremos uma anélise pedagdgica de cada questao, indicando uma solugao, ob-
servando a adequacao da questao ao nivel proposto e destacando os conteidos
envolvidos. Faremos também uma expectativa de acertos, baseada na nossa ob-
servacao do grau de dificuldade da questao. Ja na subsecao 3.2 vamos comparar
esta expectativa com os indices oficiais de acerto em cada questao.

3.1 Analise das Questoes

1. Pedro constréi uma sequéncia
de pilhas com cubinhos de tamanhos z*camsea
iguais. Ele comeca com um tnico cubi-  3*cawaca — .
nho. As pilhas s@o construidas sempre meﬁl@—ﬁ -
de forma triangular, a partir da anterior, / 1*FILkA  ZEPILIA =
aumentando-se dois cubinhos em cada ca- | 7
mada e colocando-se um cubinho no topo.

Na figura, estao representadas as trés primeiras pilhas da sequéncia. Observe que
na primeira camada da terceira pilha ha cinco cubinhos.

a) Quantos cubinhos devera ter a primeira camada da quinta pilha?
b) Quantos cubinhos deverd ter a primeira camada da 2014* pilha?

c¢) Pedro observou que podia transformar qual-

quer pilha triangular em uma pilha quadrada, re- =
organizando os cubinhos dessa pilha. Observe na m
figura como ele fez isso com a quarta pilha.

Ele usou essa ideia para calcular quantos cubi- Wi

nhos sao necessarios para construir uma pilha tri-
angular com 99 cubinhos em sua primeira camada.
Que resultado ele obteve?

o

Uma Solucao:

a) Sabemos que a primeira camada da préxima pilha da sequéncia tem exa-
tamente dois cubinhos a mais que a primeira camada da pilha anterior. Como a
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primeira pilha tem 1 cubinho, entao ha uma correspondéncia entre a quantidade
de cubinhos na base de cada pilha e a sequéncia dos nimeros impares (1, 3, 5, 7,
9, ...). Logo, a primeira camada da quinta pilha tem 9 cubinhos.

b) E impraticavel escrevermos a sequéncia dos ntimeros impares até o seu 2014°
elemento. No entanto, podemos calcula-lo, se percebermos que cada elemento da
sequéncia é o antecessor do dobro do numero de sua posicao. Por exemplo, na
quinta camada temos 2-5—1 = 9. Portanto, o nimero de cubinhos da 2014 pilha
serda N =2-2014 — 1 = 4027.

¢) Na 1? pilha hd um tinico cubinho, o que corresponde a prépria pilha quadrada
de lado 1. Na 2% pilha ha quatro cubinhos, o que nos permite formar uma pilha
quadrada de lado 2. Na 3* pilha hd 9 (5 + 3 + 1), o que nos permite formar uma
pilha quadrada de lado 3. Observando este processo, podemos inferir que a pilha
quadrada tera como lado tantos cubinhos quantos forem a sua posi¢ao na fila.

Como a pilha informada tem 99 cubinhos na sua primeira camada, entao ela
¢ a 50* pilha, pois 99 = 2 - 50 — 1. Desta forma, precisaremos de 50 - 50 = 2500
cubinhos para formar esta pilha.

OBS: A justificativa formal para este item baseia-se na identidade da soma dos
n primeiros nimeros fmpares [1 +3 45+ ... + (2n — 1) = n?].

Comentarios sobre a questao:

Esta é uma questao comumente vista no inicio do 2° ano do Ensino Médio,
quando trabalha-se Progressoes Aritméticas. No entanto, estando na prova do
Nivel 2, entendemos que a abordagem esperada do problema se dé com conteidos
mais elementares. Hé vasta possibilidade de exploracao de questoes como esta no
Ensino Fundamental e vamos abordar algumas delas na Secao 6 deste trabalho.

Conteudos Envolvidos: Resolucao de Problemas, Operagoes com Nuimeros
Naturais, Multiplos e Divisores, Progressao Aritmética, Area de Retangulos.

Expectivativa de acertos: 80%(Item a), 60%(Item b), 40%(Item c).
Valor da Questao: 20 pontos, sendo 4 + 8 4 8.
Nota Média Esperada: 3,2 +4,8+ 3,2 =11,2 = 56%.

Grau de Dificuldade da Questao: Baixa.
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2. Rosa tem quatro cartoes quadrados e cada um deles apresenta um poligono
regular diferente, de 3 a 6 lados, como mostrado na ilustracgao.

A @

Ela quer colar esses cartoes nos quatro espacos disponiveis da primeira pagina
de um album.

Dependendo de como ela cola o cartao, as figuras podem ser vistas de maneiras
diferentes. Por exemplo, girando o cartao com o triangulo, ele pode ser visto de
quatro maneiras diferentes; ja o quadrado sé pode ser visto de uma tnica maneira.

(Al [>] (W] [« ()

a) De quantas maneiras diferentes o pentdgono
pode ser visto quando colado em um dos espagos do
album?

Fasoudsdbaa

b) De quantas maneiras diferentes o hexdgono
pode ser visto quando colado em um dos espagos do 3
album? :

aaas

¢) De quantas maneiras diferentes Rosa pode colar os =
quatro cartoes nos quatro espacos da primeira pagina do
album?

Obmep 1
Uma Solucao:
a) Observe o vértice superior do pentdgono. A cada giro do quadrado ele es-
tara posicionado de forma diferente em relacao a posicao original. Portanto, héa 4

maneiras diferentes do pentdgono ser colado em um dos espagos do album.

b) Observe o vértice da direita do hexagono. Ao fazermos um giro ele estard po-
sicionado de forma diferente em relagao a posigao original. No entanto, no segundo
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giro ele estard exatamente igual ao vértice originalmente na esquerda. Portanto, ha
apenas 2 maneiras diferentes do hexagono ser colado em um dos espacos do album.

¢) Em primeiro lugar vamos escolher os espagos onde cada figura serd colocada.
Isto pode ser feito de 4 -3 -2 -1 = 24 maneiras diferentes.

Escolhidos os espagos, vamos analisar de quantas formas diferentes cada figura
pode ser inserida no espaco selecionado. Como o triangulo pode ser colado de 4
formas diferentes, o quadrado 1, o pentagono 4 e o hexdgono 2, segue 4-1-4-2 = 32.

Finalmente, o nimero de maneiras diferentes de colagem é dado por N =
24 - 32 = 768.

Comentarios sobre a questao:

Esta também é uma questao mais habitualmente trabalhada no 2° ano do
Ensino Médio, quando se aprofunda o Principio Multiplicativo. No entanto, é
importante o aparecimento de uma questao como esta no Nivel 2, pois os PCNs
apontam a importancia de se trabalhar este conteiido no Ensino Fundamental.

De qualquer forma, o enunciado é bastante explicativo, o que certamente ajuda
nos dois primeiros itens. No item (c) é possivel que muitos alunos facam somas
ao invés de multiplicacoes, justamente por entendermos que o estudo do Principio
Multiplicativo talvez nao seja tao eficaz nas turmas do Ensino Fundamental.

Na Secao 6 deste trabalho aproveitaremos esta questao para refletir um pouco
mais sobre a abordagem do Principio Multiplicativo desde os primeiros anos do
Ensino Fundamental II.

Conteudos Envolvidos: Resolucao de Problemas, Operagoes com Numeros
Naturais, Principio Multiplicativo, Poligonos Regulares.

Expectivativa de acertos: 60%(Item a), 60%(Item b), 20%(Item c).
Valor da Questao: 20 pontos, sendo 6 + 6 + 8.
Nota Média Esperada: 3,6+ 3,6+ 1,6 = 8,8 = 44%

Grau de Dificuldade da Questao: Média.
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3. Os prolongamentos dos lados de um
hexdgono regular ABCDEF, de 1 cm? de
area, determinam seis pontos de intersecao,
que sao vértices de um novo hexagono regu-
lar A1B,C1D,E;F;, conforme mostra a fi-
gura.

Repetindo esse processo de prolonga- ‘
mento de lados em cada novo hexagono
obtido, determinamos novos hexagonos,
AQBQCQDQEQFQ, A3B303D3E3F3, e assim
por diante.

a) Qual é a drea do triangulo EDD; des-
tacado em azul?

b) Qual é a area do hexagono A; B1C1 D FE,Fy?

¢) Qual é a drea do hexdgono AsBsCsDsE5F5?

Uma Solucao:

a) Vamos mostrar que o triangulo EDD,
¢ equildtero e mede 1/6 da &rea do hexdgono
ABCDEF.

Inicialmente, notemos que o angulo interno de
um hexagono regular mede 120°. Ainda, os angulos
D1DE e DED sao angulos externos a dois dos
angulos do hexdgono. Portanto, estes tém medida
igual a 60°. Segue que o angulo £ DD também mede
60° e, portanto, o triangulo ED D, é equilatero.

Agora, observemos que o lado E'D é comum tanto
ao triangulo £ DD, quanto ao triangulo £ DO, for-
mado pelas diagonais do hexagono. Logo, estes
triangulos s@o congruentes (ambos equilateros com
um lado comum).

Como o triangulo EDO ocupa 1/6 da érea do
hexagono original, entao a area do triangulo £ DD,

Figura 4: Solucao da
Questao 3a, Nivel 2

também mede 1/6 da drea do hexdgono ABCDEF, ou seja, (1/6)cm?.
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b) Inicialmente, vamos mostrar que os triangulos
EDD, e FyDFE sao equivalentes.

Tracemos a altura D;H do triangulo EDD;.
Como o segmento E1FE estd no prolongamento do
segmento ED, entao podemos afirmar que D{H é
também altura do triangulo £y D FE.

Mas a base do triangulo EyDiFE é o segmento
EyE, que é congruente ao segmento ED (demons-
tragdo andloga ao que vimos no item anterior).

) - A , F %
Como a érea do tridngulo é a metade do produto da ' 5 \\ / 2 &
base pela altura (e estas sd@o equivalentes nos dois v
triangulos) entao os triangulos sdo equivalentes, ou Aq

seja, tém a mesma area.
Figura 5: Solugado da

Questao 3b, Nivel 2

Isto posto, para encontrarmos a area do hexagono A;B;CiD,E:F] basta ve-
rificarmos que ele é composto por 12 triangulos equivalentes, além do hexagono
ABCDEF original, que contibui com mais 6 destes triangulos. Temos, portanto,
18 tridngulos equivalentes e, como 6 deles medem lem? (do hexdgono original)
entdo a area desejada é igual a 3cm?.

c) A area do 2° hexdgono é o triplo da area do hexdgono original. Como o
processo se repete, entao a area do 3° sera o triplo da area do 2° e assim sucessi-
vamente.

Desta forma, hé uma correspondéncia entre as dreas e a sequéncia (1, 3, 9, 27,
81, 243, ...) de forma que a 4rea do hexdgono AsBs;C5DsFEsFy serd igual a 243cm?.

Comentarios sobre a questao:

Questoes geométricas como esta tém um alto grau de dificuldade por si sé,
principalmente por nao serem tao bem desenvolvidas nas escolas. De qualquer
forma, o grande objetivo da questao é fazer os alunos perceberem que o calculo de
area estd ligado a ideia de comparacao e nao a busca incessante por medidas para
aplicacao de férmulas.

Neste sentido, nao ¢ dificil para um aluno do Nivel 2 perceber que o triangulo
azul mede exatamente 1/6 do hexdgono. Talvez seja dificil para ele justificar
matematicamente esta equivaléncia. O item (b) pode ser mais complicado pois os
triangulos a serem comparados nao sao congruentes.

Um aspecto interessante da questao é o fato do item (c) ndo ser dependente
do item (b). O aluno pode errar a area do hexdgono A;BC; D, E;F}, mas se ele
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perceber que as proximas areas formam uma P.G., podera acertar o item.

Conteudos Envolvidos: Resolucao de Problemas, Area de Triangulos, Poligo-
nos Regulares, Progressao Geométrica.

Expectivativa de acertos: 60%(Item a), 30%(Item b), 30%(Item c).
Valor da Questao: 20 pontos, sendo 4 + 8 + 8.
Nota Média Esperada: 2,4 +2,4+2,4=7,2 = 36%

Grau de Dificuldade da Questao: Média.

4. Maria possui muitas pecas, todas iguais, formadas por qua-
tro quadradinhos, como mostra a figura ao lado. Sem sobrepor
pecas, ela tenta cobrir todas as casas de varios tabuleiros qua-
drados, fazendo coincidir os quadradinhos das pecas com os do f---
tabuleiro.

a) Desenhe na figura abaixo uma maneira de cobrir um tabu-
leiro 4x4 com essas pegas. —

b) Explique por que nenhum tabuleiro qua-
drado pode ser coberto com exatamente vinte
pecas.

c¢) Explique por que Maria nunca conseguiré co-
brir um tabuleiro 10x10 com suas pecas.

Uma Solucao:™

¢) Ao posicionarmos as pegas no tabuleiros, hé apenas duas situagdes possiveis:
ela cobrird trés quadradinhos azuis e um amarelo (tipo 1) ou ela cobrird trés

10Esta questdo também foi inserida na prova do Nivel 1. Desta forma, no repetiremos as
solugoes dos itens (a) e (b), apresentadas na secao 2.1.
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quadradinhos amarelos e um azul (tipo 2), conforme ilustrado pela imagem abaixo.

Figura 6: Pecas dos Tipos 1 e 2, Questao 4c, Nivel 2

Um tabuleiro 10x10 é composto por 100 quadradinhos, sendo 50 azuis e 50
amarelos. Como cada uma das pegas disponiveis é composta de 4 quadradinhos,
precisariamos, portanto, de 25 iguais para cobrir todo o tabuleiro. Assim sendo,
se chamarmos de x o nimero de pecas do Tipo 1 e de y o nimero de pecas do
Tipo 2 temos a equagao x + y = 25.

Ainda, cada peca do Tipo 1 contribui com 3 quadradinhos azuis, enquanto
cada peca do Tipo 2 contribui com 1 quadradinho azul. Isto nos leva a equacao
3r 4y = 50.

Assim sendo, o numero de pecas de cada tipo, necessarias para cobrir o tabu-
leiro é exatamente a solucao do sistema

r+y = 25
{Sx—l—y = 50 (1)

No entanto, a solugao do sistema (1) é z = y = 12,5, que nao faz parte do
dominio, uma vez que as quantidades de pegas de cada tipo devem ser nimeros
inteiros nao-negativos.

Portanto, nao ha como cobrir um tabuleiro 10x10 apenas com pecas iguais a
informada.

OBS: Poderiamos observar também o ntimero de quadradinhos amarelos co-
bertos pelas pecas dos tipos 1 e 2 e terifamos a equacgao x + 3y = 50. De qualquer
forma, esta equacao, se combinada com qualquer das duas apresentadas no sistema
(1), também apresentaria a mesma solu¢ao z =y = 12, 5.

Comentérios sobre a questao:

A solucao apresentada acima ilustra que h& diferenca significativa entre os
alunos dos Niveis 1 e 2 na solugao da questao, uma vez que os ultimos ja estudaram
os métodos de resolugao de Sistemas Lineares 2x2 (4° bimestre do 7° ano).
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Baseado neste conhecimento, entendemos que a expectativa de acertos do item
(c) no Nivel 2 é maior que a informada para os alunos do Nivel 1.

Contetdos Envolvidos: Resolucao de Problemas, Operagoes com Ntumeros
Naturais, Poligonos, Area de Retangulos, Pavimentacao do Plano.

Expectivativa de acertos: 80%(Item a), 60%(Item b), 20%(Item c).
Valor da Questao: 20 pontos, sendo 4 + 6 + 10.

Nota Média Esperada: 3,2+ 3,6 +2 = 8,8 = 44%

Grau de Dificuldade da Questao: Média.

5. Seis atletas, identificados pelas letras A, B, C,
D, E e F, participaram de uma corrida de Quixajuba
até Pirajuba. O atleta A saiu na frente, B saiu em
seguida, e assim sucessivamente, até o atleta F, que
saiu por tdltimo. O atleta D venceu a corrida e o atleta
E terminou em tultimo lugar.

A tabela mostra quantas vezes o atleta indicado
na linha ultrapassou o atleta indicado na coluna. Por
exemplo, o nimero 5 na casa rosa indica que o atleta
D ultrapassou cinco vezes o atleta C durante a cor-
rida.

a) Quantas vezes o atleta F ultrapassou o

o
AlB DlEIF atleta B
Al -12|4|2|1)|2 b) Qual nimero deverd ser escrito na casa
?
B8l 2l. 3 | 1 amarela’
C 4,0 -|4|13 ¢) Qual nimero deverd ser escrito na casa
?
plalalsl-l1]3 verde’
. 1 . 111|-1]0 d) Em que ordem os atletas terminaram a cor-
rida?
F|3|24|3|1]-
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Uma Solucao:™

d) Tomando como premissa que os itens (b) e (c¢) foram resolvidos adequada-
mente, podemos apresentar outra solucao para este item, observando as somas nas
linhas e colunas. A imagem abaixo ilustra a tabela completa com estas somas:

A | B DA EENRE
Al -2 212 |=11
B|2|- 1(3|1]|=7
C/ 4(0|-|4|1|3 =12
D|3|2|5|-|1|3|=14
E 1.1 1 B8 0 |=¢
F|3|2 4|3 |1]-|=13

13 9 14 11 7

Figura 7: 2* Solucao, Questao 5d, Nivel 2

Observamos em vermelho a quantidade total de ultrapassagens realizada du-
rante a prova pelo atleta da respectiva linha. Em azul estd a quantidade total
de ultrapassagens sofrida pelo atleta da respectiva coluna. Desta forma, podemos
proceder com o seguinte raciocinio:

e O atleta A foi ultrapassado 13 vezes e fez 11 ultrapassagens, de forma que
perdeu duas posi¢oes. Como largou em 1° entao terminou em 3°.

e O atleta B foi ultrapassado 9 vezes e fez 7 ultrapassagens, de forma que
perdeu duas posi¢oes. Como largou em 2° entao terminou em 4°.

e O atleta C foi ultrapassado 14 vezes e fez 12 ultrapassagens, de forma que
também perdeu duas posi¢oes. Como largou em 3° entao terminou em 5°.

e O atleta D foi ultrapassado 11 vezes e fez 14 ultrapassagens, de forma que
ganhou trés posicoes. Como largou em 4° entao terminou em 1°.

e O atleta E foi ultrapassado 7 vezes e fez 6 ultrapassagens, de forma que
perdeu uma posi¢ao. Como largou em 5° entao terminou em 6°.

HEsta questdo também foi inserida na prova do Nivel 1. Desta forma, nio repetiremos as
solugoes dos itens (a), (b) e (c), apresentadas na secao 2.1.
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e O atleta F foi ultrapassado 9 vezes e fez 13 ultrapassagens, de forma que
ganhou quatro posicoes. Como largou em 6° entao terminou em 2°.

Portanto, a ordem de chegada foi D - F-A -B-C - E.

Comentarios sobre a questao:

Esta questao também nos parece uma escolha bastante adequada para ser in-
serida tanto no Nivel 1 quanto aqui no Nivel 2 (e no Nivel 3). O fato dos alunos do
Nivel 2 pussuirem um pouco mais de maturidade em relacao a légica pode fazer
bastante diferenca no indice de acertos neste nivel quando comparados ao Nivel 1
(por isto aumentamos um pouco a expectativa de acertos), embora os conteidos
em si sejam perfeitamente entendiveis por alunos de todos os niveis.

Conteudos Envolvidos: Resolucao de Problemas, Analise de Tabelas, Ra-
ciocicio Légico, Matrizes.

Expectivativa de acertos: 75%(Item a), 30%(Item b), 30%(Item c), 25%(d).
Valor da Questao: 20 pontos, sendo 2 + 4 + 4 + 10.
Nota Média Esperada: 1,5+ 1,2+ 1,2+ 2,5 = 6,4 = 32%.

Grau de Dificuldade da Questao: Média.
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6.Fabio gosta de brincar em escadas, subindo ou
descendo seus degraus da seguinte maneira: .

e comeca no degrau de nimero 1;

e a cada movimento ele sobe ou desce um ou dois
degraus e, ao subir ou descer dois degraus, nao
pisa no degrau intermediario;

e pisa em todos os degraus exatamente uma vez.

Por exemplo, em uma escada com trés degraus ele pode brincar de duas ma-
neiras diferentes: 1-2-3, 1-3-2; com quatro degraus ele pode brincar de quatro
maneiras diferentes: 1-2-3-4, 1-2-4-3, 1-3-2-4 e 1-3-4-2.

a) Fébio pode brincar de seis maneiras diferentes em uma escada com cinco
degraus. Escreva essas seis maneiras.

b) Explique por que sempre é possivel terminar a brincadeira no degrau de
nimero 2 em qualquer escada com dois ou mais degraus.

c) H4 31 e 68 maneiras diferentes de se brincar em escadas com nove e onze
degraus, respectivamente. De quantas maneiras diferentes Fabio pode brincar em
uma escada com doze degraus?

Uma Solucao:

a) Vamos tentar ordenar as possibilidades da seguinte forma: comec¢amos com
o degrau 1 e vamos para o seguinte, pulando um degrau apenas quando o fato de
seguir para o proximo significar repetir uma sequéncia ja determinada. Ao pular
um degrau voltaremos para o anterior para manter a ordenagao.

Nessas condicoes temos as seguintes possibilidades: 1 —2 -3 —-4—-5;1—-2 —
3—5—-4;1-2—-4-3-51-2—-4-5-3;1-3—-2—-4—-5el1—-3-5—-4-2.

b) Se a escada tem dois degraus basta seguir a sequéncia 1 — 2.

Se a escada tem um numero fmpar (maior que 2) de degraus pode-se seguir
pulando um de forma a pisar apenas nos degraus de ordem impar. Ao chegar
no final da escada, descemos para o degrau imediatamente inferior e retornamos
pulando os degraus impares de forma a pisar apenas nos pares. Ao final deste
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processo terminaremos no degrau de nimero 2. Por exemplo, para uma escala de
11 degraus a sequéncia seria 1 =3 —-5—-7—9—-11-10—-8 -6 —4 — 2.

Se a escada tem um numero par de degraus (maior que 2) o processo é analogo
ao anterior: subimos a escada apenas pelos impares. No entanto, ao chegar no
penultimo degrau da escada, subimos mais um e voltamos, pulando os fmpares.
Por exemplo, para uma escala de 12 degraus a sequéncia seria 1 —3 —5—7—9 —
11-12—-10—-8—-6—4—2.

c) Para resolver este item, preci-

samos encontrar um raciocinio recor- 9
rente, uma vez que foram dados os 3 11;
numeros de maneiras de se brincar 10

em escadas com nove e onze degraus.

Desta forma, vamos analisar os seguin- 8 .

tes cendrios: 2 Z ’
Fébio comega no degrau de nimero 3 g

1 e segue para o degrau 2: Nessas :

condicoes, podemos entender o degrau " ;

2 como se fosse o degrau 1 de uma nova
escada com 11 degraus (numeragao em
vermelho). O ndmero de maneiras de
subir a escada é equivalente ao niimero
de maneiras de subir uma escada de 11
degraus comecando no numero 1, ou
seja, 68.

Fébio comec¢a no degrau de ntimero 1 e segue para o degrau 3: ele nao pode
subir ao degrau 4 pois, do contrario, nao poderia retornar ao degrau 2. Assim,
o percurso a ser feito inicialmente é 1 — 3 — 2 — 4. Nessas condicoes, o degrau 4
funciona como um novo degrau 1 (numeragao em azul) e o problema passa a ser
equivalente a subir uma escada com 9 degraus, que nos da mais 31 maneiras.

Ainda ha outra a ser considerada: aquela que Fabio sobre pelos nimeros
impares e desce pelos pares, até terminar no degrau 2.

Desta forma, o nimero total de maneiras para uma escada com 12 degraus é
igual a N = 68 + 31 + 1 = 100.

Figura 8: Solugao da Questao 6¢, Nivel 2

Comentarios sobre a questao:

A questao é um belo exemplo de como se pode abordar sequéncias e proble-
mas de contagem no Ensino Fundamental. Os dois primeiros itens sao totalmente
acessiveis a alunos do Nivel 2 e talvez até mesmo a alunos do Nivel 1. Em con-
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trapartida, o item (c) é o mais dificil da prova: é necessario um grau alto de

maturidade para se analisar recorréncias, o que nao faz parte do perfil dos alunos
do Nivel 2.

Contetidos Envolvidos: Resolucao de Problemas, Raciocinio Légico, Sequén-
cias, Recorréncia.

Expectivativa de acertos: 70%(Item a), 50%(Item b), 10%(Item c).
Valor da Questao: 20 pontos, sendo 6 + 6 + 8.
Nota Média Esperada: 4,2+ 3+ 0,8 = 8 = 40%.

Grau de Dificuldade da Questao: Média.
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3.2 Analise dos Resultados

Iniciaremos esta secao apresentando os resultados obtidos pelos alunos da nossa

amostra em cada questao.

Para o Nivel 2, esta amostra corresponde a 6.119

alunos, cujas provas foram analisadas pela correcao nacional. Estas notas foram
distribuidas de acordo com a Tabela B abaixo:

Tabela 4: Notas por Questao - Amostra Nivel 2

Nota| Q1 Q2 Q3 Q4 Q5 Q6 |
0 30 203 3.092 83 54 71
1 0 13 1 1 0 29
2 1 1 116 3 782 71
3 0 262 70 0 0 329
4 434 19 759 2816 387 294
5 0 1 13 8 1 631
6 27 832 199 267 819 1.348
7 1 116 32 3 0 165
8 112 25 385 42 488 296
9 0 646 12 110 0 383
10 11 46 72 2142 597 906
11 104 10 44 32 0 667
12 || 1.686 1.725 380 443 329 913
13 5 320 8 0 0 0
14 35 127 103 8 187 1
15 18 1196 35 7 2 1
16 339 38 349 137 831 0
17 0 40 0 0 0 1
18 18 25 16 1 35 1
19 456 43 45 2 4 1
20 | 2842 381 388 14 1.603 11

Assim como fizemos na secao 2.2, vamos comparar a avaliacao prévia de di-
ficuldade, com a classificacao de dificuldade obtida apds os resultados oficiais da

prova.

As Tabelas B e B ilustram esta situacao:
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Tabela 5: Classificacao Prévia de Dificuldade - Prova Nivel 2
Questao Nota Média Esperada Dificuldade

1 11,2 = 56% Baixa
2 8,8 = 44% Média
3 7.2 = 36% Média
1 8,8 = 44% Média
5 6,4 = 32% Média
6 8,0 = 40% Média

Tabela 6: Classificacao de Dificuldade apds Resultados Oficiais - Amostra Nivel 2
Questao Nota Média Obtida Dificuldade

1 15,7 = 78,5% Baixa
2 11,2 = 56% Baixa
3 5,0 =25% Alta

1 7.2 = 36% Média
5 11,5 = 57,5% Baixa
6 7.9 = 39,5% Média

Comparando as Tabelas B e B, percebe-se que a primeira questao teve indice de
acerto bem superior ao esperado. Esperavamos que a maioria dos alunos ficasse
com 12 pontos, que correspondem ao acerto dos itens (a) e (b). No entanto, 2.842
conseguiram fazer os 20 pontos. Contando os outros 456 alunos que fizeram 19
pontos, temos mais da metade dos alunos com indice de acerto excelente nesta
questao. Resultado que surpreende positivamente.

A Questao 2 também teve resultado levemente superior ao esperado, mas sufi-
ciente para ser alocada na faixa de Baixa Dificuldade. Conforme comentamos na
primeira andlise desta questao, o nimero de acertos no item (c) foi realmente pe-
queno, uma vez que apenas 381 alunos conseguiram nota maxima na questao. No
entanto, o niimero expressivo de alunos com 15 pontos indica que eles esbocaram
um raciocinio interessante na tentativa de analisar a contagem solicitada. Prova-
velmente faltou um pouco mais de intimidade com o principio multiplicativo.

O resultado da Questao 3 ficou abaixo do esperado, principalmente ao ele-
vado numero de notas zero obtidas: 3.092 alunos (50,5%) nao conseguiram sequer
mostrar que a drea do triangulo azul valia 1/6 da area do hexdgono original. Es-
peravamos que os alunos pudessem fazer esta associacao ao tracar as diagonais
do hexagono, embora também esperdassemos dificuldades em justificar esta equi-
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valéncia. Os outros itens eram realmente mais dificeis, mas vale ressaltar que o
item (c) poderia ter sido feito mesmo sem que o item (b) o fosse. A impressao
que tivemos foi que os alunos abandonaram a questao quando tiveram dividas no
item (b) e a deixaram para o final da prova.

A Questao 4 também esteve presente na prova do Nivel 1. L4, o aproveitamento
na questao foi de 25,5%, enquanto que aqui aumentou para 36%. Ainda estd um
pouco distante do previsto, mas podemos perceber que boa parte dos alunos ja
conseguiu justificar o item (b), o que nao foi feito no Nivel 1. Falaremos mais
sobre esta questao no capitulo especifico sobre as questoes transversais.

A Questao 5 é outra questao que esteve presente no Nivel 1. O aumento no
indice de acertos foi bastante superior & questao anterior (de 38% para 57,5%,
ficando na faixa de Baixa Dificuldade), nos indicando que o trabalho com andlises
de tabelas pode estar sendo mais bem desenvolvido a partir do 8° ano. Mais uma
surpresa positiva.

Na Questao 6 o resultado obtido foi rigorosamente o esperado. O item (c),
como comentado na andlise inicial mostrou-se realmente muito dificil para alunos
do Nivel 2: apenas 11 (0,18%) alunos conseguiram resolvé-lo, o pior indice entre
todas as questoes. Entendemos que mesmo alunos do Nivel 3 nao conseguiriam
resultados melhores nesta questao.

A nota média esperada para a prova do Nivel 2 era 50,4, correspondendo a
42% da prova (Nivel Médio de Dificuldade). Os resultados foram superiores, mas
ainda na faixa de Média Dificuldade: a nota média obtida foi de 58,5 ou 48,75%
do total.
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4 OBMEP 2014 - 22 Fase - Nivel 3

Nesta secao, procederemos as analises das questoes do Nivel 3. Na subsecao
4.1 faremos uma analise pedagdgica de cada questao, indicando uma solugao, ob-
servando a adequacao da questao ao nivel proposto e destacando os conteidos
envolvidos. Faremos também uma expectativa de acertos, baseada na nossa ob-
servacao do grau de dificuldade da questao. Ja na subsecao 4.2 vamos comparar
esta expectativa com os indices oficiais de acerto em cada questao.

4.1 Analise das Questoes

1. Michel pratica arco e flecha em um
alvo como o da figura ao lado. Em cada
rodada ele atira trés flechas e sua pontuacao,
na rodada, é a soma dos pontos obtidos com
cada flecha. Acertar as regioes interna, inter-
mediaria e externa vale, respectivamente, 5 pon-
tos, 3 pontos e 2 pontos; errar o alvo vale zero
ponto. Caso a flecha acerte uma linha que di-
vide duas regioes, vale a maior pontuacao dentre
elas.

a) Michel somou 11 pontos em uma rodada.
Quais foram os pontos obtidos com cada uma das trés flechas?

b) Michel notou que poderia obter quase todas as pontuagoes de 0 a 15 em
uma rodada. Quais sao as pontuacoes impossiveis de se obter em uma rodada?

¢) Michel somou 134 pontos em um treino. Explique por que houve pelo menos
dez rodadas nesse treino.

Uma Solucao:
a) Para obtencao de 11 pontos com trés flechas, so hd uma possibilidade:

11 = 5+ 3 + 3. Esta possibilidade equivale a uma flecha na regiao interna e
duas flechas na regiao intermediaria, resposta do item.
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b) As pontuagoes impossiveis com 3 flechas sdo representadas apenas pelos
nimeros 1 e 14. Para representar as pontuagoes possiveis temos as seguintes pos-
sibilidades: 0+04+0=0,04+0+2=2,04+04+3=3,04+2+2=4,0+243 =5,
0+3+3=6,0+2+5=7,0+3+5=8,3+3+3=9,0+5+5 =10,
3+3+5=11,5+5+2=12,54+5+3=13e5+5+5=15.

¢) O nimero maximo de pontos por rodada é 15. Em 8 rodadas, o maximo
atingivel é, portanto, 120 pontos. Se ele tivesse participado de 9 rodadas terfamos
15 -9 = 135 pontos. No entanto, nao existe a possibilidade de fazer 14 pontos em
uma rodada, o que nos levaria aos 134 pontos obtidos (8 - 15 4+ 14). Desta forma,
o nimero mimino de rodadas ¢ 10.

Comentarios sobre a questao:

Questao extremamente simples para o Nivel 3. Poderia ter sido trocada com
a Questao 3 do Nivel 1 e ambas as provas ganhariam: os alunos do Nivel 1 te-
riam maiores possibilidades de justificar com exatidao o item (c¢) desta questao,
enquanto os alunos do Nivel 3 poderiam se sentir mais desafiados com a questao
do cartao.

Contetidos Envolvidos: Resolucao de Problemas, Operac¢oes com Ntumeros
Naturais.

Expectivativa de acertos: 80%(Item a), 70%(Item b), 60%(Item c).
Valor da Questao: 20 pontos, sendo 4 + 6 + 10.
Nota Média Esperada: 3,2 +4,2+6 = 13,5 = 67,5%

Grau de Dificuldade da Questao: Baixa.
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2. Uma formiga anda sobre o con-
torno de um retangulo ABC'D. FEla parte
do ponto A, anda 20 centimetros até che-
gar em B, depois anda mais 10 centimetros
até chegar em C e finaliza seu trajeto
em D. Apo6s andar =z centimetros, a
formiga estd em um ponto F do con-
torno.

a) Quantos centimetros a formiga anda em
seu trajeto de A até D?

b) Calcule a drea do triangulo ADF quando
x = 22 centimetros.

¢) Qual é a maior area possivel para um
triangulo ADF'?

d) Esboce, no plano cartesiano Ozxy, o
grafico da fungao que associa ao comprimento
x o valor da area do triangulo ADF'.

- ————— g

LR

120

100

80

60

40

20

Uma Solucao:

a) De A até D a formiga passeia pelos segmentos AB, BC' e C'D (de mesma
medida que AB, pois ABC'D é um retangulo). Logo, ela anda 20+ 10420 = 50cm.

b) Sendo z = 22e¢m entdo a formiga
andou por todo o segmento AB mais 2cm
pelo segmento BC, como mostra a figura
ao lado. A area do triangulo ADF ¢é
dada pela area do retangulo ABC D subtraida
das areas dos triangulos retangulos ABF e
FCD.

Segue, Area S = AB-AD—-1/2-AB-BF —
1/2-FC-CD =20-10—1/2-20-2—1/2-8-20 =
200 — 20 — 80 = 100cm?.
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¢) A maior area possivel ocorre quando a formiga estd sobre o segmento BC,
que é exatamente o caso anterior. Nessas condicoes, a area do triangulo ADF' serd
sempre igual a 100cm?.

Isto ocorre porque na expressao S = AB-AD—1/2-AB-BF —1/2-FC-CD
podemos colocar em evidéncia a medida do segmento AB (igual & medida do
segmento C'D), de forma a obter S = AB - (AD — 1/2(BF + F(C)). Substituindo
pelas medidas segue Area S = 20- (10 —1/2-10) = 20 - (10 — 5) = 100cm?.

Para finalizar, basta verificar que se a formiga esté sobre os segmentos AB ou
CD o triangulo ADF terd medida inferior a 100cm?, uma vez que a altura mede
10cm (fixa) e a base seria menor que 20.

d) No item anterior ji mostramos
que se a formiga estd sobre o segmento /
BC, a area do triangulo ADF sera igual
a 100cm?. Agora, vamos mostrar que
a area aumenta e diminui linearmente 4.
quando a formiga passeia, respectiva-
mente, pelos segmentos AB e C'D: com 801
F sobre AB ou CD, o triangulo ADF é
retangulo de altura fixa (igual a 20cm).
Desta forma, a area do triangulo sera di-
retamente proporcional a sua base, que

120

601

401

aumenta quando a formiga caminha pelo 201

segmento AB e diminui quando a formiga

caminha pelo segmento C'D. O grafico da o T 20 30 40 5 60
X

funcao que modela a drea do triangulo

serd dado, portanto, pela figura ao lado.
Figura 10: Solucao da Questao 2d,

Nivel 3

Comentarios sobre a questao:

Questao bem elaborada para o Nivel 3. A solucgao oficial é mais elegante que a
descrita neste texto, por tomar como base do triangulo ADF o segmento AD, fixo.
Fica mais simples mostrar que a altura maxima serd atingida quando F estiver
sobre o segmento BC.

Também é importante perceber que a questao relaciona conceitos de fungoes e
graficos com uma situagao geométrica.
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Contetidos Envolvidos: Resolucao de Problemas, Area de Triangulos e
Retangulos, Funcoes, Graficos de Funcoes.

Expectivativa de acertos: 80%(Item a), 50%(Item b), 50%(Ttem c), 50% (Ttem
d).

Valor da Questao: 20 pontos, sendo 2 4+ 6 + 6 + 6.
Nota Média Esperada: 1,6 +3+ 3+ 3 = 10,6 = 53%
Grau de Dificuldade da Questao: Baixa.

3. Uma caixa retangular tem di-
mensoes 60x24x24, em centimetros. Uma
aranha A e uma mosca M estao nas fa-
ces laterais quadradas dessa caixa. Tanto
a mosca quanto a aranha estao a mesma ol | 4 A /
distancia das outras duas faces laterais.
A aranha estd a uma distancia de 2 cm
da base enquanto a mosca estd a uma
distancia de 2 cm do topo. Andando so-

24

\VAS

60

bre a superficie da caixa, a aranha pode //M
percorrer varios caminhos para chegar —
até a mosca, mas sempre escolhe algum A . A"

que esteja sobre uma reta em alguma pla-
nificacao da caixa. Na figura, vemos dois
desses caminhos, um vermelho e outro azul, e suas respectivas planificacoes.

a) Qual é a distancia que a aranha ira percorrer seguindo o caminho vermelho?

b) Desenhe na caixa a
trajetoria correspondente ao

Sh
caminho indicado em verde | { L
| L]
na planificacao, marcando os : ¥ Q /
|
pontos P, Q, R e S onde essa ! )4
. A A
trajetoria intersecta as arestas y
da caixa.

¢) Em qual dos trés caminhos, vermelho, azul ou verde, a aranha andard menos?
Justifique sua resposta.
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Uma Solucao:

a) Como na planificacio AM é um segmento de reta, entdo podemos con-
cluir que a aranha desce por um segmento perpendicular a base por 2cm. Depois
percorre os 60cm no fundo da caixa e sobe perpendicularmente mais 22cm, até
encontrar a mosca.

Desta forma, a distancia percorrida é dada por: d = 2 + 60 4 22 = 84cm.

b) Tomando a face de trds como a percorrida temos a seguinte imagem:

R

P
1
16

Q

Figura 11: Solucao da Questao 3b, Nivel 3

¢) Podemos utilizar o Teorema de Pitdgoras para calcular os caminhos azul e
verde. Observemos a figura abaixo:

Sk

—A /{
7

L~ J

(]

Figura 12: Solucao da Questao 3c, Nivel 3

No entanto, é preciso tomar cuidado para determinar as medidas AH;, M H;,
AHy e M H, que sao diferentes. Na figura azul, o ponto M estda na metade da
distancia horizontal do quadrado, ou seja, AH; = 2 + 60 + 12 = 74cm. Ainda,
o ponto M estda a 2 cm do topo do quadrado, analisando verticalmente. Logo,
MH; =12+ 22 = 36cm.

Pelo Teorema de Pitdgoras temos: (d;)? = 74% + 362 = 6632.
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Jé& na figura verde, temos AH, =2+ 60+ 2 =064cm e MHy =124+ 24+ 12 =
48cm. Pelo Teorema de Pitdgoras temos: (dy)? = 642 + 482 = 6400.

Como o segmento em vermelho mede 84cm e 842 = 7056, concluimos que a
aranha andara menos no caminho verde.

Comentarios sobre a questao:

Questao totalmente identificada com o Nivel 3, pois exige um pouco mais de
maturidade em relacao a visao espacial e identificacao das planificagoes de um
paralelepipedo retangulo. E interessante destacar que as trés planificagoes sao
diferentes, de forma que os alunos precisariam ter bastante atencao no céalculo dos
comprimentos em cada caso.

Outro aspecto interessante da questao é o fato da solucao nao ser intuitiva.
Quem imaginaria que o caminho mais curto, entre os dados, seria aquele que
passa por 5 faces do paralelepipedo?

Conteudos Envolvidos: Resolucao de Problemas, Paralelepipedo Retangulo
e suas Planificagoes, Teorema de Pitagoras.

Expectivativa de acertos: 80%(Item a), 35%(Item b), 25%(Item c).
Valor da Questao: 20 pontos, sendo 4 4 6 + 10.
Nota Média Esperada: 3,2+2,1+2,5="7,8 =39%

Grau de Dificuldade da Questao: Média.
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4. Seis atletas, identificados pelas letras A, B, C,
D, E e F, participaram de uma corrida de Quixajuba
até Pirajuba. O atleta A saiu na frente, B saiu em
seguida, e assim sucessivamente, até o atleta F, que
saiu por ultimo. O atleta D venceu a corrida e o atleta
E terminou em tltimo lugar.

A tabela mostra quantas vezes o atleta indicado
na linha ultrapassou o atleta indicado na coluna. Por
exemplo, o nimero 5 na casa rosa indica que o atleta
D ultrapassou cinco vezes o atleta C durante a cor-
rida.

a) Quantas vezes o atleta F ultrapassou o

o
AlB oplelE atleta B
Al -12|4|2|1)|2 b) Qual nimero deverd ser escrito na casa
?
Bl2|. 3 | 1 amarela’
Cc 4,0 -|4|13 ¢) Qual nidmero deverd ser escrito na casa
7
plal2ls]-11]3 verde?
N 1 . 111]-10 d) Em que ordem os atletas terminaram a cor-
rida?
F|3 (2 (4|3 |1]-

Comentdrios sobre a questao:™

Como comentado quando da andlise desta questao no Nivel 2, esta me parece
uma escolha bastante adequada para ser repetida no Nivel 3, principalmente pelo
estudo das Matrizes ser mais aprofundado no Ensino Médio. Esperam-se indices
de acertos significativamente maiores que nos Niveis 1 e 2.

Conteudos Envolvidos: Resolucao de Problemas, Analise de Tabelas, Ra-
ciocicio Légico, Matrizes.

Expectivativa de acertos: 80%(Item a), 40%(Item b), 40%(Item c), 35%(d).

12Esta questdo também foi inserida nas provas dos Niveis 1 e 2. Desta forma, no repetiremos
as solugoes apresentadas nas Segoes 2.1 e 3.1.

o4



Valor da Questao: 20 pontos, sendo 2 + 4 + 4 + 10.
Nota Média Esperada: 1,6 +1,6+1,6+3,5=28,3 =41,5%

Grau de Dificuldade da Questao: Média.

9.F4bio gosta de brincar em escadas, subindo ou
descendo seus degraus da seguinte maneira: .

e comeca no degrau de nimero 1;

e a cada movimento ele sobe ou desce um ou dois
degraus e, ao subir ou descer dois degraus, nao
pisa no degrau intermediario;

e pisa em todos os degraus exatamente uma vez.

Por exemplo, em uma escada com trés degraus ele pode brincar de duas ma-
neiras diferentes: 1-2-3, 1-3-2; com quatro degraus ele pode brincar de quatro
maneiras diferentes: 1-2-3-4, 1-2-4-3, 1-3-2-4 e 1-3-4-2.

a) Fabio pode brincar de seis maneiras diferentes em uma escada com cinco
degraus. Escreva essas seis maneiras.

b) Explique por que sempre é possivel terminar a brincadeira no degrau de
nimero 2 em qualquer escada com dois ou mais degraus.

c) H& 31 e 68 maneiras diferentes de se brincar em escadas com nove e onze
degraus, respectivamente. De quantas maneiras diferentes Fabio pode brincar em
uma escada com doze degraus?

Uma Solucao:™

c) Nesta solugdo, apresentaremos a expressao de recorréncia que modela o
problema. Para isto, utilizaremos raciocinio semelhante ao utilizado na solugao
apresentada na secao 3.1:

13Esta questdo também foi inserida na prova do Nivel 2. Desta forma, nio repetiremos as
solugoes dos itens (a) e (b), apresentadas na secao 3.1.
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Seja X,, o numero de maneiras de
brincar em uma escada com n degraus
(n>4).

o [ |

]

s o [ |
]
=

L ]
73
Yﬂ{ﬂux

Fébio come¢a no degrau de numero
1 e segue para o degrau 2: nes- 2
sas condicoes, podemos entender o de- 1
grau 2 como se fosse o degrau 1
de uma nova escada com n — 1 de-
graus (numeracao em vermelho). O
numero de maneiras de subir a escada
¢ equivalente ao numero de maneiras
de subir uma escada de n — 1 de-

graus come¢ando no numero 1, ou seja, . .
X, 1. Figura 13: 2* Solucao, Questao bc,

Nivel 3

Fabio comega no degrau de nimero 1 e segue para o degrau 3: ele nao pode
subir ao degrau 4 pois, do contrario, nao poderia retornar ao degrau 2. Assim,
o percurso a ser feito inicialmente é 1 — 3 — 2 — 4. Nessas condigoes, o degrau 4
funciona como um novo degrau 1 (numeragao em azul) e o problema passa a ser
equivalente a subir uma escada com n—3 degraus, que nos da mais X,,_3 maneiras.

Ainda ha outra a ser considerada: aquela que Féabio sobre pelos nimeros
impares e desce pelos pares, até terminar no degrau 2.

Desta forma, o nimero total de maneiras para uma escada com n degraus é
dada pela expressao X, = X,,_1 + X,,_3 + 1.

A partir desta expressao de recorréncia podemos calcular o nimero de maneiras
para as escadas com mais de 4 degraus, até chegarmos a escada de 12 degraus,
solicitada na questao:

e Xi =X, +Xo+1=4+1+1=6;

e Xg=Xs+Xs+1=6+2+1=09;

e Xo=Xe+X4+1=9+4+1=14;

e Xe=X:+ X5 +1=14+6+1=21;
e Xo=Xs+ Xg+1=21+9+1=31;
e Xio=Xo+ X;+1=31+14+1 = 46;

[ ] X11:X10+X8—|—1:46+21+1:68,
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[ ] X12:X11+X9+1:68+31+1:100

Logo, o nimero total de maneiras para uma escada com 12 degraus é igual a
100.

OBS: Através desta solugao, percebe-se como os formuladores da questao che-
garam aos resultados X¢ = 31 e X1; = 68, dados no enunciado da questao.

Comentarios sobre a questao:

Questao bem escolhida para ser aplicada também aos alunos do Nivel 3, que
deveriam aprofundar seus estudos sobre sequéncias, incluisive sendo apresentados
a sequéncias recorrentes como é o caso do item (c¢). De qualquer forma, nao es-
peramos que o grau de acerto deste item seja muito maior que no Nivel 2 neste
ultimo item.

Contetdos Envolvidos: Resolucao de Problemas, Raciocinio Légico, Sequén-
cias, Recorréncia.

Expectivativa de acertos: 80%(Item a), 60%(Item b), 10%(Item c).
Valor da Questao: 20 pontos, sendo 6 + 6 + 8.
Nota Média Esperada: 4,8+ 3,6+ 0,8 =9,2 = 46%

Grau de Dificuldade da Questao: Média.
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6. Cada uma das cem pessoas de uma fila es-
colhe, ao acaso, um ntumero de 1 a 20 e o es-
creve em um papel, mantendo esse numero em se-

gredo. Depois que todos escreveram, o primeiro
da fila anuncia o seu numero. Em seguida, o
segundo da fila faz o mesmo, e assim sucessi-
vamente. A primeira pessoa que anunciar um

nimero igual a um numero ja anunciado ganha um
prémio.

a) O primeiro da fila nao tem chance de ganhar o
prémio. Qual é a posicao da proxima pessoa da fila que
também nao tem chance alguma de ganhar o prémio?

b) Qual é a probabilidade de que o terceiro da fila ganhe o prémio?

¢) Quem tem maior probabilidade de ganhar o prémio: o sétimo da fila ou o
oitavo? Justifique.

d) Em que posicao ou posigoes da fila é maior a probabilidade de ganhar o
prémio? Justifique.

Uma Solucao:

a) Como os numeros a serem escritos sao de 1 a 20, pode acontecer de as 20
primeiras pessoas pegarem numeros diferentes. Desta forma, a 21* pessoa da fila
ganharia o prémio pois certamente teria um nimero de 1 a 20.

Logo, a 22* pessoa da fila nao tem qualquer chance de ganhar o prémio, assim
como qualquer pessoa que esteja atras dela.

b) O terceiro da fila ganha o prémio se o segundo nao tiver um nimero igual
ao do primeiro e ele, 3°, tiver um niimero igual ao do primeiro ou ao do segundo.

A probabilidade do segundo nao ter um numero igual ao do primeiro é de
19/20, enquanto a probabilidade do terceiro ter um nimero igual ao do primeiro
ou ao do segundo é de 2/20.

Logo, a probabilidade do 3° da fila ganhar o prémio é dada por 19/20-2/20 =
19/200 = 9, 5%.
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¢) Vamos calcular as probabilidades do 7° e do 8° ganharem o prémio.

Para o 7° ganhar o prémio ele precisa que as pessoas anteriores a ele nao tenham
ganho e, além disso, ele precisa ter um nimero igual a um dos 6 anteriores. Esta
probabilidade pode ser calculada de forma andloga ao item anterior. Segue:

P, =19/20-18/20-17/20-16/20 - 15/20 - 6/20

Da mesma forma, podemos calcular a probabilidade do 8° ganhar o prémio:

Py =19/20-18/20-17/20-16/20 - 15/20 - 14/20 - 7/20

Note que nao é necesséario calcular o valor de cada probabilidade (as contas
seriam desgastantes), basta comparar P; e Ps. Como as fragoes sao iguais até
15/20, vamos comparar apenas o fator 6/20 com o produto 14,/20 - 7/20.

Mas 14/20 - 7/20 = 49/200 < 60/200 = 6/20. Portanto, a probabilidade do 7°
da fila ganhar o prémio é maior que a probabilidade do 8° da fila.

d) Vamos resolver de forma anédloga ao anterior. Inicialmente, vamos encontrar
a probabilidade da n® pessoa da fila ganhar o prémio:
19 18 20— (n—2) n—1
20 20 7 20
Agora, vamos encontrar a probabilidade da (n + 1)* pessoa ganhar o prémio:
19 18 20— (n—2) 20—(n—1) n

"0 20 20 20 20
Da mesma forma que no item anterior, vamos verificar para que valores de n

temos P, < P,.;. Para isto, vamos comparar o iltimo fator de P, com os dois
ultimos de P, 4q:

Pngpn—i-l—>

n—1 _20—(n—1) n
< 90— 1) < n(2] —
20 = 20 o (=1 <n2l=n)

20n —20 —2In+n?<0—=-n>—n—-20<0— —4<n<5.

A solucao obtida nos indica que P, < P3 < Py < Ps = Py > P > Fs... Logo,
as posicoes com maiores probabilidades de ganharem o prémio sao as posigoes 5 e
6, em que as chances sao iguais.

Comentarios sobre a questao:

Questoes que envolvem Analise Combinatoria e Probabilidade causam gran-
des dificuldades aos alunos, em grande parte por eles gastarem energia tentando
descobrir qual é a féormula a ser usada. Nesta questao, o emprego adequado do
principio multiplicativo e da probabilidade relacionada a intersecao de eventos
poderia direcionar os alunos ao caminho certo.

Entendemos que os itens (b), (c¢) e (d) exploram o mesmo tema, aumentando
apenas o grau de dificuldade devido ao nimero de fatores a serem considerados
(no item c) e a necessidade de algebrizagao do problema (no item d). Em nossa
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opinido, a questao poderia ser encerrada no item (c).

Conteudos Envolvidos: Resolucao de Problemas, Principio Multiplicativo,
Probabilidade.

Expectivativa de acertos: 60%(Item a), 40%(Item b), 20%(Item ¢), 5% (ITtem
d).

Valor da Questao: 20 pontos, sendo 4 + 4 + 6 + 6.
Nota Média Esperada: 2,4+ 1,6+ 1,2+0,3=15,5=27,5%

Grau de Dificuldade da Questao: Alta.
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4.2 Analise dos Resultados

Iniciaremos esta secao apresentando os resultados obtidos pelos alunos da nossa
amostra em cada questao. Para o Nivel 3, esta amostra corresponde a 5.237
alunos, cujas provas foram analisadas pela correcao nacional. Estas notas foram
distribuidas de acordo com a Tabela [@ abaixo:

Tabela 7: Notas por Questao - Amostra Nivel 3

Nota| Q1 Q2 Q3 Q4 Q5 Q6 |

0 1 85 8 4 10 630
1 0 36 0 0 2 604
2 0 1.183 1 112 7 99
3 1 636 0 0 41 6
4 18 054 14 39 44 1.203
5 10 015 23 0 126 1.644
6 16 193 198 109 647 15
7 87 11 21 0 o1 25
8 129 47 4 o4 151 386
9 32 27 109 3 211 7
10 304 35 3.241 213 730 42
11 44 29 43 3 846 24
12 139 18 47 137 2281 56
13 32 165 79 2 1 53
14 246 81 79 83 ) 177
15 54 4 o4 1 ) 12
16 233 51 7 622 2 84
17 374 10 87 1 0 6
18 976 84 184 24 9 14
19 187 23 390 40 3 18
20 2.354 1450 578 3.790 65 82

Assim como fizemos na se¢oes 2.2 e 3.2, vamos comparar a avaliagao prévia de
dificuldade, com a classificacao de dificuldade obtida apds os resultados oficiais da
prova.

As Tabelas B e O ilustram esta situacao:

61



Tabela 8: Classificacao Prévia de Dificuldade - Prova Nivel 3
Questao Nota Média Esperada Dificuldade

1 13,5 = 67.5% Baixa
2 10,6 = 53% Baixa
3 7,8 = 39% Média
1 8.3 —41.5% Média
5) 9,2 =46% Média
6 5,56 =27.5% Alta

Tabela 9: Classificacao de Dificuldade apds Resultados Oficiais - Amostra Nivel 3
Questao Nota Média Obtida Dificuldade

1 17,2 = 86% Baixa
2 9,0 = 45% Média
3 12.2 = 61% Baixa
4 17,8 = 89% Baixa
5} 10,3 = 51,5% Baixa
6 4,9 =24,5% Alta

Comparando as Tabelas B e B, ratifica-se nossa afirmacao de que a Questao 1
seria mais apropriada aos Niveis 1 e 2 do que propriamente ao Nivel 3: a nota
média obtida foi de 17,2 pontos, o que corresponde a 86% dos pontos possiveis.

A Questao 2 apresentou uma peculiaridade interessante: embora 1.450 alunos
tenham conseguido os 20 pontos outros 1.183 conseguiram apenas dois, valor do
item (a). Isto pode ser explicado devido ao fato dos itens (b) e (c) necessitarem
de raciocinios analogos para sua solucao. Um aspecto interessante a ser notado é
que o item (d) parece ter sido bem desenvolvido por quem fez os demais, ou seja,
o conceito de grafico de funcao teria sido bem adquirido.

A Questao 3 foi mais uma surpresa positiva da prova: esperavamos maiores
dificuldades, principalmente devido ao fato do item (b) associar uma planifica¢ao
ao paralelepipedo em perspectiva. O raciocinio aplicado ao encontrar as medidas
para aplicagao do Teorema de Pitdgoras no item (c¢) também foi bem desenvolvido.
E um resultado bem interessante, ainda mais porque os alunos do 1° Ano do Ensino
Médio nao sao tao estimulados ao trabalho com Sélidos Geométricos.

A Questao 4 também apresentou resultado bem mais alto do que esperado.
Das trés provas, esta foi a questdo com maior nota média obtida (89%), o que
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pode indicar que o estudo das Matrizes ajuda bastante na resolu¢ao de problemas
que envolve tabelas.

A Questao 5 também teve leve distorcao entre a média esperada e a média
obtida. Do total, 2.281 alunos conseguiram os 12 pontos dos itens (a) e (b).
Apenas 65 conseguiram fazer o item (c), ilustrando que Recorréncia nao é mesmo
um assunto visto no Ensino Médio.

A Questao 6 foi a tnica classificada com alto grau de dificuldade apds a andlise
dos resultados obtidos. Acreditavamos que os dois primeiros itens seriam resolvidos
pela maioria (que resultariam em 8 pontos), mas as duas maiores faixas de acertos
foram as de notas 4 e 5, 0 que mostra que apenas o item (a) foi feito de maneira
satisfatéria. Neste sentido, este resultado corrobora com o que ja conheciamos:
precisamos melhorar o Ensino de Combinatéria e Probabilidade.

Na prova do Nivel 3, esperavamos que os alunos tivessem nota média em torno
de 54,9, o que corresponde a, aproximadamente, 46% da prova (Nivel Médio de
Dificuldade). No entanto, os resultados mostraram que os alunos conseguiram se
sair bem melhores, com nota média 71,4 ou 59,5% de acertos. Isto coloca a prova
do Nivel 3 na faixa de Dificuldade Baixa, diferente das demais.
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5 Questoes Transversais

Nesta secao, dedicaremos maior atencao as questoes transversais, presentes em
provas de diferentes niveis. Na 2* Fase da OBMEP 2014 foram trés: uma presente
nos niveis 1 e 2, uma nos niveis 2 e 3 e outra presente nos trés niveis.

5.1 Entrevista: As Questoes Transversais nas provas da
OBMEP

Inicialmente, pretendemos informar ao leitor acerca da insercao das questoes
tranversais. Para isto, apresentaremos uma breve entrevista com o Prof. Pedro
Malagutti, atuante na coordenagao nacional da OBMEP.

1) Quais sao os objetivos da coordenagao da OBMEP quando apresentam
questoes transversais para as provas?

Prof. Malagutti: O Comité de Provas da OBMEP considera que o raciocinio
dedutivo e a capacidade de resolver problemas, quando bem colocado, pode ser re-
solvido por alunos de diferentes faizas etdrias e, muitas vezes, o formalismo com
que a Matemadtica é apresentada nas escolas, por vezes, pode tolher a capacidade
criativa e a liberdade em resolver uma determinada situagao-problema. E muito
comum que alunos do Nivel 1 apresentem respostas mais criativas do que alunos
de outros niveis, apesar dos poucos pré-requisitos que possuem. Sendo assim, um
dos objetivos das questoes transversais ¢ detectar talentos precoces e incentivd-los
a desenvolver suas capacidades, fornecendo amplo apoio para que isto ocorra.

2) Como é feita a selegdo das questoes que serao inseridas em mais de um nivel?

Prof. Malagutti: FEsta pergunta é dificil de responder pois envolve a beleza
estética da questao. Questoes que comparecem em mais de um nivel sao discutidas
com bastante afinco pelos componentes do Comité de Provas e sao aprovadas por
unanimidade para poderem estar presentes em dois ou mais niveis.

E mais fdcil responder quando uma questdao nao deve ser transversal. Na pri-
meira e sequnda fases da OBMEP, a selecao de questoes transversais, obviamente,
leva em conta os pré-requisitos que um aluno deve ter para resolver a questao. Por
exemplo, nao faz sentido colocar questoes para o Nivel 1 que envolvam o Teorema
de Pitdgoras ou Semelhanca de Triangulos, mas faz sentido propor questoes de
Combinatoria que possam ser resolvidas utilizando, mesmo em situagoes comple-
zas, o Principio Fundamental da Contagem.

Assim, para responder sua perqunta, considero que a selecdo de questoes pre-
sentes em mais de um nivel estd relacionada com a beleza e a criatividade presentes
na resolucao da questao, respeitados os conhecimentos prévios dos alunos.
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3) Quais os conteudos mais atraentes para este tipo de agao?

Prof. Malagutti: Ndao hd um foco definido para escolher questoes transver-
sais, mas hd dreas da Matemdtica escolar que sao bem propicias a isto:

— Questoes puramente de Aritmética que nao precisam de ferramentas algébricas
para sua resolu¢ao;

— Questoes de Geometria que envolvam perimetros e dreas que possam ser
resolvidos por decomposi¢cao ou compara¢ao;

— Questoes de Combinatoria que aliam a divisdo em casos com o Principio
Multiplicativo;

— Questoes de Raciocinio Logico ou de Estratégia com situagoes novas para o
aluno.

4) A coordenacdo da OBMEP analisa os resultados obtidos pelos alunos de
diferentes niveis nestas questoes?

Prof. Malagutti: Sim. Hd relatorios precisos feitos pela Central da OBMEP
e pela Fundacao Carlos Chagas que indicam os percentuais de erros e acertos des-
sas questoes e uma andlise rigorosa feita por profissionais externos a OBMEP que
apresentam, criticam e comentam as dificuldades encontradas pelos alunos na re-
solugao de tais questoes. FEstas andlises servem como feedback para a proposi¢ao
de novas questoes para 0s anos sequintes.

5) A coordenacgao da OBMEP acredita que uma anélise destes resultados pode
auxiliar os professores no aprimoramento do processo ensino-aprendizagem na
Educacao Basica? De que formas?

Prof. Malagutti: Sim. Hd ainda uma andlise que deve ser feita, diretamente
ligada ao ambiente escolar. Um trabalho sistematizado feito por professores acerca
do trabalho, nas escolas, com questoes da OBMEP certamente trard melhorias
significativas nos processos de ensino e aprendizagem da Matemdtica.

Nao podemos continuar obtendo os ultimos lugares nas avaliacoes internacio-
nais e descuidar para que assuntos basicos de Matemadtica nao sejam incorporados
ao universo intelectual dos alunos, na idade certa. A apresentacdo de problemas
desafiadores e, ao mesmo tempo, divertidos, sagazes e pertencentes ao cotidiano
dos alunos, com certeza provoca melhorias.

Para se consequir isto em larga escala € necessdrio que muitos professores pas-
sem a adotar metodologias que levem os alunos a enfrentar e resolver problemas.
Hd também uma enorme caréncia em trabalhos que mostrem aos professores como
fazer isto, principalmente os que descrevem agoes concretas que levem os alunos a
resolugcao de problemas.

A OBMEP oferece muitas oportunidades de engajamento nesta tarefa, basta
uma consulta ao site para confirmar isto. Destaca-se o programa recém criado
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“OBMEP na Escola”, em que professores bolsistas tém a tarefa de implementar e
divulgar as metodologias de aprendizagem apresentadas pela OBMEP em sua es-
cola e regiao, além de outras.

5.2 Questoes Transversais na 2* Fase da OBMEP 2014

Contetdos transversais (presente em varias etapas da Educagao Bésica), repre-
sentados por problemas motivadores e que, geralmente, permitem algumas possi-
bilidades diferentes de solugoes. E basicamente esta a receita para questoes trans-
versais. Vamos analisar mais profundamente as questoes selecionadas para a 2?

fase da OBMEP 2014:

T1 - Niveis 1 e 2. Maria possui muitas pecas,
todas iguais, formadas por quatro quadradinhos, como mos-
tra a figura ao lado. Sem sobrepor pegas, ela tenta
cobrir todas as casas de varios tabuleiros quadrados, fa- f---
zendo coincidir os quadradinhos das pecas com os do tabu-
leiro. pe==

e
a) Desenhe na figura abaixo uma maneira de cobrir um tabuleiro 4x4 com essas
pecas.

b) Explique por que nenhum tabuleiro qua-
drado pode ser coberto com exatamente vinte
pegas.

c¢) Explique por que Maria nunca conseguira co-
brir um tabuleiro 10x10 com suas pecas.

Esta questao é um belo exemplo de como integrar diversas areas da Matematica
como Geometria, Aritmética e Algebra. Nas sec¢oes anteriores, apresentamos duas
solugoes para o item (c): uma utilizando paridade, conforme o gabarito oficial e
outra utilizando sistema de equacgoes lineares 2x2.

Vamos analisar os resultados obtidos pelos alunos nas amostras dos Niveis 1 e
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2. A tabela a seguir apresenta o nimero de alunos (das amostras) que obtiveram
determinada nota na questao. Lembramos que os valores dos itens (a), (b) e (c)
eram, respectivamente, 4, 6 ¢ 10 pontos.

Tabela 10: T.1 - Relagdo Nota/Numero de Alunos - Amostras Niveis 1 e 2
’ Nota H Nivel 1 Nivel 2 ‘

0 498 83
1 0 1
2 15 3
3 0 0
4 4.865 2.816
5 19 8
6 330 267
7 1 3
8 911 42
9 34 110
10 620 2.142
11 3 32
12 93 443
13 2 0
14 136 8
15 0 7
16 18 137
17 0 0
18 0 1
19 0 2
20 2 14

Tabela 11: T1 - Nota Média Obtida - Amostras Niveis 1 e 2
Nivel 1 Nivel 2
5,1 =255% 7,2 = 36%

Observando a Tabela [, percebemos alguns fatos interessantes:

e Enquanto a maior parte dos alunos da amostra do Nivel 1 concentrou-se na
faixa dos 4 pontos - acerto apenas do item (a), os alunos da amostra do Nivel
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2 estiveram mais distribuidos entre as faixas de 4 e 10 pontos (acerto dos
dois primeiros itens), o que indica que no Nivel 2 houve maior associagao
entre o nimero de quadradinhos contido em 20 pecas e a area de um qua-
drado de lados inteiros. E possivel que os alunos do Nivel 1 tenham tentado
resolver imaginando possibilidades de pavimentacao com tais pecas (solu¢ao
geométrica), o que os levou ao erro ou a desisténcia do item (b).

Embora tenham sido melhores que os colegas do Nivel 1, houve um ntmero
relativamente excessivo (em nossa opiniao) de alunos do Nivel 2 que ficaram
apenas nos 4 pontos. Podemos imaginar que o menor espaco para questoes
geométricas nas salas de aula seja uma das causas para este resultado.

O ntumero de acertos na integra foi muito baixo nos dois niveis. No Nivel
1, este fato nao pode ser considerado nenhuma surpresa, pois o raciocinio
por paridade realmente nao é muito explorado nas escolas. No entanto, a
solugao algébrica apresentada na secao 3.1 é acessivel aos alunos do Nivel 2,
de forma que estes poderiam ter sido um pouco melhores. Em todo caso,
mesmo para a montagem do sistema de equagoes que o levariam a justificativa
da impossibilidade da montagem do quadrado 10x10, era necesséario que os
alunos percebessem que havia dois modos de inserir a peca no tabuleiro,
tomando como base os quadradinhos azuis e amarelos por ela cobertos. Isto
nao era um fato trivial e pode ter contribuido para o baixo ntimero de alunos
com 20 pontos na questao.

A nota média obtida pelos alunos da amostra do Nivel 2 foi 41% maior que
a nota média obtida pelos alunos da amostra do Nivel 1. E um ndmero
alto, mas que pode ser mais bem explicado pelo baixissimo desempenho dos
alunos do Nivel 1 no item (b) do que pelo desempenho dos alunos do Nivel
2 propriamente dito.
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T2 - Niveis 2 e 3. Fébio gosta de brincar
em escadas, subindo ou descendo seus degraus da .
seguinte maneira:

e comeca no degrau de nimero 1;

e a cada movimento ele sobe ou desce um ou dois
degraus e, ao subir ou descer dois degraus, nao
pisa no degrau intermediario;

e pisa em todos os degraus exatamente uma vez.

Por exemplo, em uma escada com trés degraus ele pode brincar de duas ma-
neiras diferentes: 1-2-3, 1-3-2; com quatro degraus ele pode brincar de quatro
maneiras diferentes: 1-2-3-4, 1-2-4-3, 1-3-2-4 e 1-3-4-2.

a) Fabio pode brincar de seis maneiras diferentes em uma escada com cinco
degraus. Escreva essas seis maneiras.

b) Explique por que sempre é possivel terminar a brincadeira no degrau de
nimero 2 em qualquer escada com dois ou mais degraus.

c) H4 31 e 68 maneiras diferentes de se brincar em escadas com nove e onze
degraus, respectivamente. De quantas maneiras diferentes Fabio pode brincar em
uma escada com doze degraus?

Esta é uma questao de Estratégia, associada as Sequéncias Numéricas e pro-
posta aos alunos dos Niveis 2 e 3. Os dois primeiros itens sao acessiveis inclusive
aos alunos do Nivel 1. Entretanto, o item (c¢) é bastante dificil para qualquer dos
niveis.

Vamos analisar os resultados obtidos pelos alunos nas amostras dos Niveis 2 e 3.
A tabela a seguir apresenta o niimero de alunos que obtiveram determinada nota na
questao. Lembramos que os valores dos itens (a), (b) e (¢) eram, respectivamente,
6, 6 e 8 pontos.
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Tabela 12: T2 - Relac¢ao Nota/Ntmero de Alunos - Amostras Niveis 2 e 3
’ Nota H Nivel 2 Nivel 3 ‘

0 71 10
1 29 2
2 71 7
3 329 41
4 294 44
5 631 126
6 1.348 647
7 165 o1
8 296 151
9 383 211
10 906 730
11 667 846
12 913 2.281
13 0 1
14 1 )
15 1 )
16 0 2
17 1 0
18 1 9
19 1 3
20 11 65

Tabela 13: T2 - Nota Média Obtida - Amostras Niveis 2 e 3
Nivel 2 Nivel 3
7,9 = 39,5% 10,3 = 51,5%

Observando a Tabela 2, percebemos os seguintes fatos:

e No Nivel 2, a faixa com mais alunos (na amostra) foi a de 6 pontos, que indica
o acerto apenas do item (a). J& no Nivel 3, a faixa com maior indice de acertos
foi a de 12 pontos, equivalente aos itens (a) e (b). Este fato surpreende, uma
vez que o item (b) é, teoricamente, bastante acessivel aos alunos do Nivel 2.
Talvez a diferenca esteja na pratica em solucionar problemas que estimulem
o raciocinio logico.
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e O numero de acertos na integra foi muito baixo nos dois niveis. Este resultado
nao surpreende pois os alunos da Educacao Basica nao sao estimulados a
resolucao de problemas por raciocinio recorrente.

e A nota média obtida pelos alunos da amostra do Nivel 3 foi 30% maior que
a nota média obtida pelos alunos da amostra do Nivel 2. E um ntmero
aceitavel, considerando a experiéncia dos alunos destes diferentes niveis, em-
bora acreditemos que os alunos no Nivel 2 poderiam ter conseguido rendi-
mentos melhores no item (b).

T3 - Niveis 1, 2 e 3. Seis atletas, identificados
pelas letras A, B, C, D, E e F, participaram de uma
corrida de Quixajuba até Pirajuba. O atleta A saiu na
frente, B saiu em seguida, e assim sucessivamente, até
o atleta F, que saiu por ultimo. O atleta D venceu a
corrida e o atleta E terminou em tultimo lugar.

A tabela mostra quantas vezes o atleta indicado
na linha ultrapassou o atleta indicado na coluna. Por
exemplo, o nimero 5 na casa rosa indica que o atleta
D ultrapassou cinco vezes o atleta C durante a cor-
rida.

a) Quantas vezes o atleta F ultrapassou o

o
AlB oplelE atleta B7
Al -12/4|2|1)|2 b) Qual nimero deverd ser escrito na casa
?
Bl2|. 3| 1 amarela’
Cc 4,0 -|4|13 ¢) Qual nidmero deverd ser escrito na casa
7
plal2lsl-11]3 verde’
. 1 . 111|-1]0 d) Em que ordem os atletas terminaram a cor-
rida?
F|3 (2 (4|3 |1]-

Esta é uma questao das areas de Estratégia e Tratamento da Informacao, as-
sociada a Analise de Tabelas, acessivel aos alunos dos diferentes niveis.

Vamos analisar os resultados obtidos pelos alunos nas amostras dos Niveis 1, 2
e 3. A tabela a seguir apresenta o nimero de alunos que obtiveram determinada
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nota na questao. Lembramos que os valores dos itens (a), (b), (c) e (d) eram,
respectivamente, 2, 4, 4 e 10 pontos.

Tabela 14: T3 - Relagao Nota/Numero de Alunos - Amostras Niveis 1, 2 e 3
’ Nota H Nivel 1 Nivel 2 Nivel 3

0 245 54 4
1 0 0 0
2 1.102 782 112
3 0 0 0
4 1.279 387 39
5 0 1 0
6 1.363 819 109
7 0 0 0
8 1.381 488 o4
9 0 0 3
10 673 297 213
11 0 0 3
12 384 329 137
13 1 0 2
14 127 187 83
15 0 2 1
16 507 831 622
17 0 0 1
18 9 35 24
19 0 4 40
20 476 1.603 3.790

Tabela 15: T3 - Nota Média Obtida - Amostras Niveis 1, 2 e 3

Nivel 1 Nivel 2 Nivel 3
5,1=7,6=38% 11,5 = 57,5% 17,8 = 89%

Observando a Tabela [, apresentamos os seguintes fatos:

e Na amostra do Nivel 1, as notas se concentraram nas faixas inferiores (8, 6,
4 e 2 pontos, nesta ordem). Na amostra do Nivel 2, houve uma quantidade
significativa de alunos com 20 pontos, mas ainda nimeros razoaveis nas faixas
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mais baixas. J4 na amostra do Nivel 3 a questao foi acertada na integra pela
maior parte dos alunos e nao houve quantidades significativas nas faixas de
menor pontuacao.

e O numero de acertos na integra foi baixo no Nivel 1, razoavel no Nivel 2
e muito alto no Nivel 3. Este resultado mostra que é preciso trabalhar um
pouco mais com problemas relacionados a Analise de Tabelas no Ensino
Fundamental. No Ensino Médio, ha uma vantagem dada pelo estudo das
Matrizes, mas, principalmente, devido ao maior tempo dispensado ao Tra-
tamento da Informacgao, talvez até mesmo pela reincidéncia destas questoes
no ENEM.

e A nota média obtida pelos alunos do Nivel 2 foi 51% maior que a nota média
obtida pelos alunos do Nivel 1 e a nota média obtida pelos alunos do Nivel
3 foi 54% maior que a obtida pelos alunos do Nivel 2. Os ntimeros sao altos,
confirmando o que citamos no item anterior sobre o tempo destinado ao
Tratamento da Informagao em cada nivel.

As questoes transversais da OBMEP sao importantes a medida que ilustram,
de formas simples e eficazes, possibilidades de discussao de determinados conceitos
ao longo de toda a Educacao Basica. Ao trabalhar questoes similares em sala de
aula, os professores possibilitam que alunos do Nivel 1 explorem sua criatividade
em busca de solucoes. Enquanto isto, alunos dos demais niveis podem também se
valer de seu maior conhecimento matematico para buscar solugoes alternativas e
mesmo revisitar os conceitos mais basicos.

Os numeros apresentados nesta se¢ao indicam que ha diferenca significativa
entre estudantes dos trés niveis presentes na prova, o que nos permite inferir
que talvez os conteidos matematicos estejam demasiadamente fragmentados na
Educagao Basica.

Na proxima secao, apresentaremos sugestoes para utilizagao das questoes da
OBMEP nas salas de aula do Ensino Fundamental II e Ensino Médio de forma a
tentar melhorar este quadro, refletindo também sobre os possiveis ganhos que esta
acao possa gerar no processo ensino-aprendizagem de Matemaética.
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6 Possibidades de exploracao da OBMEP em Sala
de Aula

Nesta secao, tentaremos relacionar de maneira mais concreta as questoes da
OBMEP com a atuacao do Professor de Matematica. Para isto, vamos nos apro-
fundar um pouco mais nas analises dos resultados de forma a propor sugestoes
para otimizar o aprendizado dos conteudos trabalhados na prova, principalmente
aqueles relacionados aos itens onde o indice de erro foi alto.

6.1 Ensino Fundamental - 6° e 7° Anos

Nos primeiros dois anos do Ensino Fundamental II, o foco do Ensino de Ma-
tematica é a Aritmética. O curriculo escolar, nesta etapa, situa-se basicamente
sobre o Sistema de Numeracao Decimal e o estudo dos Numeros Naturais, In-
teiros e Racionais, aprofundando este estudo geralmente até Razoes, Proporcoes
e Porcentagem. Em Geometria, os alunos sao estimulados a conhecer as formas
bésicas mais elementares, os poligonos. Nestas formas, sao exploradas as ideias de
Perimetro e Area, sendo esta ultima de forma bem elementar. Pode-se trabalhar
também o reconhecimento de figuras espaciais como o Cubo e suas planificagoes.
A Algebra aparece apenas no 2° bimestre do 7° ano, quando os alunos iniciam os
estudos das equagoes do 1° grau.

A prova do Nivel 1 da OBMEP utiliza os contetidos vistos no Ensino Funda-
mental I (1° ao 5° Anos), que sado aprofundados no 6° Ano. Desta forma, esta
prova é perfeitamente utilizavel no processo ensino-aprendizagem nas turmas de
6° ano. Ainda, questdes do Nivel 2 (e mesmo algumas do Nivel 3) podem ser
utilizadas tanto no 6° quanto no 7° ano, dependendo do conteido a ser trabalhado
pelos professores.

Ao longo desta subsecao, vamos analisar com mais cuidado os resultados ob-
tidos pelos alunos na 2* fase da OBMEP 2014 e verificar de que forma as ideias
presentes naquelas questoes podem ser aproveitadas em turmas regulares.

A Questao 1 - Nivel 1 explora o sistema de nimeragao decimal através de um

problema que envolve um comando. E uma questao que pode ser trabalhada em
turmas regulares de 6° ano exatamente da forma como esta apresentada, auxiliando
o aprendizado deste contetido. Além disso, questoes que envolvem algum tipo de
comando sao uteis para apresentar aos alunos os algoritmos necessarios ao “fazer
matematica”, na Educagao Basica.

Com relacao aos indices de acerto da amostra, percebe-se uma concentracao
de notas entre 10 e 12 pontos, o que indica acerto dos dois primeiros itens e
dificuldades no terceiro. Tirando a dificuldade inerente ao terceiro item - o fato
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do algarismo 9 ser mais vantajoso na casa das unidades e nao na maior ordem
- nos parece que falta desenvolver problemas como este em sala de aula no 6°
ano. Em geral, nés nos preocupamos mais com problemas em que ha um certo
nimero de algarismos e os alunos devem ordend-los de forma a obter o maior (ou
menor) numero. Falta exatamente trabalhar mais problemas onde a quantidade
de algarismos ¢é variavel, dependendo do comando do enunciado.

Para otimizar o desenvolvimento dos alunos neste contetido, ha uma série de
exercicios interessantes na pagina oficial da OBMEP. Fazendo uma pesquisa rapida
por “aritmética”’no banco de questoes, o professor pode montar listas de ativida-
des compativeis com o desenvolvimento de seus alunos.

A Questao 2 - Nivel 1 trabalha perimetro e drea de figuras retangulares (ou
formada pela composicdo e/ou sobreposicao de retangulos). Esta foi a questao
mais acertada na integra pelos alunos da amostra do Nivel 1. Houve também
quantidades significativas de acertos na faixa de 16, 12 e 10 pontos (nesta ordem),
mostrando que o assunto é de dominio dos estudantes desta amostra.

Desta forma, nossa sugestao para o desenvolvimento deste contetiido em turmas
do Nivel 1 concentra-se mais no fato de desenvolver este trabalho em paralelo
ao conteudo “Operacoes com Numeros Naturais”, logo no inicio do 6° ano. Em
geral, o estudo da Geometria fica mais restrito ao 4° bimestre, o que pode causar
fragmentacao dos conteidos e dar a impressao que a Geometria esta dissociada do
restante da Matematica.

Assim sendo, é importante avangar na parte Geométrica do contetido a cada
nova visita aos temas Aritméticos. Por exemplo, ao se estudar multiplos e diviso-
res, o professor pode trabalhar a area de retangulos a partir das diferentes medidas
de seus lados. Investigagoes como “de todos os retangulos de drea 12 e lados com
medidas naturais qual € o que possui menor perimetro?” podem ajudar a ilustrar
a integracao entre os temas.

A Questao 3 - Nivel 1 nos oferece uma excelente oportunidade de comecar a
trabalhar com os alunos deste nivel as justificativas matematicas. A andlise dos
resultados desta questao mostrou que quase a metade dos alunos da amostra con-
seguiu 12 pontos, o que corresponde aos trés primeiros itens. No entanto, apenas
116 alunos (1,5%) conseguiram os 20 pontos, de forma que podemos inferir que
houve enorme dificuldade na justificativa matematica pedida no enunciado.

Entendemos que o motivo desta dificuldade estd na falta de trabalho com ta-
belas nas aulas de Matematica nas turmas de 6° e 7° anos. Assim, nossa proposta
para os professores que trabalham com turmas nesta faixa de escolaridade, é a
de aproveitar os conteidos vistos e iniciar com os alunos a montagem e andélise
de tabelas. Focando nesta questao, podemos perceber que a construgao de uma
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tabela que ilustre o problema permitiria aos alunos responder todos os itens sem
maiores dificuldades. Vejamos:

Ana Beatriz Carlos Retirados Sobram

0 1 2 21 4
0 2 1 15 10
1 0 2 19 6
1 2 0 18
2 0 1 11 14
2 1 0 20

Esta nao é uma tabela dificil de ser feita pelos alunos. Naturalmente, o profes-
sor deve conduzi-los adequadamente para otimizar o processo: entendemos que, em
um primeiro momento, o professor pode indicar que a tabela tera as cinco colunas
(Ana, Beatriz, Carlos, Retirados, Sobram) e inserir a primeira combinac¢ao para
os cartoes, questionando seus alunos sobre, nesta situacao, qual seria o nimero
de cartoes retirados e qual seria a sobra. Posteriormente, o professor solicitaria
outras combinagoes para os cartoes até que os alunos nao conseguissem encontrar
novas. Neste momento, os alunos entao completariam as colunas “retirados”e “so-
bram”com as novas possibilidades e, finalmente, partiriam para as respostas do
problema.

Vimos uma estratégia simples e funcional, que aborda tanto os conteudos prin-
cipais quanto os conteidos secundéarios como Introdugao a Analise Combinatéria (o
professor pode estimular os alunos a descobrirem quantas sao as possibilidades para
a retirada dos cartoes enquanto eles montam a tabela) e as Expressoes Algébricas.
Uma aula de 50 min seria mais do que suficiente para desenvolvé-la e, em caso
de uma aula dupla (dois tempos de 50 min), exercicios semelhantes poderiam ser
inseridos para que os alunos resolvessem em grupos. A Questao 1 - Nivel 3 pode-
ria ser um destes exercicios. O ganho para estes alunos seria enorme, em nossa
opiniao. Cabe ressaltar que este tipo de estudo também pode ser desenvolvido e
aprofundado com alunos dos demais periodos do Ensino Fundamental, durante o
trabalho com Fracoes, Decimais, Nuimeros Negativos e Irracionais.

A Questao 4 - Nivel 1 explora um Quadrado 4x4 que possui um Numero Magico
e também dispoe de um comando a ser executado para se determinar a constante
magica. Observando os resultados vimos que 2.935 alunos da amostra ficaram na
faixa de 6 pontos, o que corresponde ao acerto apenas dos itens (a) e (b). Ou-
tros 1.210 conseguiram 8 pontos (basicamente também o acerto dos dois primeiros
itens).
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E possivel que a ideia pré-concebida sobre os quadrados mégicos (soma cons-
tante nas linhas, colunas ou diagonais) tenha influenciado negativamente na re-
solugdo do item (c). Cabe esclarecer que, em nenhum momento, o enunciado
informa que o quadrado é magico mas apenas que o quadrado possui um nimero
magico. De qualquer forma, isto nos mostra que precisamos variar mais os exercicios
que trabalham este tipo de comando.

O item (d) solicitava uma explicacdo dos alunos para a funcionalidade do pro-
cesso descrito no item (b). Para alunos do Nivel 1 isto é uma tarefa bastante
dificil, uma vez que eles nao tém acesso a Algebra para apoia-los. Desta forma,
como ajudé-los a encontrar uma resposta satisfatoria para este item? Nossa su-
gestao é que, ao trabalhar o problema em sala de aula, os professores pecam para
que cada grupo de alunos construa seu préprio quadrado de acordo com o co-
mando da questao e repasse este quadrado aos outros grupos de alunos para que
eles tentassem conseguir os nimeros-chave, que serviram de base para a monta-
gem no quadrado. Para que exista um grau de dificuldade crescente, o professor
pode sugerir que alguns destes niimeros-chave sejam divulgados previamente. Em
nossa opiniao, este seria um processo de investigacao muito interessante e que cer-
tamente os ajudaria a encontrar uma explicacao adequada sobre a funcionalidade
desta forma de montagem destes quadrados com nimeros méagicos. Vale ressaltar
que no 7° ano podemos utilizar um problema similar para trabalhar os ntmeros
negativos.

O desempenho dos alunos na Questao 5 - Nivel 1 nos surpreendeu negativa-
mente. KEsperdvamos que os dois primeiros itens fossem resolvidos sem maiores
dificuldades, mas na verdade houve incriveis 4.865 alunos da amostra do Nivel 1
que 86 conseguiram resolver o item (a). Além disso, apenas dois alunos obtiveram
nota maxima na questao.

Nossa explicagao para este resultado é que os alunos tentaram resolver o item
(b) também de uma forma geométrica. Nao houve qualquer associa¢do entre os
80 quadradinhos disponiveis nas 20 pecas e a area de um quadrado formado por
eles. Isto pode mostrar que, neste nivel, falta exatamente aquela integracao entre
geometria e aritmética que comentamos quando falamos da Questao 2 - Nivel 1. Se
nossos alunos fossem estimulados a navegar por estes dois campos da Matematica
de maneira conveniente, certamente a pontuacao nesta questao estaria concentrada
nos 10 pontos, equivalente ao acerto dos dois primeiros itens.

A explicagao solicitada no item (c) também precisa ser trabalhada em sala de
aula. Naturalmente, com alunos de 6° e 7° anos nao devemos exigir uma capacidade
de argumentagao refinada, mas podemos auxilia-los a refletir sobre caminhos que
o permitam chegar aos raciocinios mais interessantes. Por exemplo, ao discutir a
solucao por paridade em sala de aula, os professores podem iniciar questionando
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sobre de que formas as pegas disponiveis podem ser inseridas no tabuleiro.

No final do 7° ano sao estudados os sistemas de equacgoes lineares 2x2, o que
permitiria aos professores apresentarem a 2% solucao vista na secao 3.1. No entanto,
os alunos podem (e devem) ser estimulados a criar suas préprias conjecturas e a
realizar experiéncias que os permitissem comprovéa-las ou refuta-las. Neste sentido,
os professores poderiam trazer impresso um tabuleiro 10x10 e varias das pecas
da questao, distribuir aos alunos em grupos e pedir que, a partir da experiéncia
concreta, tentassem justificar o por qué da impossibilidade de cobrir tal tabuleiro.

Para ajuda-los a perceber que a justificativa nao se baseia na decomposicao
do quadrado 10x10 em quadrados 4x4, o professor poderia pedir que tentassem
montar um quadrado 8x8 sem utilizar tal decomposicao, analogamente ao que
mostramos na figura B.

Ainda, se lembrarmos que a peca disponibilizada no enunciado é uma daquelas
presentes no antigo jogo “tetris”, poderiamos solicitar que nossos alunos fizessem
a mesma experiéncia com outras pecas deste jogo, como por exemplo:

T
|
|

Figura 14: Outras figuras para abordagem da Questao 5, Nivel 1

O leitor pode se questionar sobre o tempo necesséario para se fazer todas es-
tas atividades. No entanto, acreditamos que isto possa ser muito mais interes-
sante (ndo apenas no aspecto motivacional, mas também com relagdo ao processo
ensino-aprendizagem) do que o enorme tempo gasto copiando matéria no quadro
para que os alunos copiem no caderno. Se o professor prepara suas notas de aula e
tira copias para os alunos, ganha tempo para realizar as atividades que realmente
podem fazer diferenca. Se desejamos um Ensino de Matemaética atual, precisamos
refletir sobre praticas antigas e pouco funcionais, de forma a aproveitarmos melhor
nosso tempo e o de nossos alunos.

Sobre a Questao 6 - Nivel 1, entendiamos que os alunos do Nivel 1 teriam bas-
tante dificuldades nela, pois o trabalho com tabelas nao é tao estimulado neste
periodo. Os resultados confirmam este pensamento: as faixas com as maiores pon-
tuagoes foram 8, 6, 4 e 2 pontos (nesta ordem) de forma que mais de 5.300 alunos
da amostra nao conseguiram acertar nem os trés primeiros itens na integra (o que
os daria 10 pontos).
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Para modificar este quadro, nao ha outra maneira senao elaborar sequéncias
didaticas onde a andlise de tabelas (e graficos) esteja inserida no processo ensino-
aprendizagem. Como comentamos anteriormente, pode-se trabalhar questoes mais
simples (como as Questoes 3 e 4 da prova do Nivel 1) e que também trafeguem por
este conteudo, antes de se propor problemas como este, mais complexos. Acredi-
tamos, inclusive, que este problema poderia ser melhor desenvolvido em turmas
de 7° ano, ficando os alunos do 6° ano com as questoes mais simples. Novamente,
informamos que uma pesquisa rapida no Banco de Questoes da OBMEP traz re-
sultados interessantes na busca por “Tabelas”, o que nos permite elaborar algumas
listas de atividades em tempo satisfatorio.

A prova do Nivel 2 também é focada nos conteidos vistos no Ensino Funda-
mental I, além dos contetidos trabalhados no 6° ano. Desta forma, os professores
que trabalham em turmas de 6° e 7° anos também podem utilizar questoes origi-
nalmente elaboradas para o Nivel 2 em suas turmas. Por exemplo, o trabalho com
Sequéncias Numéricas e Principio Multiplicativo pode perfeitamente ser iniciado,
de forma empirica, em turmas de 6° ano e aprofundado nas demais séries do En-
sino Fundamental para que, no Ensino Médio, a formalizacao seja mais acessivel
aos alunos. Vejamos como algumas das questoes da prova do Nivel 2 se inserem
neste contexto:

A Questao 1 - Nivel 2 abre a prova exatamente com um problema sobre sequén-
cias. O resultado nos surpreendeu positivamente: cerca de 87% dos alunos da
amostra do Nivel 2 conseguiram resolver corretamente os dois primeiros itens e
mais da metade destes alunos também conseguiu resolver corretamente o item (c),
garantindo os 20 pontos da questao.

A outra questao da prova do Nivel 2 que abordou o estudo das Sequéncias
Numéricas foi a Questao 6 - Nivel 2. Se olharmos apenas para o nimero de alunos
da amostra que fizeram 20 pontos nesta questao, poderemos nos espantar por terem
sido apenas 11, o menor nuimero na faixa dos 20 pontos na prova. No entanto,
uma analise mais atenta dos resultados desta questao, mostra que a concentracao
de acertos ficou na faixa dos 6, 12, 10 e 11 pontos (nesta ordem), o que indica que
os alunos conseguiram ir bem nos dois primeiros itens e que o item (c) estava em
um grau de dificuldade muito alto para este nivel.

Desta forma, podemos inferir que o trabalho com as Sequéncias Numéricas, no
Ensino Fundamental, vem sendo mais desenvolvido pelos professores. Entende-
mos apenas que o trabalho com este contetido, neste nivel, também deve ser feito
de forma mais aritmética, observando os padroes de construcoes das sequéncias.
Em turmas de 6° e 7° anos é importante aproveitar as discussoes sobre Numeros
Primos, Multiplos e Divisores para trabalhar problemas como este.

E importante também nao deixar este contetdo restrito s Progressoes Aritmé-

79



ticas e Geométricas, que serao serao aprofundadas no Ensino Médio. No Ensino
Fundamental, os professores devem tentar ampliar a nocao de sequéncia, estimu-
lando a criatividade de seus alunos. Por exemplo, qual é o padrao da sequéncia
(2, 10, 12, 16, 17, 18, 19, ...) e qual é o seu préximo elemento?™

Pode-se até tentar trabalhar levemente algum tipo de recorréncia (como por
exemplo, a construgao da sequéncia de Fibonacci), mas entendemos que este grau
de aprofundamento do assunto estd mais voltado para os alunos do Nivel 3.

A Questao 2 - Nivel 2 é bem interessante por trabalhar uma situacao de Analise
Combinatoria a partir de figuras geométricas simples. A maior faixa de acertos,
entre os alunos da amostra, foi a de 12 pontos, o que corresponde aos dois primeiros
itens. Houve ainda um numero expressivo de alunos na faixa de 15 pontos (acerto
parcial do terceiro item), mas apenas 381 alunos conseguiram os 20 pontos na
questao.

Deste resultado, inferimos que existe um reconhecimento de questoes basicas
ligadas aos problemas de contagem, mas talvez falte trabalhar com mais intensi-
dade o Principio Multiplicativo. Acreditamos que os alunos que fizeram 15 pontos
podem conhecer o principio e talvez tenham respondido N =4-1-4-2 = 32
possibilidades (multiplicando apenas as possibilidades de colar cada cartao e es-
quecendo de permutd-los no dlbum). Mas, pelo ntimero de alunos que conseguiu
encontrar as solugoes dos dois primeiros itens, entendemos que um nimero maior
de alunos poderia ter feito mais de 12 pontos.

Uma pergunta que surge diante desta reflexao é: “Erxiste espago no curriculo
do Ensino Fundamental para se falar sobre o Principio Multiplicativo?”. Enten-
demos que sim e este trabalho poderia ser iniciado ainda no 6° ano, quando sao
estudadas as Operagoes com Numeros Naturais. Apds trabalhar os problemas que
envolvem a Multiplicagao como soma de varias parcelas iguais, os professores po-
dem explorar este outro significado da Multiplicacao, a de ilustrar o nimero de
maneiras diferentes de escolha para um elemento de determinado conjunto e, ao
mesmo tempo, um elemento de outro conjunto. Um exemplo classico de problema
a ser abordado no Nivel 1 é aquele onde determinada pessoa dispoe de M camisas
e N bermudas e pede-se o nimero de diferentes combinagoes com com uma camisa
e uma bermuda que ela pode conseguir.

Entendemos que nao ha motivo para nao se falar no Principio Multiplicativo
quando se discute a Multiplicagao de Naturais no 6° ano. Ao contrario, talvez um
dos motivos para dificuldade no estudo da Analise Combinatoria seja exatamente
o fato de se deixar toda a matéria para o 2° ano do Ensino Médio. Felizmente
isto vem mudando ha algum tempo e acreditamos que as préximas geragoes te-

14 A sequéncia é formada pelos niimeros cujas grafias se inicam pela letra “D”, no nosso idioma.
Assim, o préximo elemento é 200.
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nham menos dificuldade ao virem com esta bagagem do Principio Multiplicativo
interiorizada desde o Ensino Fundamental.

Este é um conteudo transversal e que deve ser aprofundado nas demais séries
do Ensino Fundamental, sempre de maneira empirica, antes de ser formalizada no
Ensino Médio. Mais a frente, em turmas de 8° e 9° anos, pode-se trabalhar pro-
blemas mais elaborados em que, além da escolha dos elementos, deve-se também
escolher posigoes onde eles serdo alocados. O item (c) da Questdao 2 - Nivel 2
aborda exatamente este tipo de problema. Nao se deve aprofundar o assunto ao
ponto de falar em Permutacoes, Arranjos ou Combinagoes, ao contrario, nesta fase
o mais importante é deixar os alunos raciocinarem sobre os problemas apenas com
o uso do Principio Multiplicativo. No Banco de Questoes da OBMEP ha uma
série de atividades para os Niveis 1 e 2 que podem ser utilizadas nas aulas sobre o
assunto.

Com relacao aos contetidos mais vistos nas turmas regulares de 6° e 7° anos,
sentimos falta apenas daqueles relacionados as Fracoes, que nao foram contem-
plados na prova do Nivel 1. Este é um conteido onde os alunos tém enormes
dificuldades, mesmo em séries mais avancadas do Ensino Fundamental.

Entendemos que o trabalho com as fragoes deve ser feito de forma bem devagar,
com o professor transitando pelos varios significados das fragoes ao longo das
atividades. Abaixo, listamos alguns destes significados e possiveis abordagens
para cada um deles:

e Relacao Parte-Todo: Eo primeiro contato que os alunos tém com as fragoes.
Quando se divide algo em um nitmero de partes iguais (denominador) e
selcionam-se algumas destas partes (numerador). E importante trabalhar
com os alunos o fato das fatias serem do mesmo tamanho, o que parece sim-
ples mas pode gerar duvidas. A questao abaixo ilustra bem este raciocinio:

OBMEP 2010, 1* Fase, Nivel 1, Questao 10. A figura mostra um
quadrado dividido em 16 quadradinhos iguais. A drea em preto corresponde
a que fracao da drea do quadrado?

Figura 15: Fragoes como Relacao Parte-Todo
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e Divisao entre dois Inteiros: A passagem das fracoes préprias para as fragoes
impréprias (e nimeros mistos) pode ser mais bem entendida quando se ana-
lisa as fragoes como uma divisao entre dois inteiros. Por exemplo:

OBMEP 2006, 2* Fase, Nivel 1, Questao 6. A figura representa o
tracado de uma pista de corrida. Os postos A, B, C e D sdo usados para
partidas e chegadas de todas as corridas. As distancias entre postos vizinhos,
em quilometros, estao indicadas na figura e as corridas sao realizadas no
sentido indicado pela flecha. Por exemplo, uma corrida de 17 km pode ser
realizada com partida em D e chegada em A.

(a) Quais sao os postos de partida e chegada de uma corrida de 14 quilometros?
(b) E para uma corrida de 100 quilometros, quais sao esses postos?

(c) Mostre que é possivel realizar corridas com extensdo igual a qualquer
numero inteiro de quilometros.

Figura 16: Fracoes como Divisao entre dois Inteiros

Observando a figura e concluindo que a pista toda tem comprimento igual a
: el 2 6 4

13km, podemos associar as fragoes 13, 13, 13 € 13 aos percursos AB, BC, CD

e DA, respectivamente.

Além disso, a solucao do item (b) passa pela reflexao sobre quantas voltas
sao necessarias para se completar os 100km desejados. Neste caso, a divisao
euclidiana de 100 por 13 esta diretamente relacionada a fragao % e também
ao numero misto 7%, fazendo a devida associacao entre estas duas repre-

sentacoes deste ntimero racional.

e Numero Absoluto: Discutir a ideia de que as fracoes s@o nimeros que tém
localizacao unica na reta numérica, entre dois inteiros ou sobre eles, caso
sejam fracoes aparentes. Alids, aqui ha também uma vantagem em usar
o numero misto ao invés da fracao impropria. Por exemplo, se quisermos
localizar na reta a posicao da fracao g, podemos utilizar o nimero misto
1% para, imediatamente, saber que esta entre o 1 e o 2. No 7° ano pode-se
trabalhar da mesma forma com fracoes negativas.
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OBMEP 2012, 12 Fase, Nivel 1, Questao 7. A figura mostra uma reta
numerada na qual estao marcados pontos igualmente espacados. Os pontos
A e B correspondem, respectivamente, aos numeros ~ e %9. Qual € o numero

6
que corresponde ao ponto C?.

C

M~
&
7

Figura 17: Fragoes como Nimeros Absolutos

Relacao entre duas Grandezas: Aqui tratamos as fragdes como razoes. Este
¢ um significado importante e, dentre outros aspectos, possibilita introduzir o
conceito de média. A questao abaixo ilustra este significado com propriedade.

OBMEP 2013, 1* Fase, Nivel 2, Questao 18. Joao vai de bicicleta ao
encontro de sua namorada Maria. Para chegar na hora marcada, ele deve
sair as 8 horas e pedalar a 10 km/h ou sair as 9 horas e pedalar a 15 km/h.
A que horas é o encontro dos namorados?

Operador Matematico: Aqui temos as fragoes como operadores matematicos,
ou seja, quando precisamos calcular algo como 4/5 de certo niimero inteiro ou
mesmo 4/5 de outra fragdo. H4 uma série de contextos onde é necessario fazer
calculos como estes. O exemplo abaixo ilustra este pensamento, trazendo a
fragao na forma de porcentagem.

OBMEP 2011, 1* Fase, Nivel 2, Questao 7. A figura mostra o resultado
de uma pesquisa sobre a aquisicao de eletrodomésticos da qual participaram
1000 pessoas. Com base nesses dados, pode-se afirmar que o niumero de
pessoas que possuem os dois eletrodomésticos €, no minimo:

(A)500  (B)550  (C)650  (D)700  (E)800

SiMm
BO%

NAO
20%

Possul televisio? Possui geladeira?

Figura 18: Fragoes como Operador Matematico
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e Probabilidade de ocorréncia de um Evento: Fracgoes sao indispensaveis no
estudo das probabilidades. No Nivel 1, os alunos podem ser introduzidos
a este estudo e, ao mesmo tempo, refletirem sobre outro contexto onde as
fragoes estao presentes. Nao se deve aprofundar o estudo de probabilidade
neste nivel, mas sim aproveita-lo para trabalhar problemas diferentes com as
fragoes. Por exemplo:

OBMEP 2010, 2* Fase, Nivel 3, Questao 5, Item (a). André, Bianca,
Carlos e Dalva querem sortear um livro entre eles. Para isto, colocaram
trés bolas brancas e uma preta em uma caixa e combinaram que, em ordem
alfabética de seus nomes, cada um tiraria uma bola, sem devolvé-la a caiza.
Aquele que tirasse a bola preta ganharia o livro. Qual a probabilidade de
André ganhar o livro?

Figura 19: Fragoes como Probabilidade

Entendemos que, perspassando por todos estes contextos em que as fragoes se
fazem presentes, nossos alunos poderao melhorar significativamente o aprendizado
deste conteido. No Banco de Quesoes da OBMEP h&d uma série de questoes que
podem ser escolhidas para ilustrar as atividades docentes neste tema. Palavras-
chave para a busca: fragoes, porcentagem, razao, proporcao e decimais.

Para encerrar esta subsecgao, falaremos um pouco sobre as equacoes do 1° grau,
tema visto inicialmente no 7° ano do Ensino Fundamental. Atualmente, o inicio
do estudo deste tema ja se apropria de técnicas como a representagao de equacgoes
através de balancas e a discussao sobre operacoes iguais nos dois membros da
igualdade de forma a simplifica-la. E um avango significativo no processo ensino-
aprendizagem de equagoes pois, em um passado nao muito distante, os alunos eram
apenas direcionados a seguir regras para solucoes das equacoes: “Se aqui estd o
numero 2 entdo passa para ld —2... Se aqui o 2 esta multiplicando o ‘x’ entao
passa para ld dividindo...”.

No entanto, entendemos que ha um pequeno problema no Ensino de Ma-
teméatica quando os alunos comecam a trabalhar com Algebra (justamente no 7°
ano quando estudam as equagdes do 1° grau): em geral, nés temos o hébito de
abandonar as solucoes aritméticas dos problemas para estimular os alunos a mo-
delé-los através de equacoes ou sistemas de equagoes. Naturalmente, o dominio do
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campo algébrico pelos alunos os possibilita modelar uma infinidade de situacoes-
problema e este ¢ um objetivo a ser alcancado durante a Educagao Bésica. O
que discordamos é que esta modelagem seja feita em todos os problemas, mesmo
aqueles onde simples reflexoes aritméticas sao suficientes para a solucao. Nossa
posicao é que a Algebra seja utilizada para resolver problemas mais sofisticados,
quando as possibilidades aritméticas sdo mais trabalhosas e/ou se esgotam.
Vamos ilustrar nossa posicao analisando uma questao encontrada no Banco de
Questoes da OBMEP, a partir da busca pela palavra-chave “equagoes”:

Banco de Questoes 2010 - Nivel 1 - Questao 116. Cada um dos sete
discos X, Z, O, B, M, E e P da figura tem um peso diferente, que varia de 1 a 7.
Em algumas intersecoes de dois discos, indicamos a soma dos pesos desses dois
discos. Qual € a soma dos pesos dos discos O, B, M, E e P?

QK

Notem que a algebrizacao dos problemas esté tao condensada em nés que nao
seria nenhum absurso se um aluno do Ensino Médio, apresentado a esta questao,
resolvesse montar um grande sistema de equacoes na tentativa de fazer o escalo-
namento. Isto é um sintoma de que, talvez, nds estejamos deixando de estimular
os alunos a fazerem andlises mais bésicas antes de empregar qualquer ferramenta
algébrica.

Voltando a nossa questao, um aluno que foi estimulado a empregar recursos
aritméticos na solucao de problemas, poderia facilmente perceber que o disco X
tem 4g a mais que o disco Z (basta comparar as somas deles com o disco O). Dai,
as possibilidades para estes discos s6 podem ser 1 e 5, 2 e 6 ou 3 e 7. Observando
o outro lado da figura, temos que os discos B e E pesam o mesmo que os discos M
e P e estas somas pesam exatamente 6. Isto nos leva as duas tnicas possibilidades
para estes discos: 1 e 5 ou 2 e 4 (uma vez que 3 e 3 é impossivel, pois os discos
tém pesos diferentes).

Ora, se os pesos 1, 5, 2 e 4 ja estao disponibilizados para os discos B, M, FE
e P, s6 resta uma possibilidade para os discos Z e X, que é exatamente Z = 3 e
X =T7. A partir dai, temos O = 6 e, como a soma (B+FE)+(M+P) =6+6 =12
chegamos a solugao do problema: O+ B+ M + E + P = 18g.

Este é um raciocinio bastante adequado a alunos do Nivel 1 e que em nenhum
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momento se utiliza da montagem de equacoes. Naturalmente, elas estao implicitas
quando desenvolvemos o raciocinio aritmético, mas o que queremos enfatizar é que
nao ha necessidade de montar um sistema de equacoes para descobrir que o disco
X tem 4g a mais que o disco Z. Entendemos que este tipo de raciocinio deve ser
mais estimulado em sala de aula, até para que, mais a frente, os alunos possam
ter maior facilidade ao lidarem com a Algebra.

6.2 Ensino Fundamental - 8 e 9° Anos

Neste grau de escolaridade, muda-se o foco do Ensino de Matematica para
Algebra. Ea partir de entao que os alunos também terao os primeiros contatos
com as demonstragoes formais e que generalizam as situacoes-problemas estudadas.
No curriculo, comecamos com as Expressoes Algébricas, Monomios e Polinomios,
Produtos Notaveis e Fatoragao até chegarmos as Equagoes do 2° grau e o inicio
do Estudo das Funcgoes. Mais recentemente, tenta-se também abrir espago para o
estudo das Sequéncias e problemas que envolvam Contagem e Probabilidade, tudo
isto dentro de um perfil de anélise de graficos e tabelas.

Em Geometria, os estudos também sao aprofundados, com a Algebra servindo
de apoio ao rigor da Geometria Euclidiana. Os alunos comecam com o estudo dos
Angulos e prosseguem com Feixe de Retas Paralelas cortadas por Transversais,
Teorema de Tales, Soma dos Angulos Internos e Externos de Poligonos, Numero de
Diagonais, Angulos na Circunferéncia e Quadrilateros Notaveis e suas Propriedades
até chegarem a Semelhanca de Triangulos e o Teorema de Pitagoras, ja no 9° ano.
Neste periodo inicia-se também o estudo dos Numeros Irracionais e com ele o
Comprimento e Area do Circulo.

H& uma nitida diferenca nesta passagem dos contetidos do Nivel 1 (mais aritmé-
ticos e concretos) para o Nivel 2 (mais algébricos e abstratos) e os professores
precisam ter muita atencao para nao imprimirem um ritmo muito dificil de ser
acompanhado. As Expressoes Algébricas devem ser trabalhadas com bastante cui-
dado e também de forma motivadora, de preferéncia a partir da ética de Resolucao
de Problemas. As questoes da OBMEP podem ser bastante titeis neste contexto.
Vejamos a seguir como a prova da 2* fase 2014 pode contribuir.

As questoes da prova do Nivel 1 que envolvem alguma demonstracao podem
ser trabalhadas com outro enfoque no 8° ano, quando se estudam as Expressoes
Algébricas. Encaixam-se neste contexto as questoes 3d, 4d e 5c. E muito impor-
tante para os alunos perceber o quanto a dlgebra é relevante para a elaboracgao
de demonstracoes. No entanto, nao se deve simplesmente abandonar o raciocinio
aritmético pois é ele que os conduzira a formalidade possibilitada pela dlgebra.
Assim, é importante que, ao resolver um problema no 8° ou 9° ano, os professores
discutam com seus alunos sobre solucoes distintas, além de fazer analogias entre
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tais solucoes. H& vasto material no Banco de Questoes da OBMEP que permite
aos professores atuar nesta linha de raciocinio.

A Questao 3 - Nivel 2 é a primeira que aborda fracoes. Embora o assunto

principal - Area de Triangulos - possa ser visto no 6° ou 7° ano, acreditamos
que seja mais bem desenvolvido a partir do 8° ano, principalmente quando se
deseja apresentar justificativas formais. Neste sentido, é necessaria uma grande
reflexdo: em nossa amostra houve impressionantes 3.092 notas zero! Isto significa
que os alunos do Nivel 2 nao conseguiram nem usar o fato do hexagono regular
ser decomposto em 6 triangulos equilateros, o que, teoricamente, deveria ser bem
conhecido.

Entendemos que grande parte dos alunos que zeraram a questao conseguiram
conjecturar que o triangulo azul era congruente aos triangulos formados pelas dia-
gonais do hexdgono. No entanto, em nossa opiniao, a dificuldade ficou exatamente
na demonstracao deste fato. Parece simples, mas os alunos precisariam primeiro
mostrar que os 6 triangulos eram congruentes, depois observar que o segmento £D
¢ comum a um deles e ainda calcular os dois angulos externos do hexagono que
sao internos no triangulo £DD;. E possivel também que o nimero fracionério
presente na solucao tenha gerado problema para alguns alunos: se fosse atribuido
o valor 6 a area do hexdgono no enunciado da questao, talvez tivéssemos menos
notas zero na questao. De qualquer forma, isto ilustra a dificuldade que os alunos
do Ensino Fundamental tém com ntmeros racionais, aumentando a importancia
de trabalhos como o que propusemos na subse¢ao anterior.

Observando por este angulo, voltamos aquela reflexdo sobre a (abrupta) pas-
sagem dos processos mais concretos (observagdo e conjectura) para 0s processos
abstratos (argumentacao légica e demonstracao). Se esta passagem nao for feita
com bastante cuidado, nao conseguiremos realmente melhorar a capacidade de ar-
gumentacao matematica dos nossos alunos. A pergunta que surge deste debate é,
portanto: “Como fazer esta passagem de forma adequada em nossas turmas?”.

Nao temos uma resposta precisa para esta pergunta, mesmo porque um método
que funciona para determinado grupo de alunos pode nao funcionar para outro,
da mesma escola. No entanto, ha algumas reflexoes que devem ser feitas pelos
professores para auxilid-los a conseguir este objetivo:

e Nao abandone o processo observacao + conjectura : é exatamente este pro-
cesso que vai permitir aos alunos encontrar um caminho para as demons-
tragdes (ou para encontrar um contra-exemplo que mostre que sua conjectura
é falsa);

e Procure utilizar um programa de geometria dinamica: softwares como o Ge-
ogebra podem ajudar os alunos a testar a veracidade de suas conjecturas,
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pois permitem a verificacao de um nimero significativo de casos, o que pode
indicar que os resultados sao verdadeiros. Apds esta etapa, os proprios alunos
tendem a querer aprender uma demonstracao formal.

e Nao deixe de discutir com eles as demonstragoes: se o professor nao demons-
tra os resultados em sala, seus alunos nao terao qualquer motivacao para
aprenderem por si.

e Proponha questoes dedutivas aos seus alunos: conforme os conteuidos forem
sendo estudados, proponha que eles também tentem fazer exercicios utili-
zando processos dedutivos. Dé dicas, forme grupos, ilustre uma conjectura
interessante no Geogebra e peca a eles que tentem justificar o porqué daquilo
sempre funcionar. Mesmo nos exercicios onde o objetivo é calcular determi-
nada medida, peca que eles justifiquem as passagens, ainda que em um nivel
mais baixo de rigor.

Se o item (a) ja causou toda esta discussao, entao o item (b) surge para apro-
fundé-la ainda mais. Neste item, pede-se a drea do segundo hexdgono e vamos
refletir sobre ele supondo que conhecemos o resultado do item (a). H& duas si-
tuagoes que merecem destaque aqui. A primeira seria a énfase demasiada em
aplicar uma férmula: ainda que os alunos conhecam a férmula que dé a area do
hexagono, precisariam calcular o seu lado. Dificilmente uma solugao diferente dessa
¢ pensada. No entanto, o conceito mais bésico sobre dreas é o de superposicao de
figuras conhecidas ou equivalentes a estas.

Para resolver rapidamente este item, os alunos deveriam utilizar exatamente
o conceito de superposigao de figuras conhecidas e/ou equivalentes a figuras co-
nhecidas e aqui entra o outro problema: no Ensino Bésico trabalham-se bem os
conceitos de congruéncia e semelhanca de poligonos, mas pouco o conceito de equi-
valéncia. Novamente vamos lembrar da valorizacao excessiva das férmulas, pois
se perguntarmos a um aluno do Nivel 2 como se calcula a area de um triangulo,
ele provavelmente vai dizer que é a metade do produto da base pela altura do
triangulo. No entanto, este mesmo aluno pode vir a ter dificuldades de entender
que se dois triangulos nao congruentes tém bases de mesma medida e mesma al-
tura, entao eles tém a mesma area. Neste ponto, também o conceito visual que os
alunos fazem dos triangulos tendem a causar esta dificuldade (observe na questao
que um triangulo é equilatero e o outro um obtusangulo. A imagem visual pode
causar a ilusao de que eles nao podem ter a mesma area).

Para equilibrar esta relagao, nao vemos outra saida senao propor mais exercicios
que explorem a equivaléncia de poligonos nao-congruentes. No Apéndice A deste
trabalho, apresentamos uma proposta de aula que ilustra este tema a partir da
exploracao com o Geogebra. O Banco de Questoes da OBMEP também contribui
com exercicios interessantes para exploracao em sala de aula.
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No item (c), o foco estd mais na sequéncia formada pelas dreas dos hexagonos
formados como descrito no enunciado. Acreditamos que a maior parte dos alunos
que nao fizeram os dois primeiros itens tenham deixado este em branco. De certa
forma, os alunos deste nivel estao pouco preparados para utilizar os resultados
anteriores (poderiam atribuir uma incégnita a drea do segundo hexdgono e, a
partir dai, deixar todas as outras em fungao desta incognita).

Sobre sequéncias, acreditamos que nas turmas de 8° e 9° anos deve-se dar conti-
nuidade aos estudos iniciados nas séries anteriores. Neste periodo - principalmente
no 9° ano - podem-se trabalhar exercicios que exprimam o valor numérico de de-
terminado termo da sequéncia em fungao de uma variavel, aprofundando o estudo
das sequéncias a partir do aprendizado desenvolvido apds o estudo das Expressoes
Algébricas e antecipando o estudo das Fungoes. Tanto a Questao 1 - Nivel 2,
quanto o item (c) da Questao 3 - Nivel 2 estao inseridas nexte contexto.

A Questao 6 - Nivel 2 também explora um problema sobre Sequéncias Numéri-
cas. Os dois primeiros itens sao belos exemplos de como se pode utilizar sequéncias
diferentes das Progressoes Aritméticas e Geométricas no Ensino Fundamental. Na
verdade, o problema apresenta outro tipo importante de sequéncias, as sequéncias
recorrentes. Entendemos que este problema, especificamente, era bastante dificil,
mesmo para discussoes em sala de aula. No entanto, ha outras situacoes que
exploram recursividade passiveis de serem apresentadas em turmas de 8° e 9° anos
e aprofundadas no Ensino Médio. A sequéncia de Fibonacci é um exemplo.

Pesquisando no Banco de Questoes utilizando as palavras-chave “recorréncia’e
“sequéncias recorrentes’nao encontramos resultados. No entanto, pesquisando
apenas por “sequéncias’e refinando a pesquisa manualmente, encontramos al-
guns problemas cujas modelagens se dao por sequéncias recorrentes. Eis alguns
exemplos que podem ser discutidos em turmas de 8° ou 9° anos:

Banco de Questoes 2013 - Nivel 1 - Questao 14. A drvore do professor
Fernando cresce de acordo com a sequinte regra:

— na primeira semana, a droore cOMeca a crescer com
apenas um galho,

— apds crescer por duas semanas, esse galho dad origem
a um novo galho por semana;

— cada novo galho gerado continua a crescer, e apos
crescer por duas semanas dd origem a um novo galho por
semana;

A figura abaizo ilustra a drvore do professor Fernando
apos cinco semanas passadas do inicio do seu crescimento.

Note que apds trés semanas havia dois galhos, apos
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quatro semanas havia trés galhos e apds cinco semanas havia cinco galhos.
a) Quantos galhos haverd apds seis semanas?
b) Quantos galhos haverd apds sete semanas?
¢) Quantos galhos haverd apds treze semanas?

Banco de Questoes 2011 - Nivel 1 - Questao 9. 7Todo termo de uma
sequéncia, a partir do sequndo, € igual a soma do anterior com a soma de seus
algarismos. Os primeiros elementos da sequéncia sao: 1, 2, 4, 8, 16, 23, 28, 38,

49,...
FE possivel que 793210041 pertenca a esta sequéncia?
Banco de Questoes 2011 - Nivel 3 - Questao 81. A sequéncia de nimeros

ty,to,t3, ... estd definida por
t; = 2
{2 i 2)

tn—i—l - tht1

para cada inteiro positivo n. Encontrar top;.

Vamos analisar agora as duas questoes do Nivel 2 também aplicadas no Nivel
1: os resultados obtidos pelos alunos na Questao 4 - Nivel 2 foram levemente su-
periores aos do Nivel 1, mas nem tanto. A faixa de notas com maior nimero de
alunos concentrou-se também nos 4 pontos, o que indica apenas o acerto do item
(a). No entanto, houve também um nimero significativo de alunos com 10 pontos
(acerto dos dois primeiros itens), diferente do ocorrido com os alunos do primeiro
nivel. Isto indica que no Nivel 2 os alunos conseguiram associar com maior propri-
edade a geometria e aritmética necesséarias para solugao do item (b), o que é uma
informagao significativa.

Por outro lado, o nimero de alunos que ficou apenas nos 4 pontos também foi
elevado (2.816) e houve um niimero baixo de acertos do item (c): apenas 14. Nossa
sugestao para melhoria deste quadro é dar sequéncia as propostas que apresenta-
mos para o Nivel 1. Assim, no Nivel 2 a ideia é trabalhar os exercicios Geométricos,
combinando convenientemente raciocinios Aritméticos e Algébricos neste processo.
As duas solugbes do item (c) apresentadas neste trabalho ilustram este raciocinio.
E preciso também usar situagdes concretas (ou motivadoras) e experimentagoes e
nao focar apenas nos exercicios de fixacao. Neste sentido, as questoes da OBMEP
podem ajudar a manter o carater investigativo nas salas de aula.

Sobre a Questao 5 - Nivel 2, o mesmo temos a dizer: no Nivel 2, deve-se dar
sequéncia ao trabalho com tabelas (e graficos) iniciados no Nivel 1. Questoes que
envolvem um raciocinio 16gico mais elaborado, como esta, devem ser introduzidas
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neste nivel. Percebemos pelo quadro de notas que houve diferenca bastante signi-
ficativa na faixa dos 20 pontos (foram 1.603 alunos na amostra do Nivel 2 contra
apenas 476 na amostra do Nivel 1), entretanto, se lembrarmos que hé 6.119 alunos
na amostra do Nivel 2, podemos perceber que ainda héa bastante trabalho a ser
feito no processo ensino-aprendizagem deste conteido.

Outros conteidos que podem ser desenvolvidos com os alunos de 8° e 9° anos
sao aqueles relacionados a Anélise Combinatéria e Probabilidade. Conforme co-
mentamos anteriormente, no 6° e 7° anos os problemas discutidos nestes tépicos
devem ser bem simples, de forma a introduzir os assuntos. Ja a partir do 8° ano
pode-se refinar um pouco mais os problemas propostos. O item c¢ da Questao 2
- Nivel 2 é bem interessante para ser aplicado neste periodo, uma vez que é divi-
dido em etapas (as maneiras com que cada figura pode ser colada e a posigdo no
caderno).

A Questao 6 - Nivel 3 ilustra esta perspectiva: os itens (b) e (c¢) abordam a
probabilidade da intersecao de eventos. Para os alunos que estao no 8° ou 9° ano,
talvez este problema especifico seja um pouco mais dificil devido a necessidade de
relacionar o fato de uma pessoa da fila ganhar o prémio com as que estao na frente
da fila terem que perdeé-lo. Para os alunos neste periodo, talvez seja mais inte-
ressante explorar eventos independentes, como por exemplo, o lancamento de dois
dados. O importante, neste nivel de escolaridade, é estimular os alunos as solugoes
mais elementares, para que no Ensino Médio eles tenham maior familiaridade com
os temas, o que certamente facilitaria o aprofundamento dos mesmos.

6.3 Ensino Médio

Sao as Fungoes os objetos de estudo em destaque no Ensino Médio. Ao longo
de todo o 1° ano hé énfase nos diversos tipos de funcgoes, iniciando com a con-
ceituacao geral no 1° bimestre e avangando com as fungoes polinomiais (de grau
1 e 2), exponenciais, logaritmicas e trigonométricas. As Progressoes Aritméticas
e Geométricas sao aprofundadas, assim como os temas ligados aos processos de
contagem e probabilisticos. No Ensino Médio também estudam-se com mais pro-
fundidade as Matrizes e sua importancia na discussao dos Sistemas Lineares e
inicia-se o estudo dos Numeros Complexos. Toda esta bagagem algébrica é utili-
zada no estudo da Geometria Analitica.

E no Ensino Médio que a capacidade de argumentacao matematica é refinada.
Neste sentido, as questoes desafiadoras da OBMEP podem ajudar neste processo.
Embora as questoes do Nivel 3 sejam elaboradas com contetidos vistos no Ensino
Fundamental II, é possivel utiliza-las em turmas regulares do Ensino Médio, de
forma a aprofundar estes contetudos.

Vamos analisar as questoes da prova da 2* fase e apresentar nossas ideias para
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a melhoria do Ensino de Matematica no Ensino Médio, de forma andloga ao que
fizemos nas duas subsegoes anteriores.

A Questao 1 - Nivel 3 trabalha conteidos mais simples, como operacoes com
numeros naturais. A elevada média obtida pelos alunos - 17,2 pontos - indica
que, neste nivel, os alunos dominam com propriedade as técnicas aritméticas mais
elementares. Em relacao a pratica de sala de aula, é interessante explorar a argu-
mentagao necessaria ao item (c).

A Questao 2- Nivel 3 traz um interessante exemplo de como integrar areas da
Matematica, no caso Geometria e Fungoes. Os resultados obtidos pelos alunos
da amostra trazem uma aparente contradicao: esta foi a questao com a segunda
menor média de acertos, no entanto teve um indice significativo de alunos com 20
pontos (1.450).

Para tentarmos esclarecer esta discrepancia, observamos as faixas de concen-
tragao das notas. A faixa de 20 pontos foi a primeira, mas depois temos as faixas
de 2, 3, 4, 5 e 6 pontos (nesta ordem), com pouco mais de 3.000 alunos (nestas
quatro faixas). Considerando que o item (a) fora acertado pela maioria destes
alunos, acreditamos que houve dificuldade de interpretacao do enunciado, talvez
causada por uma associacao incorreta da figura.

Explica-se: o lado AB do retangulo mede 20cm e a figura que ilustra a questao
traz o ponto I’ sobre AB e cota a distancia AF como z. Acontece que, no item
(b), este x vale 22cm, o que implica que o ponto F estd sobre o segmento BC' e
nao mais sobre AB. Se os alunos nao conseguiram fazer esta reflexao, entao devem
ter calculado a area do triangulo ADF com o ponto F' sobre AB e por iso nao
obtiveram mais do que 4 pontos nos demais itens. Por outro lado, os alunos que
conseguiram visualizar o fato citado no paragrafo anterior, conseguiram resolver
os outros itens satisfatoriamente, o que justifica o nimero significativo na faixa de
20 pontos.

Toda esta situagao nao ilustra uma dificuldade maior em relagdo ao conceito
de funcao, tragado de grafico ou mesmo sobre a geometria necessaria a resolugao,
mas sim uma dificuldade significativa na interpretacao de problemas. Para me-
lhorar este quadro, entendemos que é necessario desenvolver em sala de aula o
habito de resolver problemas sempre que se trabalha determinado conteudo. E
este habito que modelara o raciocinio légico-matematico de forma a permitir aos
alunos avaliarem novas situagoes-problemas.

Ainda no ambito do processo ensino-aprendizagem de Funcoes, entendemos
que esta questao é bastante oportuna para o trabalho com o Geogebra. No En-
sino Médio, como os alunos tém maior dominio da Geometria e maior maturidade
para o trabalho com softwares, entendemos que é interessante propor aulas para
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solugoes de problemas utilizando o Geogebra. Este tipo de trabalho permite aos
alunos duas coisas importantes: a verificagao das solugoes e possibilidade de veri-
ficar caminhos que os levem a solugao formal. Para nao fugir muito do propésito
deste TCC, optamos por inserir nossas observagoes sobre o uso do Geogebra no
Ensino Médio (e em particular nesta questao) no Apéndice B.

A Questao 3 - Nivel 3 associa distancias em planifica¢oes de um paralelelipedo
retangulo as suas representacoes originais, no paralelepipedo tridimensional. Quase
62% dos alunos da amostra ficaram na faixa de 10 pontos, o que corresponde ao
acerto dos itens (a) e (b). Outros 1.152 alunos (22% do total) estiveram nas faixas
de 20, 19 e 18 pontos, o que mostra que a questao foi bem aproveitada pelos alunos
da amostra.

Esta questao nos impressionou pela simplicidade do enunciado e a riqueza dos
contetidos envolvidos, principalmente no que diz respeito a visao espacial. Ao
analisa-la, refletimos sobre a possibilidade de reproducao da questao em sala de
aula, com material concreto (folhas de cartolina, por exemplo).

Outros sélidos (e suas planifica¢oes) poderiam ser explorados, como os Prismas,
as Piramides e seus equivalentes circulares, Cilindros e Cones. Dividindo os alunos
em grupos, eles poderiam tragar um segmento de reta na planificagao destes sélidos
e tentar refletir sobre como este segmento ficaria apdés a montagem do soélido.
Depois, construiriam o sélido para verificagao da solugao.

No final de uma aula como esta, cada grupo poderia apresentar um relato
sobre possiveis conclusoes (por exemplo, dependendo de onde passa o segmento
na planificacdo como ele ficard no espa¢o?) e semelhancas e diferengas entre as
experiéncias nos diferentes solidos. Acreditamos que uma atividade como esta aju-
daria bastante a trabalhar a visao espacial dos alunos.

Os indices de acerto pela amostra do Nivel 3 na Questao 4 - Nivel 3 foram
muito superiores aos verificados nas amostras dos Niveis 1 e 2. O aproveitamento
nesta questao foi de incriveis 89%, sendo que 3.790 alunos conseguiram os 20 pon-
tos. Isto ilustra que no Ensino Médio a analise de Tabelas é mais bem trabalhada.
Isto ja era esperado, também pelo fato do ENEM abordar muitas questoes deste
tipo. Fica a dica apenas para que se continue trabalhando problemas como este
ao longo do Ensino Médio. O Banco de Questoes da OBMEP pode auxiliar os
professores quanto a isto.

A Questao 5 - Nivel 3 também era uma das questoes que esteve no Nivel 2.
Enquanto 14 a faixa de acertos com maior nimero de alunos foi a de 6 pontos,
no Nivel 3 tivemos 2.281 alunos na faixa de 12 pontos. No entanto, assim como
ocorrido no Nivel 2, pouquissimos alunos do Nivel 3 conseguiram acertar o item
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(c): apenas 65, em torno de 1,25%.

Entendemos que isto se deu pelo pouco trabalho com sequéncias recorrentes
em sala de aula. Ainda, entendemos que a recorréncia contida no problema era
dificil de ser construida, principalmente para alunos que nunca tiveram contato
com tal conceito. Ainda assim, acreditamos que é possivel trabalhar tal contetdo
em turmas do Ensino Médio, continuando o trabalho sugerido para turmas de 8°
e 9° anos na subsecao anterior.

Os professores podem propor situacoes mais acessiveis. Por exemplo, no caso
especifico deste problema da escada, se determinado professor se dispusesse a tra-
balhar o problema em suas turmas regulares, talvez fosse interessante adaptar o
enunciado, ilustrando o processo que os levaria ao calculo do niimero de possibili-
dades de brincar em uma escada com 8 degraus antes de efetivamente solicitar o
nimero de possibilidades de brincar em uma escada com mais degraus.

Por fim, chegamos a Questao 6 - Nivel 3, que trata de probabilidade. Nao é
surpresa que o tema esta entre os menos assimilados pelos alunos do Ensino Médio,
e os resultados ilustram este fato, infelizmente. A média obtida na questao foi 4,9
pontos, o que indica que dos quatro itens da questao, apenas um dos dois primeiros
foi respondido adequadamente. E um fndice muito baixo. Para tentar alterar este
quadro, apontaremos algumas sugestoes:

e Discussao sobre Probabilidade no Ensino Fundamental: Ja vimos que as fra-
¢oes sao excelentes instrumentos para expressar probabilidade. Assim, nada
mais natural do que a associacao das fragoes com probabilidade, desde o
6° ano do Ensino Fundamental. Utilizar situagoes do cotidiano (como o
langamento de uma moeda, dado ou mesmo a disputa de par-ou-impar) é
fundamental. Mais a frente, ao discutir a multiplicacao de fragoes, pode-se
fazer a associacao com a intersecao de eventos indenpendentes. Nos outros
anos dos Niveis 1 e 2, deve-se apresentar problemas que associem probabili-
dade aos demais conteudos estudados, aprofundando todos os conceitos.

e Iniciar de forma empirica, ao invés de apresentar formulas: O conceito fun-
damental sobre probabilidade (casos favordveis / total de casos), aliado a
nocao de eventos sucessivos da seguranca para a solucao de grande parte
dos problemas de probabilidade vistos no Ensino Médio. O trabalho com a
multiplicagao de fracoes deve ser feito de modo empirico, antes de se discutir
mais profundamente o rigor das teorias e a apresentacao das féormulas.

“_on

e Associar os conectivos “e” e “ou” ao produto e soma de probabilidades:

Uma grande dificuldade dos alunos quando trabalham com probabilidade é
saber se devem multiplicar ou somar as probabilidades verificadas em cada
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evento. Os professores devem explorar os casos gerais, os conectivos “e” e
“ou” estao associados a multiplicacao e a soma de probabilidades, respecti-
vamente e, posteriormente, refinar este estudo, apresentando casos onde os
dois serao utilizados em conjunto.

Ha contetdos especificos do Ensino Médio que nao sao desenvolvidos na OB-
MEP (Geometria Analitica, Fungoes Trigonométricas, Sistemas Lineares com mais
de 2 incognitas, Matematica Financeira, Volume e Area de Solidos Geométricos,
etc). No entanto, entendemos que o conceito da OBMEP de propor questoes mo-
tivadoras deve ser explorado pelos professores em sala de aula quando estiverem
discutindo tais assuntos com seus alunos: ao abordar tais assuntos, ¢ importante
fazer associagoes com contetudos ja trabalhados nos anos anteriores, de forma a
aproveitar conceitos dominados pelos alunos. Neste sentido, o trabalho com re-
solucao de problemas e vérios itens em ordem crescente de dificuldade permite
fazer tal associacao.

Outro ponto relevante no Ensino Médio é o uso dos softwares para reprodugao
(e resolugao) de tais problemas em ambientes computacionais (como o que apresen-
tamos no Apéndice B deste trabalho): como os alunos desta faixa de escolaridade
tém maior maturidade com o uso de computadores, a curva de aprendizado dos
principais softwares tem um bom custo-beneficio, o que faz com que a reproducao
de problemas nestes softwares sirva como elemento facilitador no processo ensino-
aprendizagem. Encontram-se disponiveis varios softwares que podem ser utilizados
com alunos do Ensino Médio como o Geogebra (que permite, inclusive, reproduzir
situacoes tridimensionais), Winplot, Maxima e mesmo o Excel.
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7 Conclusoes

A OBMEP tem seu lugar consolidado nas praticas relavantes ao Ensino de Ma-
tematica na Educacgao Bésica e Publica. Entrando na sua 11* edicao, o niimero de
alunos participantes ao longo deste periodo e a representatividade em quase todos
os municipios do pais ratificam esta informagao. Muitos profissionais da Educagao,
no entanto, criticam as provas e as consideram demasiadamente removidas do co-
tidiano da escola.

Para refletirmos sobre esta suposicao, exploramos duas linhas de raciocinio
neste TCC: os resultados obtidos pelos alunos da corre¢ao unificada nas provas da
2% fase da OBMEP 2014 e as possibilidades que as questoes destas provas oferecem
ao processo ensino-aprendizagem de Matemaética na Educacao Bésica.

Com relacao aos resultados, percebemos que ainda ha muito a avancar: nas
amostras em que trabalhamos, os indices de acerto estiveram em torno de 50%,
como ilustra a Tabela [B. Este seria um 6timo resultado se a amostra fosse com-
posta de todas as provas da segunda fase. No entanto, é relativizado pois a amostra
com que trabalhamos reuniu apenas os alunos com as maiores notas, cujas provas
foram corrigidas pela comissao nacional.

Tabela 16: Nota Médias obtidas pelos alunos das amostras na 22 fase da OBMEP 2014
Alunos Amostra Nota Média Dificuldade

Nivel 1 7.547 54,6 = 45,5% Média
Nivel 2 6.119 58,5 = 48, 7% Média
Nivel 3 5.237 71,4 = 59,5% Baixa

Total 18.903 60,5 = 50,4% Baixa

Quanto as possibilidades oferecidas pelo aproveitamento dos materiais elabo-
rados pela OBMEP no processo ensino-aprendizagem de Matemética na Educagao
Basica, exploramos algumas delas na Secao 6. Entendemos que ha uma série de
vantagens neste aproveitamento, tais como:

e Estimulo motivacional causado pelo modelo de questoes;

e Integracao dos conhecimentos aritméticos, algébricos e geométricos na busca
de solucoes;

e Elaboracao de conjecturas e descoberta de propriedades matematicas, pelos
alunos, durante o processo de discussao sobre as questoes;
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Possibilidade de discussao em varias séries da Educagao Bésica, abordando
uma mesma questao em perspectivas diferentes, conforme o grau de escola-
ridade dos alunos;

Uso de processos investigativos como meio de desenvolver estratégias para a
obtencao de demonstracoes formais.

Finalmente, gostariamos de apresentar algumas sugestoes como contribuicoes
aos processos que envolvem a OBMEP. Para a coordenacao da OBMEP apresen-
tamos as seguintes sugestoes:

Manter atualizada a ferramenta de busca do Banco de Questoes, catalogando
as questoes de todos os cadernos;

Elaborar material audiovisual para os diretores, ilustrando a importancia
da OBMEP para o Ensino de Matematica na Rede Publica de Ensino e
as possibilidades de aproveitamento de alunos e professores nos programas
desenvolvidos pela OBMEP;

Elaborar questoes interdisciplinares que podem ser apresentadas aos pro-
fessores de outras disciplinas como meio de envolvé-los nos processos da
OBMEP;

Oferecer oficinas aos professores da Rede Publica de Ensino para inseri-los
no processo de criacao das questoes da OBMEP. Isto poderia auxiliar estes
profissionais a elaborarem suas proprias questoes, de acordo com o nivel de
desenvolvimento de suas turmas regulares;

Inserir os professores do Ensino Fundamental I nas acoes da OBMEP, fazendo
com que estes também se sintam estimulados a desenvolver os conceitos pro-
postos em suas turmas regulares.

Para as escolas da Rede Publica de Ensino, representadas pelas direcoes e
equipes pedagogicas, apresentamos as seguintes sugestoes:

Manterem-se atualizadas sobre o calendério e os programas desenvolvidos
pela OBMEP, principalmente o “OBMEP na Escola”;

Informar alunos e professores sobre os programas desenvolvidos pela OB-
MEP;

Tematizar as escolas na época da OBMEP, apresentando ao longo da semana
atividades relacionadas a competicao, como por exemplo, os videos e repor-
tagens contidos na secao “OBMEP na midia”, presente na pagina oficial da
OBMEP;
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e Promover debates entre os profissionais de Ensino sobre a importancia da
Resolucao de Problemas no Ensino de Matematica, de forma a estimular que
esta medologia seja utilizada em suas turmas;

e Inserir os profissionais que trabalham no Ensino Fundamental I nas dis-
cussoes sobre Resolucao de Problemas e aproveitamento dos materiais da
OBMEP em suas turmas regulares.

Para os professores atuantes na Rede Publica de Ensino, apresentamos as se-
guintes sugestoes:

e Manterem-se atualizados sobre o calendério e os programas desenvolvidos
pela OBMEP;

e Utilizar as questoes das provas e do Banco de Questoes como elementos
dinamizadores nas aulas de Matematica, adaptando-as de acordo com o de-
senvolvimento cognitivo de cada turma;

e Utilizar as questoes das provas e do Banco de Questoes em aulas nos labo-
ratorios de informatica, apresentando alguns softwares educativos aos alunos.

Hé ainda inimeras possibilidades de exploracao da OBMEP em trabalhos futu-
ros: por exemplo, seria interessante acompanhar o desenvolvimento de um grupo
de alunos participantes do projeto “OBMEP na Escola”, ao longo de um ano de
atividades ou mesmo comparando resultados deste mesmo grupo em edigoes dife-
rentes da OBMEP, conforme os alunos desta amostra avancarem de nivel.

Em vista dos argumentos apresentados ao longo deste TCC, entendemos que
os conceitos presentes na OBMEP tém muito a oferecer para o desenvolvimento
do Ensino de Matematica no Brasil, principalmente no que diz respeito a Rede
Publica de Ensino. Acreditamos que os projetos ligados & OBMEP devem ser
mais conhecidos dos professores (inclusive os que atuam no Ensino Fundamental
I), diretores e coordenadores pedagégicos, de forma a gerar grandes debates sobre
a utilizagao da metodologia de Resolugao de Problemas no Ensino de Matematica
em turmas regulares.

Em nossa opiniao, o habito de resolver problemas légico-matematicos desde
os anos iniciais da Educacao Basica pode contribuir significativamente para o au-
mento da qualidade do Ensino de Matematica e os resultados de nossos alunos em
provas de diagonéstico e de competicao. Neste sentido, as questoes da OBMEP
podem ser vistas como norteadoras deste processo.
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A Roteiro de Estudo: Triangulos Equivalentes

Na Secao 6.2 deste TCC, abordamos o fato da equivaléncia de triangulos nao
ser adequadamente desenvolvida em nossas escolas. Desta forma, elaboramos um
breve roteiro que propoe atividades para aprofundamento do assunto, baseado no
software gratuito Geogebra.

A ideia é que este roteiro seja estudado com os alunos no laboratério de in-
formatica da escola, com os arquivos do Geogebra disponibilizados pelo professor.
Contudo, criamos o enderego http://profmat-tcc-leandro.blogspot.com.br para que
os leitores deste trabalho tenham acesso a estes arquivos.

Roteiro de Estudo: Triangulos Equivalentes.

Publico-alvo: Alunos do 8° ou 9° anos do Ensino Fundamental.

Duracao estimada da atividade: Dois tempos de 50 minutos.

Recursos necessarios: Computadores com o software Geogebra instalados.

Atividade 1: Analisando a Area de um Triangulo.
Para realizar esta atividade, abra o arquivo triangulos_equivalentes_1.ggb, dis-
ponivel na area de trabalho do seu computador.

aaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaa

A ABC
Altura

Figura 20: Triangulos Equivalentes, Atividade 1
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a) Ao abrir o arquivo, vocé pode observar as retas r e s, pontilhadas. Qual é
a posicao relativa entre elas?

b) Clique no botao que indica a construcao do triangulo ABC. O que aconte-
ceu? Onde estao os pontos que compoem este triangulo?

c¢) Clique no botao “Altura”e encontre o segmento CH, altura do triangulo
ABC em relagao a base AB. Movimente livremente os pontos A, B e C. O que
acontece a altura do triangulo ABC?

d) Clique no botao “Area”para visualizar a area do triangulo ABC. Movimente
livremente o ponto C. O que acontece com a area do triangulo?

e) Movimente os pontos A e B para outra posigao e anote a area do triangulo
ABC nesta configuragao. Depois, movimente livremente o ponto C, novamente. O
que acontece com a area do triangulo ABC?

f) Tente dar uma explicagdo para o que acontece com a area do triangulo ABC
nos dois itens anteriores.

Atividade 2: Visualizando Triangulos Equivalentes.
Para realizar esta atividade, abra o arquivo triangulos_equivalentes_2.ggb, dis-
ponivel na area de trabalho do seu computador.

Arquivo_Editar Exibir OpgBes Ferramentas Janela Ajuda
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Figura 21: Triangulos Equivalentes, Atividade 2
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a) Ao abrir o arquivo, vocé pode observar o triangulo ABC, da atividade ante-
rior, e alguns novos botoes. Clique no botao “DE=AB”"para criar, sobre a reta r,
um segmento CD. Este segmento é congruente a um dos segmentos que formam o
triangulo ABC. Qual? Como vocé descobriu isto?

b) Clique no botao que indica a construgao do triangulo DEF. O que aconte-
ceu? Onde esta o outro vértice do triangulo DEF?

¢) Clique no botao “Area” para visualizar a area do triangulo DEF. Movimente
livremente o ponto F. O que acontece com a drea do triangulo DEF? E se movi-

mentarmos livremente o ponto D, o que acontece com a area do triangulo DEF?

d) Movimente livremente os pontos A e B. O que acontece com a drea dos dois
triangulos?

e) Tente dar uma explica¢ao para o que vocé viu nos dois itens anteriores.

Atividade 3: Reconhecendo Triangulos Equivalentes.

a) Abra o arquivo o abrir o arquivo triangulos_equivalentes_3a.ggh. Original-
mente, temos apenas os pontos A e B visiveis. Clique no botao M para encontrar
o ponto médio deste segmento.

|Arqmvu Editar Exibir Opgdes Ferramentas Janela Ajuda
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Figura 22: Triangulos Equivalentes, Atividade 3a
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b) Clique no botao “Ponto C”para criar um ponto C, livre e fora do segmento
AB.

¢) Clique nos botoes que indicam os triangulos AMC e BMC e movimente li-
vremente o ponto C. Estes triangulos sao congruentes? Por qué?

d) Clique no botao “Areas’”e verifique as areas dos triangulos AMC e BMC.
Eles sao equivalentes? Por quée?

e) Agora, abra o arquivo triangulos_equivalentes_3b.ggb. Nele, vocé pode per-

ceber os triangulos DEF e GHI. H4 um par de segmentos congruentes assinalados
nas figuras. Qual é este par?

Arquivo_Editar Exibir Opgdes Ferramentas Janela Ajuda
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Figura 23: Triangulos Equivalentes, Atividade 3e

f) Movimente livremente os vértices e responda: estes triangulos sdo congru-
entes? Por qué?

g) Clique no botao que indica a construgao da reta DE. O que acontece?

h) Clique no botao “Paralela”para tracar uma paralela a reta DE passando
pelo ponto F. O que acontece?

i) Clique no botao “Areas”e verifique que os triangulos sao equivalentes. Ex-
plique o porque.
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Exercicios selecionados para aprofundamento

Banco de Questoes 2012 - Nivel 2 - Questao 33: Na figura abaizo,
ABCD ¢é um retangulo, M e N sdo pontos nos lados BC e AD, respectivamente,
e 0s numeros representam as dreas dos triangulos ABQ, BQM, MPC e CPD em
centimetros quadrados.

27
16 5]

a) Qual é a drea do triangulo AMD? Por qué?
b) Calcule a soma das dreas dos triangulos AQN e NPD.
c¢) Calcule a drea do quadrildtero MPNQ.

Banco de Questoes 2013 - Nivel 2 - Questao 5: Na figura a sequir,
ABCD ¢ um retangulo, e o comprimento do segmento BC' € igual a 2. Além disso,
os comprimentos dos segmentos IJ, KL, DO e MN sao todos iguais a 1. Determine
a drea da regiao pintada de cinza.

D 0 N MC
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Banco de Questoes 2010 - Nivel 2 - Questao 194: A
drea do quadrado ABCD mede 300cm?. Na figura, M é o ponto
médio de DC e o ponto F pertence a reta que passa por B e

C.

a) Qual € a drea do triangulo ABF?

b) Qual € a drea do triangulo AFD?

Banco de Questoes 2011 - Nivel 1 - Questao 11: O Tio Mané é torcedor
do Coco da Selva Futebol Clube e resolveu fazer uma bandeira para apoiar seu time
no jogo contra o Desportivo Quixajuba. Para isso, comprou um tecido branco re-
tangular com 100 cm de largura e 60 cm de altura. Dividiu dois de seus lados em
5 partes iguais e os outros dois em 3 partes iguais, marcou o centro do retangulo
e pintou o tecido da forma indicada na figura.

Qual € a drea do tecido que Tio Mané pintou?
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B Possibilidades de uso do (Geogebra no Ensino
Médio

Na segao 6.3 deste TCC comentamos que a utilizacao do Geogebra para re-
solucao de questoes pode ser extremamente util no Ensino de Matematica. Ao
emular uma questao utilizando o software ha duas vantagens ébvias: a visualizagao
da solucao e a possibilidade de encontrar caminhos para a solucao formal.

H& outras vantagens nao tao 6bvias, mas também especialmente relevantes
como a necessidade de aplicacao dos conhecimentos matematicos por parte dos
alunos para emular o problema corretamente, o que faz com que eles estejam
treinando estas habilidades (ainda que nao tenham ciéncia disto) e a necessidade
de integracao entre geometria e dlgebra no processo.

No Ensino Fundamental II, acreditamos que o trabalho com o Geogebra é
melhor aproveitado quando se utiliza de roteiros de a¢ao, como o visto no Apéndice
A deste TCC. Isto pode acontecer devido ao fato da curva de aprendizado ser mais
longa para os alunos deste nivel, uma vez que eles ainda estao em processo de
descoberta das propriedades geométricas bésicas. Ja no Ensino Médio, embora o
trabalho com roteiros também seja eficaz e aconselhavel (principalmente quando
se quer introduzir um assunto), entendemos que a reproducao dos problemas no
software ¢ um fator chave na utilizagao desta tecnologia.

Vamos ilustrar nosso ponto de vista emulando a Questao 2 - Nivel 3 no Geoge-
bra e explorando algumas possibilidades de utilizacao em sala de aula (laboratoérios
de informdtica) ou mesmo em casa, caso os alunos tenham acesso a um computador.

Nesta questao, temos um ponto F deslizando sobre um retangulo de lados
20cm e 10cm. Este ponto F, junto aos vértices A e D do retangulo, formam um
triangulo e o objetivo da questao é exatamente analisar o que ocorre com este
triangulo enquanto F se desloca sobre o retangulo.

Nossa sugestao ¢ que os alunos sejam incentivados a reproduzir este aconteci-
mento usando o Geogebra. O processo nao é tao complicado, uma vez que, em um
primeiro momento, vamos construir apenas figuras simples: um retangulo (respei-
tando as medidas do problema), um ponto F sobre este retangulo e o triangulo
ADF. Naturalmente, é necessario que os alunos ja tenham sido apresentados ao
programa anteriormente e as suas ferramentas bdsicas (o professor, ao falar de
Funcoes, pode trazer alguns roteiros de agao para apresentar o programa e as
ferramentas bésicas aos alunos). A figura abaixo ilustra o processo:
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Figura 24: Area do triangulo ADF em trés momentos no Geogebra
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Notem que apenas a reprodugao do problema neste retangulo é suficiente para
verificagdo das solugoes dos itens (b) e (c¢). Desta forma, resta apenas a reflexao
sobre como se chegar, formalmente, a este resultado. Naturalmente, a manipulacao
do problema no software ajuda bastante nesta reflexao. Por exemplo, ao verificar
que todos os triangulos com o ponto F sobre o segmento BC tém a mesma &rea, o
aluno pode associar este fato a altura do triangulo, que é constante durante todo
o tempo de passagem de F por BC.

Respondido entdo estes itens, restaria ao alunos a abordagem do item (d), que
pede o gréfico da fungao area do triangulo ADF. Isto pode ser feito a partir das
seguintes observagoes:

e Na passagem de F pelo segmento AB a area do triangulo ADF é crescente.

e Na passagem de F pelo segmento BC a area do triangulo ADF é constante
e igual a 100.

e Na passagem de F pelo segmento CD a area do triangulo ADF é decrescente.

Os fatos acima ja nos dao uma boa ideia de como ficara o grafico. Precisamos
entao apenas ser mais especifico quanto ao tipo de crescimento e decrescimento.
Para isto, poderiamos habilitar a malha quadriculada e os eixos do programa para
encontrar a area do triangulo em alguns pontos-chave, como mostra a figura a
seguir:
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Figura 25: Area do triangulo ADF com F em pontos-chave sobre AB
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Observando as posi¢oes mostradas na figura, os alunos poderiam reconhecer a
linearidade no crescimento da area do triangulo, justifica-la e construir o grafico,
resolvendo adequadamente o item.

Caso o aluno tenha um pouco mais de experiéncia pode abrir uma segunda
janela de visualizacao e criar um ponto P que ficard em funcao de F mostrando
parte do grafico (pelo menos o que acontece quando F se desloca sobre AB). Para a
geracao do gréafico todo, sao necessarias algumas construcgoes mais robustas. Neste
caso, o professor pode fazé-las e apresentar o resultado final.
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Figura 26: Gréfico da Funcdo Area do Triangulo ADF

H& algumas exploragoes interessantes desta construgao para o debate, como
por exemplo, a observagao de que no problema original a formiga nao passa pelo
segmento AD, o que implica que o segmento entre 50 e 60 no eixo z (que aparece
quando a construgao é feita sobre um retangulo) nao faz parte do grafico da fungao
(pois ilustra a drea do triangulo quando o ponto F esta sobre AD, fora do dominio).

Poderfamos apresentar uma representagao mais rigorosa (por exemplo, usando
a ferramenta caminho poligonal ao invés de criar um retangulo no inicio da cons-
trucdo), mas o objetivo é que os alunos possam fazer as construgoes. Assim, quanto
mais simples, melhor.

Da mesma forma como fizemos para esta questao, acreditamos que o processo
ensino-aprendizagem pode ter um ganho consideravel se os alunos forem estimu-
lados a emular exercicios no Geogebra.
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