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Resumo

Neste trabalho vamos apresentar um Teorema, que por sua simplicidade de enunciado
pode ser abordado, dentro da Geometria, em quase todas as séries do Ensino Fundamental
e Médio. Mas que esconde uma fascinante histéria que percorreu varios séculos até ser
completamente compreendido. Esse Teorema ficou conhecido como Teorema de Euler.
Faremos um breve relato histérico deste Teorema e dos principais matematicos que o
estudaram, de modo a descobrir que de fato este é um problema topoldgico. Para tanto
vamos apresentar conceitos basicos de Topologia, num enfoque bem intuitivo e aplicado
ao estudo de superficies. Ao final, vamos apresentar uma demonstracao do Teorema de

Euler para o caso particular de poliedros convexos.

Palavras-chaves: poliedros, superficies, Formula de Euler, Caracteristica de Euler-

Poincaré.



Abstract

In this work we present a Theorem, which in its simplicity can be approached in the ge-
ometry, in almost all grades of elementary and high school. But that hides a fascinating
story for several centuries to be fully understood. This Theorem was known as Euler’s
Theorem. We will make a brief historical account of this Theorem, and of leading mathe-
maticians who have studied in order to find that in fact, this is a topological problem.
For that, we will present concepts and basic results of Topology, with an well-intuitive
approach and applied to the study of surfaces. And at the end, we present a proof of

Euler’s Theorem, for the particular case of convex polyhedron.

Keywords: polyhedron, surface, Euler’s Theorem, Euler-Poincaré Characteristic.
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Introducao

Neste trabalho vamos apresentar um fascinante Teorema, hoje estudado por alunos
de quase todos os niveis de ensino, devido sua simplicidade e clareza de enunciado, mas
que percorreu varios séculos até ser completamente compreendido pelos mais célebres ma-
tematicos da histéria. Esse Teorema ficou conhecido como Teorema de Euler ou Teorema
de Euler-Descartes, e afirma que para um dado poliedro com V' vértices, A arestas e F’
faces é véalida a igualdade V — A+ F = 2.

Este Teorema, proposto por Euler, em 1752, j4 havia sido relatado, em 1639, num ma-
nuscrito de Descartes, onde a férmula V' — A+ F = 2 poderia ser obtida como consequéncia
imediata, mas ao que tudo indica, Descartes parece nao ter notado isso.

Em 1752, Euler propoe uma demonstracao em [E2| para o Teorema. Mais tarde,
em 1813, em [C1] e [C2], Cauchy apresenta uma prova até hoje a mais divulgada para
o Teorema de Euler. A demonstragdo de Cauchy foi aceita, por muitos matematicos
ilustres, como verdadeira. Contudo, como era comum no século XVIII, Cauchy utilizou
alguns conceitos sem a devida preocupacao com o formalismo e sem colocar todas as
hipdteses para a validade do resultado.

A medida que foram surgindo vérios contra-exemplos do Teorema de Euler, muitos
pesquisadores importantes ficaram intrigados com este resultado. Na verdade ele esconde
em sua esséncia uma matematica avancada de alto nivel, pois trata-se de um problema
de Topologia e nao de Geometria, como inicialmente era abordado.

Somente em 1895, com a publicacao do artigo Analysis Situs, do matematico francés
Jules Henri Poincaré, no qual Poincaré introduz conceitos topoldgicos, tais como a teoria
da Homologia em dimensao n, é que o Teorema de Euler comeca a ser desvendado.

Nosso objetivo, neste trabalho, é dar subsidios intuitivos de Topologia, para que os
professores do Ensino Fundamental e Médio, possam explorar melhor este tema em suas
aulas, levando seu aluno a um conhecimento significativo desse fascinante Teorema e de
sua importancia na histéria da Matematica.

No primeiro capitulo vamos abordar um pouco da histéria deste Teorema e dos prin-
cipais matematicos envolvidos neste problema, tais como, Euler, Descartes, Cauchy, Poi-
caré, entre outros. Apresentaremos alguns exemplos de poliedros convexos que satisfazem

a Férmula de Euler, dentre eles os famosos Poliedros de Platao e de Arquimedes e de
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poliedros nao convexos que sao contra-exemplos para a Férmula de Euler.

No segundo capitulo apresentaremos uma breve histéria da Topologia, introduzindo
conceitos basicos, que levam o leitor ao conhecimento intuitivo da Topologia, o qual as
propriedades das figuras geométricas nao se alteram quando realizamos determinadas de-
formagoes do nosso objeto, como esticar, encolher ou inflar. Mais formalmente, Topologia
é o estudo das figuras geométricas que sao invariantes por transformagoes topoldgicas ou
homeomorfismos.

Embora o Teorema de Euler tenha sido originalmente proposto para poliedros, ele
pode ser estendido, por exemplo, para superficies. E este serd o nosso foco no terceiro
capitulo. Vamos definir os conceitos de superficies compactas, triangulacao de superficies,
Caracteristica de Euler-Poincaré e dar uma nogao de superficies orientaveis. Vamos cal-
cular a Caracteristica de Euler-Poincaré de algumas superficies compactas e orientaveis
e neste contexto a Caracteristica de Euler-Poincaré sera uma ferramenta para distinguir
superficies nao homeomorfas.

No quarto capitulo vamos abordar as ideias de Cauchy para o Teorema de Euler, apon-
tando algumas hipdteses necessdrias para que um poliedro satisfaca a Férmula de Euler,
uma vez que em sua demonstracao ele menciona que ela é valida para qualquer poliedro e
como ja é sabido, ele demonstrou o Teorema apenas para poliedros homeomorfos a esfera.
Apresentaremos também uma demonstracdo do Teorema de Euler no caso particular de

poliedros convexos, abordada de forma acessivel, pelo Professor Azambuja em [F].



CapiTuLO 1

A Formula de Euler

Nosso objetivo neste trabalho é o de apresentar um Teorema conhecido na literatura
por Férmula de Euler ou Férmula de Euler-Descartes. Um tema, que por sua simplicidade
de enunciado, é apresentado inclusive no Ensino Médio, mas que esconde toda uma historia
que percorreu varios séculos até ser completamente compreendido.

Vamos descrever brevemente um pouco sobre a historia deste Teorema e dos principais
matematicos envolvidos neste problema, dentre os quais destacamos: Euler, Descartes,
Cauchy, Poincaré, entre outros.

Iniciamos este capitulo fazendo uma descricao sucinta sobre a vida e a obra de Le-
onhard Euler, para em seguida aprofundar sobre a historia da Féormula de Euler e seus

desdobramentos.

1.1 Vida e Obra de Leonhard Euler

Leonhard Paul Euler foi um dos mais célebres matematicos do século XVIII. Nasceu
no dia 15 de abril de 1707, na Basiléia, ao norte da Suiga quase na fronteira com a Franga.

Filho primogénito de Paul Euler, um pastor protestante Calvinista de parcos recursos, e
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Margarete Brucker.

Inicialmente Euler foi educado pelo proprio pai, ex-estudante de Jacob Bernoulli, em
1720 comegou a estudar Teologia na Universidade da Basiléia e em seguida passou a
estudar Matematica, tendo como tutor Johann Bernoulli, o que foi de fundamental im-
portancia para que Euler seguisse a carreira de matematico e nao a de pastor.

Em 1727, Euler conseguiu uma posi¢ao na recém criada Academia de Ciéncias de Sao
Petersburgo, na Rissia, ocasiao em que se casou em 1734 e teve 13 filhos, dos quais apenas
5 sobreviveram.

Em 1738 perdeu a visao do olho direito e em 1741 assumiu uma posi¢ao na Academia
de Ciéncias de Berlim, na Alemanha, onde permaneceu até retornar a Sao Petersburgo, em
1766. Em Sao Petersburgo, perdeu a visao do seu olho esquerdo devido a uma catarata,
e la permaneceu até a sua morte em 18 de setembro de 1783, aos 76 anos. Apesar da
cegueira, foi nesse periodo de 17 anos, entre 1766 e 1783, que Euler escreveu quase metade
de suas 866 obras.

Euler era dotado de uma memoéria excepcional e capaz de fazer enormes calculos de
cabeca. Ele se preparou para sua iminente cegueira aprendendo a escrever férmulas em
uma tabua e ditar Matemética ao seu filho.

Euler é um dos maiores mateméticos de todos os tempos. Absorveu e expandiu todos
os ramos que eram cultivados em seu tempo; retomou assuntos antigos e negligenciados e
tragou novos cursos de pensamento que vieram a florescer nos séculos posteriores.

Suas obras abrangeram as mais diversas areas do conhecimento, entre as quais desta-

cameos:

Matemaética - cdlculo de variagoes e infinitesimal, geometria diferencial, dlgebra,

topologia, logica, teoria dos niimeros;

Fisica - fisica experimental, 6ptica, astronomia, teoria lunar (marés), hidrdulica;

Engenharia - construgao de navios, mecanica e artilharia;

e Quimica;

Geografia e demografia;

e Economia;
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e Fisiologia;
e Filosofia, musica e religido.

Fato esse que nao nos surpreende encontrarmos na literatura matematica vérias in-
vengoes, formulas e teoremas associados ao nome de Euler, dentre eles podemos citar:
Formula de Euler para Poliedros, Problema das 7 pontes de Koénigsberg, Equacgao de
Euler-Lagrange, Equacoes de Euler na mecanica dos fluidos, Densidade dos ntimeros pri-
mos, Integrais de FEuler: fungoes beta e gama, Equagao de Euler da dinamica dos corpos
rigidos, Problema dos 3 corpos de Euler, Constante de Euler-Mascheroni, A Férmula de
Euler, entre tantos outros.

Euler foi também o criador de notacbes que se estabeleceram na literatura, dentre

estas destacamos:
(i) e para base do sistema para logaritmos naturais.
(ii) 7 para a unidade imagindria (i = /—1).

(iii) 7 para a razao entre a circunferéncia e seu diametro (neste caso, foi apenas o divul-

gador, pois essa notagao ja tinha sido usada).
(iv) Y para somatorios.

(v) f(z) para funcao de z.

1.2 A Férmula de Euler (Descartes)

Neste trabalho vamos apresentar um dos grandes Teoremas de Euler, de 1758, cujo
enunciado é extremamente simples de ser apresentado, tanto que é um tema ensinado
em cursos de geometria nas escolas, no que hoje denominamos Ensino Médio. Todavia
é um resultado que esconde em sua esséncia, matematica avangada de alto nivel, que na
época nao tinha sido desenvolvida. E por isso despertou o interesse e dividas de muitos
pesquisadores importantes que levaram muitos anos até compreender por completo esse

problema.
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Claramente nao vamos adentrar toda matemética abstrata necessaria para compreen-
der totalmente este problema, mas tentaremos justificar cada novo conceito e resultado,
do modo mais intuitivo possivel e sustentando com exemplos.

Iniciemos apresentando de uma maneira informal o seguinte Teorema de Euler.

Considere um poliedro de V vértices, A arestas e F faces, entao
V-A+F=2

Segundo Lakatos (ver [Lal]), Euler apresenta o resultado acima pela primeira vez em
[E1]. O problema original de Euler era a classifica¢ido de poliedros, cuja dificuldade ele

destaca no sumario de [E1]:

“Enquanto em geometria plana os poligonos (figurae rectili-
neae) podiam ser classificados muito facilmente de acordo
com o numero de lados, o qual é evidentemente sempre
igual ao nimero de angulos, em estereometria a classificagao
dos poliedros (corpora hedris planis inclusa) representa pro-
blema muito mais dificil, visto que somente o numero de

faces ¢ insuficiente para esse fim.”

A palavra estereometria é denominado ao ramo da geometria que estuda a medicao
dos sélidos. Ou mais precisamente, ao calculo do volume dos sélidos. Esta palavra provém
do grego: stereds (sdlidos) + métron (medida) + -ia.

Conceitos chaves para o resultado de Euler foram o de vértice e aresta. Euler ob-
servou que além do nimero de faces, o nimero de vértices e arestas na superficie do
poliedro, determina a sua estrutura (“topolégica”). Euler criou o termo “acies” para
aresta, distinguindo do antigo “latus” (lado), que era um conceito para poligonos.

O grande filésofo, fisico e matematico francés René Descartes (1596-1650), por volta
de 1639, registra em um manuscrito resultados a partir dos quais se poderia obter a
férmula acima como consequéncia imediata, mas ao que tudo indica, Descartes parece
nao ter notado isso. Segundo Lakatos ([La], pag. 20): “Mas Descartes nao chegou a este
ponto, visto que pensava ainda em termos de angulos (planos e sélidos) e faces, e nao

fez uma alteragao revolucionaria consciente dos conceitos de vértices nao dimensionais,



1.2 A Férmula de Euler (Descartes) 5

arestas unidimensionais e faces bidimensionais como base necesséria e suficiente para a
plena caracterizagao topolégica de poliedros”.

O matemadtico alemao Gottfried Wilhelm Leibniz (1646-1716) encontrou este manus-
crito de Descartes em 1675, mas ele se perdeu e apenas foi reencontrado em 1860. Passa-
dos 113 anos desde a publicagao deste manuscrito, FEuler em 1752, apresenta seu Teorema
e propoe uma prova do mesmo em [E2], que ficou mais popularmente conhecida como
Férmula de Euler ou Férmula de Euler-Descartes.

O grande francés Augustin-Louis Cauchy (1789-1857), em 1813 ([C1], [C2]), apresenta
uma demonstragao, até hoje a mais divulgada do Teorema de Euler. E para muitos ma-
tematicos importantes do século XIX, como por exemplo, Crelle, Mathiessen, Jonquieres,
Poinsont, entre outros, eles nao tinham a menor duvida de que a prova de Cauchy para o
Teorema de Euler era valido para todos os tipos de poliedros, como Euler tinha declarado
em 1752.

Contudo, como era comum no século XVIII, alguns conceitos eram utilizados sem
a devida preocupacao com o formalismo, sem colocar muitas vezes todas as hipoteses
necessarias para a validade do resultado. E foi exatamente isto que se passou com Euler.
O Teorema de Euler, enunciado com toda a generalidade como acima nao é verdadeiro.

Certamente isto nao desmerece de maneira nenhuma o mérito deste génio, uma vez
que a construgao da teoria para responder todos os mistérios envolvidos neste problema
ainda estavam por ser desvendados. Uma nova area da matematica estava surgindo, que
posteriormente foi chamada de topologia, o qual o préprio Euler deu contribuigoes.

Para que possamos compreender a problematica em torno do Teorema de Euler, vamos

definir o que se entende por poliedro.

Definicao 1.2.1 Um Poliedro € um sdlido em 8 dimensoes delimitado por um niumero
finito de regides planas poligonais, denominadas faces. A intersecdo de duas faces sao

chamadas arestas do poliedro e a intersecdo de duas arestas sdo os vértices do poliedro.

A palavra poliedro deriva do grego classico: poli (muitos) + hedro (faces).
Ao definirmos poliedro como sendo um sélido, estamos a principio considerando todos
os pontos do seu interior, juntamente com os pontos da superficie do sélido (ou seja, “a

casca”). Para o estudo do Teorema de Euler nos interessa apenas os pontos da superficie.



1.2 A Férmula de Euler (Descartes) 6

Definicao 1.2.2 Um poliedro é dito convezxo se sua superficie nao se auto-intercepta e se
qualquer segmento de reta ligando quaisquer dots pontos do poliedro estd contido em seu

interior ou na superficie.

Euler fez iniimeras verificaces de sua conjectura para varios tipos de sélidos. Abaixo

apresentamos alguns exemplos classicos destes poliedros.

Exemplo 1.2.3 Poliedros de Platao:

Um poliedro de Platdo € um poliedro convezo, cujas faces sao poligonos idénticos, com
lados de comprimentos iguais e angulos congruentes. Ele também possui o mesmo nimero
de faces que se encontram em cada vértice.

Os gregos antigos reconheceram e provaram que apenas cinco solidos platénicos podem

ser determinados:

Tetraedro - 4 triangulos equildteros,

Hezxaedro ou Cubo - 6 quadrados,

Octaedro - 8 triangulos equildteros,
Dodecaedro - 12 pentdgonos regulares,

Icosaedro - 20 triangulos equildteros.

Algumas fontes atribuem sua descoberta a Pitagoras (572 a.C. - 497 a.C.) que teria
descoberto o tetraedro, o cubo e o dodecaedro. E a Teeteto (417 a.C. - 369 a.C.) que teria

descoberto o octaedro e o icosaedro.

Ao w

Cubo
Tetraedro Octaedro (Hexaedro)
Icosaedro Dodecaedro

0s nomes sdolidos Platonicos foram dados devido a forma pela qual Platao, em um

didlogo intitulado Timeu, os empregou para explicar a Natureza. Platdo ficou espantado
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com a sua beleza e simetria, e acreditava que as formas descreviam as estruturas dos

quatro elementos bdsicos que, conforme se pensava, compunham o Cosmos:
Fogo (tetraedro), Ar (octaedro), Agua (icosaedro) e Terra (cubo).

Platdo decidiu que Deus usava o dodecaedro para organizar as constelagcoes nos céus.

Observe que os Poliedros de Platao obedecem ao Teorema de Euler:

POLIEDRO Vv A F V-A+F
Tetraedro 4 6 4 4—-6+4=2
Hexaedro 8 12 6 8-12+6=2
Octaedro 6 12 8 6-12+8=2
Dodecaedro 20 30 12 20—-30+12=2
Icosaedro 12 30 20 12-30+20=2

Exemplo 1.2.4 Poliedros de Arquimedes:

Os poliedros semirrequlares de Arquimedes sdo poliedros convexos, cujas faces sao
poligonos requlares de mais de um tipo.

Os escritos originais de Arquimedes de Siracusa (287 a.C. - 212 a.C.) que descreviam
18 poliedros semirrequlares perderam-se, sendo conhecidos apenas por outras fontes.

Durante o periodo renascentista, os artistas redescobriram estes poliedros, exceto sobre
um. Em 1619, Kepler apresentou o conjunto inteiro no seu livro Harmonices Mundi (A
Harmonia do Mundo).

Seque abaizo os 13 poliedros semirregqulares de Arquimedes:

. . :
Cubo Snub Cubo Cuboctaedro Cuboctaedro
Truncado Truncado

O 8 e

Dodecaedro Icosaedro Icosi-
Truncado Truncado dodecaedro
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Note que estes poliedros também obedecem ao Teorema de Euler:

@

&

Icosi-
dodecaedro
Snub

Octaedro
Truncado

Icosi-
dodecaedro
Truncado

®

Rombicosi-
dodecaedro

Rombi-
cuboctaedro

Tetraedro

‘a

Truncado

POLIEDROS \% A F TIPOS DE FACE V-A+F
Cubo Snub 24 | 60 38 6 quadrados, 24-60+38=2
32 tridngulos e
12 quadrados
Cubo Truncado 24 | 36 | 14 6 octégonos e 24-36+14=2
8 triangulos
Cuboctaedro Truncado 48 | 72 | 26 6 octégonos, 48-72+26=2
8 hexagonos e
12 quadrados
Cuboctaedro 12 | 24 | 14 6 quadrados e 12-24+14=2
8 triangulos
Dodecaedro Truncado 60 | 90 | 32 12 decédgonos e 60-90+32=2
20 triangulos
Icosaedro Truncado 60 | 90 | 32 | 12 pentagonose 60-90+32=2
20 hexagonos
Icosidodecaedro 30 | 60 | 32 12 pentagonos e 30-60+32=2
20 triangulos
Icosidodecaedro Snub 60 | 150 | 92 | 12 pentagonose 60—-150+92=2
80 tridngulos
Icosidodecaedro Truncado | 120 | 180 | 62 12 decdagonos, 120-180+62=2
20 hexagonos e
30 quadrados
Octaedro Truncado 24 | 36 | 14 6 quadrados e 24-36+14=2
8 hexagonos
Rombicosidodecaedro 60 | 120 | 62 12 pentagonos, 60—-120+62=2
30 quadrados e
20 tridngulos
Rombicuboctaedro 24 | 48 | 26 8 triangulos e 24-48+26=2
18 quadrados
Tetraedro Truncado 12 | 18 8 4 triangulos e 12-18+8=2

4 hexagonos




1.2 A Férmula de Euler (Descartes) 9

Observagao 1.2.5 O Icosaedro Truncado é um sélido particularmente interessante con-

siderando que,

(a) durante muito tempo foi utilizado como modelo da bola de futebol.

(b) Foi a configura¢ao usada para a disposicio das lentes que focaram as ondas de
choque explosivas dos detonadores, provocadas pelas bombas atomicas sobre Nagasaki

(Japao) na Sequnda Guerra Mundial.

(¢) Nos anos 80 do século XX, os quimicos conseguiram criar uma molécula de carbono
com 60 dtomos nos vértices de um icosaedro truncado. As chamadas Buckyballs
possuem propriedades quimicas e fisicas fascinantes que estdo a ser exploradas em
lubrificantes e no tratamento contra a SIDA (Sindrome da Imunodeficiéncia Adqui-

rida, AIDS).

Todavia, a féormula de Euler nao esta restrita a poliedros convexos. Como podemos

observar nos exemplos abaixo:

Exemplo 1.2.6 Poliedro nao-convexo:

A figura abaixo possui uma piramide em seu interior, mas ndao possui a face do fundo.

Note que o poliedro acima possui 9 vértices, 16 arestas e 9 faces, logo
V-A+F=9-16+9=2.

Portanto satisfaz o Teorema de Euler.
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Exemplo 1.2.7 Observe agora, os sequintes poliedros nao convexos:

Figura 1.1: Caixa com um buraco

No caso em que o poliedro possui um buraco, podemos verificar que ele possui 16

vértices, 32 arestas e 16 faces, logo

V-—A+F=16—-32+16=0.

Ou seja, este poliedro nao obedece ao Teorema de Fuler.

ﬁ

Figura 1.2: Caixa com dois buracos

No caso do poliedro com dois buracos, verificamos que ele possui 24 vértices, 48 arestas
e 22 faces, logo
V-A+F=24—-48+22= —-2.

Ou seja, este poliedro também ndao obedece ao Teorema de Fuler. E o mais intrigante

€ queV — A+ F € um numero inteiro negativo!!
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Diante dos poliedros observados nos exemplos notamos uma contradigao no enunciado

do Teorema de Euler, ou seja, a relacao
V-A+F=2

nao é verdadeira para qualquer tipo de poliedro.

Os contra-exemplos para a Formula de Euler, a medida que surgiam, provocaram na
comunidade matematica uma polémica sobre para que classe de poliedros a Férmula de
Euler era verdadeira. O que estava faltando na demonstracao dada por Cauchy? Apenas
no final do século XVIII e no século XIX estas questoes foram aos poucos sendo escla-
recidas. Na verdade, foi necessario muito tempo para se compreender que este problema
de Euler nao é um problema de Geometria Fuclidiana e sim um problema de Topologia.
Uma &rea que na época ainda nao tinha sido explorada, ou estava nos seus primérdios.

Neste sentido, focamos em responder as seguintes questoes:

1. Para que classe de poliedros o Teorema de Euler é verdadeiro?

2. O teorema de Euler pode ser generalizado para outra classe de objetos?

Como veremos a Férmula de Euler nao esta restrita a poliedros. Podemos aplica-la,

em particular, para superficies. E € isso que faremos posteriormente.



CapriTULO 2

Introducao a Topologia

Neste capitulo vamos apresentar uma breve histéria da Topologia, bem como introduzir
conceitos bésicos, necessarios para compreender os propositos desta teoria, entre eles
destacamos continuidade e homeomorfismo.

Dado um conjunto nao vazio qualquer, podemos estudéd-lo do ponto de vista ma-
temadtico, sob varios aspectos. Numa abordagem algébrica, outras vezes de um ponto
de vista geométrico ou analitico. De modo que sob a Otica estabelecida, queremos que
determinadas propriedades sejam preservadas. Ou ainda, queremos num certo sentido,
classificar os objetos que satisfazem determinada propriedade.

Em matematica, os elementos ponto, reta e plano sao considerados primitivos, ou seja,
sdo conceitos aceitos sem defini¢do. Intuitivamente, uma superficie é um objeto geométrico
bi-dimensional, em que localmente numa pequena vizinhanga, é como se estivéssemos em
um pedacgo do plano. Uma definicdo mais formal serd dada posteriormente.

Por exemplo, se estamos estudando superficies sob a dtica da geometria, nao seria in-
teressante que meu objeto sofresse uma deformacao, pois propriedades geométricas como
angulo, drea, distancia entre dois pontos, curvatura, entre outras, nao seriam preservadas
apos esta deformagao, ou seja, estas propriedades nao sao invariantes por deformacao.
Entretanto tais propriedades sdo preservadas, por exemplo, quando efetuamos um movi-
mento rigido da superficie, como uma translagdo ou uma rotacao.

Por outro lado, poderiamos agora estar interessados em estudar propriedades das
superficies que nao se alteram quando esticamos ou encolhemos um pouco a superficie.

Intuitivamente a Topologia é o ramo da Matematica que estuda propriedades das figu-
ras geométricas que nao se alteram quando realizamos determinadas deformacoes do nosso
objeto, como esticar, encolher ou inflar. Formalmente a Topologia estuda propriedades

das figuras geométricas que permanecem invariantes sob transformacoes topoldgicas ou
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homeomorfismos. Estes conceitos serao definidos na préxima secao.

Exemplo 2.0.8 A esfera é um exemplo de superficie. Intuitivamente, um objeto que
se assemelha com o conceito de esfera é a bola de futebol (mas na verdade o conceito
matemdtico de superficie é um objeto que nao existe na realidade).

Suponhamos uma decomposi¢do da esfera como abairo, em que cada pedaco pode ser
visto como um triangulo na superficie da esfera, mesmo que o conceito de triangulos numa

superficie ainda nao tenha sido definido.

N

Neste caso podemos verificar que V=6, A=12 e F = 8, logo
V-A+F=2.

Observe que o exemplo acima ilustra apenas que com esta “triangulagao” da esfera, o
resultado de Euler é verdadeiro. Mas seria verdade para uma outra dada triangulacao?

Agora imagine que pudéssemos inflar a esfera ou que ela estivesse murcha. Neste caso
a decomposicao em triangulos que fizemos nao seria alterada, tampouco o resultado de
Euler. Este portanto é um conceito topoldgico.

A seguir, vamos descrever sucintamente um pouco sobre a histéria da Topologia.

2.1 Histéria da Topologia

Grandes matematicos como Euler, Descartes, Cauchy, Gauss, Mobius, Riemann, Poin-
caré, entre outros, abordaram problemas de Topologia.

No final do século XVII, Leibniz utilizou o termo Geometria Situs para designar uma
espécie de matemética qualitativa, que hoje poderia ser considerada como fazendo parte
da Topologia. Euler em 1736 abordou, no problema das pontes de Konigsberg, uma
questao de topologia de grafos lineares. Todavia Euler nao deve ter observado que a

Formula de Euler também era um problema desta natureza.
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Outro matemético fantastico foi o alemao Johann Carl Friedrich Gauss (1777-1855).
Ele se utilizou muitas vezes de técnicas topologicas. Inclusive das diversas demonstragoes
que apresentou do Teorema Fundamental da Algebra (que é um teorema puramente
algébrico), duas delas foram dadas utilizando conceitos topoldgicos. Neste periodo, a
Topologia era conhecida por Analysis Situs.

Topologia vem do grego
Topos (local) + logos (estudo).

O termo Topologia apareceu em 1847, no livro Vorstudien zur Topologie de J. B. Lis-
ting (1808-1882), que foi discipulo de Gauss. Mas foi o matemético alemao Bernhard
Riemann (1826-1866), dos discipulos de Gauss, o que mais contribuiu para a Topolo-
gia, introduzindo conceitos topoldgicos no estudo da teoria das fungoes de uma variavel
complexa, além da famosa superficie de Riemann.

Outro matematico que teve seu nome gravado na histéria da Topologia foi August
Ferdinand Mé&bius (1790-1868). Em 1858 ele recebeu um prémio da Academia de Paris
sobre a teoria geométrica dos poliedros. A este matemético alemao temos associado a
superficie chamada faixa de Mobius, objeto que possui uma tinica face e um tnico bordo.
Mobius introduziu também a nocgao de triangulacao no estudo de objetos geométricos do
ponto de vista topoldgico. Mobius também foi aluno de Gauss e deve-se a ele a definigao
precisa de transformacao topoldgica.

Todavia, o primeiro artigo significativo totalmente dedicado a Topologia deve-se ao
grande matemédtico francés Jules Henri Poincaré (1854-1912). Sob o titulo de Analysis
Situs este artigo foi publicado em 1895, e nele Poincaré introduziu a teoria da Homologia

em dimensao n.
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Poincaré foi matemaético, fisico e filésofo da ciéncia. Se doutorou em matemaética em
1879, orientado por Charles Hermite. Foi nomeado professor de fisica e matemética na
Sorbonne (1881), posto que manteve até sua morte.

No ambito das matematicas aplicadas estudou numerosos problemas sobre éptica, ele-
tricidade, telegrafia, capilaridade, elasticidade, termodinamica, mecéanica quantica, teoria
da relatividade e cosmologia.

Poincaré foi considerado o ultimo universalista da matematica, ele notou que o Te-
orema de Euler nao era um problema de Geometria e sim de Topologia. Ele observou

também que V — A 4+ F' é um invariante topoldgico, conforme veremos a seguir.

2.2 Espacos Métricos

No que segue, vamos introduzir alguns conceitos basicos de Topologia necessérios para
compreender o Teorema de Euler.

Um conceito fundamental é o de continuidade, e para tanto precisamos considerar uma
vizinhanga de um dado ponto. Estes conceitos sao bastantes intuitivos quando o espaco
em que se esta trabalhando possui uma métrica, ou seja, existe uma maneira de se medir
distancia entre dois pontos deste espaco. Mas isto nao é necessario para a Topologia, onde
a nocao de continuidade pode ser definida num espago mais abstrato.

Contudo, como o nosso propdsito é ser o mais intuitivo possivel, vamos nos restringir

a0 caso em que temos um espago métrico.

Definicao 2.2.1 Uma métrica num conjunto M é uma fungio d : M x M — R, que
associa a cada par ordenado de elementos x,y € M um nimero real d(x,y), chamado a

distancia de x a vy, satisfazendo as sequintes condi¢oes para quaisquer x,y,z € M:
(i) d(x,x) = 0;
(ii) se x #y entao d(z,y) > 0;
(ii) d(z,y) = d(y, x);
(w) d(x,z) < d(x,y)+ d(y,z) (desigualdade triangular).

Um espago métrico é um par (M, d), onde M é um conjunto e d é uma métrica para

M.
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Vejamos alguns exemplos.

Exemplo 2.2.2 A méirica “zero-um”.
Qualquer conjunto M pode tornar-se um espaco métrico definindo a sequinte aplicacdo:
d: M x M — R tal que
d(z,z) =0 e d(z,y) =1,

sex #y.

De fato, as condi¢des acima sdo verdadeiras:

(i) pela defini¢ao;

(ii) se x # vy, temos, pela definicio que d(x,y) =1>0;

(iii) se x =y entao d(z,y) = d(z,z) =0 =d(y,y) = d(y, z).

Mas se x # y entao d(x,y) =1 e d(y,x) =1, logo d(z,y) = d(y,x);

(iv) se v =y =z entao d(z,z) =0=0+0=d(z,y) + d(y, z).

Sex=y#zentiod(x,z) =1=0+1=d(x,y) +d(y, 2).

Mas se x # y # z entdo d(x,z) = 1, d(z,y) =1 e d(y,2z) = 1, logo d(z,z) =1 <
1+ 1=d(z,y)+d(y,z2).

Portanto, a funcao d acima € uma métrica.

Exemplo 2.2.3 O conjunto R dos numeros reais € um espag¢o métrico. De fato, vamos

definir uma distancia (ou métrica) entre dois pontos x,y € R. Seja
d($7y> = |I’ - y‘ )

onde |-| representa o mddulo de um nimero real.

As condigoes (i) a (iv) resultam imediatamente das propriedades elementares do valor
absoluto de numeros reais, de fato

(i) d(z,z) = | — x| = 0;

(i1) se x # vy entdo d(z,y) = |z —y| > 0;

(i) d(z,y) = |z —y[ = ly — 2| = d(y, v);

(w) d(z,2) = |o — 2| = v —y+y— 2| < |w—yl+ |y — 2| = dz,y) + d(y, 2).

Esta é a chamada “métrica usual” da reta.
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Exemplo 2.2.4 O Espaco Fuclidiano R™ é um espaco métrico.

Denotemos por R™ o conjunto das n-uplas ordenadas de niumeros reais, ou seja,
n . N
R™ = {(z1,...,xn); z; ERi=1,....,n}.

Dados x = (21, ...,x,) €y = (Y1, ..., Yn), definimos a funcao d : R" x R" — R por:

" 1/2
d(x,y) = V(@1 —11)? + oo+ (20— yn)? = [Z(J;, — yi)Ql :

i=1
Vamos provar que a funcao d define uma distancia entre x e y.
(i) d(z,2) = \/(v1 —21)2 + oo + (7, — 2,)2 =0+ ... + 0= 0;
(ii) se x # y entao

d(a:,y) - \/(xl - yl)2 + .+ (xn - yn)2 > 0;

(iii) como (x; — y;)* = (y; — x:)%; Vi, y; € R, entao

d(w,y) = V(o —y0)? + o+ (o0 = )2 = V(0 — 2% + o+ (o — 20)* = d(y, 2);
(iv) esta condi¢do seque da desigualdade de Cauchy-Schwarz (ver por exemplo [Lil]).
Observagao 2.2.5 E’fdcil verificar que as funcoes

d,d":R" xR" — R,

dadas por .
d’(x,y) =|zr =yl + o T —yal = Z |25 — i
) i=1
d"(2,y) = max{ler =], .. [on — yal} = max [ —yi

também sao métricas do espaco euclidiano R™.

Para formalizar o conceito de vizinhanca de um ponto num espago métrico vamos

definir o conceito de bolas.
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Definicao 2.2.6 Seja a um ponto num espago métrico M com uma métrica d. Dado um

numero real v > 0, definimos:

(1) a bola aberta de centro a e raio r como sendo o conjunto B(a;r) dos pontos de M,

cuja distancia ao ponto a € menor do que r, ou seja,
B(a;r) ={z € M;d(z,a) <r}.

(ii) a bola fechada de centro a e raio r, como sendo o conjunto Bla;r], formado pelos

pontos de M que estao a uma distancia menor ou igual que r, isto €,

Bla;r] ={z € M;d(z,a) <r}.

(ii1) a esfera de centro a e raio r € o conjunto S(a;r), formado pelos pontos x € M tais

que d(z,a) =r. Assim,
S(a;r) ={z € M;d(x,a) =r}.

Exemplo 2.2.7 Com a métrica usual da reta, para todo a € R e todor > 0, a bola aberta

de centro a e raio v € o intervalo aberto (a —r,a+ 1), pois x € B(a;r) se, e somente se,
|t —a|<r & —r<z—a<r & a—r<z<a+r.

Analogamente, Bla;r] € o intervalo fechado [a — r,a + r].
E a esfera S(a;r) tem apenas dois pontos, que sao os extremos do intervalo [a—r, a+r],
ou seja,

S(a;r)={a—r,a+r}.

Exemplo 2.2.8 Considere R? com a métrica usual dada por

d((z,9), (z,w)) = V/(z = 2)* + (y — w)2.

Assim, a bola aberta de centro a = (aq,as) € raio r é

B(a;r) = {(2,y) € R*d((x,y), (a1, a2)) <71},

ou seja,

VE—a)?+y—a)?<r < (t—a)’+(y—a)? <r?
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Assim, a bola aberta B(a;r) em R? € o interior de uma circunferéncia de centro a e

raio r. A bola fechada € dada por
Bla;r] = B(a;r) U S(a;r),

onde a esfera
S(air) = {(2,y) €R% (x— @)’ + (y — az)” =%}
€ a circunferéncia de centro a e raio r.
Se considerarmos as métricas d” e d' € facil observar que a bola aberta de centro a
e rato r € o interior de um quadrado de centro a e lados de comprimento 2r, paralelos
aos eixos, ou entao o interior de um quadrado de centro a e diagonais paralelas aos eixos
ambas de comprimento 2r, respectivamente.

A esfera S(a;r) é o bordo da figura correspondente.

x—a)?+(y—ay))*<r? x—al<rely—a,l <r

N
NV

[x—ail+ly—axl <r

Estabelecido as nocoes de bola aberta, bola fechada e esfera, podemos definir mais

geralmente os conceitos de conjunto aberto, conjunto fechado e fronteira de um conjunto.

Definicao 2.2.9 Seja X um subconjunto de um espago métrico M. Um ponto a € X
diz-se um ponto interior a X quando € centro de uma bola aberta contida em X, ou seja,

quando existe r > 0 tal que d(z,a) < r implica que x € X.

Definicao 2.2.10 Um conjunto A de um espaco métrico M diz-se aberto em M quando

todos 0s seus pontos sao interiores.
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Definicao 2.2.11 A fronteira de X em M € o conjunto 0X, formado pelos pontos b € M
tais que toda bola aberta de centro b contém pelo menos um ponto de X e um ponto do

complementar M — X.

/
"
\h_f,

Na figura acima a é um ponto interior a X e b pertence a fronteira de X.

Proposicao 2.2.12 Dado um espago métrico M, uma bola aberta B(a;r) é um conjunto

aberto.

Demonstragao: Seja z € B(a;r). Entao d(a,x) < r e portanto s = r — d(a,z) é um
nimero positivo.

Vamos provar que B(z;s) C B(a;r). De fato, se y € B(z;s) entao d(z,y) < s e
portanto

d(a,y) < d(a,z) +d(z,y) < d(a,z)+s=r.
Logo y € B(a;r). ]
Definicao 2.2.13 Num espaco métrico M um conjunto V € dito uma vizinhanga de um

ponto a € M se, e somente se, V' contém um aberto que contém a.

Ou seja, fixada uma métrica, as vizinhangas estao determinadas. Se nao estivermos
num espago métrico, basta definir quais propriedades sdo necessarias para termos um

sistema de vizinhangas bem definido.

Definicao 2.2.14 Um conjunto F' de um espago métrico M € dito fechado em M quando

seu complementar M — F ¢ aberto em M.

Exemplo 2.2.15 Num espago métrico M, toda bola fechada Bla;r] é um subconjunto

fechado de M, pois seu complementar € aberto (ver [Lil]).
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2.2.1 Funcoes Continuas e Homeomorfismos

A continuidade é um conceito muito importante na matemadtica, que apresentamos

abaixo:

Definicao 2.2.16 Sejam M, N espacos métricos, com as métricas dy; e dy, respectiva-
mente. Dizemos que a aplicacao f: M — N ¢é continua no ponto a € M quando, para
todo € > 0 dado, € possivel obter 6 > 0 tal que dp(x,a) < 6 implica dy(f(z), f(a)) < e.

Dizemos que f: M — N € continua quando ela é continua em todos os pontos de M.

Equivalentemente, podemos definir que f : M — N é continua no ponto a € M,
quando para qualquer bola B’ = B(f(a),¢) de centro f(a) e raio €, pode-se encontrar
uma bola B = B(a, ) de centro a e raio ¢, tal que f(B) C B'.

No caso particular em que M C Re f: M — R, dizer que f é continua no ponto
a € M significa afirmar que para todo € > 0 existe d > 0, talquex € M ea—9d < x < a+4§
implica f(a) — e < f(x) < f(a) + €, ou seja, f transforma os pontos de M que estao no

intervalo aberto (a — 0, a + ¢) em pontos do intervalo aberto (f(a) — ¢, f(a) + €).

Proposigao 2.2.17 A composta de aplicagoes continuas é continua. Mais precisamente,

se f: M — N € continua no ponto a e g: N — P ¢é continua no ponto f(a), entdo,
gof: M —P
€ continua no ponto a.

Demonstragao: Dado ¢ > 0, a continuidade de g no ponto f(a) nos permite obter

A>0tal quey € N,

d(y, f(a)) < A== d(g(y),9(f(a))) <e.



2.2 Espacgos Métricos 22

Por sua vez, dado A > 0, a continuidade de f no ponto a nos fornece § > 0 tal que

r €M,
d(z,a) <0 = d(f(z), f(a)) < A= d(g(f(z)),9(f(a))) <e.

Definicao 2.2.18 Dizemos que f : M — N admite inversa se existe f~': N —s M

tal que
foft=Idy e f~'of=Idy,
onde Idy e Idy sao as aplicagoes identidades de M e N, respectivamente.
Apresentamos no inicio deste capitulo uma nocao intuitiva de Topologia, que nao
distingue dois objetos ao esticar ou inflar, ou mais formalmente, do ponto de vista da

topologia, nao distinguimos dois objetos que sao homeomorfos, conceito que definiremos

abaixo:

Definicao 2.2.19 Sejam M e N espagcos métricos. Um homeomorfismo de M sobre N,
ou uma transformacdo topoldgica, € uma bijecao continua f : M — N cuja inversa

f~': N — M também é continua. Neste caso, diz-se que M e N sao homeomorfos.

Com o intuito de darmos alguns exemplos, provaremos a seguinte proposicao.

Proposicao 2.2.20 Seja f: M — N continua. Entao Graf(f) é homeomorfo a M.

Demonstracao: O gréfico de f é definido por:
Graf(f) = {{x, f(@));z € M} C M x N,

Sejam h : M — Graf(f) dada por h(z) = (z, f(x)) e g : Graf(f) — M definida
por g(z, f(z)) = .

Claramente g é continua, pois é uma projecao. E h é continua pois f o é, e é possivel
provar que uma aplicagdo € continua se, e somente se, cada coordenada é continua. E
ainda,

hog(y, f(y) =hy) = (v, f(y) = Idarasr)(y, f(y))

gohlx) =g(x, f(x)) =z = Idy(z).
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Ou seja, g é a inversa de h.

O resultado acima garante que se temos uma aplicacao continua f, seu dominio pode

ser deformado continuamente no grafico de f e vice-versa.
Exemplo 2.2.21 O espago R* =R\ {0} é homeomorfo a hipérbole

H={(z,y) e R%ay=1}.

De fato, H = Graf(f), onde f : R* — R ¢ dada por

fla) = =

;.
E sabemos que f € continua para todo x € R, x # 0. Logo, pela proposi¢cao anterior, o

dominio de f que é R* € homeomorfo a Graf(f) = H. Ou seja, € como se imagindssemos

que cada ramo da hipérbole pode ser esticado de modo a cobrir a reta, exceto a origem.

Exemplo 2.2.22 Todo intervalo aberto da reta é homeomorfo a R.

Considere as fungdes continuas

f: R— (a,+0) g: (a,+o00) — R
e .
rr—a+e” y— log(y — a)

Notemos que

fogly)=fllogly —a)) =a+eV" =a+y—a=y,
go f(z) =gla+e") =log(e®) = x.

Logo f € a inversa de g e wice-versa, portanto existe um homeomorfismo entre o

intervalo (a,+00) e a reta R. Analogamente, provamos o homeomorfismo para intervalos

do tipo (—00,b) e a reta R.



CapriTULO 3

A Caracteristica de Euler-Poincaré

para Superficies

Neste capitulo vamos estender a Formula de Euler para poliedros, para uma classe mais
geral que sao as superficies. Iremos abordar na verdade alguns exemplos da classe das
superficies compactas orientaveis. Nao temos a pretensao de apresentar todos os conceitos
abstratos e resultados avancados de Topologia, que foram de fundamental importancia
para resolver uma série de problemas, em particular o problema proposto por Euler,
mas o de motivar o leitor a descobrir o quanto a topologia revolucionou o pensamento

matematico.

3.1 Superficies

Um subconjunto S C R3 é uma superficie se, para cada p € S existe uma vizinhanca

V em R? e um homeomorfismo h : U — V NS de um aberto U C R? sobre VN S C R3.

Intuitivamente, superficie ¢ uma colagem de subconjuntos abertos do plano. Ou seja,

numa superficie, localmente estamos num pedago do plano.
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Para nossos propésitos vamos considerar superficies que nao se auto-interceptam. Na
verdade sao as chamadas superficies regulares (para mais detalhes ver [Cal).

Abaixo apresentamos alguns exemplos de superficies:

Exemplo 3.1.1 Considere R? com a métrica usual. Definimos o que significa wma esfera

de centro a e raio r.

No caso particular da esfera de centro na origem O = (0,0,0) e raio igual a 1, deno-

tamos usualmente por
S? = {P = (1,y,2) €R*d(P,0) = 1},

ou ainda,

d(P,0) = d((x,y,2),(0,0,0)) = /(= 0>+ (y — 0> + (2 — 0)2 = /2 + 12 + 22.
Assim, d(P,0) =1 se, e somente se, \/x> +y*>+ 22 =1, ou ainda,
42 =1

Portanto,

S? = {(aj,y,z) e R?: $2+y2+22:1}.

Mais geralmente, a esfera de centro no ponto C = (a,b,c) e raio r é dada por

S(Cir) = {(x,y.2) €R% (w—a)* + (y = b)* + (= — ¢’ =17}
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Exemplo 3.1.2 O Toro, denotado por T, pode ser construido a partir de colagens dos
lados de um retangulo. *

Seja um retangulo de lados ABDC com a sequinte regra de colagem.

C D

A B

Primeiro cole o segmento AB com o segmento C'D, em sequida cole AC' com BD. A

figura obtida em R® é o que chamamos de Toro.

Exemplo 3.1.3 Dados duas superficies M e N podemos construir uma nova superficie
por um processo denominado soma conexa de M e N, que consiste em remover uma
pequena regido circular de cada uma das superficies e em sequida colar o bordo circular
de uma no bordo circular da outra.

Por exemplo, a soma conexa de dois toros é chamado de bitoro.

Mais geralmente, fazendo a soma conexa de n toros obtemos o chamado n-toro.

Exemplo 3.1.4 O paraboldide eliptico
Na forma candnica as superficies dadas, respectivamente, pelas equagoes de sequndo

grauw:

LA formalizacdo do conceito de colagem é dada pela Topologia quociente (para detalhes ver [Li3]).
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onde a, b, c sao numeros reais nao nulos, sio denominadas paraboloides elipticos.

AZ

A equacao que representa o paraboldide eliptico da figura acima é dada por

2 2
r Y
ﬁ—f—b—zzcz.

Definicao 3.1.5 Um subconjunto V de um espago métrico é dito conexo se V admite
somente a decomposicao trivial, ou seja, se V =V, UVy entio Vi, =V eVo=0 ouV; =0
e Vo =V. Quando V' admite uma decomposicao nao trivial V = Vi U Vy, dizemos que V

€ desconexo e cada V;, 1 = 1,2 € chamado de componente conexa de V.

Os exemplos acima sao superficies conexas. Abaixo veremos uma superficie com duas

Componentes conexas.

Exemplo 3.1.6 O hiperboldide de duas folhas

Na forma canénica as superficies definidas, respectivamente, pelas sequintes equagoes

do segundo grau:
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onde a, b, c sGo numeros reais positivos, sdo denominadas hiperboldides de duas folhas.

A classe de superficies que nos interessam sdo as chamadas superficies compactas. Para
definirmos corretamente compacidade seria necessario introduzir diversos conceitos. Mas
para o espaco R", a definicao feita via propriedades de conjunto compacto é na verdade

um resultado. Todavia este conceito nao se estende para espagos mais gerais.

Definicao 3.1.7 Uma superficie S C R? € dita limitada se ela estd contida em alguma

bola em R3.

Definicao 3.1.8 Dizemos que uma superficie em R? é compacta se € fechada e limitada.

Para o conceito de conjunto fechado ver Defini¢ao (2.2.14).

Das superficies citadas acima, notemos que a esfera, o toro e o bitoro sao superficies
compactas, enquanto que o paraboldide eliptico e o hiperboldide de duas folhas nao o sao.

Na proxima proposicao, vamos provar que se consideramos o hemisfério norte da esfera
5?2, sem o equador, e o achatarmos no plano, vamos obter a bola aberta de centro na origem

e raio 1. Mas se retirarmos apenas um ponto da esfera ela fica homeomorfa ao plano.

Proposicao 3.1.9 O hemisfério norte de S* C R3, denotado por S3 ¢é homeomorfo a

bola aberta B((0,0);1) C R%

Demonstragao: Seja B((0,0);1) = {(z,y) € R 2%+ y* < 1} C R? a bola aberta de
centro (0,0) e raio 1. E considere ¢g : B((0,0);1) — R dada por

g(@,y) = /1= (2% + y?).
Note que
S2 = {(2,y,2) € S%2 >0} = {(z,y, /1 — (22 +y2); 2 +y* < 1} = Graf(g).
De fato,
u=(z,y,2) €S> =’ +y*+2°=1 ¢ 2> 0.
Se v = (z,y), entdo 2> + y* < le z = /1 — (22 + y?). Logo
u=(v,2) €S = u= (x,y, 1- (1‘2—1—3/2)) < u € Graf(g).

Pela Proposigao (2.2.20) temos que S3 = Graf(g) é homeomorfo a B((0,0);1). [
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Proposigao 3.1.10 A esfera S*\{N} C R? é homeomorfa a R?, ou seja, a esfera menos

o pélo norte é homeomorfo ao espaco R?.

Demonstragao: Consideremos uma imersao R?* em R?® associando (z,y) — (z,¥,0).
Temos uma aplicacao injetiva de R? no plano z = 0 em R3.

Considere 5% = {(z,y,2) € R3; 2% + y* + 2? = 1} e a aplicagdo
7: 5%\ {N} — R?,

que associa a cada ponto u = (z,y, z) da esfera, um ponto no plano z = 0 obtido da
interse¢ao da reta que passa por N e u com o plano, onde N é o pélo norte (0,0,1). E

facil verificar que

1
m(@,y,2) = 1 (,4,0),

cuja inversa é

2z 2y 24?1
24y U4y 4 U a2 4 1)

7 (2,9,0) = (

Note que 7 : S?\ {N} — R? e 7! : R? — S?\ {N} sdo continuas nos seus
respectivos dominios. Logo 7 é um homeomorfismo. Para mais detalhes ver [Li2].

A aplicacao 7 é chamada de projecao estereogréfica. |

3.2 A Caracteristica de Euler-Poincaré

Com o propdsito de estendermos a Féormula de Euler para superficies, precisamos

definir o que significa vértices, arestas e faces de uma superficie.
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Definicao 3.2.1 Uma regiao R contida numa superficie S € dita reqular se R € conexo,
compacto e sua fronteira OR € a uniao disjunta finita de curvas simples fechadas requlares

por partes.

Figura 3.1: Figura nao Regular Figura Regular

Uma curva simples significa que ela nao se auto-intercepta e regular por partes quer
dizer que ela apenas deixa de ter uma reta tangente a curva, num nimero finito de pontos.

Os pontos onde a curva deixa de ser regular sao chamados vértices da curva.

Definicao 3.2.2 Uma regidgo reqgular R C S de uma superficie S € simples se ela €

homeomorfa a uma bola fechada.

Uma regiao simples que possui apenas trés vértices com angulos externos «; # 0,

1 =1,2,3 é chamado um triangulo.

Definicao 3.2.3 Uma triangulagdo de uma regiago reqular R C S € uma familia finita de

triangulos T; = 1,...,n tais que

(i) U T = R

(ii) Se T, NT; # 0, entao T; N T; é um lado comum de T; e T; ou é um vértice comum

de T; e Tj.

Observe a triangulagao a seguir:

Note que se trata de uma triangulagao nao permitida, uma vez que um vértice encontra

na metade da aresta.
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Assim como nédo é permitida a seguinte triangulagao:

pois os triangulos estao sobrepostos.
Um Teorema importante neste contexto é garantir que é possivel uma tal triangulacao.
O primeiro a provar que uma superficie conexa, compacta pode ser triangulada foi Tibor

Radé (1895-1965) em [R]. Uma prova deste resultado também pode ser encontrada em
[AS].

Teorema 3.2.4 Seja R C S uma regiago regqular de uma superficie S. Entao, existe uma

triangulagao T de R.

Dada uma triangulagao T de uma regiao regular R de uma superficie S, vamos denotar
por V o ntimero de vértices, A o niimero de arestas e por F o niimero de faces triangulares

da triangulacao.

Definicao 3.2.5 Dada S uma superficie compacta, com uma triangula¢ao T, o nimero
XS =V-A+F

€ chamado de Caracteristica de Fuler-Poincaré da triangulacdo.

A principio este conceito dependeria da triangulacao escolhida. Mas o mais interes-
sante é que de fato, a Caracteristica de Euler-Poincaré nao depende da triangulacao. Este
¢ um resultado altamente nao trivial de demonstrar. Os resultados abaixo serdo apresen-

tados sem demonstracao devido ao grau de complexidade do problema (ver por exemplo

[H]).

Teorema 3.2.6 Se R C S € uma regiao reqular de uma superficie S, a Caracteristica de

FEuler-Poincaré nao depende da triangulacao de R.

Teorema 3.2.7 Se 51 e Sy sao superficies compactas homeomorfas, entao

x(S1) = x(52).
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O resultado acima mostra que a Caracteristica de Euler-Poincaré é um invariante
topoldgico da superficie, ou seja, a Caracteristica de Euler-Poincaré é preservada por

homeomorfismo. Em seguida, vamos apresentar alguns exemplos.

Proposicao 3.2.8 Seja ) um quadrado. Entdao

x(@Q) = 1.

Demonstracao: Considere uma triangulagao qualquer de Q.

Sejam V, A e F o numero de vértices, arestas e faces da triangulacao, respectivamente.
Vamos retirar um dos triangulos adjacentes ao bordo do quadrado. Note que, do ponto
de vista topoldgico, podemos esticar os lados dos triangulos, de modo a deformar a figura
num novo quadrado )7 que possui uma triangulagdo com V vértices, A—1 arestase F —1

faces. Logo

X(@Q)=V-(A-D+F-1=V-A+F=x(Q).

=4
= P

Note que, podemos continuar este processo retirando triangulos adjacentes ao bordo e
reobtendo um novo quadrado cuja caracteristica de Euler-Poincaré permanece invariante.
Portanto, continuando este processo vamos obter a seguinte triangulacao para o qua-

drado:

Logo,
XQ)=V—-A+F=4-5+4+2=1.
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Corolario 3.2.9 A Caracteristica de Fuler-Poincaré para um poligono qualquer € igual

a l.

Demonstracgao: Considere uma triangulagao para um poligono qualquer. Acrescente
alguns triangulos, se necessario, de modo a termos um poligono convexo. Analogamente
ao que argumentamos no resultado anterior, se retiramos ou acrescentamos triangulos ad-
jacentes ao bordo, a Caracteristica de Euler-Poincaré nao se altera. De posse agora de um
poligono convexo, vamos deforméa-lo num quadrado. Note que, todos estes procedimentos

nao alteram a Caracteristica de Euler-Poincaré, que é um invariante por homeomorfismo.

Como o poligono original foi deformado continuamente num quadrado cuja carac-

teristica de Fuler-Poincaré é igual a 1, temos o resultado. |

Proposigao 3.2.10 x(S?) =2, onde S? € a esfera.

Demonstracao: Considere uma triangulagao qualquer da esfera. Remova um dos triangulos.

Vimos na Proposigao (3.1.9) que o hemisfério norte da esfera é um homeomorfo a
bola aberta do plano. Analogamente, se retiramos um triangulo, entao a figura resultante
(ou seja, a esfera faltando um pedago homeomorfo a um triangulo) é homeomorfo a um
subconjunto K do plano. Tal figura K é homeomorfa a um poligono, que continuaremos
denotando por K, portanto pelo corolario anterior possui Caracteristica de Euler-Poincaré
igual a 1.

Entretanto, considerando a triangulagdo de K e da esfera observamos que o niimero

de arestas e vértices nao foi alterado, apenas K possui uma face a menos que a esfera.
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Portanto,

XS =x(K)+1=1+1=2.

Proposicao 3.2.11 x(7) =0, em que T € o toro.

Demonstracao: Sabemos que a Caracteristica de Euler-Poincaré independe da trian-
gulagao. Consideremos uma triangulagao para o toro visto como a colagem dos lados do

retangulo R.

Sabe-se que a Caracteristica de Euler-Poincaré de um retangulo é igual a 1. Sejam
Vg, Agr e Fr o numero de vértices, arestas e faces de uma triangulacao do retangulo R,
respectivamente.

Identificando os lados opostos de R, como na figura, para obter o toro concluimos que
X(T):VR—5—(AR—4)+FR:(VR—AR+FR)—1=1—1=0.

Observagao 3.2.12 Como x(S?) = 2 e x(T) = 0, seque do Teorema 3.2.7 que S* e T
nao podem ser homeomorfos. Ou seja, nao € possivel deformar (continuamente) a esfera

de modo a se tornar toro.

Se tivermos duas superficies cuja Caracteristica de Euler-Poincaré sao diferentes entao
elas nao sao homeomorfas. Todavia se elas tiverem a mesma Caracteristica de Euler-
Poincaré, elas podem ser homeomorfas ou nao. Ou seja, este invariante nao é suficiente
para distinguir duas superficies com respeito a homeomorfismo. Entao que invariantes
sao suficientes para distinguir duas superficies conexas e compactas?

Se tivermos, por exemplo, uma condicao de orientabilidade mais a Caracteristica de
Euler-Poincaré isso é possivel. De uma maneira intuitiva, uma superficie é orientavel se

ela possui um lado de dentro e fora bem definidos (para uma definigdo mais formal, ver

([Cal)).
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A faixa de Mobius é um exemplo cldssico de superficie que nao é orientdvel. Ela possui

um unico lado.

Se comecgarmos caminhando por fora dela, num dado momento ja estamos por dentro,
sem tirarmos os pés da faixa. O mesmo nao ocorre com a esfera, o toro e o n-toro em
geral, que sdo superficies orientaveis.

O importante teorema abaixo apresenta uma féormula para a Caracteristica de Euler-
Poincaré de superficies compactas, conexas e orientdaveis, em termos do que chamamos o
género da superficie. No caso de superficies orientaveis, o género g é o nimero de buracos

que a superficie possui.

Teorema 3.2.13 (Theorem 3.5 [H]) Seja S wma superficie conexa, compacta e ori-

entavel. Entao
x(S) =2 —2g,

onde g € o género de S.

Superficie | Género | Caracteristica de Euler-Poincaré
Esfera 0 2
Toro 1 0
Bitoro 2 -2
Tritoro 3 -4

Observe que exceto o toro que possui Caracteristica de Euler-Poincaré igual a zero,
para o n-toro em geral este invariante é sempre um inteiro negativo. Para detalhes sobre
estes resultados de um ponto de vista mais geral, veja por exemplo ([H]).

Mesmo sem apresentar as demonstracoes de varios Teoremas muito importantes que
mencionamos neste capitulo, o que seria inviavel pela nossa proposta, tivemos a intencao
de apresentar de um modo intuitivo, o quanto este resultado tdo conhecido de Euler foi

generalizado para objetos mais gerais como as superficies, e que mesmo que seja apenas
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através de exemplos, eles podem ser explorados em sala de aula. Levando figuras da esfera
e do toro, por exemplo, é possivel fazer uma triangulacao destas superficies, e descobrir

com os alunos o que este grande Teorema de Euler e Poincaré nos reserva.



CapriTULO 4

O Teorema de Euler para Poliedros

(Revisitado)

Iniciamos este trabalho comentando o quanto a Férmula de Euler para poliedros é
interessante para motivar os estudantes, por sua simplicidade de enunciado e beleza, mas
que esconde por tras deste véu conceitos avancados de Geometria e Topologia, como vimos
brevemente no capitulo anterior. Assim sendo, como poderiamos justificar este teorema
para estudantes e profissionais do ensino, que nunca tiveram contato com Topologia,
mesmo que intuitivamente?

Uma maneira seria apresentar uma demonstragao no caso particular de poliedros con-
vexos, o qual faremos posteriormente, e cuja literatura apresenta diversas demonstragoes.
Claramente, como vimos em alguns exemplos, um poliedro pode ser nao convexo e satis-
fazer o Teorema de Euler.

O matemético francés Augustin-Louis Cauchy ([C1], [C2]) apresenta uma demons-
tracao da Férmula de Euler, que a principio seria vélida para quaisquer poliedros. As
hipéteses nao foram claramente estabelecidas, mas certamente ele estava pensando em
poliedros homeomorfos a esfera.

Entretanto, quais sdo as hipdteses que o poliedro deve satisfazer para que o Teorema
de Euler seja verdadeiro, sem introduzir formalmente os conceitos de Topologia? Isto
certamente nao é um problema trivial.

Imre Lakatos em [La] apresenta em seu livro, que essencialmente é um livro de filosofia,
um didlogo em que os personagens discutem o Teorema de Euler e seus contra-exemplos.
Ele apresenta também notas histdricas no rodapé, contextualizando esta problematica.

Elon Lages Lima [Li2] discute a demonstracao de Cauchy, apresentando passo a passo,

quais sao as hipoteses necessarias sobre o poliedro para que seja véalido o Teorema de
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Euler. Esta discussao nao exige conhecimentos prévios de Topologia, mas obtém como
consequéncia que tais hipéteses garantem que de fato o poliedro considerado é homeomorfo
a esfera, complementando assim a anélise critica da demonstracao de Cauchy apresentada
por Lakatos. Ele também comenta sobre as demonstragoes apresentadas por [CH] e [CR]
para a prova de Cauchy.

Nao vamos apresentar esta versao do Teorema de Euler para poliedros, dada por Elon
Lima em [Li2], mas vamos dar uma ideia da discussao que ele apresenta para a prova de
Cauchy, para compreendermos melhor este problema.

Num primeiro momento, a primeira coisa a se fazer é definir poliedros, de modo que
o Teorema de Cauchy seja valido.

Recordemos que para calcular a Caracteristica de Fuler-Poincaré para superficies,
consideravamos uma triangulagao que deveria respeitar determinadas regras (ver Defini¢ao
(3.2.3)).

Analogamente vamos definir:

Definicao 4.0.14 Um poliedro P é uma reunidao de um niumero finito de poligonos con-
veros, chamados de faces de P. Os lados desses poligonos sdo chamados arestas de P e
0s vértices do poliedro sao os vértices de suas faces. Vamos supor ainda que a intersecao
de duas faces distintas de P seja uma aresta comum, um vértice comum as duas faces ou
vazia. Condicdo esta que € andloga ao que exigimos na triangulacdo de uma superficie

(ver Defini¢dao (3.2.3)).

Exemplo 4.0.15 Considere o paralelepipedo como na figura

/

Figura 4.1: Paralelepipedo

Observe que ele nao satisfaz a definicdo acima, pois temos intersecoes de faces que
nao sao mem wma aresta, nem um vértice.

No entanto, se V € o numero de vértices, A o numero de arestas e F o numero de
faces, ainda temos que

V-A+F=10-15+7=2.
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Ou seja exigir esta regra de colagem entre faces nao significa que necessariamente a
Férmula de Euler vai falhar. E simplesmente para conseguirmos ter uma regra geral que
nos permita demonstrar o Teorema. Na verdade nao é necessario excluir o caso da Figura
(4.1), basta notar que podemos decompor este paralelepipedo em triangulos, por exemplo,

de modo a respeitar as condigoes de triangulagao.

Observacgao 4.0.16 Claramente ndo € necessdrio que as faces sejam triangulares para
que a Formula de Euler seja verdadeira. Nos exemplos dos poliedros de Platdao (Exemplo
(1.2.3)) e os poliedros semirrequlares de Arquimedes (Exemplo (1.2.4)) as faces ndao sdao

necessariamente triangulares, mas respeitam as regras da Defini¢do (4.0.14).

Exemplo 4.0.17 Considere o poliedro

Observe que neste caso V=16, A =24 e F = 10. Assim
V-—A+F=16—-24+10=2.

Poderiamos entao ser levados a acreditar que este poliedro satisfaz a Férmula de Euler.
Mas no Exemplo (1.2.7) tinhamos visto que V. — A+ F = 0. Qual resposta estd correta?

Intuitivamente sabemos qual € a resposta correta. Pois se pudéssemos inflar este
poliedro veriamos que ele € homeomorfo ao toro, o qual sabemos que possui Caracteristica
de Euler-Poincaré igual a zero (ver Proposicao (3.2.11)).

A questao € que ndo podemos considerar os poligonos nao converos da tampa e do

fundo como faces. Por isso na definicdo de poliedros pedimos faces convezxas.

Observacao 4.0.18 Elon em [Li2] afirma que nao € necessdrio pedir que as faces sejam
poligonos convexos, basta pedir que os poligonos sejam simples, ou seja, que seu bordo
seja uma poligonal fechada que pode ser percorrida inteiramente, sem que se passe duas

vezes pelo mesmo vértice.
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Abaixo descrevemos os passos para a demonstracdo da Férmula de Euler segundo
Cauchy, que sdo exatamente as que utilizamos na demonstragdao topolédgica do céalculo
da Caracteristica Euler-Poincaré da esfera. Ou seja, ele estava pensando na verdade em
poliedros homeomorfos a esfera.

Para o que segue vamos introduzir a seguinte defini¢ao:

Definicao 4.0.19 Dizemos que uma aresta de um poliedro P € livre quando a mesma €
lado de apenas uma face desse poliedro. Dizemos que um vértice € livre, quando todas as

arestas que se encontram nesse vértice, sdo arestas livres.

Os passos sao os seguintes:

1. Considerar um poliedro P como na Defini¢ao (4.0.14), com V vértices, A arestas e

F faces;

2. Retira-se uma face do poliedro P, obtendo assim um novo poliedro P;. Observe que
tal procedimento nao alterou o nimero de arestas nem de vértices de P, entretanto

diminuiu o nimero de faces de uma unidade;

3. Esticando P; a partir da face retirada, podemos projeté-lo sobre o plano. Vamos

continuar denotando por P; a figura plana obtida;

4. O objetivo é provar que para P cujos vértices, arestas e faces sao V, A e Fp,,
respectivamente, temos V — A + Fp, = 1, pois dal concluimos que o poliedro P
satisfaz

V-A+F=V-A+Fp+1=1+1=2.

Analisemos algumas das hipdteses necessarias sobre o poliedro para que os argumentos
acima apresentados sejam véalidos.

Seja P um poliedro como na Definigao (4.0.14).

No passo (2), queremos retirar uma face de P. Este procedimento sempre é possivel
se supusermos que P possua pelo menos uma face que possa ser retirada. Seja P; o
subpoliedro de P obtido quando retiramos uma face de P, o qual possui V' vértices, A
arestas e F'— 1 faces. Neste passo vamos esticar P, a partir das arestas livres e projeta-lo

sobre o plano. Vamos continuar denotando a figura plana obtida por P; e claramente nao
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alteramos V', A e Fp, onde Fp, = F' — 1. Podemos supor entao que todas as faces do
poliedro sao triangulos, sendo basta triangular conforme a definicdo de poliedro.

Em seguida comega-se a “despetalar” o poliedro plano (cujas faces agora sao triangulos)
retirando-se uma a uma as faces que tem alguma aresta livre. Analisemos as seguintes

possibilidades:

(a) Se o triangulo retirado possui uma aresta livre, o nimero V' — A + F' nao altera,
pois sua retirada nao muda V', mas faz com que A e F diminuam ambos de uma

unidade, o que deixa V — A + F' constante.

(b) Se o triangulo retirado possui duas arestas livres, V' e F' diminuem uma unidade e

A diminui duas unidades, o que também nao altera V — A + F.

Cauchy, nesse momento da demonstragao, nao considerou as demais possibilidades,

como descreve Elon em [Li2].

(c) Se o triangulo a ser retirado tem duas arestas livres mas nenhum dos seus vértices
sao livres, ao retird-lo V' nao se altera, A diminui duas unidades e F' diminui uma
unidade, logo V' — A + F' aumenta uma unidade. No entanto, o nimero de com-
ponentes conexas aumenta de uma unidade. Assim continuamos despetalando em

cada componente conexa e o resultado vai seguir como antes.
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(d) Se o tridngulo a ser retirado tem trés arestas livres mas nenhum dos seus vértices
sao livres, ao retird-lo V nao se altera, A diminui trés unidades e F' diminui uma
unidade, logo V' — A+ F aumenta duas unidades. Mas temos mais duas componentes

conexas.

(e) Se o triangulo a ser retirado tem trés arestas livres e um vértice livre, ao retira-lo
V e F diminuem uma unidade, A diminui trés unidades, logo, V' — A + F' aumenta

uma unidade, com um aumento também de mais uma componente conexa.

(f) Se o triangulo a ser retirado tem trés arestas livres e dois vértices livres, ao retira-lo
V' diminui duas unidades, A diminui trés unidades e F' dinimui uma unidade, o que

nao altera V- A+ F.
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Vejamos alguns exemplos:

Exemplo 4.0.20 Considere o poliedro a sequir que é a reunidgo de dois tetraedros com

A\

Ao retirarmos uma face do poliedro acima, consequimos projetar no plano, os dois

uma aresta comum,.

triangulos que sobram, mas o outro tetraedro nao conseguimos projetar. Logo este € um
exemplo de poliedro que contraria este procedimento que queremos adotar.

Observe que V =6, A=11 e F =8, ou seja
V-A+F=6-114+8=3
e de fato nao satisfaz a Formula de Euler.

Exemplo 4.0.21 Considere o paralelepipedo abaizo:

E fdcil ver que este poliedro satisfaz
V-—A+F=8-12+6=2.

Por outro lado considere o mesmo paralelepipedo sem a tampa, que chamaremos de
Py, o qual podemos considerar como um poliedro pois satisfaz a Defini¢ao (4.0.14).

Neste caso, temos apenas uma face a menos que no caso anterior, assim
V-A+Fp=V-A+F-1=2-1=1.

O que jd sabiamos, pois se o poliedro ndo possui tampa, podemos achatd-lo no plano,
obtendo um poligono, do qual jd provamos que a Caracteristica de Fuler-Poincaré € igual
al.

Veja que poderiamos tranquilamente sequir os passos de Cauchy. Todavia, a Férmula

de Euler nao wvale para este poliedro.
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Assim, uma hipétese necessaria para a validade do Teorema de Euler, de modo a

excluir casos como do exemplo anterior é pedir que:
e Toda aresta do poliedro seja lado exatamente de duas faces deste poliedro.

Veja que o paralelepipedo sem tampa nao satisfaz esta hipdtese.
Todavia para garantir que os procedimentos (a), (b), (c¢), (d), (e) e (f) sdo possiveis
e que em cada caso o Teorema de Euler é verdadeiro, é necessario outras definicoes e

hipdteses nao tao elementares e que sdo exploradas em [Li2].

4.1 Demonstracao do Teorema de Euler para Polie-
dros Convexos

A demonstragdo a seguir se baseia no artigo do Professor Zoroastro Azambuja Filho,
publicado na Revista do Professor de Matemdtica [F]. Azambuja acreditava que era
necessario divulgar amplamente uma demonstracdo do Teorema de Euler que fosse ao
mesmo tempo correta e acessivel aos professores e alunos do Ensino Médio de nossas
escolas.

Vamos definir novamente o conceito de poliedro convexo.

Definicao 4.1.1 Um conjunto C, do plano ou espago, € dito convexo, se qualquer segui-

mento de reta que liga dois pontos de C' estd inteiramente contida em C.

Como para nossos propositos poliedro nao representa o sélido e sim apenas a superficie

(“casca”), definimos:

Definicao 4.1.2 Um poliedro é dito convexo se ele limita um sélido convexo no sentido

da definicdo acima.
Nesta se¢ao vamos considerar P um poliedro como na Defini¢ao (1.2.2), satisfazendo:
(i) P é um poliedro convexo.

(ii) A intersecao de duas faces quaisquer de P é uma aresta comum a essas faces, ou um

vértice comum, ou é vazia.
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(iii) Cada aresta de P é lado exatamente de duas faces de P.

Nesta abordagem é preciso estabelecer um novo ambiente. Com efeito, consideremos
uma reta r qualquer que nao seja paralela a nenhuma das faces do poliedro convexo P, e

um plano H que nao intercepta P e que seja perpendicular & reta 7.

O plano H serd chamado plano horizontal e as retas paralelas a r (logo perpendiculares
a H) sdo chamadas retas verticais.

O plano H divide o espago em dois semiespacos, um dos quais contém o poliedro P.
Este serd chamado semiespago superior.

Para melhor ilustrar nosso raciocinio, Azambuja convida o leitor a imaginar o sol
brilhando a pino sobre o semiespaco superior de modo que seus raios sejam retas verticais.

A cada ponto a do poliedro P contido no semiespaco superior corresponde um ponto
a’ em H, chamado sombra de a, obtido como intersecao do plano H com a reta vertical
que passa por a.

A sombra de qualquer conjunto X contido no semiespaco superior é, por defini¢ao, o

conjunto X’ em H, formado pelas sombras dos pontos de X.
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A intersecao de uma reta vertical com o conjunto convexo delimitado pelo poliedro P
é um subconjunto convexo dessa reta, logo ele pode vazio (1), pode ser um tinico ponto
de P (2) ou pode ser um segmento de reta cujos extremos pertencem a P (3), conforme

podemos observar na figura a seguir.

"\

@) @ (3)‘

Assim, uma reta vertical qualquer somente pode ter 0, 1 ou 2 pontos em comum com
o poliedro convexo P, ou ainda, cada ponto da sombra P’ do poliedro P é sombra de um
ou dois pontos de P.

A sombra P’ do poliedro P é um poligono convexo no plano horizontal cujo contorno
~" é a sombra de uma poligonal fechada v, formada pelas arestas de P. Cada ponto de 7/
¢ sombra de um unico ponto de P (pertencente a 7).

A poligonal v é chamada o contorno aparente do poliedro P. Cada ponto interior
de P’ (isto é, nao pertencente a 7') é sombra de dois pontos de P. Dados dois pontos
de P que tem a mesma sombra, ao mais alto (mais distante de H) chamaremos ponto
iluminado; o mais baixo serd chamado ponto sombrio.

Assim, o poliedro P se decompoe em 3 partes disjuntas: o conjunto dos pontos ilumi-
nados, o conjunto dos pontos sombrios e o contorno aparente .

Azambuja ilustra com o seguinte exemplo: seja P o cubo que tem os quadrados ABC D
e A’B'C' D’ como faces opostas. Pendurando-o pelo vértice A (de modo que A e C” estejam

na mesma vertical), as faces
AA'B'B,AA'D'D e ABCD
ficarao iluminadas e as outras 3 sombrias. O contorno aparente serd a poligonal

A'B'BCDD' A,
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conforme observamos nas figuras a seguir:

A

c

Figura: Cubo P Figura: Contorno Aparente

Denotamos por P; o conjunto dos pontos iluminados de P mais o contorno aparente
~. Cada ponto de P’ é sombra de um tinico ponto de P;, em outras palavras, existe uma
correspondéncia biunivoca entre P; e P'.

Denotaremos por PI’ a sombra das faces contidas em P;, ou seja, das faces iluminadas.
Observemos que se tomarmos o conjunto Pg, formado pelos pontos sombrios de P mais
o contorno aparente <y, também existe uma correspondéncia biunivoca entre Pg e P’.
Denotaremos por Pé a sombra de Pg expressa como a reuniao das sombras das faces
sombrias de P, isto é, contidas em Ps.

Jé& observamos anteriormente que ao decompor cada face de P em triangulos, tragando
diagonais em cada uma delas, alteramos os numeros V', A e I', mas a expressao V — A+ F
permanece constante.

Feitas as consideracoes anteriores, apresentamos uma demonstragao do Teorema de

Euler nesse novo contexto.

Teorema 4.1.3 (Teorema de Euler) Seja P um poliedro convero como na Defini¢io
(4.0.14) com F faces, A arestas e V vértices, satisfazendo as condigées (ii) e (iii) acima.
Entao

V-A+F=2.

Demonstracgao: Sem perda de generalidade, suponha que todas as faces do poliedro P
sao triangulos. E como cada face possui 3 arestas e cada aresta pertence a 2 faces, temos
que

3F = 2A. (4.1)

Iremos calcular de duas maneiras distintas a soma .S dos angulos internos dos triangulos

que compoem o poliedro.
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Uma vez que a soma dos angulos internos de cada face triangular é 7 radianos e temos
I faces, entao

S=mx-F

Como F = 3F — 2F, segue por (4.1) que
FP=3F —-2F =2A - 2F.

Portanto,

S=n-F=n-(2A—-2F)=21rA—-2nF. (4.2)

Por outro lado, temos

S =51+ 8Ss,

onde S é a soma dos angulos internos dos triangulos iluminados e Sg é a soma dos angulos
internos dos triangulos sombrios.

Notemos que a soma dos angulos internos de um triangulo 7" € igual a soma dos angulos
internos de sua sombra 7", logo S; é igual a soma dos angulos internos dos triangulos nos
quais estd decomposto o poligono convexo PI/, sombra de Pj.

Para obtermos a soma dos angulos internos dos triangulos do poligono convexo P},
somaremos os angulos vértice a vértice em vez de somé-los triangulo a triangulo.

Sejam V7 o ntimero de vértices iluminados, Vg o nimero de vértices sombrios e V,, o

nimero de vértices do contorno aparente -, logo
V=V, +V+Vs.

Notemos ainda que V,, é também o ndmero de vértices (e de lados) da poligonal v/,
contorno do poligono convexo P'. Em P} temos V; vértices interiores (sombra dos vértices
iluminados) mais V,, vértices do contorno 7'.

Mas a soma dos angulos de um vértice interior é 27 e a soma de todos os angulos que
tém vértice sobre o contorno 7' (que é um poligono) é dada por 7(V, — 2), pois esta é a

férmula da soma dos angulos internos de um poligono convexo com V,, lados. Portanto
S[:27T-V[+7T(‘/A/—2). (43)

Analogamente, temos

SSZQW'Vs—i-W(%—Q). (4.4)
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Somando-se (4.3) e (4.4), temos

S = S+ 84

= 2rVi+aV, =27+ 27Vsg + 7V, — 2m (4.5)

= 2r(V, +Vi+Vg) —4nr .

= 27V —A4r.

De (4.2) e (4.5), temos
2rA —27rF =27V —dn —= A—F -V = -2,
Donde concluimos que
V—-A+F=2.

|

Esta é uma bela demonstracao que pode plenamente ser compreendida pelos estudantes
do Ensino Médio, justificando pelo menos no caso de poliedros convexos este Teorema de

Euler que motivou iniimeros progressos na Matemaética.



Consideracoes Finais

Neste trabalho abordamos o Teorema de Euler, mostrando que um problema apa-
rentemente ficil, de enunciado acessivel aos estudantes do Ensino Médio, por exemplo,
intrigou por varios séculos os grandes matematicos que buscavam uma solucao para este
problema.

Até que, com o surgimento de novos ramos da Matemédtica, houve um entendimento
de que a Geometria nao dava conta da teoria que envolvia o Teorema de Euler, uma vez
que se tratava de um problema topoldgico.

Diante desses novos conceitos topolégicos, foi possivel demonstrar o Teorema de Euler e
o que é mais importante entender quais sao as condigoes necessarias para que determinado
objeto geométrico o satisfaca.

Dessa forma, esse trabalho pode auxiliar professores e alunos, mais essencialmente
professores, a conhecer um pouco mais sobre a histéria do Teorema de Euler, uma vez
que procuramos fazer uma abordagem intuitiva dos conceitos avancados da Topologia,

tornando esses conceitos acessiveis ao entendimento de todos.
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