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Aos que aqui chegaram,

vale lembrar a frase de Aristételes

Efazendo que se aprende a fazer aquilo

que se deve aprender a fazer.

Aristoteles.



Resumo

Neste trabalho abordaremos as médias aritmética, geométrica, harmonica e quadratica,
enfatizando alguns resultados que estabelecem relagoes de desiguladades entre essas médias.
Trataremos uma interpretacao geométrica para as desigualdades das médias quando consi-
deramos dois niimeros reais positivos, bem como varias aplicagoes, tais como, problemas
de otimizacao simples, demonstracao de desigualdades elementares e aproximacoes de

raizes quadraticas.

Palavras chave: Inequacao, construcoes geométricas, problemas de otimizacao.
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Abstract

In this work we discuss the arithmetic, geometric, harmonic and quadratic averages,
emphasizing some results that establish inequality relations between these averages. We
approach a geometric interpretation to the average inequalities when we consider two po-
sitive real numbers, as well as various applications such as simple optimization problems,

demonstration of elementary inequalities and approximations of square roots.

Keywords: Inequality, geometric constructions, optimization problems.
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Capitulo 1

Introducao

O conceito de médias para uma lista de ntimeros é muito utilizado no cotidi-
ano, principalmente associado a dados estatisticos que apontam onde se concentra uma
tendéncia de distribuicao de uma certa caracteristica da lista. Se essa caracteristica é a
soma dos elementos da lista, obtemos a média aritmética simples, se a carateristica con-
siderada for o produto dos elementos da lista, obteremos a média geométrica. Agora, se a
carateristica for a soma dos inversos dos elementos da lista, teremos a média harmonica.
E se a carateristica for a soma dos quadrados, obteremos a média quadratica.

As desigualdades estabelecidas entre as médias sao muito utilizadas para resolver
diversos problemas em matematica. Uma delas se trata da desigualdade entre as médias
aritmética e geométrica para numeros reais positivos que hd muito tempo é conhecida
pela grande variedade de demonstracoes e aplicacoes em problemas de otimizagcao.

Trataremos no Capitulo 2 das médias e suas aplicacoes, caraterizando cada média.
Apresentaremos também demonstracoes algébrica e geométrica das desigualdades das
médias para dois niimeros reais positivos, enfatizando uma interpretacao geométrica. Para
outras interpretagoes geométricas consulte Lima et al. (2006).

No Capitulo 3, estenderemos a validade das desigualdades das média para uma
lista de n ntimeros reais positivos, priorizando as demonstracoes e utilizando resultados
conhecidos da matematica.

Para o Capitulo 4, reservamos uma colecao de problemas interessantes resolvidos
pelo uso simples ou combinado das desigualdades das médias, entre eles, problemas de
otimizagao e aproximagao de raizes quadradas. A referéncia Cvetkovski (2012) traz vérios

problemas resolvidos pelas desigualdades das médias. Podemos citar outras referéncias



bibliogréficas tais como Lima (2006), Araujo (2011), Carneiro (2001), Wagner (1995), Silva
e Gomes (2010).

1.1 Objetivos

Os principais objetivos deste trabalho sao:
— Abordar as principais médias e suas caracteristicas.

— Disponibilizar um material de apresentacao de algumas desigualdades das médias
para estudantes de licenciatura em matematica, para iniciantes em preparagao

olimpicas de matematica ou de aprofundamentos para estudantes do ensino médio.
— Difundir diversas aplicacoes dessas desigualdades.

— Expor que as desigualdades podem ser ensinadas no ensino médio, a que nao reque-

rem conhecimentos avancados de matematica.

1.2 Justificativa

Quando o assunto se trata de desigualdades das médias, muitos estudantes apre-
sentam dificuldades em lidar com suas propriedades e grande parte deles nao conhecem
suas principais aplicagoes em resolucao de problemas. Por outro lado, hd muito tempo
as desigualdades sao trabalhadas com estudantes em olimpiadas de matematica e nao sao
raros os problemas que podem ser resolvidos de maneira simples, por meio do uso delas.

Algumas vezes, o uso dessas desigualdades substitui a aplicagao de derivadas para
resolver problemas que requerem um valor maximo ou valor minimo para uma determi-
nada fungao ou expressao. Sendo assim, sua utilizacao é possivel para estudantes do
ensino médio, privilegiando na solugao do problema o raciocinio e a criatividade.

Portanto, este trabalho podera servir de consulta e suporte aos estudantes e
professores interessados no assunto, pois além de trazer as demostracoes das desigualdades
das médias e uma interpretacao geométrica, serao apresentados diversos problemas de

aplicacoes.



1.3 Metodologia

A idéia fundamental é demonstrar as desigualdades entre as médias, aritmética,
geométrica, harmonica e quadratica para uma lista de n niimeros reais positivos e aplicar
na resolucao de problemas de matematica. Estes problemas servirao como suporte para
o leitor buscar novos problemas que poderao ser resolvidos utilizando idéias semelhantes.

Para as resolucoes, buscamos primeiramente apresentar os problemas e em se-
guida as suas solucoes. Em geral, a simples leitura da solugao do problema, sem uma
prévia tentativa de resolucao, nao representa passos significativos para compreender a
aplicagao das desigualdades das médias, pois os principais resultados usados na resolucao

nem ao menos sao percebidos.



Capitulo 2

Meédias e desigualdade das meédias

Neste capitulo, serao caracterizadas as médias aritmética, geométrica, harmonica
e quadratica, exemplificando a ocorréncia delas em alguns problemas tipicos. Em seguida,
estabeleceremos as relagoes de desigualdades entre elas para dois niimeros reais positivos,
demonstradas de duas maneiras, uma algébrica baseada na propriedade que o quadrado
de um nuimero real é nao-negativo e outra geométrica, tomando um triangulo inscrito

num semicirculo de diametro conhecido.

2.1 Meédias

Definicao 1 A Média Aritmética dos nimeros reais positivos 1, T, ..., T, € um valor

real A tal que

Tt rot. e, =A+ A+ +A=nA

n—termos

Dai, conclurmos:
B 1+ 2o+ ... +x,
n

A

Podemos observar que a caracteristica da média aritmética(simples) é preservar a soma

dos elementos da lista.
Exemplo 1 A média aritmética dos niumeros 3,27 e 72 é

3427472
-

A 34



Exemplo 2 A média aritmética de 60 numeros é 45. Se dois desses niumeros, 80 e 126,

forem suprimidos, qual serd a média aritmética dos numeros restantes?

Solugao: Dada uma lista de 60 niimeros entre os quais figuram os nimeros 80 e 126, pelo

enunciado temos

_l’1+$2—|—+$58+80+126

45
60

Logo, a média aritmética dos ntimeros restantes é

1+ T+ ... + Tss . 2494 .

4
o8 o8 ’

Exemplo 3 Prove que a média aritmética A de uma lista de numeros satisfaz m < A <

M, onde m e M sao respectivamente o menor e o maior dos numeros.

Solugao: Como cada um dos n nimeros x; satisfaz m < x; < M, temos

X1 +To+...+x
n-m<ri+rot+..+tx,<n-M—m< ! 2n <M

Portanto, m < A < M.

Definicao 2 A Média Geométrica dos nimeros reais positivos xi,To,...,T, € um
valor real G tal que

1Ty e Tp=G-G-...-G=G"

n—termos

Donde, temos:
G= Yy -x9-... 2,
Note que na média geométrica tem como carateristica preservar o produto dos elementos

da lista considerada.

Exemplo 4 A média geométrica dos numeros 3, 27 e 72 é

G=+v3-27-72=18

Exemplo 5 Prove que a média geométrica G de uma lista de n niumeros positivos satisfaz

m < G <M, ondem e M sdao respectivamente o menor e o maior dos niumeros.



Solucgao: Como cada um dos n nimeros positivos x; satisfaz m < x; < M, temos

mt<axyxy Xy, KM= m< Y1 T .., <M

. Portanto, m < G < M.

Definicao 3 A Meédia Harmoénica dos numeros reais positivos Ti,xs, ..., T, € um

valor real H tal que

1+1+ +1_1+1+ +1_n
pra e xn_ﬁ 7T I{_H
n—t;;mos
Donde, temos:
n
H=7— 1
—+— 4+ ...+ —
x T2 Tn

A média harmonica preserva a soma dos inversos dos elementos da lista, ou seja, é definida

como o inverso da média aritmética dos inversos desses numeros.

Exemplo 6 A média harmonica dos nimeros 3, 27 e 72 é

3 3 3-216
H =+ 1 T~ 721843 =78
stetn S 83

Exemplo 7 Prove que a média harmonica H de uma lista de n nimeros positivos satisfaz

m < H < M, onde m e M sao respectivamente o menor e o maior dos numeros.

Solucao: Como cada um dos n numeros positivos x; satisfaz m < x; < M, tem- se

1 1 1
E>E>M e dai, obtemos
n>1+1++1>n:>m< 1 <M
- = - = 37 _\1 1 1\_
m -~ x; X9 T, M noo L., 4o N
T T2 I

Portanto, multiplicando por n , concluimos m < H < M.

Exemplo 8 Uma carro vai da cidade Cy para a cidade Cy com velocidade média de
60Km/h e wvolta, pelo mesmo caminho, de Cy para Cy com uma velocidade média de

90Km/h. Qual é a velocidade média do carro durante todo o percurso?

7



Solugao: Para resolver este problema considere as seguintes denotacoes

d é a distancia entre as cidades C e Cs.

v1 e vy as velocidades médias de ida e de volta respectivamente.

t1 e ty os tempos de ida e de volta respectivamente.

Assim, temos que d = v1 - t; = vy - 3. Se v é a velocidade média durante todo o percurso,
entao

1 1
2d:v(t1+t2):>2d:v<i+i> :>2:v(—+—>
U1 (%) U1 V2

Dali, resulta
2

(55)
__|__
U1 V2

Substituindo v; = 60Km/h e vo = 90K'm/h , obtemos v = 72Km/h. Observe, que a

v =

velocidade média durante todo o percurso é a média harmonica de vy e vs.

Definicao 4 A Média Quadrdtica dos nimeros reais positivos xi, T, ..., T, € um valor
real @) tal que
i+ =7+ Q.+ Q% =n@?

n—termos

2 2 2
N R T T
0- )

Na média quadratica a carateristica preservada é a soma dos quadrados dos elementos da

Dai, obtemos

lista.

Exemplo 9 A média quadrdtica dos nimeros 3, 27 e 72 é

24972 4 792 2 184 22
Q:\/3+ 73+7 :\/9+793+58 :\/593 ~ 444

Exemplo 10 Prove que a média quadrdtica () de uma lista de n niumeros positivos sa-

tisfaz m < QQ < M, onde m e M sao respectivamente o menor e o maior dos nimeros.

Solucgao: Como cada um dos n nimeros positivos x; satisfaz m < x; < M, e dai
m? < z;2 < M?, logo
x1? + x22 + ...+ xn2

nm? < 2 4xi 4. 4x,2 <K n-M? = m? < <M? = m? < Q* < M?
n




Portanto, m < Q < M.
Observando as médias aritmética (A), geométrica (G), harmonica (H) e quadratica

(Q) dos nimeros 3,27 e 72 temos as seguites de desigualdades entre elas
J<H=78<G=18<A=34<Q=44,4<72

A relacao de desigualdade estabelecida entre as médias é muito importante, prin-
cipalmente para provar outras desigualdades, aplicar em problemas de otimizacgao , isto
é, problemas que requerem uma solu¢ao maxima ou minima para fungoes ou expressoes ,
aproximar raizes quadradas, dentre outros.

A seguir, enunciaremos as desigualdades das médias no caso geral, deixando suas
demonstragoes para o Capitulo 3, donde concluiremos a seguinte relacao onde m e M sao
respectivamente o menor e o maior dos nimeros. Ocorrendo a igualdade se, e somente se,

todos os numeros sao iguais.
m<HLGKASQSM

Proposicao 1 Para quaisquer n > 1 niumeros reais positivos xi, To, ..., T, tem-se;

Ty + X9+ ... +Tp
Va1 Ty Ty K

n

isto €, G < A. Além disso, valendo a igualdade se, e somente se, 11 = Ty = ... = Tp,.

Proposicao 2 Para quaisquer n > 1 numeros reais positivos i, X, ..., T, tem-se;

n
< Yx1.x9...T
1 1 1 X 1-42 n
e T
I T2 Ty
ou seja, H < G. Além disso, a igualdade ocorre se, e somente se,x1 = Ty = ... = Tp,.

Proposicao 3 Para quaisquer n > 1 numeros reais positivos xy, X, ..., T, tem-se;

ATyt AT \/x%—i—a:%—i—...—i—xi
~
n n

ou seja, A < Q. Além disso, a igualdade ocorre se, e somente se, T1 = Ty = ... = Tp,.



2.2 Desigualdade das médias: caso n = 2

Inicialmente, trataremos o caso mais simples quando temos dois nimeros reais
positivos. Faremos as demonstracoes algébricas e em seguida apresentaremos uma inter-
pretagao geométrica das desigualdades das médias.

Sendo x; e xo numeros reais positivos segue que /z175 estd bem definido nos
reais. A idéia fundamental da demonstracao se baseia no fato (propriedade dos nimeros
reais) que todo quadrado de um nimero real sempre é positivo, sendo nulo quando este

for nulo, logo

(1’1 — LEQ)Z >0 <— $12 — 2x120 + 1’22 >0

2
2 4wy

= 112 + 22129 + T2
e (1'1 + 123'2)2 > 4dxr129
e (l’l + IQ) > 22/1129

T+ X2
Z /X172

2
— A>dG.
A igualdade ocorre se, e somente se,
(1 —29)* =0 <= 21, = 79
Utilizando a mesma propriedade de niimeros reais , temos;

(:1:1 — LEQ)Z >0« $12 — 2x120 + 5622 >0

< .1'12 + 2x129 + $22

= 4x179
A (371 + IE2)2 > 429

2 2.2
< (11 + 29) 1129 = 475

= [(z1 + 22)/T173)” > (2a122)°

< (11 + 22)\/T122 > 22179
2?[)1[1)2

T+ X2

<~ T1T9 2

<— G>H

10



A igualdade ocorre se, e somente se,
(.Z'l—l'g) =0<= 21 =29
Finalmente, para a desiguldade entre as médias quadratica e aritmética, obtemos;

(1 —22)? 20 = 1,% — 22129 + 25> > 0

= 2(2? +23) > 2% + 21179 + 75

224+ 22 (1) +29)?
>
2 4

/m%;—x% > x1—|2—m2

— Q= A.

Desta forma, podemos concluir

2.3 Uma interpretacao geométrica da desigualdades
da médias: caso n = 2.

Sejam 1 = AD e v1 = DB, construindo um semicirculo de diametro 2r = 1+ x5
como mostrado na Figura 2.1, segue que o raio OC' e a média aritmética de x, e xo. Para
mostrar que o comprimento do segmento C'D é igual a média geométrica dos nimeros
e Ty, basta notar que o triangulo ABC esta inscrito no semicirculo de diametro AB, logo,

é retangulo em C. Além disso, os triangulo AC'D e BCD sao semelhantes, de modo

D
C—_C%:wp_m

X
Isto significa, que num triangulo retangulo, a altura baixada do vértice do angulo
reto sobre a hipotenusa ¢ a média geométrica entre os segmentos que ela determina so-
bre essa hipotenusa. Portanto, temos pela Figura 2.1, que média aritmética e a média
geométrica sao respectivamente a mediana e altura do triangulo ABC' e dai a média
aritmética é maior do que a média geométrica, ocorrendo a igualdade quando a altura e

a mediana se coincidirem, isto é, x1 = x».

11



Além disso, os triangulos COD e C' DFE sao semelhantes, dai obtemos

CE CD CE v/ 2 2

—_— = —— = g wx_:fZ <= CE = 112 =

CD oC A/ L1T2 % T+ Xo (i n i)
T i)

Logo, o comprimento do segmento C'E' é a média harmonica de 1 e x5. Note que

C'E é um dos catetos do triangulo retangulo C'DE de hipotenusa C'D.
T1+ X Ty —I1

2 Y

Considere o triangulo retangulo DOF de catetos OF = e DO =

aplicando o Teorema de Pitdgoras, temos

DF? — <$1+$2)2+ <$2—$1)2:>DF: /x%—i-xg
2 2 2

Assim, o comprimento de DF' é a média quadratica de z; e xs.

Como a hipotenusa é o maior lado de um triangulo retangulo, temos as seguintes
desigualdades para o comprimento dos segmentos CE < CD < OC < DF, a igualdade

ocorre quando x; = x,. Logo,

A

Y
I o
SO
L

€1 €2

Figura 2.1: Desigualdade das médias para n = 2.

Desta forma, obtemos a representacao geométrica das médias em que fica facil
identificar e de ilustar as desigualdades estabelecidas entre elas. No préximo capitulo,

demonstraremos as desigualdades das médias para uma lista de n niimeros reais positivos.

12



Capitulo 3

Desigualdade das médias no caso

geral

Provaremos a seguir, a extensao das desigualdades entre as médias para uma lista
de n nimeros reais positivos. Comecaremos com a desigualdade entre as médias aritmética
e geométrica. Esta desigualdade é conhecida pela grande variedade de demonstracoes a
ela atribuida. Para a sua demonstracao, usaremos de um lema que sera demonstrado pelo
processo de inducao finita sobre n e em seguida demonstraremos a desigualdade entre as
médias geométrica e harmonica.

Para finalizar, utilizaremos da desigualdade de Cauchy - Schwarz para demonstrar
a desigualdade entre as médias aritmética e quadratica e ainda generalizamos para a
desigualdade entre as médias de poténcia e concluiremos a validade das desigualdades das

médias para uma lista de n reais positivos.

3.1 Desigualdade entre as médias aritmética e geométrica

Proposicao 1 Para quaisquer n > 1 numeros reais positivos xy,Ts, ..., T, tem-se;

Ty + 29+ ... + Ty
Va1 Ty Ty K

n
isto €, G < A. Além disso, valendo a igualdade se, e somente se, 11 = Ty = ... = Ip,.
Lema 1. Se x1, 2o, .., 2, $G0 niumeros reais positivos tais que xi - Ty - ... - T, = 1, entdo
1+ T2+ ... + 1, = n, valendo a igualdade se, e somente se, r1 = r9 = ... = T, =

13



Demonstragao: Faremos por inducao sobre n.

Para n =1, temos 1 = 1, logo x1 > 1, o que torna o resultado verdadeiro.

Vamos supor que o resultado seja valido para n = r, isto é,

T1 Ty . Tp=1—=—zx1+220+...+2, 27

Mostraremos que o resultado é valido para n = r + 1. Para isto, considere
X1, L9, ..., Tp, Tri1, NUMETOs reais positivos tais que zy - To - ... - &, - £,1 = 1, assim temos
dois casos a analisar:

(i) Todos os numeros x1, T, ..., Ty, Tp11 SA0 iguais, isto é, 1 = x5 = ... = x, =
x,11. Por hipdtese de indugao x; - xg - ... - x, - .1 = 1, logo neste caso, todos eles tém de
ser iguais a 1 e dai concluimos que x1 4+ x3, ... + . + z,.1 = r + 1. Portanto, o resultado

vale para n = r 4+ 1, quando cada um dos ntimeros ¢ igual a 1.

(ii) Nem todos os nimeros sao iguais, isto é, ha entre eles, os nimeros que sao
menores que 1 e outros que sao maiores que 1, pois nao podemos ter todos os niimeros
menores que 1 e nem todos os niimeros maiores que 1, visto que o produto de todos eles
deve ser igual a 1. Sem perda de generalidade podemos supor que z; < 1 e x,.1 > 1.

Fazendo xy - x,11 = a, segue que

1T e Ty Ty =1=—a-2To-...- 2, =1

Pela hipétese de indugao segue que a + x5 + ... + x, > r. Assim,

xl—f—xQ—l—...—l—azr—i—xTH:g—l—xQ—i—...—i—xC—i—azl—a—l—azTH27’+x1—a+xr+1

TV
>r

Para finalizar, devemos verificar que 1 —a + 41 > 1.
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De fato, lembrando que x; - z,,1 = a segue que

1 —aQ+ Tpp1 =T1 — 102 + Tr
=211 = 2pp1) + 2 — 141
= Il(l — I,H_l) — (1 - .Tr+1> +1

=(1-z41)(x1—1)+1

Como
rn<l=(r1-1)<0

Tr1 > 1= (1 —2,41) <0

Segue que (1 — z,41)(z1 — 1) > 0 e logo

r1—a+ T =1—z)(x1—1)+12>21

Portanto,

T+t .+t 2r+r—a+ x4 2r+1

que é exatamente o que queriamos demonstrar.
Com base no Lema 1 fica imediato demonstrar a famosa desigualdade entre as

média aritmética e geométrica de niimeros reais positivos, vejamos

Se G = {/x1-x9- ... x,, entao

YTy Tg ... Ty \/x1~x2-...-xn
=l y— =1
G G™
T1 -T2 ... Ty
e pfiL 2 o
\/G-G-...-G
1 X2

G G 7 d

T T T
Como — - =2 . ... =2 =1, segue pelo Lema 1 que

G G G
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1 +xo+ ... +x,

x x x
—1+—2+...+—">n=>a:1+x2+...+xn2nG:>G< =A
G d G n

A igualdade, ocorre se, e somente se, 1 = Ty = ... = X,,.

3.2 Desigualdade entre as médias geométrica e harmonica
Proposicao 2 Para quaisquer n > 1 nimeros reais positivos i, xa, ..., T, tem-se;

n

1 1 1 < Yry o ... 2y,
—+ =+ ..+ —
T To Tn
ou seja, H < G. Além disso, a igualdade ocorre se, e somente se,x1 = To = ... = Ip,.

Demonstracgao: Como z1, xs, ..., T, S840 nimeros reais positivos segue que os nimeros re-

1 1 1
ais —, —, ..., — também sao. Agora, aplicando a desigualdade entre as médias aritmética

T T2 Tn
e geométrica, obtemos;

1 1 11 1 1

G  Yx1-T9-... T, T1 To Ty n

Logo,

1 1
—<==H<KG
G " H

A igualdade ocorre se, e somente se,

1 1
— = — = = — &S =2 = ... = T,
T o) Tn

3.3 Desigualdade entre as médias aritmética e quadratica

Proposicao 3 Para quaisquer n > 1 numeros reais positivos xy,Ts, ..., T, tem-se;

T Tyt AT \/:c%—i—x%—i—...—i—x%
n N n

ou seja, A < Q. Além disso, a igualdade ocorre se, e somente se, T1 = Ty = ... = Tp,.
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Lema 2. (Desigualdade de Cauchy - Schwarz). Dados x1,%2, ..., Ty € Y1,Y2, s Yn

numeros reais tem-se

|21+ T Yo A o+ T U] S VT2 F 222+ 22 2 e+ 2

Além disso, a igualdade so ocorre se existir um numero real A\, tal que x; = X\ - y; para

todo natural 1 <1 < n.

Demonstracgao: Seja a funcao f : R — R definida por
f) = (210 = y1)* + (220 — ) + .. + (200 — yn)?
Podemos reescrever a expressao como segue
F) = (01 + 29" + oo 4+ 2,°)0° = 2(1y1 + @ayo + o+ 2y)v + (17 10"+ o+ yn?)

onde representa uma funcao quadratica em que cada parcela (x;v —y;) com 1 < i< né

nao-negativa. Logo, f(v) = 0 para todo v real se e somente se, A < 0, isto é,
Azrys + oy + o+ Tayn)? — A(r” + 22" 27 (9 e’ e+ y?) <O

— (r1y1 + v2y2 + ... + :Cnyn)2 < (:c12 + x4+ .+ xn2)(y12 o+ ynz)

oy T Yot o+ T Y| SVE2 22+ 22 Y2y 2

A igualdade ocorre, se somente se, A = 0, isto é, a funcao admite uma raiz real

a. Para isto, cada uma parcela (z; - o — y;)* deve ser nula, ou equivalentemente para

xi:%comlgz’gn.
o

Usando o Lema 2 para os ntumeros reais positivos 1, x2,..,x, ¢ 1,1,....,1 uma

sequéncia de n ntmeros iguais a 1, temos

2114 @14 a1 < Vel + a2+ 2,2 VI2+ 12+ 412

o1+ @2+ o \/x%+x§+...+xi

n n
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Como |z1 + x9 + ... + | = 21 + 22 + ... + T, Vem

T+ To+ ot Ty <\/x§+x§+...+x3

n n

Portanto, A < Q.

Concluimos que dada uma lista de n niimeros reais positivos 1, s, ..., ,, é sempre
verdade

m<HSGSASQ<M,

ocorrendo a igualdade se, e somente se r1 = x5 = ... = .

3.4 Desigualdade entre as médias de poténcia

Faremos a generalizacao de médias para uma lista de n niimeros reais positivos
e em seguida provaremos a desigualdade estabelecida entre duas dessas médias. Desta
forma, estenderemos a desigualdade entre as médias para poténcias p > 2. Para provar a
desigualdade entre as médias, utilizaremos o Teste da Derivada Segunda para cdlculo de

maximos ou minimos de funcgoes reais.

Definigao 5 Seja z = (z1,x2, ..., ;) uma sequéncia de nimeros reais positivos e p # 0

um nidmero real. A média de poténcia My(x), de ordem p é

My(x) =

<l’1p +ZE2p =+ ... —|—{L’nP>II’
n

Proposicao 4 Sejam a = (x1,xa, ..., ;) uma sequéncia de nimeros reais positivos, p e q
nimeros reais positivos tais que p < q entdo My(x) < My(x). Além disso, a igualdade

ocorre se, € somente SE, X1 = X9 = ... = Tp.

Demonstragao: Sejam = > 0 e f(z) = pz? + (p — q) — qzP. Notemos que f tem um

minimo absoluto em x = 1, pois

fl(x) =pgz®' —pga*t = f'(1) =0 e f'(1)=pglg—p) >0
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Observe ainda que f(1) = 0, portanto, f(z) = px?+ (¢ — p) — ga¥ > 0. Logo,

pz? + (¢ —p) > qa?

ocorrendo a igualdade quando x = 1.

atP +al + ...+ a,P\? a; ) .
Seja T' = < et ) . Fazendo x; = a parat=1,2,...,n e substi-
n
tuindo, tem-se;
a1\ 9 P
pl=) tla—p =2aql+

Logo,

a?+ax?+ ...+ a,? S a? +a’ + ... +a,P

p T +ng—np=>q T
P a4 ..+ anP
Como TP = -T2 i a4 , obtemos;
n
a4+ ax?+ ...+ a,? a?+ax?+ ...+ a,?
p{ Ta +ng—np=qn= Ta >N

€ q

[alq +a?+ ...+ anq] S i {alp +a? + ...+ anp} P

n n

Portanto, M,(a) < M,(a). A igualdade ocorre se, e somente se, a1 = ag = ... = ay.

De posse desses resultados, ilustraremos no proximo capitulo , a aplicacao das
desigualdades das médias em alguns tipos de problemas, para uma lista qualquer de n

nimeros reais positivos.
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Capitulo 4
Aplicacoes

Neste capitulo, apresentaremos varios problemas resolvidos por meio da aplicacao
das desigualdades das médias. A idéia fundamental é perceber quais os nimeros e como
devemos organiza-los para serem aplicados nas desigualdades a ser analisadas. Algumas
vezes, se faz necessario aplicar combinagoes de diversas idéias diferentes na tentativa de
modelar uma expressao capaz de solucionar o problema.

Para a abordagem de problemas algébricos , sugerimos as referéncias Cvetkovski
(2012), Hardy et al. (1934) e Shklarsky et al. (1993) que apresentam varios problemas
resolvidos pelo uso das desigualdades das médias. Vamos também utilizar algumas pro-
priedades das desigualdades das médias para aproximagao de raizes quadradas , buscando

demonstrar a aplicagao e eficiéncia desse método.

4.1 Problemas diversos

Problema 1 FEncontre o valor minimo da funcao g definida pela lei

onde x ey sao reais pPositivos.

Solucgao: Observe que a expressao da funcao g é composta por trés parcelas e aplicando

a desigualdade entre as médias aritmética e geométrica ( A > G ) nelas, obtemos

32 54 /32 54
glx,y)=—+ — 4oy =23 — - — axy=12<=g(z,y) > 3-12 =36
z Y Yy
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Logo, g(z,y) = 36. Portanto, o valor minimo de ¢ é 36.

Problema 2 (Noruega- 99) Prove que, quaisquer que sejam 0s nimeros reais positivos

a,b,c,d e e, a desigualdade a* +b* + ¢ +d* +e* > a(b+ c+d + e) € vdlida.

Solucao: Note que podemos reescrever a expressao como segue

2 2 2 2 2 a? 2 a’ 2 a’? 2 a? 2
a*+b"+c+d +e :(Z+b)+<z+0)+(z+d)+(z+e)

Aplicando a desigualdade entre as médias aritmética e geométrica, vem

2 2 2 2
<%+b2)>2 a_'b2:a'b <a—+62)>2 a—~02:a~c

2 2 2 2
(%+d2)22\/%-d2:a-d (%+62>>2\/%~62:a-e

Somando estas desigualdades obtemos
A+ +E+ P+t =albte+d+e)

Problema 3 Uma drea retangular em uma fazenda serd cercada por um rio e nos outros
trés lados por uma cerca elétrica formada de um fio. Com 800m de fio a disposi¢ao, qual

€ a maior drea que vocé pode cercar e quais $ao as suas dimensoes?

Solugao: Sejam [ e A o comprimento da cerca e a area em fungao das dimensoes a e b

da regiao retangular , temos
l=2a+0b e A=ab

Aplicando a desigualdade entre as médias aritmética e geométrica, vem

I 2+
?:52 “; > V2ab <= 400 > v2ab — V24

Logo,
160000 > 2A = 80000 > A
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Portanto, a area maxima é 80000 m, ocorrendo se, e somente se, 2a = b, isto €,

2a +b =800 <= 2b =800 <= b =400 m

e substituindo temos a = 200 m.

Problema 4 Se 48000 cm? de material estiverem disponiveis para confeccionar uma caiza
com base quadrada e sem tampa, encontre o maior volume possivel da caixa e as dimensoes

para que 1SS0 0CoTTa.

b

Figura 4.1: Caixa de base quadrada sem tampa

Solucao: Considere S, a area da superficie lateral e V' o volume da caixa. Logo, as

expressoes de S e V em funcao da altura h e da aresta da base b sao,

S =02+ 4bh = 4800 e V =b*h

Aplicando a desigualdade entre as médias aritmética e geométrica, obtemos

4800  b? + 2bh + 2bh

2 3 > Vb2 - 2bh - 20h = /4 - (12h)2 = V4. V2

Logo,
4V? < 1600% = V < 32.000

Temos também que o volume méaximo da caixa ocorre exatamente na igualdade, isto é,

b*> = 2bh. Assim, temos o sistema

b = 2bh
b% + 4bh = 4800
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cuja solucao é b = 40cm e h = 20cm. Concluimos assim que o volume maximo, V =

32.000 ¢m?, ocorre para esses valores.

Problema 5 Deve-se construir uma caiza, com uma folha de cartolina que é um quadrado
de lado 2y, retira-se a partir dos vértices pequenos quadrados de lados x, de maneira a
formar a caiza da Figura 4.2. Determine o wvalor de x que torna o volume da caiza

mdaximo.

2y

2y — 2x

Figura 4.2: Esboco da caixa

Solucao: O volume V da caixa é dado por V = 2(2y —2x)* = 4z(y —2)?, com 0 < = < y.

Aplicando a desigualdade entre as médias aritmética e geométrica, temos

dr+2(y—x)+2(y—x
3

)2\3/431:-2(34—37)'2(9—95)

4y 3 64y° 1633
< = > V4V <— >4V <—
3 27 27

3

=2V

Portanto, o volume maximo é
Y
r==

3

Problema 6 Se uma lata de zinco de volume 327 cm?® deve ter a forma de uwm cilindro

, ocorrendo se, e somente se, dr = 2(y — x), isto é,

circular reto, determine a altura e o raito do cilindro para que a quantidade de material

usado em sua fabricacao seja a menor possivel.

Solucgao: Considere h a altura, r o raio da base e S a area da superficie total do cilindro.
Entao, temos;

?h=32 e S=2rrh+2nr?
Aplicando a desigualdade entre as médias aritmética e geométrica, obtemos

2
g _Trht W;h +2mr > Varh-wrh - 2mr2 = /273(r2h)2 = /273(32)2 = 8nv/4
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Logo, S > 87V/4 e S serd minima quando a igualdade ocorrer, ou seja, quando 7rh = 2772,

Assim temos o sistema:
arh = 27r?

r2h = 32

cuja solucao é h = 42 em e r=2vV2cemo que de fato, temos o minimo para S que é

3
87v/4 em? e que ocorre para esses valores.

Problema 7 (Wagner-1995) Em um trapézio de bases x ey, determinar o comprimento

[ de um segmento paralelo as bases que divida esse trapézio em dois outros de mesma drea.

Solucao: Considere a Figura 4.3 abaixo que ilustra o enunciado do problema.

Figura 4.3: Trapézio do enunciado

Prolongando os lados nao- paralelos do trapézio para formar trés triangulos se-
melhantes, sendo o menor de area A e base y, um outro de area A+ S e base [, e o maior
de darea A + 2S5 e base x. Como as édreas de figuras semehantes sao proporcionais aos

quadrados dos segmentos homologos, temos:

A A+S A+28
E: 2 g2

Utilizando a seguinte propriedade elementar das proporgoes;

concluimos que,

S S
= 2:>x2—12:l2—y2:>212:$2+y2———>l:

:E2+y2
22 —2 [2—y :

2
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Portanto, o segmento paralelo as bases de um trapézio que divide-o em dois outros de

mesma area é a média quadratica de x e y.

gy .- . T+
Notemos que a base média do trapézio tem comprimento y. Sendo x > y,

Figura 4.4: Desigualdade entre as médias aritmética e quadratica no trapézio

’ /7 . x
e y , tem area menor que o trapézio de bases

.. Tty
temos que o trapézio de bases
e r. Entao, o segmento [ certamente esta abaixo da base média do trapézio, conforme a

Figura 4.4. Assim, obtemos o seguinte resultado

r+y 2 + 2
2 2

Essa ¢é a desigualdade entre a média aritmética e a média quadratica de x e y.

Problema 8 Determine as dimensoes de um retangulo de drea mdxima, com lados
2 2

x
paralelos aos eixos coordenados, inscrito numa elipse cuja equacao € dada por ——|—b—2 =1.
Solugao: Tomemos um ponto (zg,yo) como vértice do reténgulo como mostra a
. [ . . Yo
Figura 4.5. Consequentemente, esse ponto esta sobre a elipse, isto é —- 5 T i =1
Y
(@0, o)
Yo
Lo X
b 5
____________ !
a

Figura 4.5: Elipse centrada na origem
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. . ‘1 o " . To Yo
Aplicando a desiguldade entre as médias geométrica e quadratica aos numeros — e -

a b’

segue

o\ 2 2
wow ) rG)
D0« a 5 =13 < 2x9-yo < ab

A area do retangulo é dada por A = (2z¢) - (2y0) = 40 - Yo, logo

A
x
Assim, a drea maxima do retangulo é 2ab, ocorrendo se e somente se, =0 @, isto é,
2 2 2

Zo Yo Zo av/2

— t+t 5 =l<=2—F=1l<=1=——

a? * b? a? 0 2

bv2

Substituindo, temos yy = T\/_

V2 bv2

. ~ .. N ~ a
Portanto, as dimensoes méaximas do retangulo sao xy = — e¥=—5

Problema 9 Mostre que se a,b € RY, entdo
3a® + 70 > 9ab?

Solucao: Para resolver este problema utilizaremos os seguintes resultados obtidos por

meio da aplicagao da desigualdade entre as médias aritmética e geométrica, como segue;

a+20° =a® + 0%+ 0% > 3Vad b33 = 3Vad - b8 = 3ab?

2a° + 5b° = 20 + % + 4b° > 3v/2a3 - b3 - 4b3 = 3v/8a3 - b6 = 6Gab?

Somando essas desigualdades, obtemos

a® + 20 + 2a® + 56 > 3ab® + 6ab?

3a® + 7% > 9ab?
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Problema 10 (Teste Selegao Cone Sul - 94) Se a,b € R", entdo
2(a+b+c)(a® + b+ ) > a® + b + & + 15abe

Solucao: Note que podemos escrever

2(a+b+c)(a®+ b + c*) = 2a° + 2b° + 2¢° + 2(ab® + a®b + ac® + bc* + bc)
=a® + 0+ + (@® +0* + ) + 2(ab® + a®b + ac® + be® + bPc)
=a® + 0+ 4 (a® + b + b%c) + (b® + ac® + a’c)

+ (c* + ab® + a®b) + (ab® + a’c + bc®) + (a®b + ac® + b%c)
Aplicando a desigualdade entre as médias aritmética e geométrica, obtemos
a® + b + b*c > 3V ad3bc2b2c = 3abe

b+ ac® + a%ec > 3vb3ac2a?c = 3abe

A+ ab® + a?b > 3V A3ab2a2b = 3abe
ab® + a®c + b® > 3V ab2a2cbe? = 3abe
a’b+ ac? + b’c > 3v/a2bac?b?c = 3abe

Somando estas desigualdades:
2(a+b+c)(a®+b*+ ) > a® + b+ + 15abe
Problema 11 (Cuvetkovski- 2012) Sejam a,b e ¢ nimeros reais positivos. Prove que
(@2 + b + 2)® < 3(a® + b + 3)?

Solugao: Utizando a desigualdade entre as médias de poténcia para a,b e ¢ , temos
\/a2+62+62 _ §/a3+b3+c3
3 - 3
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Elevando a sexta em ambos os membros da desigualdade, obtemos

<a2+62+62>3 _ <a3+b3+03>2
3 = 3 ’

que resulta,

(a®> +b* +c*)? < 3(a® +b° + ¢*)?

Problema 12 Determinar as dimensoes do paralelepipedo de menor diagonal possivel,

sabendo que a soma dos comprimentos de todas as suas arestas € 24.

Solucao: Sejam a,b e ¢ as dimensoes do paralelepipedo, logo sua diagonal d é dada por
d=Va2+1*+c?
Como a soma de todas as arestas é 24, temos
da+4b+4c=24 = a+b+c=6
Aplicando a desigualdade entre as médias quadratica e aritmética, obtemos

2 2 2
la +l;) +c > (a—i-?lj—i-c) o AR 12

Portanto, d serd minimo se, e somente se, a = b = ¢ = 2 , isto é, um cubo de aresta 2 e

diagonal medindo 2V/3.

Problema 13 (Cuvetkouvski - 2012) Sejam a e b reais positivos tais que a +b = 1. Prove

—1—1 2—1— b+1 2>25
“ a b - 2

Solucao: Aplicando a desigualdade entre as médias quadratica e aritmética , temos

que

1 1
a+—+b+ -

(M)Z(H%):Q_( Lot

a 4

Como a + b = 1 segue que

1\2 1\? 1 1 1\? 1 1\?
- Z >9.= 4= — -
(a+a) +(b+b) > 9 4(1+a+b) 2(1+ab)
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Dai, pela desigualdade entre as médias aritmética e geométrica, temos

Logo,

Portanto,

Problema 14 Mostre que se 0 < b < 2a, entao
16b(2a — b)* < 27a*
Solucao: Note que 0 < b < 2a, tem-se 2a — b > 0.

Como 6a = (2a — b) + (2a — b) + (2a — b) + 3b,

aplicando a desigualdade entre as médias aritmética e geométrica, obtemos

6a = (2a — b) + (2a — b) + (2a — b) +3b > 4/(2a — b) - (2a — b) - (2a — b) - 3b
Logo,
3a > 2v/(2a — b)3 - 3b = 8la* > 16[(2a — b)* - 3b]

Portanto,

27a* > 16b(2a — b)?

Problema 15 Prove que para todon > 1,
1-3:5-...-(2n—1) <n"

Solucgao: Utilizando a férmula da soma de uma progressao aritmética para os n primeiros

nimeros impares obtemos

1+2n—1
1+3+5+...+(2n—1):W:n2
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Agora, aplicando a desigualdade entre as médias aritmética e geométrica, temos

2 e (2n—1
po D IESES Ao s T )
n n

— Y1-3-5-...-2n—1)<n

Portanto,

1-3-5-...-(2n— 1) < n"

Problema 16 Mostre que se 0 < b < a, entao

Solugao: Fazendo x = a — b > 0, temos que a = = + b e substituindo na expressao a
seguir resulta :

T N ! —o bt~
Tl " @+b—0bp b

Aplicando a desigualdade entre as médias aritmética e geométrica, temos

1 1
T+b+— > 3y/zb— =3
xb xb

> 3, como queriamos mostrar.

Portanto a + (a — b)b

Problema 17 (Cuvetkouvski - 2012) Sejam a,b e ¢ nimeros reais positivos tais que a+ b+

c=6. Prove que

vab+ bc + vVbe + ca+ Vea+ab< 6

Solugao: Podemos utilizar a desigualdade entre as médias de poténcia como segue

1 1 1 3
((ab +bc)s + (be+ ca)3 + (ca + ab)3> < <(ab+ be)t + (be + ca)t + (ca + ab)1>1
3 - 3

assim,

(ab 4 be)s + (be + ca)s + (ca + ab)s < i/(ab—l— be) + (be + ca) + (ca + ab)
3 - 3
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logo,

Vab 4+ be + Ve + ca + Vea + ab < /18(ab + be + ca)
Observe ainda que ab + be + ca < a® + b*> + ¢2, onde resulta

(a+b+c)?

ab + be + ca < 3

Portanto,

Vab + be + Vbe + ca+ Vea +ab < V18 - 12 = 6,
a igualdade ocorre se a = b =c = 2.
Problema 18 (Silva e Gomes -2010) Mostre que para cada a > 0

a*+9
10a

=

Ol v~

Solugao: Observe que podemos escrever

at+9 d L S
10 10  10a  10a 10a

Aplicando a desigualdade entre as médias aritmética e geométrica, obtemos

a3+4+4+1
10 100 " 10a ' 10a - 4@ 4 4 1 1

1 V10 10a 10a 10a 5

4
a —|—92
10a

(Gag e

Portanto,

Problema 19 (Silva e Gomes -2010) Sejam a,b e ¢ sGo numeros positivos, qual o valor

minimo da expressao
1 1

1
4+ =4 =7
(a+b+c) (a+b+c).

Solucgao. Aplicando a desigualdade entre as médias aritmética e harmonica, obtemos;

gttt (Tt D) s
a )|l —-+=-+-]>
1 a b ¢

Portanto, o valor minimo assumido pela expressao é 9, ocorrendo quando a = b = c.
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Problema 20 (Bielorussia - 99) Sejam a, b, e ¢ nimeros reais positivos e a?+b?+c* = 3.
1 1 3

> —.
1+ab+1+bc+1+ac 2

Prove que
Solucao. Aplicando a desigualdade entre as médias aritmética e harmonica segue
(1+ab)+(1+bc)+(1+a0)> 3

3 - 1 n 1 R 1
1+ab 1+bc 1+ac

1 1 1
<= (3+ab+ bc+ ac) 1—|—ab+1+bc+1—|—ac >9

1 1 1 9
+ + P
1+ab 1+bc 1+ac”  ab+bc+ac+3

Observe os seguintes resultados
a’ +b* > 2ab, a’ + ¢ > 2ac, b2+ ¢ > 2be

Somando essas desigualdades, temos a? 4+ b* + ¢ > ab + bc + ac e como a? + b* + ¢ =3
segue

ab+bc+ac<3

e obtemos
1 1 1 9 9 3
>

- - > > =
1+ab 1+bc 14+ac  ab+bct+ac+3~ 3+3 2

Problema 21 Mostre que para cada a > 0 e cada inteiro n > 1, temos que

a” 1

<
l+a+a?24+...+a? " 2n+1

Solugao. Inicialmente observe que uma soma de 0 até 2n possue 2n + 1 parcelas e que

(14 2n)(2n)

14+24+3+...+2n= 5

=(2n+1)n
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Aplicando a desigualdade entre as médias aritmética e harmonica, segue

l+a+a®+..+a*

2n+1
> "N1-a-a2- ... a2
2n + 1 -
— " gl+2+3+..+2n
_ 2n+1/a(2n+1)n _ an
Portanto,
l+a+a*+..+ad*™ _ 1 a”
= a =

2n + 1

>
m+1" 14+a+a2+..+ a2

Problema 22 (Banco IMO 2009) Sejam a,b e ¢ reais positivos tais que

1

1 1
a+b+c=—-4 -+ —. Prove que
a c

b

1 1 1 3

<

(2a+b+c)2+(a+26+c)2+(a—|—b+20)2 16

Solucgao: Aplicando a desigualdade entre as médias aritmética e geométrica, segue

(2a+b+c)=(a+b)+(a+c)>2y/(a+b)(a+c) =

1 < 1
(2a+b+¢)?> ~ 4(a+b)(a+c)

Analogamente, tem-se

1

1 1 1

(a4 2b+ c)?
Assim,

1

S et bt o) ¢ @tbr2? S iat bt o

1 1 a+b+c

(2a + b+ c)? * (a+2b+c)? * (a4+b+2c)? ~ 2(a+b)(b+c)(a+c)

Observe que

9a+b)(b+c)(a+c)

= 9(a®b + ab® + b*c + bc® + c*a + a*c) + 18abe
= 8(ab + be + ac)(a+ b+ c) + (a*b + ab* + b*c + bc* + c*a + a*c — 6abe)

> 8(ab+ bc+ ac)(a+b+c)
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Pois, pela desigualdade entre entre as médias aritmética e geométrica, tem-se

a’b + ab® + V’c + b + Pa + a’c > 6V aSbScd = 6abe

Logo, obtemos

O(atb) (h+c)(ate) > 8(ab+betac)(athrc) —> L 9

(@D (b1 )ato) = 8abtbetadatbr o)

e ainda

a?b? + a* > 2V ath2® = 2a%be e a*b + b3 > 2ab’c e a4+ b > 2abc?
Somando essas desigualdades, obtemos
a’b® + b*c® + a*c? > a’be + ab*c + abc® = (ab + be + ac)® > 3abe(a + b+ c)

1 1 1
Como a+b+c= -+ -+ - = 3abc(a + b+ ¢) = (ab+ bc + ac), temos
a C

b
1 1
(ab + bc + ac) 23:>m gg
Portanto,
a+b+c < IYa+b+c) B 9 9 3

- < -
2(a+b)(b+c)(a+c) ~ 16(ab+bc+ac)(a+b+c) 16(ab+bc+ac) ~ 16-3 16

Problema 23 (Cuvetkovski - 2012) Sejam a,b e c € R* en € N. Prove que

ERRTI a+2b "+ b+ 2c “+ c+2a\"
- 3 3 3

Solugao: Pela desigualdade entre as médias de poténcia para a,b,c € R e nimero

natural com n > 1, temos

a + b+ " S a+b+c\"
3 - 3
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Logo, resulta que

A" 4O (at b+ b\ (at2b)\"
3 - 3 -\ 3

Analogamente, obtemos

b + ¢ + " b+2c\" 4 at+a’ c+2a\"
- = > e >
3 - 3 3 - 3

Portanto,

n+bn+n_a”+b"+b”+b”—|—cn+cn+cn+a"+a”> a+2b ”+ b+ 2c ”+ c+2a\"
¢ <~ 3 3 3 =73 3 3

A desigualdade entre as médias aritmética e geométrica tem como consequéncia
as seguintes afirmacoes:
I) Se o produto de n nimeros positivos for constante, entdo a soma serd minima se todos
os numeros forem iguais.
IT) Se a soma de n nimeros for constante, entdo o produto serd méximo quando todos

forem iguais.

4.2 Aproximando raizes quadradas

Podemos constatar vérias aplicagoes das desigualdades das médias para resolver
diversos problemas, principalmente aqueles relacionados a otimizacao. Para isto, o uso
delas se mostrou eficiente e uma forma alternativa de resolver problemas que normalmente
sao resolvidos por meio do céalculo diferencial, isto é, o emprego de derivadas que é um
assunto estudado no ensino superior.

Uma idéia muito interessante proposta por Carneiro (2001), consiste basica-
mente empregar as desigualdades das médias para aproximacao de raizes quadradas. Este
método é muito eficiente para se chegar numa aproximagao por falta ou excesso de um
nimero. Faremos em exemplo dessa método e também mostraremos a validade do pro-
cedimento geral.

Considere dois niimeros reais positivos z; e xo. Assim, suas médias aritmética(A),

geométrica (G) e harmonica (H) tém as seguintes propriedades.
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T+ T2

(i) H = < G = Jrizg < A = 5 ocorrendo a iqualdade, se e

X1+ T2
somente se, r1 = Iy.

(i) VHA = G.

De fato, a propriedade (i) ja foi demonstrada no Capitulo 2 . Por outro lado, a

afirmagao (ii) é facil de verificar como segue

— 2 I
HA:\/ T1X2 .'T1—|—.§L’2: xlxzzG

1+ X9 2
E possivel usar estas propriedades para calcular, por exemplo, aproximacoes ra-

cionais de V7. Como 7=1.7, tomando z; = 1 e x5 = 7, tem-se pela propriedade (i),

4 2.1-7 147
L7« _4
s - 117 ° <3

Pela propriedade (ii), a média geométrica destas duas novas fragbes continua

sendo igual a VT, segue que

14 14

56 2 gt 14 374 23

— =2 < — 4 < = —

23 8 2 8
8

[terando mais uma vez o processo temos,

56 23 56 23

2576_2'2_3'§< [56 23 93" 7§ _om1

977 5 23 23 8 2 368
23 ' 8

Aplicando sucessivamente o mesmo procedimentos,obtemos

14
VT <d4e=1,75<VT<4

8
56 23
53 < V7T < T = 2,43478... < /T < 2,875
2576 977
g 7<= 2 636642... 7 < 2.654801...
977<\/_<368 : <7 <2,

Observa-se que como 2576/977 = 2,636642... e 977/368 = 2,654891..., este
método de aproximagao é bastante eficiente, ja que VT 2,645751..., isto significa

que é possivel conseguir uma boa aproximagao com duas casas decimais em apenas trées
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iteragoes.
De maneira geral, sejam H,, e A, as médias harmonica e aritmética na iteragao

n, tem-se:

2H, 1A, _ H, 1+ A, _
! ! An:# paran=1,2,...

H, = 1ot
Hn—l +An—1 2

Se desejamos calcular a raiz quadrada do ntimero N > 1, e pelas propriedades

das médias, temos

H, </ H,A, =+\/H, 1A, 1 =..=VN < A,

logo,
H 1+ A -1 Hn—l
n n + 1
An 2 A -1 1+1
Anfl Anfl 2 = '
e
Hn Anfl
= >1=—H, > H,_
anl An '

Portanto, a sequéncia formada por H,, é crescente e limitada superiormente por
V' N, enquanto a sequéncia formada por A, é decrescente e limitada inferiormente por

V' N. Se tivermos H,, convergindo para l; e A,, convergindo para [y entao,

Hn—l + An—l i 2[{n—lAAn—l o (Hn—l + An—1>2 - 4Hn—1An—1 o (An—l - }In—l)2
2 Hn—l + An—l B 2(I{n—l + An—l) B 4An

An—H, =

Assim, usando a idéia de limite, tem-se:

(I — h)?
4y

lo =1l =

Se ly # [y, entao ly — Iy = 4ly, 0 que acarretaria 3l = —Iy, o que é impossivel, pois [ e [y
sao positivos. Logo, ;1 =1, =V N.
Portanto, as sequéncias H,, e A, sao aproximacoes por falta e excesso de V.N

cada vez melhores para n = 1,2, ... quanto quisermos.

H > Hy> ---Hy - VN - <A, -+ <Ay < A
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Consideracoes finais

No contexto do ensino superior os problemas de otimizacao costumam ser re-
solvidos por meio do calculo diferencial, enquanto que no ensino médio a maioria deles
conduz a uma func¢ao polinomial do segundo grau, que contemplam somente problemas
elementares que se enquadram naquela situacao. Neste trabalho priviligiamos a resolucao
de problemas através da aplicacao das desigualdades das médias.

Assim, o uso delas mostra-se eficiente na resolucao de alguns problemas que
envolvem otimizagao e desigualdades. Em cada problema resolvido é necessario um pouco
de pratica e criatividade para descobrir os termos que devem formar a desigualdade a ser
aplicada.

Dedicamos uma segao para tratar da desigualdade entre as médias de poténcia,
que seria uma generalizacao das desigualdades das médias para poténcias reais positivas,
bem como apresentamos alguns problemas que podem ser resolvido aplicando essa desi-
gualdade. Este fato, é que o diferencia dos outros trabalhos apresentados e consultados
sobre o assunto.

Portanto, acredito que este trabalho contribuiu para o meu conhecimento, de
forma a servir como alternativa em ensinar alguns assuntos , como alguns problemas de
otimizacao que geralmente sao resolvidos pela aplicacao de derivadas, que sejam acessiveis
a estudantes do ensino médio. E também a lidar com problemas de olimpiadas de ma-

tematica que posssuem um nivel maior de dificuldades para resolver.
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