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Resumo

Este trabalho tem como objetivo introduzir os conceitos basicos da Teoria das
Probabilidades e apresentar nocoes sobre alguns modelos probabilisticos para o

estudante do Ensino Médio.

Iniciaremos o trabalho apresentando no capitulo 1 as nocoes de experimento
deterministico, experimento aleatério, espago amostral e eventos, seguidos de al-
gumas definicoes de Probabilidade, conceitos que constituem a base para essa
teoria. No capitulo 2 abordaremos os conceitos de Probabilidade Condicional e
Independencia de Eventos, apresentando alguns teoremas importantes que decor-
rem desses conceitos, bem como algumas de suas aplicagoes. No capitulo 3 apre-
sentaremos de maneira simples alguns modelos probabilisticos discretos bastante
luteis por modelarem de forma eficaz um bom nimero de experimentos aleatérios

contribuindo assim para o céalculo das probabilidades de seus resultados.

Por fim, no capitulo 4 sera apresentado o modelo probabilistico conhecido como
Distribuicao de Poisson, que nos permite calcular a probabilidade de um evento

ocorrer em um dado intervalo de tempo ou numa dada regiao espacial.

Palavras-chave: probabilidade e ensino médio.



Abstract

This work has as objective introduce the basic concepts of the Theory of
Probabilities and present notions on some probabilistic models for the student of

the High School.

We will begin the work presented in chapter I the notions of experiment deter-
ministic, random experiment, sample space and events, followed by some defini-
tions of Probability concepts that constitute the basis for this theory. In chapter
IT we will discuss the concepts of Conditional Probability and Independence of
Events showcasing some important theorems that derive from these concepts, as
well as some of its applications. In chapter III we will present in a simple way
some probabilistic models discrete quite useful for shape effectively a good number
of random experiments thus contributing to the calculation of the probabilities of

its results.

Finally, in chapter IV will be presented the probability model known as Poisson
distribution, which allows us to calculate the probability that an event will occur

in a given time interval or in a given spatial region.

Keywords: probability and high school.
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Introducao

Considere as seguintes questoes:

No langamento de um dado, qual face ficard voltada pra cima?

Chovera ou nao, no Estado do Ceara, daqui a exatamente 10 dias?

Um telefone ficard ligado durante 5 dias consecutivos. Quantas chamadas

chegarao a esse telefone em cada dia?

e Um cléssico do futebol acaba de comegar. Qual serd o placar do jogo?

Perguntas como essas podem ser respondidas porém nao podemos dar a certeza
de que nossas respostas de fato ocorrerao. Isso acontece porque nao podemos
prever o acontecimento de alguns fenomenos e/ou seus resultados. Fenémenos ou
experimentos que realizados sob mesmas condigoes e, em geral, nao produzem o

mesmo resultado sao chamados de aleatérios.

Apesar de fendomenos ou experimentos aleatérios serem imprevisiveis, as vezes
estamos interessados em algum(ns) de seus resultados que nao sdo necessariamente
igualmente provaveis. Por exemplo, ao lancarmos um dado é tao provavel que a
face voltada para cima seja um numero par quanto seja um numero impar, pois
temos a mesma quantidade de casos favoraveis trés faces pares e trés faces impares
todas com probabilidades iguais de ocorrer. Porém é bastante aceitavel considerar
que ¢é mais provavel que a face voltada para cima seja multiplo de 2, pois temos
trés faces favoraveis (faces 2, 4 e 6) do que multiplo de 3, apenas duas faces
favoraveis (faces 3 e 6). Sendo assim, dizemos que a probabilidade de ocorrer face

miultiplo de 2 é maior que a probabilidade de ocorrer face multiplo de 3.

A Teoria das Probabilidades tem a finalidade de avaliar o quanto é provavel o
acontecimento ou um resultado de um fenémeno ou experimento aleatério. Dessa
forma essa teoria contribui para a tomada de decisoes na presenca da incerteza

devido a natureza de tais fenomenos ou experimentos.



O presente trabalho tem a finalidade de apresentar as nocgoes basicas dessa
teoria e introduzir de modo simples alguns modelos probabilisticos que julgamos
adequados para serem apresentados no ensino médio, tteis para modelar algumas
situacoes as quais desejamos prever, ou pelo menos saber se é mais provavel ou
nao o seu acontecimento. Destacamos aqui o modelo probabilistico conhecido
como Distribuigao de Poisson, devido a Siméon-Denis Poisson (1781-1840), que
nos permite calcular a probabilidade de um evento ocorrer em um determinado
intervalo de tempo (ou numa dada regidao espacial) desde que satisfeitas algumas
exigencias estabelecidas que serao apresentadas no ultimo capitulo. Esse modelo
possui vasta aplicagao nos campos da Engenharia, Informatica, Telecomunicagoes,

Estatistica e outros.



Capitulo 1

Nocoes de probabilidade

Neste capitulo, apresentaremos os conceitos basicos sobre experimento aleatério,
experimento deterministico, espaco amostral e eventos, como também algumas
defini¢oes de probabilidade. Tais conceitos formam a base desta teoria chamada

de Teoria das Probabilidades.

1.1 Experimento aleatério

Definicao 1.1. Experimentos que ao serem repetidos nas mesmas condicoes e, em

geral, nao produzem o mesmo resultado sao denominados experimentos aleatorios.

Exemplo 1.1. Citaremos alguns exemplos de experimentos aleatorios:
Ey : Jogue um dado e observe o numero mostrado na face de cima.

Es . Um lote de 10 pecas contém 3 defeituosas. As pecas sao retiradas uma a
uma, sem reposicao, até que a ultima peca defeituosa seja encontrada. O niumero

total de pecas retiradas do lote € contado.
Es5 . Lance uma moeda até que apareca uma cara.

E, : Contar o nimero de chamadas telefonicas que chegam a uma central em

um determinado intervalo de tempo.

Es5 : Escolher uma lampada do processo de fabricacdo e observar o seu tempo

de duragao (em horas).

Definicao 1.2. Os experimentos que ao serem repetidos nas mesmas condi¢oes

sempre conduzem ao mesmo resultado sao denominados deterministicos.

Exemplo 1.2. Aquecer a dgua até que ela entre em ebuli¢do.
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Sabemos que a agua entra em ebulicao quando é submetida a uma temperatura
de 100°C', ao nivel do mar, portanto experimentos como esse nao interessarao
daqui em diante. O nosso objetivo agora serd construir modelos matematicos

para representar experimentos aleatorios.

1.2 Espaco amostral

Definicao 1.3. Denominaremos espaco amostral associado a um experimento o
conjunto de seus resultados possiveis. O espaco amostral serd representado por

um conjunto S.

Exemplo 1.3. Vamos considerar cada um dos experimentos listados no exemplo
1 e descrever um espaco amostral para cada um deles. O espaco amostral S; se

referird ao experimento F;.
S1:{1,2,3,4,5,6}
Sy 1 {3,4,5,6,7,8,9,10}
S;: {K,CK,CCK,CCCK,...}; onde K = cara e C = coroa
Sy {0,1,2,3,...}
S5 : {t € R|t > 0}.

Se um espaco amostral tem um nimero finito de elementos como em Sy e S5,
¢ chamado um espacgo amostral finito, do contrario é dito infinito. Agora, se um
espaco infinito puder ser posto em correspondéncia biunivoca com o conjunto dos
naturais, é dito infinito enumeravel, do contrario é dito infinito nao-enumeravel.
No exemplo 3, S5 e Sy sao espacos infinitos enumeraveis, enquanto Sy é um espago
infinito nao enumeravel. Um espaco amostral finito, ou infinito enumeréavel, é
chamado frequentemente espaco discreto, enquanto que um espaco infinito nao-

enumeravel é chamado de espaco continuo.

1.3 Eventos

Definicao 1.4. Denominaremos Evento a todo resultado ou subconjunto de resul-

tados de um experimento.

Os eventos serao representados por subconjuntos do espaco amostral. Eventos

representados por um conjunto unitario, isto é, contendo somente um elemento
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do espaco amostral sao denominados eventos simples. Diremos que o evento A

ocorre quando o resultado do experimento é um evento simples pertencente a A.

Exemplo 1.4. Alguns exemplos de eventos sdo dados a sequir: novamente nos
referimos aos experimentos do exemplo 1 e A; se referird ao experimento relacio-

nado E;. Assim

Ay @ “Um nidmero par ocorre”, isto é, Ay ={2,4,6}.

Ay : “Retiramos 4 pegas”, isto é, Ay, = {BDDD,DBDD,DDBD}; onde B =
pecas boas e D = pecas efeituosas.

Az “Aparecer cara no terceiro lancamento”, A3 = {CCK}.

Ay “O ndmero de chamadas é maltiplo de 37, Ay ={0,3,6,9,...}.

As : {t € R|t < 3}, isto é, a “lampada dura menos de 3 horas”.

1.3.1 Operagoes entre eventos

Definicao 1.5. A unido de dois eventos A e B, denota-se AU B, € o evento que

ocorre se pelo menos um deles ocorre.

Definicao 1.6. A intersecdo de dois eventos A e B, denotada por AN B, € o

evento que ocorre se ambos ocorrem.

Definicao 1.7. O Complementar do evento A, denotado A, € o evento que ocorre

quando A nao ocorre.

Definicao 1.8. Dois eventos A e B sao denominados disjuntos ou mutuamente
exclusivos se eles nao puderem ocorrer simultaneamente. Ezxprimiremos isso es-

crevendo AN B = &, isto é, a intersecao de A e B € o conjunto vazio.

Exemplo 1.5. Um dispositivo eletronico € ensaiado e o tempo total de servigo t
¢ registrado. Admitiremos que o espago amostral seja {t € R|t > 0}. Sejam A, B

e C' trés eventos definidos da sequinte maneira

A={teR|t <100}; B={t € R|50 <t <200}, C' = {t € R|t > 150}.

Desta forma,

AUB={t e R|t <200}; AnB = {t € R|50 <t < 100};
BUC ={teR|t>50}; BNC ={t € R|150 <t < 200};
ANC =w2; AUC ={t e R|t < 100 ou t > 150};

A ={t e Rt > 100}; C° = {t € R|t < 150}.
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Teorema 1.1. Sejam A, B e C eventos do espaco amostral S, temos que
a) ( AUB)NC =(ANnC)u(BNQC)
b) (ANB)UC =(AUC)N(BUC)
¢) (AUB)* = A°N B¢
d) (AN B)¢ = A°U B

Para demonstrar essas igualdades, precisaremos mostrar que todo elemento
pertencente ao primeiro membro pertence ao segundo e vice-versa. Demonstrare-

mos a seguir os itens a e d.

Demonstracao: a) Se w € (AU B)NC entdo w € (AUB) e w € C. Dai
decorre que (w € Aouw € B) ew € C e portanto (w € Aew € C)ou (we€ Be
w e (), ouseja, w € (ANC) ouw € (BNC), que implicaw € (ANC)U(BNC).
Agorase w € (ANC)U (BNC) entdow € (ANC) ouw € (BNC). Daif segue
que (we AeweC)ou(weBeweC), logo(weAouwe B)ewe C, ou
seja, w € (AU B) e w € C, donde decorre que w € (AU B)NC.

d) Se w € (AN B)¢, entdo w ¢ (AN B), que implica que w ¢ A ou w ¢ B,
que por sua vez implica que w € A° ou w € B¢, isto é, w € (A°U B°). Agora se
w € (A°UB°), entdo w ¢ A ouw ¢ B, que implica que w ¢ (AN B), que por sua
vez implica que w € (AN B)°.

O

Encerramos as operagoes entre eventos definindo as operagoes de uma uniao e

de uma intersecao enumeravel de eventos.

[e.9]

Definicao 1.9. O evento U A; € o evento que ocorre quando pelo menos um dos
i=1
eventos A; ocorre, para i =1,2,3,....

[e.9]

Definicao 1.10. O evento ﬂAi € o evento que ocorre quando todos os eventos
i=1
A; ocorrem, para 1 =1,2,3,....

1.4 Conceito e definicoes de probabilidade

Em qualquer experimento aleatério, ha sempre uma incerteza quanto a
ocorréncia, ou nao, de determinado evento. A fim de obtermos uma medida de

chances, ou probabilidade, com que podemos esperar a ocorréncia de determinado



CAPITULO 1. NOCOES DE PROBABILIDADE 13

evento, é conveniente atribuirmos um numero entre 0 e 1. Se temos a certeza de
que o evento ocorrerd, dizemos que sua probabilidade é 100% ou 1; se estamos
certos de que ele nao ocorrera dizemos que sua probabilidade é zero. Se, por
exemplo, a probabilidade é 411’ diremos que hé uma chance de 25% de ocorréncia

e uma chance de 75% de nao ocorréncia.

Apresentaremos a seguir algumas defini¢oes de probabilidade.

Definicao 1.11. Consideremos um espago amostral S com N eventos simples,
que suporemos iqualmente possiveis, ou seja, cada um tém a mesma chance de
ocorrer. Seja A um evento de S composto de m eventos simples. A probabilidade

de A, denotado por P(A), € definido por

P(A) = —. (1.1)

Observemos que assim definida, a probabilidade ¢ uma funcao definida na

classe dos eventos, isto é, na classe dos subconjuntos do espago amostral.

Teorema 1.2. Seja S um espaco amostral finito satisfazendo as condigoes da

definicao 11. A probabilidade definida nesta mesma definicao satisfaz
i) P(A) >0, para todo A C S (A contido em S)

ii) Se A e B sao eventos mutuamente exclusivos, entao:
P(AUB) = P(A)+ P(B)
iii) P(S) = 1.

Demonstragao: i) Como N > 0 e m > 0 segue que P(A) > 0.

ii) Suponha que A tenha m; eventos simples e que B tenha my eventos simples.
Como A e B sao mutuamente exclusivos, o numero de eventos simples de A U B

é my + my. Usando as definigao obtemos

P(AUB):W:%jL%:P(A)JrP(B).

iii) Como o ntimero de eventos simples de S é N, segue da definicao que

O

Exemplo 1.6. Um lote possui 3 pecas defeituosas e 7 pecas boas. Assim, a

probabilidade de retirarmos uma peca defeituosa serd 0
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Observe que, quando o nimero de eventos simples do espaco amostral nao for

finito, o calculo da probabilidade considerada na definicao 11 serd impossibilitado.

Definicao 1.12. Seja n(A) o nimero de vezes em que o evento A ocorreu nas n

repeti¢oes do experimento (n suficientemente grande). A razao

hﬁzﬂ%E (1.2)

¢ denominada frequéncia relativa de A nas n repeticoes do experimento.

A f,.a tende em certo sentido probabilistico para P(A) quando n — oo.

Teorema 1.3. A frequéncia relativa f, 4 definida na classe dos eventos do espago

amostral S satisfaz as sequintes condigoes
i) Para todo evento A, 0 < f, 4 <1

it) Se A e B sao dois eventos de S mutuamente exclusivos, temos
fn,AUB - fn,A + fn,B

i) fos =1.
n(A)

Demonstragao: i) Como 0 < n(A) < n temos 0 < —= < 1.
n

ii) Como os evento A e B sdo mutuamente exclusivos, toda vez que um deles
ocorre o outro nao ocorre e portanto o nimero de ocorréncias de AU B é igual a
soma do numero de ocorréncias de A com o numero de ocorréncias de B, isto é,
n(AU B) = n(A) + n(B). Dividindo-se esta tltima equacao por n obteremos o
resultado.

iii) Como em toda realizacdo do experimento algum elemento de S ocorre,
n(s)
=1.

segue-se que

O

Exemplo 1.7. Se jogarmos uma moeda 1000 vezes e aparece cara 532 vezes,

2
estimamos a probabilidade de cara em % =0,532.

Tanto a definicao classica como a frequentista de probabilidade apresentam
sérias dificuldades: a primeira porque a expressao “igualmente possivel”é vaga; e
a segunda porque ¢ igualmente vaga a expressao “suficientemente grande”. Difi-

culdades tais levaram os matematicos a procurar uma definicao axiomatica onde



CAPITULO 1. NOCOES DE PROBABILIDADE 15

a probabilidade fosse definida numa classe de eventos do espago amostral satis-
fazendo certas propriedades. Todas as operagoes que definimos entre os eventos

conduzem a novos eventos que pertencem a essa classe.

Definicao 1.13. Probabilidade é uma funcao que associa a cada evento A um
nimero real P(A), denominado probabilidade de A, satisfazendo as sequintes

condicoes
i) 0< P(A) <1,

ii) Se (An)n > 1 € uma sequéncia de eventos mutuamente exclusivos, entao

P ( U 4. ) => P(A,);
n=1 n=1
iii) P(S)=1.
Seguem-se da definicao 13 os seguintes resultados.

Teorema 1.4. Seja @ o evento impossivel, entao P(&) = 0.

Demonstracao: Seja A um evento S de probabilidade positiva e seja @ o

evento impossivel, podemos exprimir o evento A da seguinte maneira: A = AUJ.

Entao pelo axioma i) segue-se que
P(A) = P(A) + P(2).

Subtraindo P(A) de ambos os membros, segue-se da igualdade acima que

P(@) = 0.

Teorema 1.5. Se os eventos Ay, As, ..., A, sao mutuamente exclusivos, entdao

P( CJAZ' ) Zzn:P(Ai).

Demonstracao: Basta considerarmos a sequéncia Ay, As, ..., A, eque Ay = &
para k > n + 1 e aplicar o axioma 4i). Como pelo teorema 4 P(&) = 0 temos o

resultado.

Teorema 1.6. Se A° € o complementar do evento A, entao

P(A°) = 1 — P(A).
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Demonstragao: Os eventos A e A° sao mutuamente exclusivos e sua uniao é
S. Dai decorre que P(S) = P(AU A°) = P(A) + P(A°) = 1. Subtraindo-se P(A)

na ultima igualdade tem-se o resultado.

Teorema 1.7. Se A C B, entio P(A) < P(B).

Demonstragao: Podemos decompor B em dois eventos mutuamente ex-
clusivos na seguinte forma: B = A U (B N A°). Consequentemente, P(B) =
P(A) + P(BN A%) > P(A), pois P(B N A¢) > 0 pelo axioma 1.

O
Teorema 1.8. Sejam A e B dois eventos quaisquer do espaco amostral S, tem-se
P(AUB)=P(A)+ P(B)— P(ANB).

Demonstragcao: A U B pode ser escrito como uma uniao de dois eventos

mutuamente exclusivos: AU B = AU (A°N B).

Assim, temos que
P(AUB)=P(A)+P(A°NnB). (I
Note que B = (AN B) U (A°N B). Logo
P(B)=P(ANB)+ P(A°NB). (II)
Subtraindo I de 11, obtém-se
P(AUB)—- P(B)=P(A)— P(ANB)
concluindo a demonstracao.

O

Exemplo 1.8. No lancamento de um dado, determine as probabilidades dos even-

tos
a) Sair nimero pary
b) Sair nuimero maltiplo de 3;
c) Sair numero par e multiplo de 3;
d) Sair nimero par ou multiplo de 3;
e) Nao sair par nem mailtiplo de 3;

f) Nao sair par ou nao sair miltiplo de 3.
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Solugao: No langamento de um dado temos S = {1,2,3,4,5,6}.

a) Seja o evento A: “sair nimero par”, logo A = {2,4,6} ¢ P(A) =

IO W

b) Seja o evento B: “sair multiplo de 3", logo B = {3,6} ¢ P(B) =
c) O evento “sair nimero par e multiplo 3" pode ser representado por AN B,
onde A e B sao os eventos definidos nos itens anteriores e AN B = {6}, portanto

P(ANB) = 1.

6
d) Continuando o raciocinio “sair niimero par ou miltiplo de 3”serd AU B =
4 2
{2,3,4,6}, logo P(AUB) = 6= 3 Como vimos no teorema 8
1 1 1 2
P(AUB) :P(A)—FP(B)—P(AHB) = §+§_6 = 3

e) O evento “nao sair par nem miltiplo de 3”pode ser representado por AN B¢

e pelo item ¢ do teorema 1 temos

2 1
P(A°NB°) =P((AUB))=1-P(AUB) :1—5 =3
f) O evento “nao sair par ou nao sair miltiplo de 3”dado por AU B¢ terd

probabilidade

P(ACUBC):P((AHB)C):1—P(AﬁB):1—é:

S| Ot

Exemplo 1.9. Sejam A e B eventos mutuamente exclusivos e P(A) = 0,25 e
P(B) =0,5. Determine
a) P((AU B)9);
b) P(AU B);
¢c) P(A?);
d) P(B°).

Solugao: a) P((AUB)°)=1—P(AUB)=1-[P(A) + P(B) — P(AN B)].

Temos que: P(A) = 0,25, P(B) = 0,5e P(ANB) =0, pois ANB =g
(mutuamente exclusivos).

Logo, P((AUB)*) =1—(0,25+0,5) = 0, 25.

b) PLAUB) = P(A)+ P(B)— P(ANB)=0,2540,5—-0=0,75.

¢) P(A%) =1—0,25=0,75.

d) P(B)=1-10,5=0,5.



Capitulo 2
Probabilidade condicional

Neste capitulo, apresentaremos o conceito de probabilidade condicional. Logo
em seguida enunciaremos e demonstraremos alguns teoremas que decorrem deste

conceito.

2.1 Probabilidade condicional

Sejam A e B dois eventos associados ao experimento E. Denotaremos por

P(BJ|A) a probabilidade do evento B ocorrer dado que o evento A ja ocorreu.

Observe o exemplo abaixo.

Exemplo 2.1. Dois dados equilibrados sao lancados, registrando-se o resultado
como (x1,x5), onde z; € o resultado do i-ésimo dado, i = 1,2. Por isso, o espago

amostral S pode ser representado pela sequinte lista de 36 resultados igualmente

Provaves
((1,1) (1,2) -+ (1,6) ]
5 (2,'1) (2,2) --- (2,'6)
(6,1) (6,2) --- (6,6) )

Consideremos os dois eventos seguintes
A= {(SCl,l'Q)‘ilfl + To = 10}, B = {(%1,1)2)‘1‘1 > 1'2}.

Assim, A = {(5,5),(4,6),(6,4)} e B = {(2,1),(3,1),(3,2),---,(6,5)}. Por-
1 1
tanto, P(A) = % e P(B) = £ Perceba que P(B|A) = 3) uma vez que o

espaco amostral é, agora, formado por A (isto é, trés resultados), e somente um

18
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desses trés resultados é coerente com o evento B. De modo semelhante, podemos
1

calcular P(A|B) = T
Finalmente, vamos calcular P(AN B). O evento A N B ocorre se, e somente

se, a soma dos dois dados for 10 e se o primeiro dado tiver apresentado um

valor maior que o segundo dado. Existe apenas um desses resultados e, por isso,

P(ANB) = % Se fizermos um exame cuidadoso dos varios nimeros ja calculados,

concluiremos que

P(ANB)

P(ANB)
P(B) '

P(A|B) = o

e P(B|A) =

Essas relagoes nao surgiram apenas do particular exemplo que consideramos.
Ao contrario, elas sao bastante gerais e nos dao um caminho para definir rigoro-

samente a probabilidade condicional.

Definicao 2.1. Sejam A e B dois eventos de um espaco amostral e supondo que

P(A) > 0, a probabilidade condicional de B dado A é definida por

P(AN B)

P(BIA) = =5

(2.1)

A definicao acima pode também ser facilmente motivada pela interpretacao
de probabilidades como frequéncias relativas. Considere um experimento que é
repetido um grande nimero de vezes. Sejam n(A), n(B) e n(AN B) o nimero de
vezes em que os eventos A, B e AN B ocorrem em n repeticoes do experimento. Se
registrassemos somente os experimentos em que A ocorre, teriamos n(A) provas
nas quais B ocorre n(AN B) vezes. Assim, a propor¢ao de vezes em que B ocorre

nestes n(A) experimentos é n(AN B)/n(A). Mas
n(ANB) n(ANB)/n

n(4)  n(A)/n 7

P(ANB)
P(A)
Da férmula (2.1) que define a probabilidade condicional do evento B dado o

assim quando n — oo esta fracao deve estar proxima de

evento A, obtemos a seguinte expressao

P(ANB) = P(A) - P(B|A). (2:2)

Esta expressao e sua generalizacao para uma intersecao de n eventos permitem
construir probabilidades em espagos amostrais que representam experimentos rea-

lizados em sequéncia, em que a ocorréncia de um evento na k-ésima etapa depende
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das ocorréncias nas k — 1 etapas anteriores. Vejamos inicialmente um exemplo

para n = 2.

Exemplo 2.2. Considere uma urna com trés bolas brancas e sete bolas vermelhas.
Duas bolas sao retiradas da urna, uma apos a outra, sem reposicao. Determinar

o espaco amostral e as probabilidades associadas a cada elemento amostral.

O espago amostral é o conjunto { By By, B1Va, Vi By, V1Va}.

O evento {B1By} é o evento que corresponde a ocorrer branca na primeira

retirada e branca na segunda. Para os outros elementos do espaco amostral a

interpretacao é analoga.

Utilizando (2.2) temos

3 2 2
P(B\NBy) = P(B)P(BIBY) = - 2 = =
3 7 7

P(B = P(B B = .2
(B1NVa) (B1)P(Va|By) = 10 9 30
7 3 7
P B,) =P P(B — . =__
7T 6 14

P(ViNVy) = P(V; Vo V4 — =
(inVa) = POA)P(VIV) = 15 o = 50

A férmula (2.2) pode ser generalizada de modo a exprimir a probabilidade da
intersecao de n eventos Aj, As, ..., A, por meio das probabilidades condicionais

sucessivas.

Teorema 2.1 (Regra do Produto). Sejam Ay, As, ..., A, eventos dos espago amos-

tral S onde estd definida a probabilidade P, tem-se

P(A N AN ... N Ay) =P(A;) P(As) A1) P(As) Ay N Ay)-
P(Au A N Ay Ayy)

(2.3)

Demonstragao: Vamos demonstrar por inducao. Para n = 2 esta férmula se

reduz a férmula (2.2). Suponha que (2.3) vale para n — 1 eventos, isto é,

P(AiNAyN...NA,_ 1) =P(A1)P(A3]A;)P(A3|A; N Ay)- (2.4)
- P(Ap1|AiNAyN. L Ayo).

Aplicando-se a féormula (2.2) aos eventos Ay, As, ..., A,_1 e A, temos

P(AiNAyN...NA,)=PA NAN...NA,1)P(A AT NAN...NA,1).
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Substituindo nesta igualdade a expressao de P(A; N AyN---NA,_1) dada por
(2.4), obtemos

P(A1 N AN+ N A,) = P(AD)P(As| A1) P(As| AL N A) - - -
P(An AN As O 0 Ay o) P(AL A N As O -0 A ).

(2.5)

O

Exemplo 2.3. Vamos retomar o exemplo 11 e calcular a probabilidade de ob-
ter o sequinte resultado: ByByV3VyBs em cinco retiradas de bolas da urna sem

reposi¢ao. O indice representa o nimero da retirada. Pela formula (2.5) temos

P(BiNBy,NVsNVyNBs) = P(B))P(By|B,)P(Vs| By N By)-
-P(V4|By N By N V3)P(Bs|By N By N V3N V)

As probabilidades condicionais sucessivas foram calculadas levando-se em conta
as mudancas na composicao da urna apos a retirada. Assim apds a primeira reti-
rada, em que saiu branca, a urna ficou com duas brancas e sete vermelhas apés a
segunda retirada em que também saiu branca, fica com uma branca e sete verme-
lhas; apods a terceira em que saiu vermelha, fica com uma branca e seis vermelhas

e assim por diante.

2.1.1 Teorema da probabilidade total

Definicao 2.2. Dizemos que os eventos By, By, ..., B,, representam uma parti¢ao

do espaco amostral S quando

i) B; N Bj = &, para todo i # j;
ii) | )B; = S.
i=1
Consideremos A um evento qualquer referente a S, e By, By, Bs, B4, Bs e Bg

uma particao S.

Portanto podemos escrever

A=ANS=AN(B;UByUBsUB,U B;s U Bg)
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Aq ﬁn_.‘

Figura 2.1: Parti¢oes do Espago Amostral

Teorema 2.2 (Probabilidade Total). Seja B um evento referente a ) e Ay, As, ..., A,

uma particao de ). Temos que

P(A) = P(B|A;)P(A;). (2.6)

=1

n
Demonstracao: Como ) = U A;, entao
i=1

n

B=BNQ=BnN (0&) =JBnA).

i=1

Calculando a probabilidade de A obtemos
P(B) =) P(BNA;) =) P(B|A;)P(A).
i=1 =1
O

Exemplo 2.4. Uma determinada peca é manufaturada por trés fabricas, digamos
1, 2 e 3. Sabes-se que 1 produz o dobro de pecas que 2, e 2 e 3 produzem o mesmo
numero de pecgas (durante um periodo de producdo especificado). Sabe-se também
que 2% das pecas produzidas por 1 e por 2 sao defeituosas, enquanto 4% daquelas
produzidas por 3 sao defeituosas. Todas as pecas produzidas sao colocadas em um
deposito e depois uma peca € extraida ao acaso. Qual a probabilidade de que essa

peca seja defeituosa?

Vamos introduzir os seguintes eventos: A : “a pega é defeituosa”, By : “a peca
provém de 17, By : “a peca provém de 2”7, B3 : “a peca provém de 3”.

Pede-se P(A) e, empregando-se o resultado acima, podemos escrever

P(A) = P(A|By)P(B1) + P(A|By) P(Bs) + P(A|B3)P(Bs3).
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1 1
Ora, P(B;) = o1 enquanto P(By) = P(B;3) = 1 Também P(A|B;) =
P(A|B;) = 0,02, enquanto P(A|Bs) = 0,04. Levando-se esses valores a expressao

acima, encontraremos P(A) = 0,025.

Exemplo 2.5. Considere duas caizas X eY, cada uma contendo parafusos gran-
des e pequenos. Suponha que a caiza X contenha 60 parafusos grandes e 40
pequenos e que a caiza Y contenha 10 parafusos grandes e 20 pequenos. Suponha
que € escolhida uma caixa e dela € retirado um parafuso. Qual a probabilidade de

que este seja grande?

Solucgao: Considere os eventos
Ay @ “o parafuso sair da caixa X7;
Ay 1 “o parafuso sair da caixa Y7;
B : “o parafuso é grande”.

Utilizando o teorema da probabilidade total, temos

P(B) P(B|A))P(Ay) + P(B|A) P(A;) =

60 1 101 7
100 2 30 2 15

. . 7
Portanto a probabilidade de ser retirada um parafuso grande é —.

2.1.2 Teorema de Bayes

Vamos agora deduzir a férmula de Bayes. Como veremos sua dedugao é bem
simples, porém permite interpretagao bastante profunda e que é responsavel pelo
desenvolvimento de uma linha de fundamentos da estatistica que hoje em dia é

denominada Bayesiana.

Teorema 2.3 (Regra de Bayes). Seja B um evento tal que P(B) > 0 e Ay, Ay, ..., Ay
uma particao do espago amostral S. Seja P uma probabilidade definida nos even-

tos de S. Temos

P(A,|B) = LA P(BIA)

n

> P(A)P(B|Ay)

k=1

(2.7)

Demonstracao: Como A, As, ..., A, é uma particao de S temos que

n

B=BnN ( CJAk ) = JBnA).

k=1
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Assim
n

P(B)=> P(BNAy).

Mas :
P(B N Ag) = P(Ay)P(B|Ay)

de modo que podemos escrever

P(AR)P(B|A) |

k=1

O

Uma forma de interpretar a férmula (2.7) é a seguinte: suponha que pensemos
nos eventos Ay como possiveis “causas”do evento observavel B. Entao P(A;|B)

é a probabilidade de que o evento A; foi a causa de B, dado que B ocorreu.

Exemplo 2.6. Suponha que existam trés cofres, cada um com duas gavetas. O
primeiro tem uma moeda de ouro em cada gaveta, o sequndo tem uma moeda de
ouro na gaveta e uma moeda de prata em outra, e o terceiro cofre tem uma moeda
de prata em cada gaveta. Escolhe-se um cofre ao acaso e abre-se a gaveta. Se
a gaveta contém uma moeda de ouro, qual a probabilidade de que a outra gaveta
contenha também uma moeda de ouro? Pedimos ao leitor que faca uma pausa e
advinhe a resposta antes de ler a solugcao. Frequentemente a resposta errada de 3

¢ dada para este problema.

Resolve-se o problema facil e corretamente usando a regra de Bayes uma vez
decifrada a descrigao. Podemos pensar em um espaco de probabilidade em que os
eventos Aj, As e A3 correspondam as selecGes do primeiro, segundo e terceiro cofre
respectivamente. Esses eventos sao disjuntos e sua uniao é S ja que se seleciona
exatamente um cofre. Além do mais, pressume-se que os trés cofres sao igualmente
provaveis de serem selecionados de modo que P(4;) = %, 1 =1,2,3. Seja B o
evento de que a moeda observada é de ouro. Entao, da composicao dos cofres, é
claro que

1
P(B|A)) = 1, P(B|Ay) = 5 e P(B|A3) = 0.

O problema pede a probabilidade de que a segunda gaveta contenha uma mo-
eda de ouro dado que havia uma moeda de ouro na primeira. Isto pode acontecer
somente se o cofre escolhido foi o primeiro, assim o problema equivale ao de de-

terminar P(A;|B). Agora podemos aplicar a regra de Bayes (2.7) para obter a
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2 . . . o -
resposta que é 3" Deixemos ao leitor como exercicio a determinacao da probabili-
dade de que a segunda gaveta contenha uma moeda de prata dado que a primeira

continha uma de ouro.

Exemplo 2.7. Uma companhia monta rddios cujas pecas sao produzidas em trés
de fabricas denominadas A1, Ay e As. FElas produzem, respectivamente, 15%, 35%
e 50% do total. As probabilidades das fdbricas Ai, Ay e As produzirem pecas
defeituosas sao 0,01; 0,05 e 0,02 respectivamente. Uma pega € escolhida ao acaso
do conjunto de pecas produzidas. Essa peca € testada e verifica-se que € defeituosa.

Qual a probabilidade que tenha sido produzida pela fabrica A;, para 1 =1,2,37

Designemos por B o evento “a peca é boa’e por D o evento “a peca ¢é de-
feituosa”. Sabemos que: P(A;) = 0,15, P(As) = 0,35 e P(A3) = 0,5, pois a
peca é escolhida ao acaso do conjunto de pecas. Sabemos ainda dos dados do
problema que P(D|A;) = 0,01, P(D|As) = 0,05 e P(D|A3) = 0,02. Desejamos
calcular P(A;|D), isto é, a probabilidade condicional de a pega ter sido produzida

na fabrica A; para i = 1,2, 3, sabendo-se que ela é defeituosa.

Pela férmula de Bayes, temos para i = 1,2, 3,

P(D|A;)P(4:)
(D|A1)P(A1) + P(D]A) P(Az) + P(D|A3) P(As)

P(Ai‘D) = p

€ como

P(D|A,)P(A)) + P(D|Ay)P(Ay) + P(D|A3)P(A3) =
= (0,01)(0,15) + (0,05)(0,35) + (0,02)(0,5) = 0,0290

Parai = 1, o numerador é P(D|A;)P(A;) = 0,0015, parai = 2 é P(D|Ay) P(As) =
0,0175 e para i = 3 é P(D|A3)P(As) = 0,01. Substituindo-se, obtemos

P(A;|D) = 0,052, P(As|D) = 0,603, P(A3|D) = 0, 345.

O uso da féormula de Bayes nos fornece a seguinte interpretagao: como as
fabricas A;, Ay e Az sdo responsaveis, respectivamente, por 15%, 35% e 50% da
producao, se retirarmos uma pega ao acaso da linha de producao, as probabilida-
des de que essa peca venha das fabricas Ay, As e A3 sao respectivamente iguais a

0,15, 0,35 e 0,5. Por outro lado, se retirarmos a peca ao acaso e desconhecemos
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a procedéncia da pega, isto ¢, de que fabrica ela veio, e somos informados de que
ela é defeituosa, entao levando em conta essa informacgao proveniente do experi-
mento, as probabilidades que a peca tenha vindo de A;, Ay ou A3 passam a valer,

respectivamente, 0,052, 0,603 e 0,345.

2.2 Independéncia de eventos

Definigao 2.3. Sejam A e B dois eventos e suponha que P(A) > 0. O evento B

¢ dito independente do evento A se

P(B|A) = P(B). (2.8)

Esta definicao sugere que a probabilidade do evento B nao se altera com a

informacao de que o evento A ocorreu.

Se o evento B ¢é independente do evento A, temos por (2.8) que

P(ANB) = P(A)- P(B). (2.9)

E mais, se o evento B é independente do evento A, o evento A é independente

do evento B, pois

R e e

desde que P(B) > 0.

Teorema 2.4. Se A e B sao eventos independentes, entao A e B¢ sdo também

eventos independentes.

Demonstracao: Sabemos que P(B¢) = 1 — P(B). Sabemos também que os
eventos (ANB) e (AN B°) sao disjuntos e sua uniao é A, isto é, (ANB)N(ANB°) =
@e(ANB)U(AN B = A. Logo

A = (ANB)U(AN B

P(A) = P[(ANB)U(AN B9)]
P(A) = P[(ANB)|+ P[(AN BY)]
. Pl(ANB9)] = P(A)— P[(ANB)]
= P(A)-P(A)- P(B)
= P(A)-(1-P(B))
= P(A) - P(B")
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O

Exemplo 2.8. Vamos considerar uma urna que contém trés bolas brancas e sete
bolas vermelhas. Retiram-se duas bolas da urna, porém apos a primeira retirada

a bola € reposta na urna.

Vamos supor que as dez bolas sao numeradas de 1 a 10, as brancas recebem
numeros de 1 a 3 e as vermelhas de 4 a 10. Podemos considerar como espaco

amostral associado a esse experimento o conjunto
S={(i,j) i,j € Z,1 <i<10,1<j < 10}.

Se partirmos da hipdétese de que qualquer das 10 bolas tem a mesma chance
de ser escolhida, como as duas retiradas sao feitas com reposicao, podemos as-
sociar aos elementos do espaco amostral probabilidade 100" Obtemos para as
probabilidades dos eventos { BBy}, {B1V2}, {Vi By}, {V1V2}, onde o indice indica

a retirada, os seguintes valores

P(BiN B,) = %
P(B,NVy) = %10
P(ViNBy) = %
PVinVs) = o

Vamos justificar a primeira igualdade, pois a justificagdo para as demais é
a mesma. Pode-se tirar branca na primeira vez de trés maneiras e na segunda
retirada também de trés maneiras, pois a primeira bola é reposta na urna antes
da retirada da segunda. Assim o evento { By By} pode ocorrer de nove maneiras e

o espaco amostral tem 100 elementos. Para o evento B; e By temos

30 3
B = — = —
(B1) 100 10

30 3

PUB2) = 350 = 10

Observe que tanto By quanto Bs tém 30 pontos amostrais,
By ={(i,7): 1 <i<3,1<j<10}

By={(i,j):1<i<10,1<j<3}.
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De modo andlogo obtemos P(V}) e P(V,). Vemos assim que:
P(B, N By) = P(B,) - P(B,)

P(BiNVa) = P(By) - P(V2)
P(ViN By) = P(V1) - P(B,)
P(VinVy) = P(W)- P(V3).

Esse exemplo nos mostra formalmente que os eventos By e By; By e Vo, Vi e

B, e V; e V5 sao independentes.

Exemplo 2.9. Seja S o quadrado no plano 0 < x < 1,0 <y < 1. Considere o

espaco uniforme de probabilidade sobre o quadrado, e seja A o evento

1
.

Para tanto, determinamos P(A), P(B) e P(ANB) e mostramos que P(ANB) =

IN

,0

IN
IN

Y

1
0 < -
{(w,y), Sesg

e B o evento

IN

y <

=~ =

{(azy)sogg 1,0

Note que A e B sdo eventos independentes.

1
P(A)P(B). Como A é um sub-retangulo do quadrado S com érea 5 e B é um

1 1 1
sub-retangulo de S com &rea 7 Segue-se que P(A)=-¢ P(B) = 1 Por outro

2
lado
1 1
ANB = {(w,y);OSxS 505y < —}
1

1
¢ um sub-retangulo do quadrado S com area g Assim P(AN B) = g © vemos

que A e B sao eventos independentes.

OBS 1. No exemplo acima o espago amostral S € infinito nao-enumerdvel. Para
calcular P(A), P(B) e P(ANB) consideramos uma medida finita no espago amos-
tral, no caso a drea pois se trata de uma regiao plana, e entao aplicamos a defini¢ao

classica de probabilidade.



Capitulo 3

Modelos probabilisticos sobre

espacos discretos

Apresentaremos agora alguns métodos para calcular a probabilidade da ocorréncia
de determinados eventos desde que os mesmos se enquadrem em algumas condic¢oes
exigidas. Esses métodos sao conhecidos como modelos de distribuicao de pro-

babilidades.

Neste capitulo abordaremos os modelos probabilisticos onde queremos deter-
minar a probabilidade da ocorréncia de eventos em uma determinada quantidade
finita de realizagbes de um experimento aleatério e/ou em uma posigao especifica
no numero de realizacoes ou ainda a probabilidade de obtermos um numero de
elementos desejados na extracao aleatéria de uma amostra finita de elementos.
Perceba que nesses modelos que estudaremos agora sempre existird um nimero
natural que representard o nimero de realizagoes do experimento aleatério ou o
numero de elementos de um conjunto, isto é, a probabilidade é determinada sobre

espagos discretos de probabilidade.

3.1 Distribuicao binomial

O método binomial é utilizado quando temos um experimento aleatério no
qual estamos interessados em apenas dois resultados, ou um dado evento A ocorre
ou nao, sendo conhecida a sua probabilidade de ocorréncia e ao realizarmos o
experimento n vezes, com as n tentativas independentes queremos saber qual a
probabilidade de ocorrer k vezes (k < n) esse evento A ou equivalentemente a

probabilidade de nao ocorrer (n — k) vezes.

29
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Note que como estamos interessados apenas na ocorréncia ou nao do evento
A se a probabilidade do evento A ocorrer for p temos que a probabilidade da nao

ocorréncia serd (1 — p) conforme o Teorema 1.6.
Definicao 3.1. Sejam n,k inteiros ndao-negativos com 0 < k < n, o numero

n
binomial € dado por

n!
] Kl(n—k)

2
Exemplo 3.1. Um time X tem 3 de probabilidade de vitoria sempre que joga.
Considere o evento V : “X wencer’e o evento D : “X mnao vencer”. Dai se X

jogar 6 partidas temos

Assim a probabilidade de X

e nao vencer pode ser representado por DDDDDD, no caso temos a situagao

2\° /1\° 6 2\° /1\°
P(naovencer):1-<§) <§> = . <§> (§) ~0,0013 =0, 13%

e vencer 1 partida pode ser representada por VDDDDD, DVDDDD, DDVDDD,
DDDVDD, DDDDVD, DDDDDV, no caso temos 6 situagoes e dai

2\' (1Y’ 6 2\" (1)’
P(vencer 1):6-(§> (§> = ' (g) (g) ~0,0164 = 1,64%

e vencer 2 partidas podemos representar por VVDDDD,VDVDDD e suas de-

mais permutacgoes. Basta notar que temos uma permutacao com repeticao

2141

2\ /1) 6 2\ /1)
P(vencer 2):15-(5) (g) = ) (g) (g) = 0,823 = 8,23%

6!

3.3

2\* (1)’ 6\ /2 /1\°
P(vencer3)220~(§> (5) = ; (5) <§> =~ (,2194 = 21,94%

que nos dara = 15 situacoes. Logo

20.

e vencer 3 partidas. Total de maneiras
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6!
e vencer 4 partidas. Total de maneiras TR 15.
2\* /1)’ 6 2\* [1)?
P(vencer 4) = 15- <§) (5) = ) (3) (g) =~ (), 3292 = 32,92%
6!
e vencer 5 partidas. Total de maneiras SISTE 6.
2\ /1)’ 6
P(vencer 5)=6-|=) - (=] = = 10,2633 = 26,33%
3 3 5
6!
e vencer 6 partidas. Total de maneiras ool 1

2\° /1)’ 6 2\° /1)’
P(vencer 6):1'(§> (§> = ) (5) (5) =0,0877 = 8,77%

Raciocinando de modo geral, se queremos que o evento A ocorra k vezes, quere-
mos que o evento A° ocorra (n—k) vezes. Considerando a sequéncia AAA...AA°A°...A°

que contém k vezes A e (n — k) vezes A° e todas as suas permutacoes temos um
n
total de sequéncias e os fatores p* - (1 — p)"~* decorrem da independéncia

dos eventos. Suponha um experimento aleatério £ no qual estamos interessados
em saber quantas vezes o evento A ocorre em n ensaios independentes. Suponha
que seja p a probabilidade da ocorréncia desse evento em cada ensaio. Entao a pro-
babilidade do evento A ocorrer k vezes (k < n) nas n tentativas que denotaremos

por Pg(kA) e dado por
L " n—k
Pp(kA) = )P (1=p" ™

Exemplo 3.2. Um dado nao viciado € langado 8 vezes. Qual a probabilidade de

sair exatamente 4 vezes a face 67

Solugao: Temos que o resultado de um langamento nao interfere no resultado
dos langamentos seguintes, assim cada lancamento ¢ independente. Considere o

evento A : “sair face 6”7, dai temos:

1
Probabilidade de A ocorrer: p = 6; probabilidade de A nao ocorrer: 1 —p =

1 5
1— 6= % e pela distribuicao binomial com n = 8 e k = 4 a probabilidade de sair

a face 6 em 4 lancamentos é

8\ 1 5
Pp(4A) = ) a1 g = 0.0260 = 2,60%,



CAPITULO 3. MODELOS PROBABILISTICOS SOBRE ESPACOS
DISCRETOS 32

Exemplo 3.3. Uma prova contém 10 questoes. Cada questao possui 5 alternativas
das quais somente uma € correta. Se um estudante responde aleatoriamente a

todas as questoes, qual a probabilidade de que acerte 7 delas?

Solucgao: Definindo o evento A : “acertar a questao”. Temos que a probabili-

1
dade de que o estudante acerte uma questao é £

O exemplo recai numa distribuicao binomial com n = 10 e k = 7 e assim

10 1I\N" /4\?
Pp(TA) = . (g) (g) >~ (), 00078 = 0,078%.

3.2 Distribuicao multinomial

A distribui¢ao multinomial é uma extensao da binomial. O método multinomial
¢é utilizado quando um experimento aleatério é realizado n vezes com todos os
ensaios independentes e em cada ensaio podem ocorrer i eventos Aq, Ao, ..., A; com
probabilidades conhecidas pq, ps, ..., p; € queremos determinar a probabilidade de
ocorrerem k; vezes o evento Ay, kg vezes o evento A,,..., k; vezes o evento A; com

Exemplo 3.4. Uma caiza contém bolas, das quais sao 5 vermelhas, 4 brancas
e 3 azuis. Suponha que sejam retiradas bolas ao acaso e com reposicao. Qual a

probabilidade de que sejam retiradas
a) duas bolas vermelhas, duas brancas e uma azul;

b) trés bolas vermelhas, uma branca e duas azuis.

Solugao: Primeiramente notemos que o fato da reposicao da bola apds cada
retirada é necessaria para que o problema se encaixe na distribuicao multinomial,
pois do contrario o experimento aleatorio nao seria o mesmo em cada retirada.
Perceba também que o fato da retirada e reposicao de uma bola em nada interfere
na retirada seguinte, isto é, cada retirada de bola é independente. Sejam os eventos
V @ “sair uma bola vermelha”, B : “sair uma bola branca’e A : “sair uma bola

azul”. Entao temos

Probabilidade de sair bola vermelha: P(V) = %;
4

Probabilidade de sair bola branca: P(B) = T3

Probabilidade de sair bola azul: P(A) = 1—32

Dessa forma o total de maneiras de sair
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a) 2 bolas vermelhas, duas brancas e uma azul pode ser representado por

VVBBA e suas permutacoes e dai a probabilidade sera

5! 5\% /4\* /3\'
P=—" . ([=Z) (=) - (Z) 20,1446 = 14. 46%.
2121 1 (12) (12) (12) ’ 467

b) trés bolas vermelhas, uma branca e duas azuis dado por VVVBAA e suas

permutacoes tera probabilidade

51 5\° /4\' [/3\°_
p:m.<ﬁ) <E) (E) ~ (1808 = 18, 08%.

Suponha que na realizacao de um experimento aleatério £ podem ocorrer %
eventos Ap, As, ..., A; com probabilidades respectivamente pq, pa,...,p;. Se reali-
zarmos n ensaios desse experimento no qual cada ensaio é independente entao a
probabilidade de que ocorra ki vezes Ay, ko vezes A,,..., k; vezes A; que denota-
remos por Py(k1 Ay, kAo, ..., ki A;) serd

n!
kil - kol - k!

Exemplo 3.5. Em uma fabrica, uma pega € considerada “boa”(tipo A) se uma

k1 ko k;
PrP D

PM(klAla k2A27 (XS] klAz) =

de suas dimensoes L estd entre Iy e ly (11 < ly); “recuperdvel”(tipo B) se L > Iy
e “perdida”(tipo C) se L < ly. Numa sequéncia de produgdo de 10 pecas resultou
em & pecas do tipo A, 3 do tipo B e 2 do tipo C. Retira-se, aleatoriamente, uma
peca dentre as 10 e mede-se sua dimensao, devolvendo a pe¢a para o conjunto
(com reposi¢ao). Sao realizados 6 ensaios dessa natureza. Qual a probabilidade
de entre as seis pecas observadas obter 3 pecas do tipo A, 2 do tipo B e 1 do tipo
c?

Solugao: Sejam os eventos B : “sair uma peca boa”, R : “sair uma peca
recuperavel’e P : “sair uma peca perdida”. Entao

5 3 2
— 2 PR == ¢ P(P) = =
o P =15 e P(P) =15

Utilizando a distribuicao multinomial com n = 6, ky = 3, ks = 2 e k3 = 1

temos

Pu(3B.2R1P) = — O (5 NEANE 1~o135—1357
MBB.2R1AP) = o=\ 19 ) 1) \qg) =0 185=13,5%

3.3 Distribuicao geométrica

Considere um experimento aleatorio £ e um dado evento A associado com

probabilidade p de ocorrer. E claro que em cada ensaio do experimento F existe a
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possibilidade do evento A ocorrer ou nao. A distribuicao geométrica consiste em
calcular a probabilidade de que o evento A ocorra pela primeira vez no n-ésimo

ensaio realizado.

Exemplo 3.6. Suponhamos que uma vdlvula eletronica seja posta em um soquete

3
e ensaiada. Admitamos que seja 1 a probabilidade de que o teste seja positivo, dai

a probabilidade de que seja negativo é —. Considere os eventos A, : “a primeira
4
valvula positiva aparecer no n-ésimo teste”. O espaco amostral associado a esse

experimento €
S={+,—+,——+,———+,....}, ouainda, S ={A1, Ay, ..., A, }.

Raciocinemos da seguinte maneira: o evento A,, ocorrera se as primeiras (n—1)
valvulas forem negativas e a n-ésima valvula for positiva. Se aceitarmos que
a condicao de uma vélvula nao influencie a condicao de outra podemos dizer

que a probabilidade de a primeira vélvula positiva ocorrer no n-ésimo teste é

1 n—1
P(A,) = <Z> . Z Dai temos que a probabilidade de

a) A ocorrer no primeiro teste

=

=

Il
N
| =
~__
o
=~ w

b) A ocorrer no segundo teste
1\' 3
P(Ay)=(-) --.
= (3) 5

Note que, como A; UAsU...UA, =S, temos que P(A;UAU...UA,) = P(S5)

E assim por diante.

e como os eventos Aq, As, ..., A, sao mutuamente exclusivos, segue-se que
P(Ay) + P(As) + ...+ P(A,) = P(S) =1,

pois mesmo que n — oo utilizando a soma dos termos de uma P.G. infinita

observamos que

3 1 1 3
=—(14+-+=+..|="27=1
4 <+4+16+ ) 1-1

Seja um experimento aleatério F e A um evento associado com probabilidade
p. A probabilidade de que A ocorra pela primeira vez no n-ésimo ensaio que

representaremos por Pg(A,n) é dada por

Pa(A,n)=(1-p)""-p.
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Exemplo 3.7. Um dado € lan¢ado sucessivas vezes. Qual a probabilidade que a

face 4 saia pela primeira vez no quinto lancamento?

Solugao: Seja o evento A : “sair face 4”7, logo a probabilidade de A ocorrer
ép= 6 Assim pela distribuicao geométrica a probabilidade da face 4 sair pela

primeira vez no quinto lancamento ¢é

5\°" /1
Pg(A,5) = (6) . (6) 20,0803 = 8,03%.
Exemplo 3.8. Uma moeda € lancada seis vezes. Qual a probabilidade de sair

uma coroa no quarto lancamento?

Solugao: Perceba que a situacao em questao nao recai numa distribuicao
geométrica, pois nao estamos querendo calcular a probabilidade de sair a primeira
coroa no quarto lancamento e sim de sair coroa no quarto lancamento. Como os
lancamentos de uma moeda sao independentes a probabilidade de sair coroa em

1
qualquer langamento é igual a 3

3.4 Distribuicao de Pascal

A distribuigdo de Pascal conhecida também como Binomial negativa é uma
extensao da distribuicao geométrica e consiste em calcular a probabilidade de um
dado evento A associado a um experimento E ocorrer pela k-ésima vez no n-ésimo

ensaio desse experimento.

Exemplo 3.9. Uma moeda é lan¢ada sucessivamente, qual a probabilidade de que

a face cara apareca pela quarta vez na sétima jogada?

Solugao: Seja o evento A : “sair a quarta cara no sétimo langamento”. Se a

face cara sair pela quarta vez na sétima jogada, isso significa que as outras trés

caras sairam nos outros seis lancamentos. Existem maneiras de arrumar 3

3

4
. - . : (1
caras em seis posigoes (langamentos), a probabilidade de sair quatro caras é 3

3
. < 1 .
e de sair trés coroas (ndo sair cara) é <§ assim temos

1 1
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Raciocinando de maneira geral, para que um evento ocorra pelo k-ésima vez
no n-ésimo ensaio € necessario que ao ultimo ensaio n, corresponda a tltima
ocorréncia k e assim nos outros (n — 1) ensaios esse evento ocorreu (k — 1) vezes.

e n - 1 7’ .

Dai é o numero de maneiras que esse evento pode ocorrer (k—1) vezes
k—1
em (n — 1) tentativas.
Seja um experimento E e um evento A associado com probabilidade de ocorréncia

igual a p. Entao a probabilidade do evento A ocorrer pela k-ésima vez no n-ésimo

langamento que representaremos por Pp4(A, k,n) é

n—1
Ppa(Ak,n) = P (1 —p)h,
E—1
Exemplo 3.10. Em uma linha de producao de uma montadora de automoveis,
a probabilidade de que um carro saia com defeito é de 10%. Em certo dia foram
produzidos 20 automoveis e um funciondrio da empresa tem a missao de testar os

automoveis para encontrar os possiveis carros defeituosos. Qual a probabilidade

do funciondrio encontrar dois carros defeituosos sendo o seqgundo no quinto teste?

Solugao: Considere o evento D : “o carro ¢ defeituoso”. Temos que P(D) =
10% e pela distribuicao de Pascal com k = 2 e n = 5, pois queremos que D ocorra
pela segunda vez no quinto teste, temos

5—1

PpA(D,2,5) = - -(0,1)%-(0,9)* 20,0291 = 2,91%.

3.5 Distribuicao hipergeométrica

Considere um conjunto com um ntmero finito de elementos e que cada um
desses elementos possui uma determinada caracteristica (propriedade) ou nao. O
modelo hipergeométrico consiste em calcular a probabilidade de ao retirarmos sem
reposicao e sem levar em conta a ordem de extracao, uma amostra contendo n

elementos desse conjunto de termos exatamente x deles possuindo tal propriedade.

Exemplo 3.11. Considere um grupo de 10 pessoas sendo 6 homens e 4 mulheres
e que através de um sorteio queremos formar uma comissao contendo 8 compo-
nentes. Qual a probabilidade da comissao ter o numero de homens igual ao de

mulheres?
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Solugao: Como a comissao deve ter 8 componentes devemos obter a pro-

babilidade de que sejam sorteados exatamente 4 homens ou equivalentemente 4

10
mulheres. Temos maneiras possiveis para o sorteio da comissao. Ha
8
6 . . . .
maneiras de sair 4 homens e maneiras de sair 4 mulheres. Por-
4 4
[ 6 4 : -
tanto ha . maneiras da comissao ter exatamente 4 homens e 4
4 4
mulheres e a probabilidade desejada sera dada por
4 6
4 4
(), 3333 = 33, 33%.
10
8

De maneira geral temos que se um conjunto possui /N elementos onde k desses
elementos possui determinada propriedade e N — k nao possui. Entao a proba-
bilidade de selecionarmos aleatoriamente, sem reposicao e sem levar em conta a
ordem dos elementos selecionados, uma amostra com n (n < N) elementos dos
quais exatamente x possuam a propriedade sera obtida da seguinte maneira

N

Temos maneiras de selecionarmos a amostra (ntimero de elementos
n

do espago amostral).

k N —k
Ha maneiras de selecionar os elementos com a propriedade e
x n—x
_ _ - k N —k
maneiras de selecionar os que nao possuem, portanto : casos
x n—x
favoraveis.

Seja o evento A : “selecionar elemento com a propriedade”. Dai a proba-
bilidade de selecionarmos x elementos com a propriedade dos k (x < k) que a
possuem numa amostra com n elementos pertencentes a uma populagao N, que

representaremos por Py(xA, k,n, N) serd
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Exemplo 3.12. Uma urna contém 16 bolas brancas e 14 bolas pretas. Calcular a
probabilidade de ao serem retiradas 5 bolas, 3 serem brancas quando a amostragem
for feita

a) com reposicao;

b) sem reposicao.

Solugao: a) Considere o evento B : “sair bola branca”. Daif a probabilidade
16
de B ocorrer em cada retirada é 0= Entao o problema se enquadra no
modelo binomial comn =5 k=3 ep= R tendo como resposta:

P3(3B) = ik (§)3 : (1)2 >~ (), 3303 = 33, 03%.
3 15 15

b) Temos um conjunto com 30 elementos dos quais 16 tem a ”propriedade” ser

bola branca e 14 nao tem, e queremos a probabilidade de ao selecionar, sem

reposicao, uma amostra contendo 5 elementos exatamente 3 tenham a propriedade.

Seja o evento B : “sair bola branca”. Agora o problema se enquadra no modelo

hipergeométrico com N =30, k =14, n =5 e x = 3 e tem como resposta

16 14

3 2
Py(3B,14,5,30) = ~ (), 3575 = 35, 75%.
30

5

OBS 2. As condigoes do experimento aleatorio realizado no modelo binomial (item
a) diferem daquelas sob os quais vale o modelo hipergeométrico (item b) apenas
quanto a forma de selecao da amostra: com reposicao ou sem reposicao. Fntre-
tanto, se o tamanho da amostra for pequeno em relagao a populacdo, dificilmente
um mesmo elemento serd selecionado mais que uma vez e, portanto, sob estas

condigoes, o modelo hipergeométrico pode ser aprorimado pelo modelo binomial.

Exemplo 3.13. Por engano 3 pecas defeituosas foram misturadas com boas for-
mando um lote com 12 pecas no total. Escolhendo ao acaso 4 dessas pecas deter-

mine a probabilidade de encontrar pelo menos duas defeituosas.

Solugao: Calcular a probabilidade de encontrar pelo menos duas pecas defei-
tuosas equivale a calcular a probabilidade de encontrarmos 2 ou 3 pecas defeituo-
sas. Seja o evento D : “sair peca defeituosa”. Aplicando o modelo hipergeométrico

temos que:
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e Probabilidade de encontrarmos exatamente duas defeituosas

3 9

2 2
Py(2D,3,4,12) = ~(,2181 = 21,81%;

e Probabilidade de encontrarmos exatamente trés defeituosas

3 9

3 1
Py(3D,3,4,12) = ~ (), 0181 = 1,81%.
12

Se ao selecionarmos 4 pegas exatamente duas sao defeituosas isso exclui a

possibilidade de trés serem. Assim a probabilidade desejada é dada pela soma

Py(2D,3,4,12) + Py (3D, 3,4, 12) = 23, 62%.



Capitulo 4

Modelo probabilistico de Poisson

4.1 Breve historico sobre Poisson

Figura 4.1: Siméon Denis Poisson (1781 - 1840)

Engenheiro e matematico francés, nascido em Pithiviers, considerado o suces-
sor de Laplace no estudo da mecanica celeste e da atracao de asterdides. Filho de
um administrador ptblico e ex-soldado, entrou para a Ecole Polytechnique (1798),
em Palaiseau, onde se formou, estudando com professores como Joseph Louis La-
grange, Pierre Simon Laplace e Jean Baptiste Fourier, dos quais se tornou amigo
pessoal.

Ocupou cargos académicos na Ecole Polytechnique e na Sorbonne e contribuiu
para as teorias da eletricidade e do magnetismo e estudou também o movimento da
lua. Desenvolveu pesquisas sobre mecanica, eletricidade (a constante de Poisson),
elasticidade (razao de Poisson), calor, som e estudos matemadticos (integral de

Poisson na teoria do potencial e o colchete de Poisson nas equagoes diferenciais)

40
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com aplicagao na medicina e na astronomia e produziu escritos sobre movimentos

de ondas em geral e coeficientes de contracao e a relagao entre estes e a extensao.

Publicou trabalhos (1812) que ajudaram a eletricidade e o magnetismo tornarem-
se um ramo da fisica matematica. Ganhou o titulo de baréo (1825). Na hidro-
dinamica seu mais notavel trabalho foi Mémoire sur les équations générales de
Uéquilibre et du mouvement des corps solides €lastiques et des fluides (1829),
relacionando equilibrio de soélidos elasticos e correntes de fluidos compressiveis.
Publicou o importante tratado Traité de Mécanique (1833), em dois volumes, na
termodinamica a teoria matematica do calor (1835) e em Recherches sur la proba-
bilité des jugements (1837) apareceu a famosa distribuigdo de Poisson de intensa
aplicagao em estatistica. Na teoria de probabilidades descobriu a forma limitada
da distribui¢ao binomial que posteriormente recebeu o seu nome e hoje conside-
rada uma das mais importantes distribuicoes na probabilidade, sendo o método
de Poisson um processo randomico de importancia fundamental. Publicou cerca

de quatrocentos trabalhos e morreu em Sceaux, préximo a Paris, Franca!.

4.2 O Numero de Euler

Considere o desenvolvimento do bindémio

n n n
(x+a)" = z"a" + "ot + 2" 20 + ...
0 2
n n
+ xta™ ! 4 2%a™.
n—1 n

Fonte: http://www.brasilescola.com/biografia/simeon-denis.htm
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1
Paraz =1 ¢ a = — teremos
n

) = (e () e ()

- oo () o () * e ()
n! "

" m@

_ =) (l)l_'_n(n—l)(n—Z)! (1>2+...

(n—1)! 2l(n —2)! n

3 . . Qo
A medida que aumentamos o valor de n, os termos do tipo —, com aq cons-
n

tante, vao se aproximando cada vez mais de zero.

Assim, quando n — oo, temos que

RS PRI S
n 2! "3l T 4l

Agora considere a seguinte série
~1 1 1 1 !
Zom—a—f‘ﬂ—f‘g—i-...—l-a.

Para n = 4, temos
4

1 1 1 1 1 1 24+24+12+4+1 64
Zn! 0! * 1! +2' +3 +4! 24 24 , 70833

n=0

Para n = 5, temos

Z1 3 1+1+1+1+1+1
S=pl 00 102073l 4l 5
120 +120+ 60 +20+5+1 326

= = = 2,71667.
120 120 , 71667
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Para n = 6, temos

Z1 ottt 11 1 1 72047204360+ 12043046+ 1
Sepl 0010203t 4l 56l 720
1957
= —— =2,71806.
720 7

Para n = 7, temos

E:i'_ 11 5040+ 5040 42520 + 840 +210 +42 47+ 1
L B (R 5040
13700
= ——— =2 71825,
5040 7

Percebemos que a medida que aumentamos o valor de n, o resultado da série
n

1
E — vai aumentando. Serd que fazendo n — oo, o resultado dessa série crescera
n!
n=0
ilimitadamente? Mostraremos que isso nao ocorre.

Note que
=1 11 1 11 1
ZOE:1+1+5+§+a+...:2—1—54-5-1-@—1-...>2.
Além disso,
=1 IR S PR R
z%g— Fltgtgt gt =2g gt gt
SEPYS SV R S N S S
2 22 23 24 T 1-1
(onde empregamos a soma da P.G. infinita).
=1 =1
Concluimos assim que 2 < Z — < 3, isto é, a série Z — converge para um
—~ n! —~ n!

valor compreendido entre 2 e 3.

O ntumero de Euller é entao definido como

, \" &1 _
ei%iuﬁ)_;m_zmmwmw

Definicao 4.1. Um numero real o € dito algébrico se € solucao de alguma equacao
polinomial do tipo a,x"™ + ap_12" "t + -+ a1x + ay = 0, sendo 0s coeficientes
ag, a1, ..., a, todos inteiros e ag # 0. Se wm numero o nao for algébrico é dito

transcedente.

Em 1873, Charles Hermite (1822-1901) provou que e é transcedente. Nao

demonstraremos esse fato aqui. Ao leitor mais interessado, indicamos a leitura de

2].
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4.3 Distribuicao de Poisson

O modelo probabilistico conhecido como distribuicao de Poisson, em geral,
tem a finalidade de calcular a probabilidade de um determinado evento ocorrer
um nuimero k de vezes num dado intervalo de tempo ou numa dada regiao espa-
cial tomando alguma observacao anterior como base. Esse modelo probabilistico
também é discreto, pois como queremos a probabilidade de um evento ocorrer um

nimero k de vezes temos um espago amostral do tipo S = {1,2,3,...}.

A diferenca desse modelo para os demais modelos estudados é que observamos
a ocorréncia de eventos discretos em espagos continuos, pois, por exemplo, um
intervalo de tempo nao pode ter todos os instantes representados por nimeros
inteiros, mas sim por subconjuntos dos niimeros reais que sao conjuntos nao enu-
meraveis e diferencia do modelo Binomial ja estudado pelo fato de nao sabermos
quantas vezes o evento em questao deixou de ocorrer. Sao eventos como o niimero
de veiculos que passam por um determinado cruzamento, o niimero de chamadas
telefonicas que chegam a uma central, nimero de falhas por metro em um fio, o
nimero de nascimentos em determinado local, etc. Podemos, por exemplo, contar
quantas chamadas ocorreu em um intervalo de tempo, mas nao é possivel afirmar

quantas chamadas deixaram de ser realizadas nesse periodo.

Para que esse modelo seja aplicado devemos admitir que a ocorréncia do evento
num intervalo A (que pode ser de tempo, comprimento, drea ou volume) seja pro-
porcional a amplitude do intervalo e as ocorréncias de sucessos em intervalos dis-
juntos sejam independentes. Para justificarmos a expressao do modelo de Poisson

primeiramente apresentaremos a seguinte situacao:

Exemplo 4.1. Suponhamos que chamadas telefonicas chequem a uma grande cen-
tral, e que em um periodo particular de trés horas tenham sido recebidas um total
de 270 chamadas, isto €, uma média de 1,5 chamadas por minuto. Desejamos
agora calcular, com base nesses dados a probabilidade de ocorrerem 2 chamadas
num intervalo de trés minutos. Note que a chegada de uma chamada em um de-
terminado instante € tao provdvel quanto em qualquer outro instante, porém se
constderarmos um intervalo de tempo € razodvel se esperar um mator numero de
chamadas ao se aumentar o intervalo de tempo. Considere agora as sequintes

aprorimacoes a Sequir:

Podemos considerar o intervalo de trés minutos subdividido em 9 subintervalos

de 20 segundos cada e encarar cada um desses subintervalos como um ensaio de
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um experimento onde observaremos ou nao uma chamada telefonica. Assim a pro-
babilidade de uma chamada telefonica ocorrer em 20 segundos deve ser igual a 0,5,
pois na central temos uma média de 1,5 chamadas por minuto e como 20 segundos
e igual a um ter¢o de 60 segundos (1 min) temos P(uma chamada em 20s) =
E -1,5 = 0,5. Desse modo podemos imaginar que a probabilidade de ocorrerem

3
2 chamadas em trés minutos (isto é, 2 chamadas em 9 tentativas) seja igual a

9 9
-(0,5)%-(0,5)" = 58 =~ (0,0703 como no modelo binomial.
2

O problema é que em cada ensaio (intervalos de 20s) pode acontecer nao s6
a chegada de uma ligacao, mais de duas, trés ou mais ligacbes. Assim o céalculo
acima perde a eficiéncia, pois no modelo binomial em cada ensaio, ou o evento
ocorre (uma vez) ou nao ocorre. A fim de encontrarmos um valor cada vez mais
préoximo do ideal, devemos dividir o intervalo de trés minutos em subintervalos
cada vez mais curtos, pois desta forma a probabilidade de chegarem mais que uma

chamada em cada subintervalo ird diminuir.

Considere agora o intervalo de trés minutos como 18 subintervalos de 10 se-
gundos cada. Dai a probabilidade de ocorrer uma chamada em 10 segundos
deve ser igual a 0,25 pois 10 segundos ¢ um sexto de 60 segundos e logo te-
mos P(uma chamada em 10s) = % -1,5 = 0,25. Segue que a probabilidade de
ocorrerem 2 chamadas em trés minutos (2 chamadas em 18 tentativas) e igual a

128 -(0,25)2 - (0,75)1¢ = 0,0958.

Realizando mais uma aproximacao podemos dividir trés minutos em 36 subin-

tervalos de 5 segundos cada, logo a probabilidade de uma chamada em 5 segundos

1
serd P(uma chamada em 5s) = ITh 1,5 = 0,125 e al a probabilidade de 2 cha-

36
madas em trés minutos (2 chamadas em 36 tentativas) serd -(0,125)2 -

2
(0,875)34 =2 0, 1050.

Realizamos até entao trés aproximacoes utilizando o modelo binomial

e Na primeiracomn =9, k=2ep=0,5;
e Na segunda com n =18, k=2 e p =0, 25;

e Na terceira com n =36, k =2 e p=0,125.

Note que o valor do produto n - p em cada aproximacao é
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n-p=9-0,5=18-0,25=36-0,125 = 4,5.

Assim seguindo com o raciocinio para obter subintervalos cada vez mais curto
devemos fazer n — oo e considerando o produto n - p e constante percebemos que
p— 0.

O exemplo acima retrata a ideia para obtermos a expressao do modelo de
Poisson que é a forma limite da expressao do modelo binomial quando n — oo e
admitimos n - p constante. Vejamos:

Temos que a expressao do modelo binomial é

n!

: L v S TR A
_ (n)(n—l)(n—]j)(n—k—i-l) (1= pyrh

A
fazendo n - p = A segue que p = — e 1 —p = 1 — — e substituindo na equacao
n n

SRS SUNES B B _
N (e  IHCC S
5003 (o) ) (2 2

1
Agora fazendo n — oo e considerando A constante segue que os termos <1 — —> .

acima,

n

2 k—1
(1 — —) e (1 — ( )) se aproximam da unidade. Tambem se aproxima da
n n

A\ " A"
unidade o fator (1 — —) e como € conhecido do Célculo o fator (1 — —) —

n n
e, onde “e”é o ntimero de Euller mencionado em 4.2. Portanto a expressiao do
modelo de Poisson de parametro A para calcular a probabilidade de k ocorréncias
de um evento A num dado intervalo de tempo (ou numa dada regiao espacial),
que denotaremos por Ppp(kA), é dada por

)\k
Ppo(kA) =e™ - T (4.1)

onde o parametro A corresponde ao nimero médio de eventos que ocorre em

determinado intervalo de tempo.
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Voltando ao exemplo anterior, seja A : “chegar chamada”, temos A = 4,5 pois
a média e de 1,5 chamadas por minuto, logo a probabilidade de chegar 2 chamadas
em 3 minutos sera

,9 (4’ 5)2

Ppo(QA) = 674 ol

~0,1124 = 11,24%

Exemplo 4.2. O Corpo de Bombeiros de uma determinada cidade recebe, em

média, 3 chamadas por dia. Qual a probabilidade de receber
a) 4 chamadas num dia;
b) Nenhuma chamada em um dia,

¢) 20 chamadas em uma semana.

Solugao: a) Seja o evento A : “receber chamada num dia”. Temos que A = 3

chamadas por dia em média e assim a probabilidade de 4 chamadas é
34
Ppo(44) = e - o = 0,1680 = 16, 80%.
30

b) Ppo(0A) =e? - o =~ (0,0498 = 4,98%.

c) Como a média é de 3 chamadas por dia, temos que em uma semana espera-
se um numero médio de 3 - 7 = 21 chamadas. Dai temos: B : “receber chamada
numa semana”’, A = 21 chamadas por semana, donde Ppp(20B) = e2! - 21 =

200
0,0867 = 8,67%.

OBS 3. Em um problema que possa ser resolvido pela distribuicao binomial para
encontrar a probabilidade desejada, quando n (nimero de ensaios) € grande as ve-
zes nos deparamos com cdlculos trabalhosos. Podemos entdo aplicar a distribuicdo
de Poisson para aproximar o resultado, porém haverd uma diferenca (um erro).
So que esse erro € bastante aceitdvel desde que o produto n - p seja “pequeno”,
1850 se deve ao fato de que na obtencao da expressao da distribuicao de Poisson,
quando n — oo temos p — 0. E, em geral, bastante dificil precisar um valor
mdzximo para o produto n - p, pois 0 mesmo estd assoctado ao “tamanho”do erro
cometido entre as aproximacoes. Dessa forma, restringir um valor para o erro

leva a um estudo avanc¢ado que deve ser realizado num curso de Fstatistica.

Exemplo 4.3. Uma pesquisa mostrou que 5% das televisoes fabricadas tem de-

feito. Qual a probabilidade de ao serem compradas 100 televisoes, 2 apresentarem

defeito?
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1 Solugao: Seja o evento T : “televisao ter defeito”. Aplicando a distribuigao

binomial com n = 100 ¢ £ = 2 temos

100
Pp(2T) = -(0,05)% - (0,95)% = 0,0811 = 8,11%.

2% Solugao: Considerando o mesmo evento 7" da 1% solugao: A média de
televisoes com defeito em 100 unidades é dada pelo produto n - p = 100 - 5% = 5,
portanto A = 5. Agora aplicando a distribuicao de Poisson temos

2

5
Ppo(2T) =e7® . o7 =0,0842 = 8,42%.

Pelos célculos acima percebemos uma diferenca de aproximadamente (0, 0842—

0,0811) = 0,0031. Um erro bastante aceitavel para n =100 e n-p = 5.

OBS 4. Em geral, se n > 100 e n-p < 10 o erro cometido serd razoavelmente

adequado.

Exemplo 4.4. Suponhamos que a receita federal tenha informacgoes que o numero
médio de declaracoes preenchidas com fraude seja em média de 2 a cada 1000

declaragoes. Calcule a probabilidade de em 1000 declaracoes enviadas chegarem:
a)duas declaragoes com fraude;
b)menos de duas com fraude;

c)mais de duas com fraude.

Solugao: Temos A =2 e se A : “chegar declaracao com fraude”, teremos
2

2
a) Ppo(2A) =e 2. 5 = 27,07%.

20 21
b) Ppo(OA) =e2. a + Po(lA) =e 2. F = 40,60%
¢) A probabilidade de duas ou menos é 27,07% + 40, 60% = 67,67%. Portanto

a de mais de duas é 1 — 67,67% = 32, 33%.

Exemplo 4.5. Um dado € formado por chapas de pldstico de 10 x 10 ¢m. Em
média aparecem 50 defeitos por metro quadrado de plastico, seqgundo uma distri-

buicao de Poisson.

a) Qual a probabilidade de uma determinada face apresentar exatamente 2
defeitos?

b) Qual a probabilidade de o dado apresentar no minimo dois defeitos?
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Solugao: a) Seja o evento D; : “uma face apresentar defeito”. Em média

5
aparecem: 50 defeitos/m? = 10000 defeitos/cm?. Como cada face tem 4rea igual
a 10cm x 10cm = 100 cm?, tem-se
50
A= ——
10000

defeitos/cm? x 100 em? = 0,5 defeitos por face. A probabilidade de uma face

apresentar dois defeitos sera

0,5 . (07 5)2 ~

Ppo(ZDl) =e ol = 7, 58%

b) Seja o evento D, : “o dado apresentar defeito”. No dado inteiro, a drea total

50
serd 6x100 cm? = 600 cm? e o ntimero médio de defeitos serd entdao: A = 10000
defeitos/cm? x 600 cm? = 3 defeitos. A probabilidade de o dado apresentar no

minimo dois defeitos sera
1 — [Ppo(0Ds) + Ppo(1D,)].

Assim

30
Ppo(ng) = 673 . a,

31
Ppo(2D;) =72 - i e;

1 —(0,0498 + 0, 1494) = 80, 08%.



Capitulo 5

Consideracoes finais

O grande motivo que nos levou a realizacao do presente estudo reside no
fato de que conhecimentos relativos a nogoes de probabilidade se fazem presentes,
atualmente, em propostas para o ensino de matematica desde os anos iniciais do
ensino fundamental. Esses estudos relativos a nocoes de probabilidade sao geral-
mente apresentados com o titulo tratamento da informagao que também consiste

de estudos sobre nocoes de combinatoria e de estatistica.

Dessa forma existe uma nova tendéncia que defende que conceitos basicos de
probabilidade, de combinatéria e de estatistica, como experimento aleatério, ex-
perimento deterministico, espago amostral, evento, principio multiplicativo, per-
mutacao simples e construcgao e interpretacao de graficos sejam apresentados ja no
ensino fundamental. O objetivo dessa tendéncia é possibilitar que os alunos desse
nivel de escolaridade possam ler, interpretar, construir graficos e tabelas para
que possam entender as informagoes ali contidas, que entendam diversos tipos de
agrupamentos para que possam lidar com a quantificacao de possibilidades para
uma tomada de decisao, que conhecam nogoes de probabilidade e estatistica para
lidar com situagoes do cotidiano tais como: risco, jogos de azar, clima, questoes
ambientais, questoes economicas, resultados de exames médicos, dentre outras
situacoes que envolvem acaso e incerteza.

Devido essa tendéncia acreditamos que o aluno chegando ao ensino médio ja
com certa familiaridade com esses conceitos fard com que o processo de ensino-
aprendizagem sobre esses topicos de matematica seja de certo modo facilitado o
que permitird um avanco no estudo dessas teorias bem como em suas aplicacoes.
Sendo assim escolhemos um desses tépicos, no caso aquele denominado proba-

bilidade, e procuramos através desse trabalho apresentar um texto que embora

90
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simples contemplasse alguns conceitos que, em geral, nao sao apresentados no

ensino médio, mas que possuem esséncia na matematica elementar.
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