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Resumo
Este trabalho tem como objetivo demonstrar de modo pratico os critérios de divisibi-
lidade de 2 a 97 no crivo de Eratostenes com os corte a direita e a esquerda, baseando-se
no método de multiplicagao e divisao egipcia. Todo processo é demostrado utilizando
a divisibilidade para nimeros inteiros, maximo divisor comum, ntmeros primos, de-

composicao em fatores primos e congruéncia.

Palavras-chave
Critérios de divisibilidade para nimeros inteiros, multiplicacao e divisao Egipcia,
maximo divisor comum, niimeros primos, decomposi¢ao em fatores primos e congruén-

cia.



Abstract
This work aims to demonstrate in a practical way the divisibility criteria 2-97 in
sieve Eratostenes with cutting the right and the left, based on the method of multipli-
cation and division Egyptian. The entire process is demonstrated using the divisibility
to whole numbers, greatest common divisor, prime numbers, decomposition in prime

factors and matching.

Keywords
Divisibility criteria to whole numbers, multiplication and division Egyptian, grea-

test common divisor, prime numbers, decomposition in prime factors and matching.
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1 Introducao

O foco deste trabalho sao os critérios de divisibilidade de nimeros inteiros positivos.
Os conteudos matematicos que serao apresentados estao ligados a estes critérios. Esta
introducao descreve as aflicoes pela quais passam alguns professores, em sala de aula,
quando buscam responder como os nimeros chegaram até nds e como os egipcios efe-
tuavam multiplicacoes e divisoes utilizando apenas sucessoes de duplicacoes, servindo

de fundamento aos critérios que serao desenvolvidos.

A Grande Invengao

Frequentemente sou indagado pelos meus alunos, com perguntas, talvez inocentes,
mas de relevancia para o processo de ensino aprendizagem. Perguntas como "Quem
inventou os nimeros? Para qué? Onde? Como eles calculavam?”. Estas perguntas se
bem trabalhadas e vivenciadas, dao uma melhor percepcao da matematica permitindo
aprendé-la e descobri-la.

E interessante observar que as historias da matematica e da humanidade fundem-se
uma na outra quando afirmam que a invencao dos niimeros deve ter correspondido as
preocupacoes de ordem préatica e utilitaria, assim como o fogo e a roda. Em suas buscas,
homens distantes no espaco e no tempo, postos em condicoes idénticas, alcancaram
resultados inteiramente analogos. Os algarismos 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8 e 9 descrevem
todos os nimeros que a mente humana pode imaginar de modo que tornou-se uma
linguagem universal entre os povos e nacoes do mundo atual.

Com a necessidade de efetuar contagens cada vez mais extensas, o processo de contar
foi sistematizado. Isso foi feito por meio dos algarismos acima mencionados colocando
0s numeros em grupos basicos convenientes, representando assim uma correspondéncia
com os elementos de um outro conjunto. Em [4] o autor descreve que o método consiste
em escolher um certo nimero b como base e atribuir nomes aos 1,2,3,...,b. Para os
nimeros maiores do que b os nomes eram essencialmente combinagoes dos nomes dos
numeros ja escolhidos.

Pensar que as quatro operacoes de aritmética, que hoje parece elementares, repre-
sentou durante alguns séculos, para milhares de homens, uma arte complexa, reservada
para poucos, geralmente sacerdotes. Que os calculos eram em sua maioria realizados
com os dedos da mao ou por fichas, e que contabilizavam-se com entalhes em madeiras
ou ossos de animais. Em [6] vé-se que para dominar os mistérios da multiplicacao e da
divisao, o filho de um rico comerciante da Idade Média necessitava de varios anos de

estudo e passava pelas vicissitudes de uma viagem por toda a Europa.
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Para os Egipcios a operacao aritmética fundamental era a adi¢ao, e as operagoes de
multiplicacao e divisao eram em geral efetuadas por uma sucessao de duplicagoes com
base no fato de que todo numero pode ser representado por uma soma de poténcias
de 2. Como exemplo de multiplicacao o produto de 29 por 35 pode ser encontrado,
dobrando o 1 até que o proximo dobro exceda o multiplicando 29. O trabalho pode ser

disposto como se segue:

x 1 35

2 70
x4 140
* 8 280
x 16 260

Como 29 = 16 + 8 + 4 + 1, somando-se os multiplos adequados de 35, isto é, aqueles
indicados por () chega-se a resposta 35 + 140 + 280 + 560 = 1015. E para, digamos,
dividir 814 por 31, dobra-se sucessivamente o divisor 31 até o ponto em que o proximo

dobro exceda o dividendo 814. O procedimento esta exposto abaixo:

1 31
* 2 62
4 124
* 8 248
* 16 496

Como

814 = 496 + 318
= 496 + 248 + 70
= 496 4248 +62 +8

vemos, observando as linhas com (*) na coluna acima, que o quociente é 164842 = 26
e que o resto é 8. Para [4] o processo egipcio de multiplicagio e divisao ndo so elimina
a necessidade de aprender uma tabua de multiplicacao, como também se amolda tanto

ao abaco que perdurou enquanto esse instrumento esteve em uso e mesmo depois.
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A seguir é apresentada, uma breve descricao de cada capitulo.

No Capitulo 2, sao estudadas propriedades elementares sobre divisibilidade no con-
junto dos ntimeros inteiros, sendo que o Algoritmo da Divisao (Teorema 2.4) apresenta-
se como o resultado mais importante. As noc¢oes de maximo divisor comum e de nu-
meros primos com um método pratico para os determinar, também sao enfatizadas.

No Capitulo 3, o conceito de congruéncia é introduzido e sao apresentadas as pro-
priedades que sao utilizadas para demonstrar os critérios de divisibilidade com a ideia
de corte a direita (Teorema 3.7, Corolarios 3.8 e 3.9) e do corte a esquerda (Teorema
3.10). Este ultimo fornece o resto quando um dado ntimero nao é divisivel (Observagao
3.16). Alguns exemplos mostram o funcionamento dos critérios.

No Capitulo 4 algumas aplicagoes dos critérios de divisibilidade sao apresentados
com o intuito de motivar o professor e desmistificar aqueles livros didaticos de mate-
matica que colocam alguns critérios de divisibilidade como intuteis.

No ultimo Capitulo as consideragoes finais desse trabalho sao feitas.
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2 Divisibilidade

Neste capitulo serao apresentados varios resultados basicos relacionadas a divisibilidade
no conjunto dos ntimeros inteiros. Serao enfatizados o algoritmo da divisao, a noc¢ao do
maximo divisor comum e o papel fundamental desempenhado pelos nimeros primos.

Para mais detalhes sobre o assunto as referéncias [3], [5], 8] e [11] sdo indicadas.

2.1 Divisibilidade

Definicao 2.1. Dados a,b € Z, com a # 0, dizemos que a divide b, denotamos por

a|b, seexistir um k € Z tal que b=a-k. Caso a nao divida b, escrevemos a1 b.

Proposigao 2.2. Sea,bec€Z,a|beb]|c, entioalc, coma ebD0.

Demonstragao: Por hipotese a | b e b | ¢, entdao pela Definigao 2.1 existem ky, ky € Z
tal que b =a - ky e ¢ = b - ky. Substituindo o valor de b na equacao ¢ = b - ky teremos

c=a-ky-kycomo ky,ky € Z implica que a | c. B
Proposicao 2.3. Se a,b,c,men€Z, c|laec|b, entioc| (m-atn-b).

Demonstragao: Por hipotese ¢ | a e ¢ | b, entao pela Definigao 2.1 existem ky, ky € Z
tal que a = c- ky e b = c¢- ko. Multiplicando-se estas duas equacoes respectivamente
por m e n teremos m-a=m-c-kyen-b=mn-c-ky. Somando-se membro a membro
obtemos m-a+n-b=m-c-k; +n-c-ky, o que implica

m-a+n-b=c-(m-ky+n-ke), ouseja, c| (m-a+n-b). De maneira analoga

J

ez
provamos que ¢ | (m-a—n-b). B
Teorema 2.4 (algoritmo da divisdo). Dados a e b € Z, com b # 0, existem tinicos q e
r €7 tais quea=b-q+1r, com 0 <r <|b|, (r=0<%<b|a). Tais inteiros q e r sao,

respectivamente, o quociente e o resto da divisao de a por b.

Demonstragao: Suponha primeiro que b > 0, e seja ¢ o maior inteiro tal que
b-g<a Entaiob-g<a<b-(q+1)=0b-q+0b,de modo que 0 < a—b-q<be basta
definir r =a —b-q. Se b <0, entao —b > 0, donde existem ¢, r € Z tais que
a=(=b)-q+r,com0<r < —b Dai,a=0b-(—q)+r,com0<r < —b=|b|. Desta
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forma, teremos garantida, a existéncia de ¢ e r. A fim de mostrarmos a unicidade,
suponha a existéncia de outro par ¢’ e v’ € Z, verificando:

a=b-qg+r=>0b-¢ +7r',com 0 <71 <|b|.

Disto tem-se (b-q+7)—(b-¢ +1")=0=b-(q—¢)=1"—r, ouseja, b| (r' —r).
Mas, como 1’ < b e r < b, tem-se |1’ —r| < be, como b | (r' —r) deve-se ter r’ —r =0

o que implica r =7r'. Logo ¢ -b=¢q-b= q= ¢/, uma vez que b # 0. B
Observacgao 2.5. O resto da divisao de a por b € zero se, e somente se, b | a.

Observagao 2.6. A demonstragao do Teorema 2.4 fornece um algoritmo ( isto €, um
procedimento executdvel ) para calcular o quociente e o resto da divisao de um nimero

por outro, por sublracoes sucessivas.

Exemplo 2.7. Calculemos a divisao de 23 por 5: 23 —3-5=8;23 —4-5 =3 < 5,

sendo g =4 er = 3.

2.2 Maximo Divisor Comum

Nesta secao sera apresentado um algoritmo pratico para encontrar o maximo divisor
comum entre dois nimeros inteiros, bem como vérios resultados do maximo divisor

comum que facilitam o processo de divisibilidade entre esses dois ntimeros.

Maximo Divisor Comum

Definicao 2.8. O mdzrimo divisor comum de dois inteiros positivos a e b, nao simul-

taneamente nulos, denotado por (a,b), é o maior inteiro positivo que divide a e b.

Algoritmo de Euclides: Segundo [5] o método, chamado de Algoritmo de Euclides,
¢ um primor do ponto de vista computacional e pouco conseguiu-se aperfeicod-lo em
mais de dois milénios. O algoritmo pode ser sintetizado e realizado na préatica.
Inicialmente, efetuamos a divisao a = b- ¢ + 1 e colocamos os niimeros envolvidos no

seguinte diagrama:

q1

1
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A seguir, continuamos efetuando a divisao b = r1 - g2 + 2 e colocamos os nimeros

envolvidos no diagrama:

q1 q2
a b T
1 T

Prosseguimos, enquanto for possivel, até obtermos:

q1 q2 q3 e qn—1 dn qn+1
a b T Ty . Tr—2 Tro1 rn = (a,b)
1 T r3 T4 . Tn 0

Exemplo 2.9. Calcule o mdzimo divisor comum de 168 e /9.

3 2 3

168 49 21 7 = (168, 49)

168 — 147 =21 49 —42 =17 21-21=0

Observacao 2.10. Note que o quociente nao interessa neste algoritmo. Basta o resto.
Definigao 2.11. Os inteiros a e b sao relativamente primos quando (a,b) = 1.

Teorema 2.12. Seja d € Z o mdximo divisor comum de a e b € Z, entao existem

inteiros ng € mq tais que d =ng - a+ mg - b.

Demonstracao: Seja B o conjunto de todas as combinacoes lineares n-a +m - b
onde n e m € Z. Este conjunto contém claramente, nimeros negativos, positivos e
também o zero. Sejam ng e mg tais que ¢ = ng - a + myg - b seja 0 menor inteiro positivo
pertencente ao conjunto B. Mostremos que ¢ | a e ¢ | b. Suponhamos que ¢t a. Neste
caso, pelo Teorema 2.4, existem ¢ e r tais que: a = ¢q-c+r com 0 < r < ¢. Portanto,

r=a—q-c=a—q-(ng-a+mg-b)=a-(1—q-ng)+ (—q-mp)-0b. Isto mostra que
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r € B, pois (1 —¢q-ng) e (—q-mg) €Z, o que é uma contradigdo, uma vez que

0 <r < cecéomenor elemento positivo de B. Logo, ¢ | a e de forma analoga se
prova que c | b.

Como d é um divisor comum de a e b, existem ki e ko € Z, tais que a = k; - d e

b= ky-d e, portanto, c:n0~a—|—m0-b:n0~k1~d+m0-k2«d:d-(n0~k1—|—m0«k22

.

€z
o que implica d | ¢ e como d < ¢ nao é possivel, uma vez que d é o maior divisor

comum, concluimos que d =ng-a+mg-b. A

Teorema 2.13. Dados d,m en € Z, tal que d = m -n e (m,n) = 1, entio d | a,

a € Z, se, e somente se, m | a en | a.

Demostragao: =) Como d | a, pela Defini¢ao 2.1, existe r € Z tal que a = d - r, mas
por hipotese d = m - n, donde a = m - n - r o que implicam | a e n | a.

<) Como m | a e n | a, pela Definigdo 2.1, existem 7 e ro € Z, tal que (a =m -1y e
a=mn-r9) (I), como por hipotese (m,n) =1 e d =m - n, segue-se do Teorema 2.12
que:

m-b+n-c=1( Multiplicando ambos os lados da igualdade por a )
m-b-a+mn-c-a=a ( Substituindo ( I ) na parte esquerda da igualdade )
m-b-n-ro+n-c-m-ri=a

m-n-(b-ro4+c-m)=a=>m-nla=d|a B

€z
Teorema 2.14. Sejam a,b ec€Z. Sea|b-c e (a,b) =1, entdo a | c.
Demostragao: Como (a,b) =1 pelo Teorema 2.12 existem inteiros n e m tais que
n-a-+m-b= 1. Multiplicando-se os dois lados desta igualdade por ¢ temos:

n-(a-c)+m-(b-c)=c. Como ala-ce,por hipotese, a | b- c entao, pela Proposigao
23,a|c. N

Teorema 2.15. Dados a,b € Z,a | b< (a,b) =a

Demostragao: =) Se a | b, entao pela Definigao 2.1 existe k € Z tal que b =a - k,
donde (a,b) = (a,a-k) =a-(1,k) = a, pois (1,k) =1
<) Se (a,b)=a=a|aealb N
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2.3 Numeros Primos

Nesta secao iniciaremos o estudo dos niimeros primos, um dos conceitos mais impor-
tantes da Matematica, e apresentamos um método pratico para determinar ntmeros

primos.

Definicao 2.16. Um inteiro p > 1 € primo se seus unicos divisores positivos forem 1
e p. Se o inteiro n > 1 nao € primo dizemos que n é composto, ou seja, n pode ser

sempre fatorado num produto n =0b-c, onde b,c > 1 sao inteiros.

Proposicao 2.17. Sejam a,b ep € Z. Sep|a-b, p primo, entao p| a ou p | b.
Demonstragao: Se p 1t a, entdo (a,p) = 1 o que implica, pelo Teorema 2.14, p | b. B

Teorema 2.18 (Teorema Fundamental da Aritmética). Todo inteiro n > 1 pode ser

representado de maneira unica (a menos da ordem) como um produto de fatores primos.

Demonstracao: Se n é primo nao ha nada a demonstrar. Suponhamos, pois n
composto. Seja p; > 1 o menor divisor positivo de n. Afirmamos que p; é primo. Isto
¢ verdade, pois, caso contrario existiria p, 1 < p < p; com p | n, contradizendo a
escolha de p;. Logo, n = py - n.

Se ny for primo a prova esta completa. Caso contrario, tomamos p, como o menor
fator de ny. Pelo argumento anterior, py é primo e temos que n = p; - Py - Na.
Repetindo este procedimento, obtemos uma sequencia decrescente de inteiros
positivos ny,ns, ..., n,. Como todos eles sao inteiros maiores do que 1, este processo
deve terminar. Como os primos na sequencia pi, po, . . ., Ppr 120 Sa0, necessariamente,

distintos, n terd, em geral, a forma:
_ na1,,02 af
n=pp. . -DP-

Para mostrarmos a unicidade usamos inducao em n. Para n = 2 a afirmagao é
verdadeira. Assumimos, entao, que ela se verifica para todos os inteiros maiores do
que 1 e menores que n. Vamos provar que ela também é verdadeira para n. Se n é
primo, nao ha nada a provar. Vamos supor, entao, que n seja composto e que tenha

duas fatoragoes, isto é,

n=pip2---Ps = q1q2 - qr.
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Vamos provar que s = 7 e que cada p; ¢ igual a algum ¢;. Como p; divide o produto
q192 - - - ¢ € portanto pela Proposicao 2.12 ele divide pelo menos um de seus fatores
¢;. Sendo apenas 1 e ¢; os divisores de ¢; e sendo p; # 1, entao p; = ¢;. Cancelando
p1 com ¢; na igualdade inicial, obtemos pops - - - ps = q2qs - - - ¢-- Repetindo essa
argumentacao o quanto for necessério, chegaremos a unicidade conforme o enunciado.
E claro que nio podera ocorrer ao fim algo como 1 = g1 - - - ¢, pois isto implicaria

¢r | 1, o que nao é possivel pois g, é primo. B

Lema 2.19 (Euclides). Todo inteiro n > 1 pode ser expresso como o produto de um

numero finito de primos, nao necessariamente distintos.

Demonstracao: Demonstracao por induc¢ao. Se n = 2, nada hé a fazer, pois 2 é
primo. Suponhamos, que todo inteiro n tal que 2 < n < m pode ser escrito como o
produto de um nimero finito de primos; provemos que este é também o caso para m:
se m for primo, nada hé a fazer. Senao, existem inteiros a e b tais que m = a - b, com
1 < a, b < m. Pela hipotese de inducao, a e b podem ser escritos como produtos de
numeros finitos de primos, digamos a = p1ps ... Pk, b= q1q2 ... q, com k, [l > 1e

D1, Pk, Gl > q primos. Logo, m =a-b=p;---prq-- - q, também o produto de

um numero finito de primos. W

Exemplo 2.20. O processo prdtico elementar usado para decompor um nimero em
fatores primos € baseado nos resultados do Teorema 2.18 e Lema 2.19. Por exemplo,

para n = 84, faz-se:

84 2
42 2
21 3
7 7
1

Assim, 84=2-2-3-7=22.3-7

Teorema 2.21 (Euclides). A sequéncia dos nimeros primos é infinita.
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Demonstracao: Suponhamos que a sequéncia dos primos seja finita. Seja pois,

D1, D2, - -+, Pn a lista de todos os primos. Consideremos o ntimero K = p1py---p, + 1.
E claro que K nao divisivel por nenhum dos p;. Mas, pelo Teorema 2.18, ou K é
primo ou possui algum fator primo e isto implica a existéncia de um primo que nao

pertence & nossa lista. Portanto a sequéncia dos niimeros primos nao pode ser finita.

Proposicao 2.22 (Eratostenes). Se um inteiro n > 1 for composto, entao n possui

um divisor primo p, tal que p < \/n.

Demonstracgao: Sejan =a-b, com 1 < a < b. Sendo p um divisor primo de a, segue

quep|nep*<a®*<a-b=n,demodoquep <. n N

O Crivo de Eratostenes: Como a multiplicacao é a operacao mais facil de executar
do que a divisao, Eratostenes, sabio grego do século III a.C., teve a ideia de organizar
os céalculos sob a forma do crivo bem conhecido, que leva seu nome. O crivo serve
para determinar todos os niimeros primos e também os fatores primos dos niimeros

compostos inferiores a um nimero n dado arbitrariamente.

Exemplo 2.23. Vamos ilustrar o processo tomando como exemplo n = 100. Opera-se
da sequinte maneira: escrevam-se todos os inteiros até 100; riscam-se todos os multiplos
de 2, superiores a 2; em cada nova etapa, sao riscados todos os multiplos do menor
inteiro p ainda nao riscado e que sao maiores do que p. Basta chegar-se ao numero p

tal que p* jd ultrapassa 100.
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2 3 4 5 6 7 g 9 1

11 Y2 13 y4 ¥ Yo 17 18 19 20

21 22 23 24 25 26 271 280 29 30

31 32 33 34 35 36 37 38 39 40

41 42 43 44 45 46 47 48 49 30

1 52 53 4 F F6 37T 8 59 60

61 62 63 ¢4 65 66 67 68 69 70

172 73 74 75 76 77 78 79 30

81 82 83 g4 g g 87 - 89 9P

91 92 93 94 95 96 97 98 99 100
Assim, todos os mailtiplos de 2,3,4,5,7,8,9,10 < /100 sdo crivados. O nimero 47 é
primo porque nao foi crivado. Entao, os numeros primos inferiores ou iguais a 100

sio 2, 3, 5, 7, 11, 13, 17, 19, 23, 29, 81, 37, J1, 43, 47, 53, 59, 61, 67, 71, 73, 79,
83, 89 e 97.

O processo constitui a base da teoria do crivo, que foi desenvolvida com o objetivo

de fornecer estimativas da quantidade de nimeros primos satisfazendo dadas condicgoes.
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3 Congruéncia

Neste capitulo apresentaremos a nogao de congruéncia e algumas propriedades que

utilizaremos nas demonstracoes de alguns critérios de divisibilidade.

3.1 Congruéncia

Definicao 3.1. Sejam a,b e m inteiros dados, sendo m > 1, dizemos que a € congru-
ente a b, mddulo m, denotamos a = b (mod m), se m | (a—0b). Sem{ (a—>b) dizemos

que a € incongruente a b médulo m e denotamos a Z b (mod m).

Exemplo 3.2. 13 =5 (mod 2) pois 2 | (13 —5). Como 516 e 6 = 17 — 11 temos que
17 # 11 (mod 5).

Teorema 3.3. Se a,b,c,d e m sao inteiros tais que a =b (mod m) e ¢ =d (mod m),

entao:
i) a+c=b+d (mod m)
ii) a—c=b—d (mod m)

iii) a-c=b-d (mod m)

Demostragao: i) De a =b (mod m) e c=d (mod m) temos a—b=4k-me

¢ —d = ki -m. Somando-se membro a membro obtemos

(a+c)—(b+d)=(k+ ki) -meisto implica a + ¢ = b+ d (mod m). ii) Basta
subtrair membro a membroa —b=%k-m e c—d = k; - m obtendo
(a—b)—(c—d)=(a—c)—(b—d) = (k— ki) -m o queimplicaa —c=b—d
(mod m). iii) Multiplicamos ambos os lados de a — b = k - m por ¢ e ambos os lados
c—d=k -mporb obtendoa-c—b-c=c-k-meb-c—b-d="0b-k,-m. Basta,
agora, somarmos membro a membro estas tltimas igualdades obtendo
a-c—b-c+b-c—b-d=a-c—b-d=(c-k+b-ky)-moqueimplicaa-c=b-d
(mod m). A

Proposicao 3.4. Sea, b, k e m sdo inteiros comk >0 ea =b (mod m), entio a* = bk

(mod m).
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Demonstracao: Como
a" —bF =(a—b) (a" T +a" 2 b+ a3 B4 a2+ V) e m | a — b segue-se

entao da Definicao 2.1 o resultado.

Exemplo 3.5. Vamos calcular o resto da divisao do mimero 17%°? por 13.

Solugdo Como 17 =4 (mod 13) e 16 = 3 (mod 13), seque da Proposi¢ao 3.4 que,
172002 = 42002 — 161001 = 31001 iy 13

Notando, agora, que 3> =1 (mod 13) e aplicando o Teorema 3.3 e a Proposicdio 3.4,

obtemos:
31001 — 32 . 3999 =9. (33)333 =9. 1333 — 9’ modulo 18

Entao, 17%°9%2 = 9 (mod 13), ou seja, 17?°°% deiza resto 9 na divisio por 13.

3.2 Critérios De Divisibilidade

Nesta subsecao demostraremos, utilizando congruéncia, os critérios de divisibilidade
dos nimeros de 2 a 11, além dos numeros primos do Exemplo do Crivo 2.23. Nao
demonstraremos os casos de nimeros compostos maiores que 10, pois de posse dos
Teoremas 2.13 e 2.18 e 0 Lema 2.19 eles recairao nos critérios ja demonstrados. Apre-
sentaremos também alguns resultados como o Corte a Direita e o Corte a Esquerda de

numeros que facilitarao todo o processo para verificacao dos critérios de divisibilidade.

Observacao 3.6. Para os testes de divisibilidade no sistema de numeracgao de base 10,
um ndmero n = ngng_1 ... N1 lido da esquerda para a direita pode ser escrito como a
soman = 10F-n, + 1051 ni_1 +...+10-n1 +ng o método para testar a divisibilidade
de n por d € o de reduzir essa soma e ver as informacoes que temos. Para facilitar a

notagdao, vamos escrever n = (Ngng_1 ...N1Ng)10-
Corte a Direita

Teorema 3.7. Seja d € Z. Se (d,10) = 1, entao existe um nimero u € Z tal que
10-u=1 (mod d). Tal niimero u é chamado o inverso de 10 modulo d e escrevemos
u =101 (mod d).
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Demostragao: De (d,10) = 1, segue-se do Teorema 2.12 que existem k e u € 7Z tal

quel=k-d+u-10=(-k)d=10-u—1=d|10-u—-1=10-u=1 (mod d). &
z
S

Corolario 3.8. Se u 107! (mod d), escrevemos n = (ngnp_1...nng)p e n' =

(ngng—1...n1)10+u-(ng). Temos que n € divisivel por d se, e somente se, n' é divisivel

por d.
Demostragao: Seja n = (ngng_1...n10g)10 tal que d | n. Logo:

(ngng—1...m1ng)10 =0 (mod d)
< 10 (ngng—1-..n1)10+ (ng) =0 (mod d)
0) =0 (mod d)

< 10 u- (ngng—1...n1)10 +u-(n
& (ngng—1...n1)10+u-(ng) =0 (mod d).m

Corolério 3.9. Se v = 1007 (mod d), escrevemos n = (ngng_1...naning)1p e n’ =
(ngnk—1...n2)10 + v - (ning). Temos que n é divisivel por d se, e somente se, n" é

divisivel por d.
Demostragao: Seja n = (ngng_1 ...naning)1o tal que d | n. Logo:

(ngngk—1...na9ning)10 =0 (mod d)
< 100 (ngng—_1...n2)10 + (n1mo) =0 (mod d)
< 100-v - (ngng—1...n2)10+v- (nng) =0 (mod d)
& (ngng—1...n2)10 +v - (nny) =0 (mod d).A

Corte a Esquerda

Teorema 3.10. Dado d € Z, com 100 = h (mod d),h € Z, seja n = (ngng_1 . ..Mn0)10,
n' =ng-h+(nk—1...n0)10, € Nk - h somado ao digito ng_o. Entaon =n' (mod d); em

particular, n é divisivel por d se, e somente se, n’' é divisivel por d.

Demostragao: Seja n = (ngng_1...ng)10, assumindo k£ > 2. Se 100 =k (mod d),

teremos:

n = (nknk_l . no)lg = Ng- 101C + (nk_l ce no)lo
= Nk - 100 - 10k_2 + (nk_l c. 7’LQ)10
= ng-h-10°2 4 (g1 ... 0o (mod d).
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Donde, d | n<d|n'.
O efeito da adigao de ng - h - 1072 com (ng_1 ...7n0)10 é 0 mesmo que a adicio de

ng - h a (nk_l c. no)l(). |

Critério de divisibilidade por 2. Um ntumero inteiro n é divisivel por 2 se, e
somente se, n termina em 0, 2, 4, 6, 8.

Demonstragao: Como 10 =0 (mod 2), segue-se do Teorema 3.3 item iii) e
Proposi¢ao 3.4 que n; - 10° = 0 (mod 2). Portanto, dado um niimero
n=(nm,_1--ng)ip=10"-n, +10"" - n,._; + ...+ 10" - ny + ng, temos que: n = ny
(mod 2). W

Critérios de divisibilidade por 3.

1°) Critério: Um ntmero n é divisivel por 3 se, e somente se, a soma dos algarismos
de n é divisivel por 3.

Demonstragao: Como 10 =1 (mod 3), pelo Teorema 3.3 e Proposicao 3.4 segue

n; - 10° = n; (mod 3). Isto mostra que, se

n=(nm,_1-+ng)io = 10" -n, + 10" - n,_; + ...+ 10" - ny + ng, entdo:
n=n,+mn_1+...+n;+ny (mod 3). A

2°) Critério: Dado um namero n, quando adicionamos o primeiro algarismo n; de n
ao resultado do ntimero inicial a partir da posigao ny_s pela supressao do primeiro
algarismo ng, se o resultado for multiplo de 3, o ntimero original sera multiplo de 3.
Se o nimero obtido ainda for grande, repete-se o processo até que se possa verificar a
divisao por 3.

Demonstragao: Seja n = (ngng_1mg_o - ng)10, como 100 =1 (mod 3), segue-se do

Teorema 3.10 que:

n = (nknk_l . no)lo = Ng- 10k + (nk_l . no)lo

ng-1-10"2 + (ng_1...n0)10  (mod 3),k > 2.1

Critério de divisibilidade por 4. Um ntumero n é divisivel por 4 se, e somente se,
os dois 1ltimos algarismos de n formarem um ntimero divisivel por 4.
Demonstragao: Como 10 = 2 (mod 4) e pela Proposi¢ao 3.4, teremos

10> =22 =4 =0 (mod 4), segue do Teorema 3.3 que n; - 10° =0 (mod 4), para i > 2.

[sto mostra que, se
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n=(nm,_1---ng)ip= 10" -n, + 10" - n,_; + ...+ 10%- ny + 10* - ny + ng, entdo:

n = 10" n;+10-n; +ng (mod 4)
n = 10-n; +ng (mod 4)
(n1n0)10 (mod 4).

S
Il

Critério de divisibilidade por 5. Um ntumero n é divisivel por 5 se, e somente se,
o ultimo algarismo de n é 0 ou 5.

Demonstragao: Como 10 =0 (mod 5), pelo Teorema 3.3 e Proposicao 3.4 segue

n; - 10° =0 (mod 5). Isto mostra que, se

n=(nm,_1--ng)o=10"-n, + 10" - n,_; + ...+ 10" - ny + ng, entao:

n=mny (mod5). A

Critério de divisibilidade por 6. Um numero n é divisivel por 6 se, e somente se,
n é divisivel por 2 e 3.

Demonstragao: Como podemos decompor 6 =2 -3 e (2,3) = 1, segue do Teorema
213 que2|ne3d|n A

Critérios de divisibilidade por 7.

1°) Critério: Dado um ntumero n, quando multiplicamos o tltimo algarismo de n
por 2 e subtraimos o resultado do niimero obtido do ntimero inicial pela supressao do
ultimo algarismo, se o resultado for miltiplo de 7, o nimero original serd multiplo de
7. Se o numero obtido ainda for grande, repete-se o processo até que se possa verificar
a divisao por 7. ( Obs: segundo [12] esse critério ja era conhecido pelos Babilonicos.)
Demonstragao: Como (7,10) = 1, segue-se pelo Teorema 3.7 que existe u € Z, onde
u=—2,tal que 10- (—=2)=1 (mod 7) = —20=1 (mod 7) = 7| —20 — 1 = —21.
Portanto, sendo n = (n.n,_1 - - - ng)10, segue-se, entdo do Corolario 3.8 que;
(ngnk—1...m1)10—2-(ng) =0 (mod 7). A

2°) Critério: Dado um nimero n, quando multiplicamos o primeiro algarismo ny, de
n por 2 e adicionamos ao resultado do ntiimero inicial a partir da posicao ny_o pela
supressao do primeiro algarismo nyg, se o resultado for multiplo de 7, o nimero
original serd miltiplo de 7. Se o niimero obtido ainda for grande, repete-se o processo

até que se possa verificar a divisao por 7.
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Demonstragao: Seja n = (ngng_1mg_2 - Ng)10, como 100 =2 (mod 7), segue-se do

Teorema 3.10 que:

n = (nknk_l . no)lo = Ng- 10k + (nk_l . no)lo

ng-2-10°2 + (ng_1...ng)w  (mod 7),k > 2.0

Exemplo 3.11. Verificar se o numero 248738 é divisivel por 7:

Pelo 1°) critério de divisibilidade de 7, teremos:

248738
— 16
24857
- 14
2471
-2
245
- 10

14

Donde, temos que 14 € multiplo de 7, ou seja, 248738 ¢ divisivel por 7. B

Verificando pelo 2°) critério de divisibilidade de 7, temos:
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248738

+ 4
52738
+ 10
3738
+ 6
798
+ 14
112

+ 2

14
Donde, vemos claramente que 2487738 =0 (mod 7). W

Critérios de divisibilidade por 8.

1°) Critério: Um ntumero n é divisivel por 8 se, e somente se, os trés tltimos
algarismos de n formarem um niimero divisivel por 8.

Demonstragao: Como 10 =2 (mod 8) e pela Proposigao 3.4, teremos

10? =23 =8 =0 (mod 8), segue do Teorema 3.3 que n; - 10° = 0 (mod 8), para i > 3.
[sto mostra que, se

n=(nm,_1-ng)io= 10" -n, + 10" - n,_; + ...+ 10% - n3 + 10% - ny + 10' - ny + ny,

entao:

n=10"-n; +10* - ny + 10 - n; + ng (mod 8)

n = (n2n1n0)10 (mod 8) [ |

2°) Critério: Dado um nimero n, quando multiplicamos o primeiro algarismo ny, de
n por 4 e adicionamos ao resultado do ntimero inicial a partir da posicao ny_o pela
supressao do primeiro algarismo ny, se o resultado for miltiplo de 8, o niimero
original serd miltiplo de 8. Se o niimero obtido ainda for grande, repete-se o processo

até que se possa verificar a divisao por 8.

29



Demonstragao: Seja n = (ngng_1mg_2 - Ng)10, como 100 =4 (mod 8), segue-se do

Teorema 3.10 que:

n = (nknk_l . no)lo = Ng- 10k + (nk_l . no)lo

ng-4-10°2 + (ng_1...ng)w (mod 8),k > 2.1

Critérios de divisibilidade por 9.

1°) Critério: Um ntimero n é divisivel por 9 se, e somente se, a soma dos algarismos
de n é divisivel por 9.

Demonstragao: Como 10 =1 (mod 9) e pelo Teorema 3.3 e Proposicao 3.4 segue-se
n; - 10° = n; (mod 9). Isto mostra que, se

n=nm,_1---ng)o=10"-n.+ 10" - n,_; +...+ 10" - n; + ng, entdo:
n=n,+n._1+...+n;+ne (mod9). W

2°) Critério: Dado um namero n, quando adicionamos o primeiro algarismo n; de n
ao resultado do ntimero inicial a partir da posi¢ao ny_o pela supressao do primeiro
algarismo ng, se o resultado for multiplo de 9, o ntimero original sera multiplo de 9.
Se o nimero obtido ainda for grande, repete-se o processo até que se possa verificar a
divisao por 9.

Demonstragao: Seja n = (ngng_1mg_2 - Ng)10, como 100 =1 (mod 9), segue-se do

Teorema 3.10 que:

n = (nknk_l . 7’L0)10 = Nk - 10k + (nk_l c. no)lg

= Ng- 1. 10k_2 + (nk._l .. .no)lo (HlOd 9), k Z 2.1

Exemplo 3.12. Vamos verificar se o nimero 174321 é divisivel por 9:
Pelo 1°) critério de divisibilidade de 9, teremos: 1+7+4+3+2+1 = 18 que é mailtiplo
de 9. Logo, o numero 174321 € divisivel por 9. R

Verificando pelo 2°) critério de divisibilidade de 9, temos:
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174321

+ 1
75321
+ 7
6021
- 6
81

+ 8
9
Donde, vemos claramente que 174321 =0 (mod 9). W

Critério de divisibilidade por 10. Um nimero n é divisivel por 10 se, e somente
se, o ultimo algarismo de n termina em 0.

Demonstragao: Como 10 =0 (mod 10) e pelo Teorema 3.3 e Proposi¢ao 3.4
segue-se n; - 10° = 0 (mod 10). Isto mostra que, se

n=nm,_1---n9)10=10"-n,.+ 10" - n,_; +... + 10" - n; + ng, entdo:

n =ng (mod 10). W

Critérios de divisibilidade por 11.

1°) Critério: Dado um ntumero inteiro n, sejam P e [ as somas dos algarismos de
ordem par e impar de n, respectivamente. Se P — [ é multiplo de 11, entao n é
miltiplo de 11.

Demonstragao: Como 10 = —1 (mod 11) e pelo Teorema 3.3 e Proposi¢ao 3.4
segue-se 10° = —1 (mod 11) se i ¢ impar e 10’ =1 (mod 11) se i é par. Isto mostra

que, se n.= (nn,_1-+-ng)o = 10" -m, + 10" - n,_y + ... + 10" - ny + ng, entdo:

ng = ng (mod 11)
10-ny = —ny (mod 11)
102-n; = ny (mod 11)
10"a, = (-1)"-a, (mod 11)
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Logo:

n=10"n.+10"" - n,_y+...+10  ny+ny=ng—ny+ny—...+(=1)" (mod 11) W
2°) Critério: Dado um namero n, quando subtraimos o ultimo algarismo de n ao
resultado do niimero obtido do nimero inicial pela supressao do tultimo algarismo, se
o resultado for multiplo de 11, o niimero original serd multiplo de 11. Se o niimero
obtido ainda for grande, repete-se o processo até que se possa verificar a divisao por
11.

Demonstragao: Como (11,10) = 1, segue-se do Teorema 3.7 que existe u € Z, onde
u=—1, tal que 10- (—=1) =1 (mod 11) = —10=1 (mod 11) = 11| -10 — 1 = —11.
Portanto, sendo n = (n,n,_1 -+ - ng)10, segue-se do Coroléario 3.8 que;
(ngng—1...m1)10— 1-(ng) =0 (mod 11). W

3°) Critério: Dado um namero n, quando adicionamos o primeiro algarismo n; de n
ao resultado do ntimero inicial a partir da posi¢ao ny_s pela supressao do primeiro
algarismo nyg, se o resultado for miltiplo de 11, o niimero original sera miltiplo de 11.
Se o numero obtido ainda for grande, repete-se o processo até que se possa verificar a
divisao por 11.

Demonstracao: Seja n = (ngng_1Mg—2 - - No)10, como 100 = 1 (mod 11), segue-se do

Teorema 3.10 que:

n=(ngng_1...m0)10 = ng-10F 4+ (ng_1...n0)10

ng-1-10"2 + (ng_y...ng)10 (mod 11),k > 2.1A

Exemplo 3.13. Verificar se o numero 4520835 é divisivel por 11:

Pelo 1°) critério de divisibilidade de 11, teremos: 5—3+8 —0+2—5+4 =11 que é
maultiplo de 11. Logo, o numero 4520835 ¢ divisivel por 11. B

Verificando pelo 2°) critério de divisibilidade de 11, temos:
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4520835

— )

452078

— 8

45199

— 9

4510/
- 0

45Y
- 1

a4
- 4

0

Donde, vemos que 0 € maltiplo de 11,0u seja, 4520835 € divisivel por 11. B

Pelo 3°) critério de divisibilidade de 11, temos:
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4520835

+ 4
560835
+ 5
(5835
+ 6
6435
+ 6
495

+ 4

99
Donde, vemos 99 é maltiplo de 11, ou seja, 4520835 =0 (mod 11).H

Critérios de divisibilidade por 13.

1°) Critério: Dado um numero n, quando multiplicamos o tltimo algarismo de n
por 4 e somamos ao resultado do nimero obtido do niimero inicial pela supressao do
ultimo algarismo, se o resultado for multiplo de 13, o niimero original ser4 multiplo de
13. Se o niimero obtido ainda for grande, repete-se o processo até que se possa
verificar a divisao por 13.

Demonstragao: Como (13,10) = 1, segue-se do Teorema 3.7 que existe u € Z, onde
u=4, tal que 10-4 =1 (mod 13) = 40 =1 (mod 13) = 13 | 40 — 1 = 39. Portanto,
sendo n = (n;n,_1 -+ nog)10, segue-se do Corolario 3.8 que;

(ngng—1...n1)10+4-(ng) =0 (mod 13). W

2°) Critério: Dado um niimero n, quando multiplicamos o primeiro algarismo ny, de
n por 4 e subtraimos o resultado do niimero inicial a partir da posicao ni_o pela
supressao do primeiro algarismo nyg, se o resultado for miltiplo de 13, o nimero
original serd multiplo de 13. Se o niimero obtido ainda for grande, repete-se o

processo até que se possa verificar a divisao por 13.
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Demonstragao: Seja n = (ngng_1mg_o - - no)10, como 100 = (—4) (mod 13),

segue-se do Teorema 3.10 que:

n = (nknk_l ce no)lo = Ng - 10k + (nk_l ce Tbo)lo

ng - (—4) - 1072 + (ng_1...ng)w  (mod 13),k > 2.1

Exemplo 3.14. Verificar se o numero 221 é divisivel por 13:

Pelo 1°) critério de divisibilidade de 13, teremos:

221
+ 4

26

Donde, temos que 26 é mailtiplo de 13, ou seja, 221 =0 (mod 13). A
Verificando pelo 2°) critério de divisibilidade de 13, temos:

221
- 8
13

Donde, vemos claramente que 13 =0 (mod 13). B

Exemplo 3.15. Verificar se o numero 283757 € divisivel por 135:

Pelo 1°) critério de divisibilidade de 13, teremos:
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283757

+ 28
28403
+ 12
2852
+ 8
203
— 12
41

Donde, vemos que 41 nao é divisivel por 13, pois 41 = 13 - 3 + 2, mas 283757 # 2
(mod 13); portanto, 283757 nao € divisivel por 15. B
Pelo 2°) critério de divisibilidade de 13, temos:

283757
~ 8

75757

~ 28
2057

- 8
877
- 32
45

Donde, vemos que 45 nao € divisivel por 13, pois 45 = 13 - 3+ 6, ou seja, 283757 =6

(mod 13); portanto 283757 nao é divisivel por 13, mas deiza resto 6 na divisao.l
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Observacao 3.16. A escolha do critério dependerd da capacidade de interpretagao e
da utilizacao que cada um propoe a fazer. Como visto no exemplo anterior, o critério
de divisibilidade do corte a esquerda nos fornece o resto, se um dado nimero nao é

divisivel por um outro.

Critérios de divisibilidade por 17.

1°) Critério: Dado um ntumero n, quando multiplicamos o tltimo algarismo de n
por 5 e subtraimos o resultado do niimero obtido do ntimero inicial pela supressao do
ultimo algarismo, se o resultado for multiplo de 17, o niimero original serd multiplo de
17. Se o niimero obtido ainda for grande, repete-se o processo até que se possa
verificar a divisao por 17.

Demonstragao: Como (17,10) = 1, segue-se do Teorema 3.7 que existe u € Z, onde
u= -5, tal que 10- (=5) =1 (mod 17) = —50 =1 (mod 17) = 17| =50 — 1 = —51.
Portanto, sendo n = (n.n,_1 - - - ng)10, segue-se do Corolario 3.8 que;

(ngng—1...m1)10 — 5 (ng) =0 (mod 17). A

2°) Critério: Dado um nimero n, quando multiplicamos o primeiro algarismo ny, de
n por 2 e subtraimos o resultado do niimero inicial a partir da posicao ny_o pela
supressao do primeiro algarismo nyg, se o resultado for multiplo de 17, o niimero
original serd miltiplo de 17. Se o nimero obtido ainda for grande, repete-se o
processo até que se possa verificar a divisao por 17.

Demonstragao: Seja n = (ngng_1mg_2- - no)10, como 100 = (—2) (mod 17),

segue-se do Teorema 3.10 que:

n=(ngng_1...m0)10 = nx-10° 4+ (ng_1...n0)10

ng - (—2) - 1072 + (ng_1...ng)w  (mod 17),k > 2.1

Exemplo 3.17. Verificar se o numero 25428 € divisivel por 17:

Pelo 1°) critério de divisibilidade de 17, teremos:
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25428

2502

24(
- 0

24

Donde, vemos que 24 nao é divisivel por 17, pois 24 = 17 -1+ 7, mas 25428 £ 7
(mod 17); portanto, 25428 nao é divisivel por 17. B
Pelo 2°) critério de divisibilidade de 17, temos:

25428
- 4

5028
— 10
- 72

Donde, vemos que -72 nao € divisivel por 17, pois —72 = 17 - (=5) 4+ 13, ou seja,
25428 = 13 (mod 17); portanto 25428 nao é divisivel por 17, mas deiza resto 13 na

divisao.l

Critério de divisibilidade por 19.

1°) Critério: Dado um numero n, quando multiplicamos o tltimo algarismo de n
por 2 e somamos ao resultado do nimero obtido do niimero inicial pela supressao do
ultimo algarismo, se o resultado for miltiplo de 19, o niimero original serda multiplo de
19. Se o niimero obtido ainda for grande, repete-se o processo até que se possa
verificar a divisao por 19.

Demonstragao: Como (19,10) = 1, segue-se do Teorema 3.7 que existe u € Z, onde
u=2 talque 10-2=1 (mod 7) =20 =1 (mod 19) = 19| 20 — 1 = 19. Portanto,
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sendo n = (n.n,_1 -+ ng)10, segue-se do Corolario 3.8 que;

(ngng—1...n1)10+2+(ng) =0 (mod 19). A

2°) Critério: Dado um nimero n, quando multiplicamos o primeiro algarismo ny, de
n por 5 e adicionamos ao resultado do nimero inicial a partir da posicao ny_o pela
supressao do primeiro algarismo nyg, se o resultado for miltiplo de 19, o niimero
original serd multiplo de 19. Se o niimero obtido ainda for grande, repete-se o
processo até que se possa verificar a divisao por 19.

Demonstragao: Seja n = (ngng_1mg_2 - No)10, como 100 =5 (mod 19), segue-se do

Teorema 3.10 que:

n = (nknk_l ce no)lo = ng- 10’C + (nk_l ce ’I’Lo)lo

ng -5 10572+ (np_y...ng)10  (mod 19),k > 2.A

Critério de divisibilidade por 23. Dado um nimero n, quando multiplicamos o
ultimo algarismo de n por 7 e somamos ao resultado do niimero obtido do niimero
inicial pela supressao do ultimo algarismo, se o resultado for multiplo de 23, o niimero
original serd miiltiplo de 23. Se o ntimero obtido ainda for grande, repete-se o
processo até que se possa verificar a divisao por 23.

Demonstragao: Como (23,10) = 1, segue-se do Teorema 3.7 que existe u € Z, onde
u="7,tal que 10-7=1 (mod 23) = 70 =1 (mod 23) = 23 | 70 — 1 = 69. Portanto,
sendo n = (n.n,_1 -+ ng)o, segue-se do Corolario 3.8 que;

(ngng—1...11)10+ 7+ (no) =0 (mod 23). W

Critério de divisibilidade por 29. Dado um numero n, quando multiplicamos o
ultimo algarismo de n por 3 e somamos ao resultado do nimero obtido do niimero
inicial pela supressao do ultimo algarismo, se o resultado for multiplo de 29, o nimero
original serd multiplo de 29. Se o niimero obtido ainda for grande, repete-se o
processo até que se possa verificar a divisao por 29.

Demonstragao: Como (29,10) = 1, segue-se do Teorema 3.7 que existe u € Z, onde
u =3, tal que 10-3 =1 (mod 29) = 30 =1 (mod 29) = 29 | 30 — 1 = 29. Portanto,
sendo n = (n;n,_1 -+ no)10, segue-se do Corolario 3.8 que;

(ngng—1...m1)10+ 3+ (ng) =0 (mod 29). A

Critério de divisibilidade por 31. Dado um nimero n, quando multiplicamos o
ultimo algarismo de n por 3 e subtraindo o resultado do nimero obtido do niimero

inicial pela supressao do ultimo algarismo, se o resultado for multiplo de 31, o nimero
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original serd miltiplo de 31. Se o ntimero obtido ainda for grande, repete-se o
processo até que se possa verificar a divisao por 31.

Demonstragao: Como (31,10) = 1, segue-se do Teorema 3.7 que existe u € Z, onde
u= -3, tal que 10-(=3) =1 (mod 31) = —30=1 (mod 31) = 31| —=30 — 1 = —31.
Portanto, sendo n = (n.n,_1 - - ng)10, segue-se do Corolario 3.8 que;

(ngnk—1...m1)10 —3-(ng) =0 (mod 31). W

Critério de divisibilidade por 37. Dado um ntmero n, quando multiplicamos o
ultimo algarismo de n por 26 e somamos ao resultado do nimero obtido do nimero
inicial pela supressao do ultimo algarismo, se o resultado for multiplo de 37, o niimero
original serd multiplo de 37. Se o niimero obtido ainda for grande, repete-se o
processo até que se possa verificar a divisao por 37.

Demonstragao: Como (37,10) = 1, segue-se do Teorema 3.7 que existe u € Z, onde
u = 26, tal que 10-26 =1 (mod 37) = 260 =1 (mod 37) = 37 | 260 — 1 = 259.
Portanto, sendo n = (n,n,_1 - - - ng)10, segue-se do Corolario 3.8 que;

(ngng—1...m1)10 + 26 - (ng) =0 (mod 37). W

Critério de divisibilidade por 41. Dado um numero n, quando multiplicamos o
ultimo algarismo de n por 4 e subtraimos o resultado do ntimero obtido do nimero
inicial pela supressao do ultimo algarismo, se o resultado for multiplo de 41, o nimero
original serd multiplo de 41. Se o niimero obtido ainda for grande, repete-se o
processo até que se possa verificar a divisao por 41.

Demonstragao: Como (41,10) = 1, segue-se do Teorema 3.7 que existe u € Z, onde
u = —4, tal que 10- (—4) =1 (mod 41) = —40=1 (mod 41) = 41 | —40 — 1 = —41.
Portanto, sendo n = (n,n,_1 - - - ng)10, segue-se do Corolario 3.8 que;

(ngng—1...n1)10 —4-(ng) =0 (mod 41). B

Critério de divisibilidade por 43. Dado um nimero n, quando multiplicamos o
ultimo algarismo de n por 13 e somamos ao resultado do ntimero obtido do nimero
inicial pela supressao do ultimo algarismo, se o resultado for multiplo de 43, o niimero
original serd multiplo de 43. Se o niimero obtido ainda for grande, repete-se o
processo até que se possa verificar a divisao por 43.

Demonstragao: Como (43,10) = 1, segue-se do Teorema 3.7 que existe u € Z, onde
u =13, tal que 10-13 =1 (mod 43) = 130 =1 (mod 43) = 43 | 130 — 1 = 129.
Portanto, sendo n = (n,n,_1 -+ - ng)10, segue-se do Coroléario 3.8 que;

(ngng—1...m1)10 + 13- (ng) =0 (mod 43). A
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Critério de divisibilidade por 47. Dado um nimero n, quando multiplicamos o
primeiro algarismo n; de n por 6 e adicionamos ao resultado do niimero inicial a
partir da posicao nx_o pela supressao do primeiro algarismo ny, se o resultado for
multiplo de 47, o nimero original serd multiplo de 47. Se o nimero obtido ainda for
grande, repete-se o processo até que se possa verificar a divisao por 47.
Demonstracao: Seja n = (ngng_1mg—2 - No)10, como 100 = 6 (mod 47), segue-se do

Teorema 3.10 que:

n=(ngng_1...10)10 = ng- 10"+ (ng_1...n0)10

= n-6-10"2 4+ (np_1...m0)10 (mod 47),k > 2.0

Critérios de divisibilidade por 53.

1°) Critério: Dado um nimero n, quando multiplicamos os dois ultimo algarismo de
n por 9 e subtraimos o resultado do nimero obtido do nimero inicial pela supressao
dos dois tltimo algarismo, se o resultado for miltiplo de 53, o nimero original sera
multiplo de 53. Se o nimero obtido ainda for grande, repete-se o processo até que se
possa verificar a divisao por 53.

Demonstragao: Como (53,10) = 1, segue-se pelo Teorema 3.7 que existe v € Z,
onde v = —9, tal que 100 - (—=9) =1 (mod 53) = —900 = 1

(mod 53) = 53 | =900 — 1 = —900. Portanto, sendo n = (n,m,_1 - - - nan1Mg)10,

segue-se, entao do Corolario 3.9 que; (ngng_1...12)10 — 9 - (n1ng) =0 (mod 53). A

2°) Critério: Dado um namero n, quando multiplicamos o primeiro algarismo ny de
n por 6 e subtraimos o resultado do ntimero inicial a partir da posigao ny_s pela
supressao do primeiro algarismo nyg, se o resultado for multiplo de 53, o nimero
original serd multiplo de 53. Se o niimero obtido ainda for grande, repete-se o
processo até que se possa verificar a divisao por 53.

Demonstracao: Seja n = (ngng_1ng—2 - - ng)10, como 100 = (—6) (mod 53),

segue-se do Teorema 3.10 que:

n = (nknk_l ce no)lo = Ng- 10k + (nk_l ce no)lo

ng - (—6) - 10F72 + (ng—1...m0)10 (mod 53),k > 2.1

Critério de divisibilidade por 59. Dado um nimero, n quando multiplicamos o
ultimo algarismo de n por 6 e somamos ao resultado do niimero obtido do niimero

inicial pela supressao do ultimo algarismo, se o resultado for multiplo de 59, o niimero
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original serd miltiplo de 59. Se o ntimero obtido ainda for grande, repete-se o
processo até que se possa verificar a divisao por 59.

Demonstragao: Como (59, 10) = 1, segue-se do Teorema 3.7 que existe u € Z, onde
u =06, tal que 10-6 =1 (mod 59) = 60 =1 (mod 59) = 59 | 60 — 1 = 59. Portanto,
sendo n = (n.n,_1 -+ ng)10, segue-se do Corolario 3.8 que;

(ngng—1...m1)10+ 6 (ng) =0 (mod 59). A

Critério de divisibilidade por 61. Dado um ntmero n, quando multiplicamos o
ultimo algarismo de n por 6 e subtraimos o resultado do niimero obtido do nimero
inicial pela supressao do ultimo algarismo, se o resultado for multiplo de 61, o niimero
original serd multiplo de 61. Se o niimero obtido ainda for grande, repete-se o
processo até que se possa verificar a divisao por 61.

Demonstragao: Como (61,10) = 1, segue-se do Teorema 3.7 que existe u € Z, onde
u = —6, tal que 10-(—6) =1 (mod 61) = —60 =1 (mod 61) = 61 | =60 — 1 = —61.
Portanto, sendo n = (n,n,_1 - - - ng)10, segue-se do Corolario 3.8 que;

(ngng—1...n1)10 — 6 (ng) =0 (mod 61). W

Critério de divisibilidade por 67. Dado um ntmero n, quando multiplicamos o
ultimo algarismo de n por 20 e subtraimos o resultado do nimero obtido do ntimero
inicial pela supressao do ultimo algarismo, se o resultado for multiplo de 67, o nimero
original serd multiplo de 67. Se o niimero obtido ainda for grande, repete-se o
processo até que se possa verificar a divisao por 67.

Demonstragao: Como (67,10) = 1, segue-se do Teorema 3.7 que existe u € Z, onde
u = —20, tal que 10+ (—20) =1 (mod 67) = —200 =1

(mod 67) = 67| —200 — 1 = —201. Portanto, sendo n = (n,71,_1 - - - ng)10, segue-se do
Corolario 3.8 que; (ngng—1...n1)10 — 20 - (ng) =0 (mod 67). A

Critério de divisibilidade por 71. Dado um nimero n, quando multiplicamos o
ultimo algarismo de n por 7 e subtraimos o resultado do ntimero obtido do nimero
inicial pela supressao do ultimo algarismo, se o resultado for multiplo de 71, o niimero
original serd multiplo de 71. Se o niimero obtido ainda for grande, repete-se o
processo até que se possa verificar a divisao por 71.

Demonstragao: Como (71,10) = 1, segue-se do Teorema 3.7 que existe u € Z, onde
u=—7,tal que 10- (=7) =1 (mod 71) = =70 =1 (mod 71) = 71 | =70 — 1 = —T71.
Portanto, sendo n = (n,n,_1 -+ - ng)10, segue-se do Coroléario 3.8 que;
(ngng—1...m1)10—7-(no) =0 (mod 71). A
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Critério de divisibilidade por 73. Dado um nimero n, quando multiplicamos o
ultimo algarismo de n por 22 e somamos ao resultado do niimero obtido do niimero
inicial pela supressao do ultimo algarismo, se o resultado for multiplo de 73, o nimero
original serd miltiplo de 73. Se o ntimero obtido ainda for grande, repete-se o
processo até que se possa verificar a divisao por 73.

Demonstracgao: Como (73,10) = 1, segue-se do Teorema 3.7 que existe u € Z, onde
u =22, tal que 10-22 =1 (mod 73) = 220 =1 (mod 73) = 73 | 220 — 1 = 219.
Portanto, sendo n = (n.n,_1 - - ng)i0, segue-se do Corolario 3.8 que;
(ngnk—1...m1)10+ 22 (ng) =0 (mod 73). A

Critério de divisibilidade por 79. Dado um nimero n, quando multiplicamos o
ultimo algarismo de n por 8 e somamos ao resultado do niimero obtido do niimero
inicial pela supressao do ultimo algarismo, se o resultado for multiplo de 79, o niimero
original serd miltiplo de 79. Se o ntimero obtido ainda for grande, repete-se o
processo até que se possa verificar a divisao por 79.

Demonstracao: Como (79,10) = 1, segue-se do Teorema 3.7 que existe u € Z, onde
u=238, tal que 10-8 =1 (mod 79) = 80 =1 (mod 79) = 79 | 80 — 1 = 79. Portanto,
sendo n = (n.n,_1 -+ ng)10, segue-se do Corolario 3.8 que;

(ngng—1...11)10 + 8+ (no) =0 (mod 79). W

Critério de divisibilidade por 83. Dado um nimero n, quando multiplicamos o
ultimo algarismo de n por 25 e somamos ao resultado do niimero obtido do nimero
inicial pela supressao do ultimo algarismo, se o resultado for multiplo de 83, o niimero
original serd miiltiplo de 83. Se o niimero obtido ainda for grande, repete-se o
processo até que se possa verificar a divisao por 83.

Demonstragao: Como (83,10) = 1, segue-se do Teorema 3.7 que existe u € Z, onde
u =25, tal que 10-25 =1 (mod 83) = 250 =1 (mod 83) = 83 | 250 — 1 = 249.
Portanto, sendo n = (n.n,_1 - - ng)io, segue-se do Corolario 3.8 que;
(ngng—1...m1)10+25- (o) =0 (mod 83). A

Critério de divisibilidade por 89. Dado um nimero n, quando multiplicamos o
ultimo algarismo de n por 9 e somamos ao resultado do nimero obtido do nimero
inicial pela supressao do ultimo algarismo, se o resultado for multiplo de 89, o niimero
original serd multiplo de 89. Se o niimero obtido ainda for grande, repete-se o
processo até que se possa verificar a divisao por 89.

Demonstragao: Como (89,10) = 1, segue-se do Teorema 3.7 que existe u € Z, onde
u=29, tal que 10-9 =1 (mod 89) =90 =1 (mod 89) = 89 | 90 — 1 = 89. Portanto,
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sendo n = (n.n,_1 -+ ng)10, segue-se do Corolario 3.8 que;
(nknk,l Ce nl)lo +9- (no) =0 (mod 89) [ |

Critério de divisibilidade por 97. Dado um nimero n, quando multiplicamos o
primeiro algarismo ny de n por 3 e adicionamos ao resultado do niimero inicial a
partir da posicao ni_» pela supressao do primeiro algarismo ny, se o resultado for
multiplo de 97, o niimero original serda multiplo de 97. Se o niimero obtido ainda for
grande, repete-se o processo até que se possa verificar a divisao por 97.
Demonstragao: Seja n = (ngng_1mg_2 - No)10, como 100 = 3 (mod 97), segue-se do

Teorema 3.10 que:

n = (nknk_l ce no)lo = ng- 10]C + (nk_l ce no)lo

ng-3-10F2 4+ (ng—1...m0)10 (mod 97),k > 2.1

Exemplo 3.18. Verificar se o numero 1288 ¢ divisivel por 56:

Como podemos decompor 56 =7 -8, e:

8 7 1=(7,8)

8§—7=1 7T—7=0

seque-se que (7,8) =1, e pelo Teorema 2.13 teremos que 7 | 1288 e 8 | 1288
Verifiquemos se 7 | 1288, temos:

1288

112

Verifiquemos se 8 | 1288, temos:
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1288

+ 4
398
+ 12
40
+ 8
8

Como 7 € multiplo de 7 e 8 € maltiplo de 8, seque-se que 1288 ¢ divisivel por 56.
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4 Aplicacoes

Neste capitulo descrevemos o que entendemos sobre utilidade em matematica, e de
como o professor poderéd fazer a aplicacao dos critérios de divisibilidade apresentado

neste trabalho em sala de aula.

Para [13] sobre utilidade h& uma tendéncia comum em educagao matematica para se
concentrar em matematica aplicavel, que esta relacionada com a situacoes da vida real.
A partir dessa perspectiva, ha um perigo de regras de rotulagem de divisibilidade como
intuteis. Acreditando que a utilidade, juntamente com a beleza matemaética, estd no
olho de quem vé. Ainda para [13], um problema que atrai o interesse e a curiosidade
dos alunos e geram neles uma investigacao envolvente, convidando-os para fazerem
conjecturas e testarem conjecturas ¢ mais util.

De acordo com os Parametros Curriculares Nacionais em seu papel formativo, a
Matematica contribui para o desenvolvimento de processos de pensamentos e a aquisi-
cao de atitudes, cuja utilidade e alcance transcendem o ambito da propria Matematica,
podendo formar no aluno a capacidade de resolver problemas genuinos, gerando habitos
de investigacao, proporcionando confianca e desprendimento para analisar e enfrentar
situacoes novas, propiciando a formagao de uma visao ampla e cientifica da realidade,
a percepcao da beleza e da harmonia, o desenvolvimento da criatividade e de outras
capacidades pessoais.

E importante que o aluno perceba as definicoes, demonstracoes, encadeamentos
conceituais e 16gicos, com a fungao de construir novos conceitos e estruturas. Partindo,
assim para validar intuicoes e dar sentidos as técnicas aplicadas com o objetivo de
elaborar conjecturas, de estimular a busca de regularidade e a generalizacao de padroes.

As competéncias e habilidades a serem desenvolvidas em matematica de acordo
com os Parametros Curriculares Nacionais o aluno deve ser capaz de: Fazer e validar
conjecturas, experimentando, recorrendo a modelos, esbocos, fatos conhecidos, rela-
coes e propriedades; Relacionar etapas da historia da matematica com a evolucao da
humanidade.

Fomos ensinados a acreditar e até mesmo apresentados a livros didaticos em que
havia apenas algumas regras de divisibilidade para nimeros como 2, 3, 5, 9, 10, 100,
considerando-se o tltimo digito ou digitos e alguns considerando a soma de digitos. E
também apenas de ouvir falar de regras de divisibilidade estranhas e totalmente intteis
para 7, 11 e talvez até 13, mencionadas brevemente, sem uma prova, ou omitidas por

completo.
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Levado pela curiosidade de uma aluna quando apresentava a turma os critérios de
divisibilidade e pela indicacao do artigo [12] pelo meu orientador, gerou uma inves-
tigacao interessante e envolvente, que cuminou nesse trabalho que serve tanto como
material de pesquisa para professores quanto um argumento que pode ser também uti-
lizado para desmistificar os critérios de divisibilidade como intiteis. Serve para envolver
o aluno a testar e conjecturar os testes de divisibilidade com o corte a direita e o corte
a esquerda, apresentados no Capitulo 3.

A seguir apresentaremos algumas sugestoes de atividades com suas solucoes que

podem ser trabalhadas em sala, usando os critérios de divisibilidades propostos.

Exercicio 4.1. Admita dois nimeros inteiros positivos, representados por a e b. Os
restos da divisoes de a e b por 17 sao, respectivamente,1/ e 16. Determine o resto da
divisao do produto a -b por 17.

Solugao: Pela Propriedade Restos do Produto ver [7], o resto da divisao a - b por 17
€ 0 mesmo que o resto do produto dos restos, ou seja, resto de a-b por 17 € 0o mesmo
resto de 14 - 16 = 224 por 17. Logo, pelo critério de divisibilidade de 17 com o Corte a

Esquerda, teremos:

224
— 4
20
Donde, vemos que 224 nao ¢ divisivel por 17, pois 224 = 17 - 13 4+ 3, ou seja, 224 = 3

(mod 17); portanto 224 nao € divisivel por 17, mas deiza resto 8 na divisao.l

Exercicio 4.2. (IFSP) Em uma empresa, % dos funciondrios sao solteiros e 1—13 dos
solteiros pretendem casar em 2011. Analisando esses dados, podemos concluir que uma
quantidade possivel de funciondrios é:

a) 1300

b) 1000

c) 910

d) 500

Solucao: Seja X o numero de funciondrios da determinada empresa. Temos que o
nimero de funciondrios € divisivel por 7 e 13, respectivamente, como (7,13) = 1 seque-
se do Teorema 2.13 que 7-13 = 91, ou seja, 91 | X. Das respostas apresentadas, a

tnica que € divisivel por 91 é 910. Portanto, letra ¢) X = 910.1
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Exercicio 4.3. (OBMEP 2006) Uma professora distribui 286 bombons igualmente en-
tre seus alunos da 6* série. No dia sequinte, ela distribuiu outros 286 bombons, também,
wgualmente, entre seus alunos da 7* série. Os alunos da 7* série reclamaram que cada
um deles recebeu 2 bombons a menos que os alunos da 6° série. Quantos alunos a
professora tem na 7" série?

a) 11

b) 13

c) 22

d) 26

e) 30

Solugao: Seja X o numero de bombons que cada aluno da 6* série recebeu. Entao cada
aluno da 7" série recebeu X —2. Como o nimero de alunos é um nimero inteiro seque
que o nimero de bombons € divisivel por X e X — 2, respectivamente. Decompondo em

fatores primos 286, termos:

286 2
143 11
13 13
1

Assim, 286 = 2 -11-13, como 11 e 13 diferem em duas unidades, temos que X = 13.
Logo, cada aluno da 7* série ganharam 11 bombons e a turma tem 2 - 13 = 26 alunos,

portanto, a resposta correta € a letra d). M

Exercicio 4.4. Sabendo que o primeiro dia do ano de 2016 caird em uma sexta-feira, e
que por algum motivo todos os calenddrios desse ano desapareceram, e deseja-se saber
em qual dia da semana caird o dia 24 de outubro de 20167

Solugao: Primeiramente vamos verificar se 2016 serd um ano bissexto, para isso,
devemos verificar se 4 | 2016 como 4 | 16 seque-se do critério de divisibilidade por }
que 2016 ¢ multiplo de 4, logo 2016 ¢ um ano bissexto tendo o més de Fevereiro 29
dias. Contando a quantidade de dias de Janeiro a 24 de Outubro teremos no total
31 +29+ 31+ 30+ 31+ 30+ 31+ 31+ 30+ 24 = 298 dias, como a semana tem 7

dias e nas condi¢oes do problema a semana inicia-se na sexta-feira, devemos verificar
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o resto da divisao de 298 por 7, assim pelo critério de divisibilidade de 7 com o Corte

a Esquerda, teremos:

208

+ 4
102

+ 2
4

Donde, vemos que 298 nao € divisivel por 7, pois 298 = 7 - 42 + 4, ou seja, 298 = 4
(mod 7); portanto 298 nao € divisivel por 7, mas deiza resto 4 na divisio. Assim,
passaram-se 42 semanas completas mais 4 dias, logo o dia 24 de outubro de 2016 caird

em uma sequnda-feira.l

Exercicio 4.5. Sugestao de atividade em grupo: Confeccao do jogo de domino
utilizando os critérios de divisibilidade por 2, 3, 5, 9 e 10, com os numeros dispostos
na Tabela 1 abairo, recorte e cole sequindo os critérios de divisibilidade formando-se

assim as pe¢as para o jogo, seque-se as mesmas regras do jogo de domino tradicional.

Tabela 1: Domin6 de Critério de Divisibilidade

2 267 3 355 Y 332 2 340 [ 10 ou 5 | 123

3 75 5 412 2 2538 | 9ou3 | 145 Y 7060

10oud | 96 3 1002 2 735 3 80 | 10 oud | 68

2 4932 | 3ou9 | 15 3 27 | 3ou9 | 115 > 310

oould| 12 |2o0uld | 35 > 18 2o0u3 | 609 3 279

3ou9 24 |2o0ud| 105 |3oud| 405 [ 3,5e9 | 35 ) 104
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5 Consideracoes Finais

Consideramos que todos os processos dos critérios de divisibilidade apresentados nao
dependem de memorizacao, mas da compreensao do maximo divisor comum, da decom-
posicao em fatores primos, do Teorema 2.13, do conceito de congruéncia assim como
o entendimento de como funcionam o Teorema 3.7, Corolérios 3.8 e 3.9 e 0o Teorema
3.10. Acreditamos ainda, que as ideias sobre os critérios de divisibilidade de nimeros
inteiros positivos, possam tornar-se material util e fonte de inspiracao para professo-
res que interessem em incorporar os conceitos aqui desenvolvido em suas praticas de
ensino e no direcionamentos de atividades que estimulem a descoberta aos estudantes

interessados e curiosos.
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