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RESUMO

O Teorema de Pitagoras é um conteudo bastante intrigante e importante
na Matematica, sendo apresentado pela primeira vez aos alunos no 9° ano do
ensino fundamental e sendo abordado também nos anos subsequentes, com
diversas aplicabilidade em outros contelidos de Matematica e Fisica. Dentro da
perspectiva de oferecer uma aprendizagem mais significativa para o educando
este trabalho traz a proposta de demonstrar, generalizar e aplicar o Teorema
de Pitdgoras. A principio outros conteudos como: areas, proporcdo e
semelhanca de figuras planas sdo abordados visando relembrar algumas
definicbes e propriedades necessarias para aplicar nossa proposta. Estes
conteudos também foram apresentados aos alunos utilizando demonstracoes.
E também a histéria do Teorema de Pitagoras, desde 0os povos mais antigos,
por exemplo, babilénicos, egipcios e chineses, que mesmo sem demonstrar, ja
faziam uso do teorema. Esta ultima estratégia foi utilizada como recurso para
despertar a curiosidade e o instinto investigativo dos estudantes. Assim, para
um bom desempenho da turma, foram elaboradas atividades com material
concreto, problemas mateméaticos e cotidianos que pudessem incentivar e
ajudar os alunos na compreenséao da proposta. Como resposta a realizacdo do
trabalho, percebeu-se que os alunos foram bastante receptivos as atividades,
participando das aulas, realizando o que lhe era designado e conseguindo
aplicar a férmula com melhor desempenho na atividade a posteriori. Em suma,
o trabalho apresentou um resultado satisfatério, pois estimulou a aprendizagem
do aluno de maneira mais participativa e efetiva e os mostrou ndo apenas o
resultado do Teorema de Pitagoras, mas as partes mais relevantes do caminho
percorrido até se chegar a esse Teorema.

Palavras - chave: Teorema de Pitagoras. Demonstrar. Generalizar. Aplicar.
Aprendizagem. Educando.



ABSTRACT

The Pythagorean Theorem is a very intriguing and important content in
mathematics, first being presented to the students in the 9th grade of
elementary school and also being addressed in subsequent years, with diverse
applicability in other contents of Mathematics and Physics. From the
perspective of offering a more meaningful learning for the student, this work
brings the proposal of demonstrating, generalizing and applying the
Pythagorean Theorem. At first, some different subjects, such as areas,
proportion and similarity of plane figures, are addressed in order to recall some
definitions and necessary properties for applying our proposal. These contents
were also presented to students using demonstrations. And also the history of
the Pythagorean theorem, from the most ancient peoples, for example,
Babylonians, Egyptians and Chinese, that even without demonstrating, already
made use of the theorem. This last strategy was applied as a resource to
arouse curiosity and investigative instinct from students. For good performance
of the group, activities have been prepared concrete material, mathematical and
everyday problems that could encourage and help students in proposal's
understanding. In response to completion of the work, one has been seen
students activities were quite open, attending classes, doing what was assigned
to him and getting to apply the formula with better performance in the activity
afterwards. In short, the work presented a satisfactory result because it
stimulated learning in a more participatory and effective way student and
showed to them not only the result of the Pythagorean Theorem, but the most
relevant parts of the path taken to get to this theorem.

Key - words: Pythagorean Theorem. Demonstrate. Generalize. Apply.
Learning. Educating.
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INTRODUCAO

De acordo com a vivéncia em sala de aula e com base nos resultados
apresentados pelos educandos nos testes nacionais e internacionais, pode-se
destacar a imensa deficiéncia dos alunos em Matematica.

Dentro dessa realidade, e percebendo como destaca Acosta (2011, p.2)
que o Teorema de Pitdgoras é um “dos teoremas mais importantes da
geometria, se ndo o mais importante”, e além disso tem uma aplicacdo muito
significativa no dia a dia e em outros conteados matematicos como: o raio da
circunferéncia circunscrita a um triangulo, a diagonal do bloco retangular, a
altura do triangulo, entre outros. Dai a preocupacdo de que esse teorema seja,
pelo menos, instrumental para os educandos.

No entanto, temos nos deparado com uma educacdo matematica
baseada em decorar formulas e aplicid-las de forma mecéanica, o que limita a
aprendizagem de grande parte dos alunos.

Percebe-se que os estudantes apresentam dificuldades em questdes
basicas, ja que, muitas vezes, ndo conseguem nem identificar o triangulo
retangulo e qual o angulo reto. Isso torna-se muito claro, por exemplo, quando
fazemos uma rotagdo no triangulo. Como enfatiza Santos e Viana (2010, p. 8)
em sua pesquisa,

Quanto as atividades sobre o Teorema de Pitagoras, era necessario
que o aluno conseguisse reconhecer um triangulo retangulo. No
entanto, nas respostas as questdes do questionario, vinte e nove
alunos ndo souberam reconhecer como tridngulo retangulo aquele
gue estivesse com os catetos ndo paralelos a folha em que estavam
impressos.

Essas deficiéncias estédo relacionadas a maneira com que o contetdo é

abordado, pois como destaca Bressiani (2011, p. 9),

Conversando com colegas que trabalham em outras escolas em
relagdo aplicacao deste contelido, pude perceber que, assim como
eu, a grande maioria dos professores faz o uso somente da
apresentacdo da formula e aplicacdo das atividades de fixacao.
Apenas uma professora, entre todos os profissionais que conversei,
trabalha com a demonstracdo da férmula fazendo a construcdo do
triangulo retangulo com papel quadriculado, mostrando que a soma
dos quadrados dos catetos é igual ao quadrado da hipotenusa.

Portanto, compreender a relagdo entre as areas dos quadrados
construidos sobre os catetos e a area do quadrado construido sobre a

hipotenusa do triangulo retangulo, € um ponto ainda muito distante. Esta



deficiéncia impossibilita a ideia de relacionar os varios conceitos que estédo
ligados ao Teorema.

Diante disso, esse trabalho visa apresentar um real sentido para o
Teorema de Pitagoras com o intuito de demonstrar, generalizar e aplicar este
Teorema. Para isso, serdo usadas algumas atividades que abordam e mostram
o Teorema, facilitando assim suas demonstracdes e aplicagbes e ainda
explorando a forte relagéo existente entre os varios contetados de matematica.

Além disso, as atividades visam generalizar o Teorema, fazendo com
que o aluno descubra que ndo sdo apenas a area dos quadrados que
satisfazem a propriedade do Teorema, mas que quaisquer trés figuras
semelhantes que tenha um de seus lados sobre os lados do triangulo
retangulo, também tém essa relacéo.

No capitulo 1 s&do abordados as definicbes, propriedades e
demonstracdes das areas das figuras planas como: quadrado, retangulo,
paralelogramo, tridangulo, trapézio.

No capitulo 2 sdo apresentados conceitos de proporcionalidade;
semelhanca, mais especificamente semelhanca de triangulos e circulos e a
razado entre as areas de duas figuras planas semelhantes.

O capitulo 3 trabalha a parte histérica do Teorema de Pitagoras,
mostrando os povos que ja faziam uso do teorema antes mesmo de Pitagoras;
também destaca a vida de Pitagoras e da escola pitagorica.

No capitulo 4 apresenta-se o enunciado do Teorema de Pitdgoras, a
representacdo geométrica do teorema, também sdo realizadas 4
demonstracdes distintas do teorema, além da generalizacdo e aplicacdo do
teorema.

No capitulo 5 tem-se a metodologia explicando como a pesquisa foi
aplicado com a turma do 9° do ensino fundamental.

No capitulo 6 sdo expostas as tabelas que demonstram os resultados
dos alunos, que participaram da pesquisa, nas atividades propostas e é feita
uma discusséao sobre as principais dificuldades encontradas.

Por fim, € feita as consideracdes finais do trabalho apresentando seus
pontos positivos e negativos e sua relevancia para o ensino do Teorema de

Pitagoras.



1. AREA DE FIGURAS PLANAS

Segundo Lima et al. (2006.a), area é a medida da por¢cdo do plano
ocupada por uma figura. Para medir essa porgédo necessitamos comparar a sua
superficie com uma outra figura tomada como unidade e o resultado dessa
comparacao sera um numero que devera exprimir quantas vezes a figura
contém a unidade de area.

Esta figura, para a qual desejamos encontrar a &rea, € uma por¢cao
limitada que podemos definir da seguinte maneira: se temos trés pontos nao
colineares, entdo forma-se um triangulo. Nesse caso, a regido triangular
correspondente é a regido limitada do plano, delimitada pelos segmentos que

unem os trés pontos dois a dois.

1.1 DEFINICAO DE POLIGONO

Definicdo 1.1: Sejam n = 3 um natural e 4,4, ... A, pontos distintos do plano.

Definimos A;4, ...A, como um poligono convexo se, para 1 <i<n, a reta

A A4 ndo contém nenhum outro ponto A;, porém deixa todos eles em um

mesmo semiplano, dentre os que ela determina. (MUNIZ NETO, 2013)

Diante da definicdo dada, temos que a regido poligonal correspondente
AA, ... A, € a regidao limitada do plano, delimitada pelos segmentos
AjAy, AyAs, . Ay 1A, AnA;

A partir dessas definicdes de poligono, comecamos a compreender a
ideia de area. Para isso adotamos como unidade de area o quadrado cujo lado
mede uma unidade de comprimento. Ele sera chamado de quadrado unitario.
Entdo, como citado anteriormente, compararemos o0 poligono que se quer
saber a area com este quadrado de lado 1.

Deste modo, podemos estabelecer a unidade de comprimento a ser
usada (cm, m, km,..) de acordo com o poligono e teremos a unidade de area
(cm?,m?, km?, ...) correspondente.

A principio, assim como Lima et al (2006, a), usaremos alguns exemplos

e posteriormente comprovaremos com as demonstracbes. Por exemplo, se
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temos um retangulo cuja base mede 6cm e a altura mede 4cm, teremos 6
colunas com 4 quadradinhos, totalizando 24 quadrados. Assim, neste
retangulo, cabem 24 quadradinhos de 1c¢m2  Desta forma, concluimos
intuitivamente que este retangulo tem area igual a 24 cm?.

Logo se as medidas dos lados de um retangulo sdo niumeros naturais a

e b, sua area S é o produto desses numeros:

Sg =ab (1)
Semelhantemente, como todo quadrado é um retangulo, se temos um
quadrado com a medida lado n, com n € N, a sua area é igual a n?.
Percebemos que para os valores de a e b naturais temos como area o
produto dos lados. Mas, e quando essas medidas ndo forem inteiros positivos?
Sera que também poderemos encontrar area através da formula S = ab?

Vamos usar um exemplo para perceber o que acontece. Seja R um
A 5 - L. .
retangulo com lados 3,2 e > Entdo, usando o mesmo raciocinio anterior, vamos

descobrir quantos quadrados unitarios cabem neste retangulo.
Primeiro, iremos escrever os lados do retangulo como fragbes de mesmo

denominador:

32
10

5 25
e ==

3,2 =
2 10

A partir de agora iremos dividir o quadrado unitario em pedacos de
tamanho 1—10 Tracando por cada ponto da divisdo paralelas aos lados, teremos
entdo, o quadrado unitario dividido em 10? = 100 quadradinhos.

Logo, a area de cada quadradinho é Flo Portanto, se cobrirmos o

retdngulo com esses quadradinhos teremos 32 quadradinhos de base e 25
guadradinhos na altura. Assim, no retangulo cabem 32 x 25 quadradinhos e
sua superficie fica definida seguinte maneira:

¢ a9t 1 3225 800
R==%%2100 ~ 1010 ~ 100 ~

Neste exemplo, podemos também perceber que S =ab paraa,b €Q e
mesmo usando apenas um exemplo a solucdo contém toda ideia da
demonstracao para retangulos de medidas racionais. (LIMA et al., 2006.a)

Agora, ampliando a ideia de area para outros poligonos, podemos a

partir da definicdo da &rea do retdngulo conhecer a &rea do paralelogramo.
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1.2 AREA DO PARALELOGRAMO

Considerando um paralelogramo ABCD com base AD = a e altura h,
podemos tracar a partir do ponto B uma perpendicular a reta que contém AD e
denotar por M o pé da perpendicular (ou seja, o0 ponto de intersecao), conforme
mostra a figura 1. Da mesma maneira, tracamos um segmento de reta que
parte de C e é perpendicular a reta que contém AD e denotamos por N o pé
perpendicular. Portanto, uma vez que a regido limitada pelos pontos BCNM tem
seus lados paralelos iguais e seus angulos internos todos iguais a 90°,

concluimos que BCNM é um retangulo.

B (S

A M L ]

a

Figura 1 — Paralelogramo

Note que a area do paralelogramo ABCD é igual a area do retangulo
BCNM, uma vez que os triangulos ABM e DCN sao congruentes. Portanto, a
area do paralelogramo é também igual ao produto da base pela altura:

Sp =ah (2)

1.3AREA DO TRIANGULO

Sejam A, B e C, trés pontos ndo colineares. Temos, entdo, um triangulo
ABC. Escolhendo como base o lado BC = b na figura 2, podemos, através
desse triangulo, construir uma figura na qual conhecemos a area para, a partir
dai, encontrar a area do triangulo. Fagamos o seguinte: pelo vértice A tracemos
uma reta paralela ao lado BC e pelo vértice C uma reta paralela ao lado AB.
Seja D o ponto de interseccdo entre as duas paralelas tracadas, formando

assim o paralelogramo ABCD com altura h (ver figura 2).

12



Figura 2 — Paralelogramo ABCD

Pela nossa construcdo, fica facil perceber que o triangulo ABC ¢é a
metade do paralelogramo ABCD. Portanto, a area limitada pelo triangulo sera
igual a metade da area limitada pelo paralelogramo. Logo, como a area do

paralelogramo é o produto da base pela altura, entdo a area do triangulo sera:

Sr=2 3)

2

1.4AREA DO TRAPEZIO

Depois de definidas intuitivamente as areas do paralelogramo e do
triangulo, podemos encontrar a area do trapézio. Observando a figura 3 se
percebe que ele pode ser particionado em duas outras no qual jA conhecemos
as areas. Seja ABCD o trapézio com base maior AB = b, base menor CD =a e
altura h. Se a partir do ponto C tracarmos um segmento CE paralelo ao lado
AD dividiremos esse trapézio em um paralelogramo AECD de base a e altura h

e um triangulo BCE de base b — a e altura h.

D a C

b

Figura 3 — Trapézio ABCD

Como o trapézio é a juncao do paralelogramo e do triangulo sua area

sera a soma das areas desses poligonos, ou seja:

(b—a)h _ 2ah+bh—ah _ (a+b)h

S:SP+ST:ah+ > > >

(4)
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Portanto, a area do trapézio é igual ao produto da média aritmética das

bases pela altura.

1.5PROPRIEDADES DOS POLIGONOS

Quando tratamos de areas de poligonos, mesmo que intuitivamente,
algumas propriedades séo utilizadas. As quatro propriedades seguintes sdo de
Muniz Neto (2013, p. 222):

Propriedade 1.1: Poligonos congruentes tém mesma area;

Propriedade 1.2: Se um poligono convexo € dividido em um namero finito de
poligonos convexos, onde dois poligonos partilham somente um vértice ou uma
aresta, entdo a area desse poligono maior é a soma das areas dos poligonos
menores.

Propriedade 1.3: Se um poligono maior contém um outro menor em seu
interior, entdo a area do poligono maior é maior que a area do poligono menor.
Propriedade 1.4: A area de um quadrado de 1 cm ¢é igual a 1cm?.

Veremos agora, de uma forma mais rigorosa, como calcular a area de
um quadrado. De acordo com Lima (1991), para n natural a area ja foi definida,
mas quando a medida do lado quadrado F de area A(F) for % onde n é um
namero natural, entdo podemos decompor o quadrado unitario usando
paralelas aos seus lados, em n?quadrados justapostos congruentes ao
quadrado F. Estes n?quadrados sdo congruentes e compdem o quadrado de
area 1. Segue-se que a area de F deve satisfazer a condicdo n?. A(F) = 1.
Portanto, a area de F é:

1
P

AF) == (5)

n

No geral, se o lado da figura F tem por medida o numero racional %
entdo podemos decompor cada lado de F em m segmentos , cada um dos
quais tem comprimento % Tracando paralelas aos lados de F a partir dos
pontos de divisdo, obtemos uma decomposicdo de F em m? quadrados, cada
um dos quais tem lado % Portanto, a area de cada um desses quadrados

;1 .z
menores € —. Segue-se que a area de F deve ser

14



Ou seja,
2
_(m
AR =(5)
Podemos, entdo concluir que a area do quadrado F com a = % é:
A(F) = a? (6)

Para concluirmos, devemos observar o caso em que o lado da figura F
tiver como medida um namero irracional. Como explica Lima (1991), se temos
um ndmero b < a?, podemos tomar um numero racional r, inferior a a, mas tao
proximo de a tal que b < r? < a?, entdo tomamos um quadrado F’, no interior
de F, tendo esse novo quadrado lado igual a r. Sabendo que r € um numero
racional, a area desse quadrado é r2. Sabendo que F’ esta dentro de F,
concluimos que area de F' é menor do que a area de F . Logo r2 é menor do
que a areade F e b <72, ou seja b € menor do que a area de F. Portanto, todo
nimero real menor que b é menor que a? e, consequentemente, € menor do
que a area de F. Do mesmo modo, todo nimero real maior do que a?, é maior
que a area de F. Dai por exclusdo, deve-se ter area de A(F) = a?. De fato a
area de um quadrado F cujo lado mede a, deve ser expressa pela formula 6,

sendo a um numero real qualquer.
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2. PROPORCIONALIDADE

A principio vamos entender o que € a razdo entre dois segmentos.
Chamamos de razdo o resultado da divisdo entre as medidas de dois
segmentos, considerando uma mesma unidade de medida de comprimento.
Quando a razdo entre dois segmentos é igual a razdo entre outros dois
segmentos, dizemos que eles sao proporcionais.

Segundo Lima et al. (2006.b, p. 104) “A proporcionalidade é&,
provavelmente, a nogdo matematica mais difundida na cultura de todos os
povos € seu uso universal data de milénios”.

Definicdo 3.1 (LIMA et al. 2006.a): Sejam x e y dois tipos de grandezas. Diz-
se que y é proporcional a x quando:

1° As grandezas x e y estdo relacionadas de maneira que a cada valor de x
tem-se um valor bem determinado de y. Diz-se entdo que existe uma
correspondéncia x — y e que y € funcao de x.

Quando se escreve x — y esta querendo dizer que y € o valor que
corresponde a X.

2° Quanto maior for x, maior sera y. Em simbolos: x - y e x' - y' entdo x < x’
implicay < y'.

3° Se a um valor x, corresponde y, e ¢ € um namero qualquer, entdo o valor de
y que corresponde a cx, € cy,. Simbolicamente: x, — y, entdo cx, — cy,.

Dai, concluimos que duas grandezas sao diretamente proporcionais
quando existe um k, que pode ser chamado fator ou constante de
proporcionalidade, de forma que y = kx, ou ainda teremos que essas duas

-~ - . . k
grandes s&o inversamente proporcionais quando y = — com x # 0.

Como exemplo importante de proporcionalidade podemos destacar a
famosa regra de trés, que de acordo com Lima et al. (2006.a, p. 4), é

enunciada da seguinte forma

Na regra de trés tem-se uma proporcionalidade x — y, consideram-se
valores especificos x' - y', x"” - y" da mesma, supbe-se que sdo
conhecidos trés dos nimeros X', y', x”, y” e pede-se 0 quarto desses
nameros.

Sabendo que y’=kx’e y"=kx”, vem ;’—' = i—' Esta proporcdo nos permite
obter um dos ndmeros X, y', x”, y” quando os outros trés sao
conhecidos.

16



Observa-se que nesse caso a constante de proporcionalidade nao tem
importancia para o problema, isso também acontece nos problemas
envolvendo o Teorema de Tales.

Um importante e curioso exemplo de propor¢cdo que podemos encontrar
€ a intrigante seccao aurea, que se da quando, a razdo da medida de todo o
segmento para a medida do maior segmento gerado € igual a razdo da medida
deste para a medida do menor segmento gerado, ou seja, se temos um
segmento AB e um ponto P € AB tal que AP > BP, entdo estes segmentos

constituem uma secc¢ao aurea, se e somente,

Sl

= ©
De acordo com Castro (2013, p.18) “Os gregos conheciam essa divisdo
como “divisdo de um segmento em média e extrema razao”. Atualmente ela é
conhecida como “secgdo aurea” de um segmento, denominagao criada por
Kepler (1571-1630)”. E ainda segundo Kepler (apud CASTRO 2013, p.18, 19),
“A geometria tem dois grandes tesouros: um € o Teorema de Pitdgoras; o outro
a divisdo de um segmento em média e extrema razdo. O primeiro pode ser
comparado a uma medida de ouro; o segundo pode chamar de joia preciosa’.
Assim, denotando AB =a e AP =x, teremos BP = a — x. Portanto,

substituindo na equacéo 7, teremos

a x
— = =ala—x)=x*=x*+ax—a*=0
X a-—x

—-a+Va?2+4a?2 -a+aV5 -1+5
= =a( (8)

2 2 2
Note que a > x > 0. Podemos concluir que independentemente do valor

de a, x serd& um numero irracional. Usando a raiz positiva da equacdo (8)

temos,

=B 2= () 022 () () == M o2

a 2 x V5-1 V5+1 x 5-1 x 2

IR

1,61803398874984 ...

Como salienta Castro (2013, p.20) “geramos, entdo, o que hoje é
chamado, niamero de ouro, .... Este nidmero, assim como a seccao aurea,
aparece em diversos elementos da histdria, como, por exemplo, na arquitetura
e nas artes”.

O Partenon grego como mostra a figura 4 € um templo que representa o
século de Pericles e contém a razdo de ouro no retangulo da sua fachada

(largura/altura). Segundo Belussi et al (2005, p.3) “Fidias foi o escultor e o
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arquiteto encarregado da construcdo do templo. A designacdo adaptada para o

ndamero de ouro é a inicial do nome deste arquiteto — a letra grega ¢ (Phi
maiusculo)”.

4 Wy i~ e i N "
- - bl -
e g ey WP 1R

Figura 4 —Partenon

Nas piramides também pode-se encontrar a razdo aurea, pois como
enfatiza Belussi et al (2005, p.2) “no Egito as piramides de Gizé foram
construidas tendo em conta a razao aurea: a razao entre a altura de uma face

e a metade do lado da base da grande piramide é igual ao numero de ouro’,
como mostra figura 5.

=l b RATLES

Figura 5 — Piramide

Na arte pode- se destacar a Mona Lisa, famosa pintura de Leonardo da
Vinci, como mostra a figura 6, ainda segundo Belussi et al (2005, p.4)

A Mona Lisa, que apresenta o retangulo de Ouro em multiplos locais:
(a) desenhando um retangulo a volta da face o retangulo resultante é
um retangulo de Ouro; (b) dividindo este retangulo por uma linha que
passe nos olhos, 0 novo retangulo obtido também é de Ouro e (c) as
dimensbes do quadro também representam a razao de Ouro.
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Figura 6 - Monalisa

Uma importante propriedade das grandezas € a seguinte:

Propriedade 2.1 (CASTRO, 2013): Se § =2, entéo g =X

wo oy+w'

Podemos provar essa propriedade apenas observando que % = % implica

xw=yz. Acrescentando zw a ambos os lados da igualdade, temos xw+zw =
yz+zw. Portanto, w(x + z) = z(y + w), dai:
i — xX+z (9)

w o y+w

Essa propriedade tera uma aplicacao bastante interessante na secao 4.5

para generalizarmos o Teorema de Pitagoras.

2.1 SEMELHANCA

7z

A ideia intuitiva de semelhanca € a ampliacdo ou reducdo de uma
determinada figura conservando suas propor¢des. Mas, infelizmente, boa parte
dos livros didaticos faz uso da seguinte definicdo: triangulos semelhantes tém
angulos iguais e lados homoélogos proporcionais e esta definicdo ainda se
estende literalmente para os poligonos. (LIMA, 1991)

A preocupacao quanto a essa definicdo usada nos livros deve-se ao fato
de que nem sempre as figuras possuem lados ou angulos para serem
comparados. E o que acontece com os circulos, além de outros exemplos do
cotidiano. Por isso, adotaremos uma definicAo mais completa. (LIMA,1991, p.
33).
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Se F e F' sédo duas figuras, do plano ou do espaco, e r um ndmero real
positivo.
Definicdo 2.1.1: Tem-se que FeF' sao semelhantes, com razdo de
semelhanca r, quando existir uma correspondéncia biunivoca o: F - F', entre
0s pontos de F e pontos de F’, com a seguinte propriedade segundo Lima
(1991, p. 33).
Propriedade 2.1.1: Sejam X e Y dois pontos quaisquer de F e X' = d(X),
Y’ = o(Y) seus correspondentes em F’, entdo X'Y' = r XY.
Teorema 2.1.1: Uma semelhanca o: F — F', de razao r, transforma:
1. Qualquer segmento de reta contido em F num segmento de reta contido
emF’.
2. Todo circulo de raio a, contido em F num circulo de raio r.a contido em
F.
3. Os pontos interiores a F em pontos interiores a F’.
4. Todo ponto do contorno de F em pontos do contorno de F’.
5. Os veértices de F em vértices de F’ (se F e F’ forem poligonos) (LIMA,
1991, p. 36).

2.1.1 Semelhancga de Triangulos

De acordo com Muniz Neto (2013, p. 158)

Dizemos que dois triangulos sdo semelhantes quando existir uma
correspondéncia biunivoca entre os vértices de um e outro tridngulo,
de modo que os angulos em vértices correspondentes sejam iguais e
a raz&o entre o comprimento de lados correspondentes seja sempre a
mesma.

Sejam ABC e A'B'C’ triangulos semelhantes com a seguinte
correspondéncia entre os vértices: A & A',B & B' e C & C'. Entdo, os angulos

correspondentes seréo iguais e sendo k > 0, temos

4B _ BC _ AC _ 4 (10)

4'B1 BiCr  Arcr

O numero k positivo representa a razdo de semelhanca entre os
triangulos ABC e A'B'C'. Para indicar a semelhanca entre eles escrevemos
ABC~A'B'C'.
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2.1.1.1 Critérios de Semelhanca

Critério AA (angulo, angulo) — Dois triangulos sdo semelhantes se dois
angulos de um triangulo ABC séo iguais a dois angulos de outro triangulo
A'B'C'.

Critério LLL (lado, lado, lado) — Dois triangulos sdo semelhantes se os lados
de ABC sao proporcionais aos lados do outro triangulo A'B'C’.

Critério LAL (lado, angulo, lado) — Dois triangulos sdo semelhantes se

possuem um angulo congruente compreendido entre lados proporcionais.

2.1.2 Semelhanca de Circulos

Definicdo 2.2.1: Se 0 é um ponto qualquer do plano e a um numero real
positivo. O circulo de centro O e raio a é o conjunto dos pontos do plano que
estdo a uma distancia < a do ponto O (LIMA, 1991, p. 46).

Teorema 2.2.1: Dois circulos quaisquer sdo sempre semelhantes e sua razéo

de semelhanca € a razdo entre seus raios (LIMA, 1991, p. 46).

2.1.3 Relacéo entre semelhanca e area

Iniciamos essa se¢édo com o enunciado do seguinte
Teorema 2.3.1: “A razdo das areas de duas figuras semelhantes é igual ao
quadrado da razdo de semelhanca” (LIMA, 1991, p.49).

Usando o caso do retangulo podemos exemplificar esse teorema. Sejam
ABCD e A'B'C'D" dois retangulos semelhantes. Como seus lados sao
proporcionais, existe k > 0 tal que AB = kA'B’, BC = kB'C', CD =C'D'e DA =
D'A’. Portanto, tomando A'B’ como base e B'C’' como altura, temos que a area
de A'B'C'D’ sera:

S, =AB.B'C (11)
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Da mesma forma, a area de ABCD seréa:
S, = AB.BC (12)
Entdo, a razao entre as areas é:

S, _ AB.BC _ kA/BLkBICI _ k?S;

— =220 o = k2 (13)
S1  AIBIBICI AIBIBICT S1

De acordo com Lima (1991, p.49), se o:F — F' € uma semelhante de

razao r entre as figuras F e F', entdo a area de F’ é igual a r? vezes a area de

F. Como vimos acima, isto é verdade quando F e F' sdo retangulos e portanto,

também quando F e F' sdo poligonos retangulares. Assim, todo poligono

retangular P, contido em F, é transformado pela semelhanca ¢ num poligono

retangular P’, contido em F’, tal que a &rea de P’ é igual a r? vezes a area de P.

Desta maneira, temos:

(dreade F') = r?.(4rea de F)
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3. UM POUCO DE HISTORIA

Um dos mais famosos e importantes teoremas da Matematica € o
Teorema de Pitagoras, batizado com o nome do grande matematico grego
Pithgoras que nasceu na ilha de Samos, na Grécia e que segundo Lima et al.
(2006.a, p.61) “foi a partir das ideias desses dois grandes personagens que a
Matematica se iniciou como ciéncia e pdde se desenvolver enormemente nos
séculos seguintes”, referindo-se também a Tales.

Pitagoras optou por sair da sua terra e viajar em busca de
conhecimento. Estudou algum tempo no Egito e também passou pela
Babilénia, quando retornou a Grécia na cidade de Crotona. Fundou uma
escola, onde dedicou-se ao estudo da matematica, da filosofia e das ciéncias

naturais. Ainda de acordo com Lima et al. (2006.a, p. 62)

Como todos os documentos daquela época se perderam, tudo o que
sabemos veio através de referéncias de outros autores que viveram
séculos depois. Por isso, Pitdgoras € uma figura obscura na historia
da Matemética e, para dificultar ainda mais as coisas, a sua escola,
além de secreta, era comunitaria, ou seja, todo o conhecimento e
todas as descobertas eram comum a todos. Assim, ndo sabemos
sequer se foi o proprio Pitagoras que descobriu o teorema que leva o
seu nome, pois era comum naquela época dar todo o crédito ao
mestre.

De acordo com Bressiani (2011, p.15) “Uma das grandes contribuicoes
da escola pitagérica a Matematica foi organizar algumas partes da geometria,
como a teoria das paralelas, por meio do método demonstrativo”.

A Escola Pitag6rica possuia um simbolo que era chamado de
Pentagrama, este pentagrama na verdade é um pentagono estrelado, e o mais
interessante € que as diagonais deste pentagono estrelado se intersectam
formando um outro pentagono regular e estes pontos de interseccao dividem a
diagonal na chamada seccao aurea. (CASTRO, 2013, p.18). Como mostra a
figura 7.
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Figura 7 — Pentagrama

Ainda segundo Castro (2013, p.18) “E bem provavel que Pitagoras e
seus discipulos conhecessem a divisdo de um segmento em média e extrema
razdo, pois a mesma gera uma equacao do 2° grau, que Pitagoras deve ter
conhecido em suas viagens a Babilonia.”

E ainda sobre o Teorema de Pitagoras, Proclus (apud LIMA 1991, p. 26)
“Se dermos ouvidos aos que relatam Histéria Antiga, acharemos alguns que
atribuem este teorema a Pitagoras e dizem que ele sacrificou um boi pela
descoberta”.

Além da duvida se o crédito do teorema deve ser dado a Pitagoras ou
algum de seus discipulos, documentos mostram que o Teorema de Pitagoras ja
era conhecidos por outras civilizacdes que viveram bem antes que o proprio
Pitagoras.

Os egipcios usavam um método bastante interessante para demarcar as
terras que eram desmarcadas pelas enchentes do rio Nilo que aconteciam
todos os anos. Assim, para encontrar um angulo reto eles perceberam que
poderiam usar uma corda com 13 nés espacados igualmente e que formando

um triangulo com lados 3, 4 e 5 obteriam um angulo reto entre os lados 3 e 4.

Ou seja, eles conheciam pelo menos um terno de numeros ditos
pitagdricos, que com certeza ndo eram conhecidos dessa forma. Mas
mesmo sem qualquer documento que comprove isso, 0 mais
importante é essas situacdes devem ter sido vividas de alguma forma
por Pitdgoras nessas viagens. (CASTRO, 2013, p.12).

Nesse sentido, a civilizagdo mesopotamica que comecou por volta de
3500 a.C. deixou alguns escritos que registram em tabulas ternas pitagoricas
como destaca Calabria (2013, p.7) “Uma das mais famosas € a Tabulas de
Plimpton 322, 1900-1600 a. C., na qual se encontra 0 mais antigo registro

sobre o Teorema de Pitagoras, contendo uma tabela de ternas pitagoricas”.
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A Tabula de Plimpton esta na Universidade da Columbia nos Estados
Unidos, sendo que o fragmento preservado mostra uma tabela de quinze linhas
e trés colunas de numeros. De acordo com Fernandes (2013, p. 25, 26)

Os pesquisadores descobriram que essa tabula continha ternos
pitagoricos, ou seja, lados de um triangulo retdngulo. Como o que
restou é apenas um pedaco de um tablete, que deveria fazer parte de
um conjunto de tabletes, ndo se sabe como esses nimeros foram
encontrados. Mas uma pista de que os babilénicos conheciam uma
forma de encontrar esses nimeros estd em um tablete guardado no
Museu Britanico (...) Ndo ha nenhuma demonstracdo, naturalmente,
pois isso ainda estava longe de ser uma preocupagdo na época.
Somente com o0s gregos € que se iniciaria a Mateméatica
demonstrativa. Os babilénios conheciam receitas que davam certo e
com ela resolviam inUmeros problemas.

Assim, cerca de mil anos antes de Pitdgoras os babilénicos conheciam
ja o teorema e usavam um método sistematico para encontrar as ternas e além
disso as utilizavam para encontrar solucdes de problemas geométricos.
(CALABRIA, 2013)

Os babilénicos estavam preocupados em resolver problemas préaticos e
também problemas tedricos utilizando o Teorema de Pitagoras, pois esta
civiizacdo ja tinha o conhecimento geométrico relacionado as areas de
retangulos, triangulos retangulos, triangulos isésceles e trapézios com um lado
perpendicular a base.

Existe ainda um segundo tablete que se encontra no museu da
Universidade de Yale e é o Unico que contém figuras com um quadrado e suas
diagonais.

Além dos babilénicos o teorema era conhecido pelos indianos e
chineses. Na China, o Teorema de Pitagoras ja era conhecido ha cerca de 600
anos antes de Pitdgoras. De acordo com um famoso livro chinés Zhoubi
Suanjing, do terceiro século a. C., reunindo alguns problemas muito antigos
inclusive um que equivale ao Teorema de Pitagoras chamado, “Gou Gu”, onde
a demonstracao utilizada ¢é area. (LIMA et al., 2006.a).

Acredita-se que o crédito do Teorema € dado a Pitdgoras, porque como
ja foi citado anteriormente a preocupag¢do com as demonstracdes sO vieram a
aparecer com 0S gregos, portanto Pitdgoras ou algum de seus discipulos
provavelmente devem ter sido os primeiros a demonstrarem o Teorema. No
entanto, até hoje ndo se sabe qual foi a demonstracdo original, mas o0s

historiadores acreditam que deve ter sido alguma usando areas.
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4. O TEOREMA DE PITAGORAS

O Teorema de Pitagoras é um dos mais famosos teoremas da
matematica e ocupa um lugar de destaque devido a sua aplicabilidade. Apesar
de ndo se saber ao certo a sua demonstracdo original, inUmeras
demonstracdes sao utilizadas para melhor definir esse teorema e mesmo com
tantas formas distintas para se demonstrar ainda nos deparamos com
situacbes em que o aluno ndo consegue compreender o que realmente
significa a? = b% + ¢2. Como se pode perceber na pesquisa de Leivas

Em nosso entender, o Teorema de Pitagoras é um dos principais
assuntos a ser tratado na Escola Basica ... Segundo nossa vivéncia
como professor de diversos niveis de ensino, ndo ocorre uma
generalizagdo do teorema, 0 que deixa os estudantes com uma
concepcgdo Unica de como ele se apresenta e se aplica a diversas
situacdes. (2012, p.3)

Assim, o Teorema de Pitagoras € apresentado para os alunos no 9° ano
do ensino fundamental e é tratado nos Parametros Curriculares Nacionais no
bloco que fala sobre Grandezas e Medidas da seguinte forma, “Outro conteudo
destacado neste bloco é a obtencdo de algumas medidas ndo diretamente
acessiveis, que envolvem por exemplo conceitos e procedimentos da
Geometria e da Fisica” (BRASIL, 1998, p. 52). E é através de teoremas como o
de Pitagoras que podemos encontra-las.

Apesar da sua aplicabilidade, muitas vezes esse Teorema torna-se
apenas mais uma férmula a ser decorada, sem que haja o verdadeiro
entendimento do teorema, pois normalmente os livros trazem o0 que € o
Teorema sem uma demonstracdo compreensivel do tema, restringindo-se a
identificar um triangulo retédngulo e descobrir um dos lados conhecendo a
medida dos outros dois, fazendo com que o aluno limite-se apenas a ideia de
gue o triangulo retangulo tem uma propriedade especial e deixando de lado as

vérias implicagdes que esta propriedade traz.

No entanto, os professores aderem ao programa oficial e tentar
trabalhar os seus alunos (as), mas ambos fazem por meio de
questbes delimitadas ou instrugdes especificas; que colocar o aluno
em uma situacdo de dependéncia, inibindo a sua obra autbnoma e
exploratéria. (OLFOZ, GUZMAN, ESTRELLA, 2014, p. 13)

Diante dessa deficiéncia dos alunos em compreender que o Teorema de

Pitagoras vai muito além de uma férmula pré-estabelecida, percebemos a
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necessidade de se demonstrar o Teorema de Pitdgoras desde o primeiro
momento em que ele é apresentado aos alunos, usando inicialmente a
demonstracdo através das areas dos quadrados que tem lado igual aos lados
do triangulo e a partir desse momento comecar a relacionar os contetdos
matematicos envolvidos nesta demonstragcéo, e ainda segundo os Parametros
Curriculares Nacionais, “além disso, os conteudos referentes as grandezas e
medidas proporcionaram contextos para analisar a interdependéncia entre
grandezas e expressa-las algebricamente”.( BRASIL, 1998, p. 52)

Pode-se também utilizar alguns instrumentos de desenho para realizar
as demonstraces e sair da demonstracdo usual do livro didatico, pois como
orientam os Parametros Curriculares Nacionais, no bloco referente Espaco e

Forma,

O trabalho com espagco e forma pressupbe que o professor de
Matematica explore situagdes em que sejam necessarias algumas
constru¢bes com régua e compasso, como visualizacdo e aplicagcédo
de propriedades das figuras, além da construcao de outras relacdes.
(BRASIL, 1998, p.51)

Sendo assim podemos aproveitar para generalizar o Teorema de
Pitagoras, mostrando que a area da figura construida sobre a hipotenusa é
igual a area da soma das areas das figuras construidas sobre os catetos, com
essa generalizacdo o aluno pode compreender melhor o Teorema e ainda
aprender a relacionar conteidos matematicos, percebendo que a aplicacao da
propriedade existente no Teorema néo é apenas para quadrados, mas também
para outras figuras como afirmam, Penafiel e Yun ao realizar uma atividade
com semicirculos semelhante, atividades estas que sdo normalmente

utilizadas com quadrados

Os diametros dos semicirculos sdo congruentes com 0S
correspondentes lados do triangulo. Os estudantes podem descrever
a relacéo entre as areas dos semicirculos nas laterais do triangulo,
usando os gréos de borracha. E possivel ver que a soma das areas
dos dois semicirculos construidos sobre os catetos é igual a area do
semicirculo construido sobre a hipotenusa. (2008, p. 4)

Dentro da perspectiva de relacionar os conteldos matematicos as
demonstracdes do Teorema de Pitdgoras vai aproveitar muitos conteudos ja
vistos como: areas, semelhanca de figuras planas, proporcionalidade, dentre
outros. A partir disso, o educando passa a compreender melhor esses
conteludos e a perceber como a matematica esté interligada e que quando seus
conceitos sdo bem definidos, pode-se usa-los para definir novos conceitos.

Nesse sentido Leivas (2012, p. 14), afirma
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Portanto, ainda ha muito a fazer em Educacdo Geométrica, para que
possamos atingir um patamar aceitavel no ensino e na aprendizagem
de Geometria nos diversos niveis de escolaridade. Acreditamos que
desenvolver habilidades de visualizagcdo que permitam diversas
formas de representacdo de um conceito matematico é fundamental
para se atingir esse objetivo e, especialmente, distinguir Geometria e
Formas de Grandezas e Medidas.

Portanto, a abordagem feita para qualquer conteldo em especial os
ligados a geometria devem ser abordados de diferentes maneiras com o
objetivo de atingir o nivel de compreenséo esperado para os alunos.

Para se compreender o Teorema de Pitagoras, faz-se necessério
primeiro definir um tridngulo retangulo, ja que é nele que esse teorema se
aplica.

Dizemos que um triangulo é retangulo quando este possui um angulo
reto, ou seja, igual a 90°. Chamamos de hipotenusa o lado do triangulo que
esta oposto ao angulo de 90° e de catetos os outros dois lados. A hipotenusa é
o maior lado deste triangulo, pois se um triangulo possui um angulo de 90°
nenhum outro angulo deste sera maior que ou igual a 90° e segundo as
propriedades dos triangulos o lado oposto ao maior angulo sera o maior lado.

Como mostra a figura 8.

o]

alel

Figura 8 — Triangulo Retangulo

As palavras hipotenusa e catetos tem significados que lhe definem
claramente, pois hipotenusa tem origem no grego, “hypoteinousa”, que tem por
significado “contrario de” e a palavra cateto que também tem origem grega,
“Kathetos” que significa “que cai perpendicular” (CASTRO, 2013)

O Teorema de Pitdgoras diz que em qualquer triangulo retangulo a area
do quadrado cujo o lado é a hipotenusa é igual a soma das éareas dos
quadrados que tém como lados os catetos. Este enunciado nos leva a seguinte

identidade a? = b? + ¢%, onde a é a medida da hipotenusa, b e ¢ sdo as
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medidas dos catetos. Podemos representa-lo geometricamente através da

figura 9.

Figura 9 — Interpretacdo geométrica.

Intuitivamente, para verificar a validade deste teorema, podemos
desenhar os quadrados relativos aos lados dos catetos e corta-los de maneira
que eles sobreponham o quadrado construido sobre a hipotenusa, ou ainda
medir os lados de varios triangulos retangulos e verificar se a identidade
a? = b% + c? se aplica.

Os procedimentos citados acima apenas verificam o Teorema. Porém,
iSSO ndo consiste em uma prova matematica. Para provar que de fato ele se
aplica a todos os triangulos retangulos, precisamos de uma demonstracéo
rigorosa. Como defende Castro (2013, p.29)

Na Matematica, uma conjectura s6 é considerada verdadeira quando
for demonstrada, com argumentos légicos, sem deixar qualquer
margem de davida. Ou seja, realizar testes em casos particulares, por
maior que seja a quantidade desses testes, ndo serve como
demonstracéo, ou prova de qualquer afirmacdo Matematica.

O Teorema de Pitagoras sem duvida € um dos mais importantes e
intrigantes teoremas da Matematica pois, além de ocupar um lugar de destaque
no conhecimento matematico, é rodeado de lendas. Sua relevancia fica bem
notoria quando observamos que apesar de nédo se saber ao certo qual foi a sua
demonstracdo original, inUmeras demonstracdes do teorema ja foram feitas,
tornando-o provavelmente o teorema que mais possui demonstragcdes. Em
1940, o matematico americano E. S. Loomis publicou 370 demonstracdes e
ainda existem mais (LIMA et al., 2006.a).

Mostraremos algumas das inumeras demonstracées do teorema como a
demonstracao classica, a demonstracdo que usa semelhanca, a demonstracao

de Perigal e também a demonstracéao de Euclides.
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4.1 DEMONSTRACAO CLASSICA

A demonstracgéo classica acredita-se que tenha sido a que os pitagoéricos
imaginaram.

Dado um triangulo retédngulo de hipotenusa c e catetos a e b, queremos
provar que c? = a? + b2. Para isso tomamos dois quadrados cujas medidas dos

lados sé&o iguais a a+b. como podemos observar na figura 10:

B (a +b)’= a%+ b’+2ab

b2

Teorema de Pitagoras: a’+b’=c

Figura 10 — Quadrados

Do quadrado esquerdo retiramos quatro triangulos iguais (congruentes)
ao triangulo dado, restando apenas um quadrado de lado c. No quadrado da
direita retiramos também quatro triangulos iguais ao triangulo dado, restando
dois quadrados, um de lado a e outro de lado b. Como os dois quadrados
iniciais tinham a mesma area, ja que seus lados eram a+b e foram retirados os
mesmos quatro triangulos, entdo podemos concluir que a area que sobrou do
quadrado da esquerda, c?, é igual a area que sobrou do quadrado da direita,

a’? + b?, ou seja, ¢? = a® + b?, como queriamos demonstrar.

4.2 DEMONSTRACAO QUE USA SEMELHANCA

Segundo Lima et al. (2006.a, p. 66), " Esta demonstracdo € a mais
frequente hoje nas escolas porque permite, com Unico e pequeno esfor¢co, ndo
s6 demonstrar o Teorema de Pitdgoras como também encontrar relactes

importantes do triangulo retangulo”.
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Dado um triangulo ABC, retangulo em A, tracamos a altura AH. Agora,
temos dois novos triangulos AHB e AHC, retangulos em H. Pelo critério AA,
AHB e ABC séo semelhantes, pois os dois possuem um angulo reto e o angulo
B em comum. Usando o mesmo critério de semelhanca temos que o0s
triangulos AHC e ABC também sdo semelhantes, ja que os dois tridngulos

possuem um angulo reto e o angulo C em comum.

Figura 11 — Triangulo retangulo

Como os triangulos AHB e ABC sao semelhantes, seus lados

correspondentes sdo proporcionais, dai tem-se:

=2 c?=am (14)
a c

Da semelhanca de AHC e ABC encontramos:

b=l p2=an (15)
a b
Somando as relagdes (14) e (15):

b2+ c?=an+am=a(n+m) =a.a = a?

Logo a? = b? + c2.

4.3 DEMONSTRACAO DE PERIGAL

A demonstracdo do britdnico Henry Perigal baseia-se em mais uma
prova geomeétrica, onde ele busca evidenciar que a soma da area dos
guadrados construidos sobre os catetos preencham a area do quadrado
construidos sobre a hipotenusa.

Para essa demonstracdo ele usa uma figura como a 12. Nesta figura ele

divide o quadrado construido sobre o maior cateto com duas retas que se
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intersectam no centro do quadrado, uma das retas € paralela a hipotenusa do

tridngulo e a outra é perpendicular, gerando quatro partes congruentes.

H

Figura 12 — Demonstracéo de Perigal

A congruéncia dessas partes verifica-se porque temos duas retas que se
intersectam no centro do quadrado, portanto as duas retas ficam divididas em
partes iguais, e como no quadrado todos os lados tem a mesma medida, o
ponto de interseccao da reta paralela a hipotenusa com os lados divide este em
duas partes iguais as partes resultantes da divisdo que o ponto de interseccdo
da reta perpendicular faz com os outros dois lados.

As retas também séo perpendiculares, dai cada uma das quatro partes
geradas terdo dois angulos retos, portanto a soma dos outros dois angulos é
igual a 180°, j4 que essas quatro partes sdo quadrilateros. E ainda os angulos
que tem um lado comum sao suplementares, portanto as figuras tém angulos
congruentes.

Chamando AC = b e AB = c os lados dos quadrados construidos sobre
os catetos e BC = a o lado construido sobre a hipotenusa. Com as quatro
partes formada pelo quadrado de lado b, formamos como mostra a figura 12
um outro quadrado de lado a, ficando sem preencher uma regido no interior
desse quadrado. Para concluir a demonstragdo vamos provar que essa regiao
€ 0 quadrado de lado igual a c.

Como as quatro regides do quadrado de lado b sdo congruentes temos
gue AG = DE = x. E ainda temos DG e BC, BG e CD séo paralelos, logo BCDG
€ um paralelogramo. Dai, temos que BG=CD »c+x=b—x—>c=b—2x.
ComoHI=GF=CD=b-xeHlI=DE=x,temosIJ]=H]—-Hl=b—x—x=
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b — 2x = c. Portanto, a regido que faltava para preencher a area no interior do

quadrado de lado a é o quadrado de lado c. Logo a? = b? + c2.

4.4 DEMONSTRACAO DE EUCLIDES

No que diz respeito a demonstracdo de Euclides, Proclus (apud LIMA,
1991, p. 26) afirma,

De minha parte, embora admire aqueles que primeiro tomaram
conhecimento da verdade deste teorema, me maravilho mais com o
autor dos Elementos, ndo somente porque ele o estabeleceu
mediante a demonstracdo mais licida, mas porque ele insistiu no
teorema mais geral, pelos irrefutaveis argumentos cientificos do Livro
VL.

Quando se refere ao teorema mais geral ele esta falando do Teorema de
Pitagoras e ao citar irrefutdveis argumentos esta se referindo a teoria de
semelhanca.

Seja ABC um triangulo retangulo em A como mostra a figura 13. Para
provar o Teorema de Pitdgoras, ou seja, que a area do quadrado construido
sobre a hipotenusa BC € igual a soma das areas dos quadrados construidos
sobre os catetos AB e AC, traca-se AF perpendicular & BC e a prolonga até G,

tracando-se também AE e CD.

/
H
b dﬂ
D nu..‘...
F—{
B C
i
1
il
E G

Figura 13 — Demonstragéo de Euclides

Como BE = CB, AB = BD e os angulos ABE e CBD séao iguais, podemos

concluir, pelo critério LAL, que os triangulos ABE e DBC sdo congruentes. Ja
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os triangulos ABE e FEB tém a mesma base (BE) e a mesma altura (BF), ou
seja, a mesma area. Portanto, a area de ABE é a metade do retangulo BEGF.
Do mesmo modo, BCD tem area igual a de ADB, pois os dois tem base

BD e altura AB. Pode-se observar que os dois triangulos estdao entre as

paralelas CH e BD. Logo BCD tem érea igual a metade do quadrado ABDH.
Uma vez que os triangulos ABE e DBC sao congruentes, segue que a area do
quadrado ABDH ¢ igual a area do retangulo BEGF.

De forma analoga pode-se mostrar que a area do quadrado de lado AC
€ igual ao retangulo de base CF e altura FG. Dai temos que a area do
quadrado que tem como lado a hipotenusa € igual a soma das areas dos

guadrados que tém como lados os catetos.

4.5 GENERALIZACAO DO TEOREMA DE PITAGORAS

De acordo com o que foi demonstrado anteriormente, em um tridngulo
retdngulo a area do quadrado construido sobre a hipotenusa é igual a soma
dos quadrados construidos sobre os catetos. No entanto, a interpretacao
geométrica do Teorema de Pitagoras ndo se limita apenas aos quadrados. Ela
€ valida para quaisquer trés figuras semelhantes que também sejam
construidas sobre seus catetos e sua hipotenusa. Essas figuras nao precisam
ser necessariamente poligonos, basta apenas que sejam semelhantes, como &
0 caso dos semicirculos (CASTRO, 2013).

Figura 14 — Generalizacdo do Teorema de Pitagoras

Para provarmos isso, consideremos A, B e C as areas de trés figuras

semelhantes construidas sobre a hipotenusa a e sobre os catetos b e ¢ de um
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triangulo retangulo, conforme pode ser visto na figura 14. Mostraremos que a
identidade A = B + C também € verdadeira. De fato, pela equacéo (13), temos
que a razdo entre as areas de duas figuras semelhantes é igual ao quadrado

da razdo de semelhanca. Portanto:

A a2 a A B
EZ(Z) =2 a2 b2 (16)
A a\’? a> 4 ¢
=) =5-5=5 (17)

Pelas identidades (16) e (17), temos que
A B Cc

i (18)
Ja da propriedade 2.1 de proporcionalidade, concluimos que
A _ B+C (19)

a2~ b2+c?

Como, pelo Teorema de Pitdgoras, temos que a? = b? + ¢?, entdo pelas

propriedades de proporcionalidade, temos que A=B+C, como queriamos
demonstrar.

Apébs desenvolverem uma atividade que mostra essa relagcéo, Penafiel e

Yun (2008, p.4) afirmam que

E possivel ver que a soma das areas dos dois semicirculos
construidas os catetos do tridngulo é igual a area do semicirculo
construido sobre a hipotenusa. Naturalmente, essas extensdes nao
sdo novas, mas os alunos sdo sempre surpresos que a relacdo de
Pitagoras também é valida para diferentes formas de quadrados.

E ainda, segundo Castro (2013, p.24), “A vantagem dos quadrados é

que eles também ilustram bem a identidade a? = b? + ¢?”.

4.6 APLICACAO DO TEOREMA DE PITAGORAS

O Teorema de Pitagoras tem diversas aplicagcbes na Matematica como
também na vida pratica. Na Matematica pode-se citar: O Problema de
Hipdcrates, a distancia entre dois pontos, a condicdo de perpendicularidade, a
diagonal do retangulo e a diagonal do paralelepipedo retangulo.

Uma aplicacdo que é bastante interessante do Teorema de Pitagoras e
apropriada para os alunos que estdao tendo o primeiro contado com este
conteldo é a demonstracdo da area de um triangulo equilatero.

35



4.6.1 Area do Triangulo Equilatero

Seja um triangulo equilatero de lado I, com o auxilio do Teorema de

2
Pitagoras pode-se encontrar que area A =¥ , portanto tracando a altura

relativa ao lado BC e chamando esta altura de h, entdo tem-se agora dois

tridngulos retangulos.

B (&4

(/2 D (2
Figura 15: Triangulo Equilatero

Pelas propriedades do triangulo retangulo sabe-se a altura, a bissetriz e
a mediana coincidem, logo esta altura também é mediana do lado BC, portanto
divide este lado em duas partes iguais, assim pelo Teorema de Pitagoras
concluimos que

12 12 312 V3
2 — 2 2 12 _ _=—__ = —
=+l sk =P-r==roh=— (20)

Pela equacao (2) tem-se a area do triangulo em funcéo da base e da
altura, como em um triangulo equilatero todos os lados séo iguais, 0 objetivo é

colocar a area desse triangulo em fungdo apenas do lado, logo:

A
bh _ L5 _I2V3 (21)

A=—
2 2 4
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4.6.2 O Problema de Hipocrates

De acordo com Lima et al. (2006a, p. 73), o Problema de Hipdcrates
constitui-se de mostrar que em um triangulo retangulo se temos trés
semicircunferéncias onde os diametros destas sao os lados desse triangulo,

entdo a soma da area das duas lunulas é igual a area do triangulo.

Figura 16: Problema de Hipocrates

Para solucionar este problema vamos chamar de T a area do triangulo,
P e Q as areas das ltnulas’ e U e V as areas das outras duas regides. Como
mostra a figura 17.

Figura 17: Problema de Hipocrates

De acordo com a secédo 4.5 onde ha a generalizacdo do Teorema de
Pitagoras, temos que a éarea da semicircunferéncia construida sobre a
hipotenusa € igual a soma das areas das semicircunferéncias construidas
sobre os catetos, portanto T+ U+V=P+U+ Q +V,ouseja, T=P +Q, como

gueriamos demonstrar.

! Figura geométrica limitada por dois arcos circulares de raios distintos.
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5. METODOLOGIA

A aplicacdo do trabalho foi realizado com 22 alunos da turma do 9° ano
A do ensino fundamental na Escola Municipal Quinze de Julho, localizada no
distrito de Manicoba em Juazeiro — BA, no periodo de 06/11/2014 a
02/12/2014.

A principio, foi utilizada uma atividade individual (como mostra o
apéndice C), elaborada com o auxilio do livro texto adotado pela escola e
aplicada pela professora da turma. Esta atividade tinha como objetivo identificar
qual o grau de conhecimento dos alunos com relacdo ao Teorema de Pitagoras
e algumas de suas aplicacdes, pois o conteudo ja tinha sido trabalhado pela
professora com a turma.

ApGs a aplicacdo e a analise das atividades, foram realizadas aulas que
abordaram conteudos como: area, proporcionalidade e semelhanca de figuras
planas. Estes conteudos tiveram seus conceitos trabalhados através de uma
breve explanacao, seguida de atividades com material concreto, para introduzir
suas propriedades de forma intuitiva. Depois foram dadas as demonstracoes
formais.

O primeiro encontro com a turma teve como tema a area. A principio, foi
dada a definicdo da area do quadrado unitario. Em seguida, os alunos foram
separados em 5 grupos onde cada grupo receberia uma atividade.

O grupo 1 recebeu um quadrado todo dividido em quadrados de 1 cm de
lado, para assim encontrarem a area deste quadrado e deduzirem a formula

geral para a area do quadrado, como mostra a figura 18.

Figura 18: Quadrado
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O grupo 2 recebeu um retangulo também dividido em quadrados de 1
cm de lado com a mesma finalidade do grupo 1, como mostra a figura 19.

Figura 19: Retangulo

O grupo 3 recebeu um paralelogramo, onde eles deveriam transformar
este paralelogramo em uma outra figura geométrica, no caso o retangulo, para
assim deduzir que a area de qualquer paralelogramo encontra-se da mesma

forma que a area do retangulo, como mostra a figura 20.

Figura 20: Retangulo

O grupo 4 recebeu um paralelogramo para através deste descobrirem a
area do triangulo, entdo os alunos transformaram este paralelogramo em dois
tridngulos congruentes e perceberam que a area do triangulo é a metade area
do paralelogramo, como mostra a figura 21.

39



Figura 21: Triangulo

No caso do grupo 5 os alunos receberam duas figuras, um triangulo e
um paralelogramo, para montarem uma nova figura, ou seja, um trapézio e
assim perceberem que a area do trapézio é a soma da area do paralelogramo

mais a érea do triangulo.

Figura 22: Trapézio

A partir das montagens das figuras, o paralelogramo e o triangulo, e de
uma demonstracdo formal sobre as conclusdes que eles chegaram a questao 1
do apéndice B foi resolvida com o auxilio da autora da presente pesquisa.

No segundo encontro o conteudo abordado foi proporcéo, a principio foi
trabalhado com os alunos a definicdo de razéo e propor¢céao, e como atividade
concreta mostrou-se que até no corpo humano existe uma proporcao. Para
mostrar esta curiosidade do corpo humano usou-se a sec¢ao aurea.

Na aula anterior tinha sido sugerido que os alunos trouxessem uma fita
meétrica e uma calculadora para se dividirem em dupla e encontrarem no colega

a proporcéao existente no corpo humana, de acordo com a orientacdo da autora
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da pesquisa, porém os alunos nédo trouxeram a fita métrica, assim uma aluna
da sala foi convidada para exemplificar como encontramos o nimero de ouro
no corpo humano e como este segue uma proporgao.

Os alunos acharam curioso o exemplo de propor¢ao no corpo humano e
ficaram bastante atentos as medidas que eram encontradas no corpo da colega
e participaram procurando os resultados das divisdes propostas para encontrar
0 ndmero de ouro.

Ainda sobre proporcao a equacédo (13) foi demonstrada para os alunos
com objetivo de facilitar a Generalizacdo do Teorema de Pitagoras e ainda a
questao 2 do apéndice B foi resolvida juntamente com os educandos.

Em cada demonstracdo efetuada percebia-se a dificuldade dos alunos,
ja que eles estavam tendo contato com algo que normalmente eles ndo tém.

No terceiro encontro o assunto abordado era semelhanca de figuras
planas, como nos outros casos, foi trabalhada a definicdo e ainda a questéo 3
do apéndice B foi resolvida em sala, em seguida foi proposto para os alunos
trazerem uma pesquisa no proximo encontro sobre Pitdgoras e o Teorema de
Pitagoras.

No quarto encontro foi feito um estudo histérico sobre o Teorema de
Pitadgoras, para que este tema seja abordado na sala como fator estimulante
para os alunos. Neste encontro foi entregue e lida a pesquisa realizada pelos
alunos, pelo fato da escola ser em zona rural alguns alunos ndo tem acesso a
internet e poucos alunos entregaram a pesquisa. Mesmo com essa dificuldade
dos alunos a historia do Teorema foi discutida em sala e muitos dos alunos
descobriram neste momento a razdo do nome do teorema e quem era
Pitagoras, e ainda que antes dele outros povos ja tinham conhecimento desse
teorema.

Além de se esclarecer essas curiosidades sobre o teorema, foram
desenvolvidas duas atividades em sala de aula com cunho histérico. A primeira
atividade foi realizada em trio onde os alunos receberam um barbante com 12
nos fechando o barbante, e deveriam montar um tridngulo retangulo, como

mostra as figuras 23, 24, 25.
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Figura 25: Grupo 3

A segunda atividade realizada € segundo Calabria (2013, p.7) “‘um
problema que aparece no texto babilbnico BM 85196, que se refere a tridangulos
retangulos, utilizando-se o Teorema de Pitagoras na sua resolugdao”, muito
antes do préprio Pitdgoras e que esta na questédo 4 do apéndice B.

No quinto encontro o Teorema de Pitagoras foi abordado, primeiramente

definindo o que era o triangulo retédngulo e qual a relagdo existente entre seus
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lados, e o que significava geometricamente a identidade a* = b% + ¢%. Como 0
conteaddo de semelhanga ja tinha sido trabalhado, a demonstracdo por
semelhanca foi a primeira a ser apresentada aos alunos, e ainda foram
resolvidas as questdes 4 e 5 do apéndice B.

Como nos outros casos de demonstragdes os alunos acompanharam a
demonstracao por semelhanca, no principio muito assustados, mas no decorrer
da demonstracao eles ja conseguiam participar de maneira ativa.

No sexto encontro, foram usados o material concreto para mostrar o
Teorema de Pitagoras. A turma foi dividida em trés grupos e cada grupo ficou
com uma atividade diferente. O grupo 1 fez a demonstracdo classica com o
material concreto, o grupo 2 montou o quebra cabeca pitagérico retirado do
trabalho Atividades de Laboratério de Ensino de Matematica e o grupo 3 usou
uma atividade desenvolvida no trabalho de Penafiel e Yun com gréos de feijao

para mostrar a generalizacéo do teorema, como mostram as figuras de 26 a 32.

e

Figura 26: Grupo 1

Figura 27: Grupo 1
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Figura 29: Grupo 2

Figura 30: Quebra cabeca pitagorico
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Figura 31: grupo 3

gl o
RN

Figura 32: Generalizacao do Teorema de Pitagoras

O grupo que teve mais dificuldade foi o grupo 2 que nao estava
conseguindo montar o quebra-cabeca pitagorico, mas que no final consegui
realizar a atividade com sucesso.

Apoés a realizacdo dessas atividades se fez o uso da demonstracédo
formal, explicando a demonstracédo classica montada pelo grupo 1 com material
concreto, para isso os desenhos das figuras 26 e 27 foram feitos no quadro e
depois 0 grupo apresentou seu cartaz. Além disso, foi feito a generalizacdo do
Teorema, levando em conta atividade desenvolvida pelo grupo 3.

Como aplicacédo do Teorema de Pitagoras foi trabalhado com os alunos
a area do triangulo equilatero e resolvido a questdo 6 do apéndice B, e para
trabalhar a Generalizagdo do Teorema foi resolvido em sala o Problema de

Hipocrates.
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Depois de realizar todas essas as atividades propostas foi aplicada uma
nova atividade individual sobre o tema para os alunos, visando identificar se
eles conseguiam definir o Teorema, representa-lo geometricamente e fazer

algumas aplicacoes.
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6. RESULTADOS

Na atividade a priori os alunos tiveram um bom desenvolvimento nas
primeiras questdes, mas na terceira, na quarta e principalmente na sexta
questdo o desempenho ndo foi satisfatorio, ja a quinta foi razoavel, como
mostra o quadro 1:

Quadro 1: Resultado da atividade a priori

Questao N° de alunos que|N° de alunos que
acertaram erraram ou néao fizeram
completamente ou | a questao

parcialmente a questao

01 18 04
02 18 04
03 06 16
04 08 14
05 11 11
06 01 21

Como pode-se perceber no apéndice C a primeira questdo pede para
identificar os catetos e a hipotenusa de cada um dos quatro tridangulos
retdngulo. Neste ponto a maioria dos alunos conseguiu se desenvolver bem,
levando em conta que os tridngulos estavam rotacionados e somente o quarto
triangulo tinha seus catetos paralelos aos lados da folha, o que facilita a
identificacdo. No entanto dos 18 alunos que acertaram a primeira questao
apenas 10 a acertaram completamente, o que demonstra que eles nao tinham
tanta seguranca no que estavam fazendo. E ainda os 8 que erraram em algum
ponto da questdo, também erraram o quarto triangulo, o que € um fator
surpreendente ja que este seria 0 de menor dificuldade.

Quanto a segunda questao, onde os alunos deveriam escrever a formula
do Teorema de Pitagoras, poucos ndo conseguiram escrever corretamente,
pois dos 4 que ndo acertaram 3 queriam escrever uma propor¢cao e 1 colocou
duas igualdades na formula.

A terceira questao revelou que mesmo lembrando da férmula muitos dos

alunos ndo sabem aplica-la, pois ndo entenderam completamente a relagédo
47



entre esta e o triangulo retangulo. Outra dificuldade dos educandos é identificar
quem sdo os catetos e a hipotenusa quando ndo h& o desenho do triangulo, j&
que eles associam a hipotenusa apenas ao lado oposto ao angulo reto,
esquecendo que esta, também é o maior lado do triangulo.

Nesta questdo onde eles deveriam dizer se os triangulos eram ou nao
retangulos, apenas conhecendo a medida dos seus lados, grande parte da
turma se quer respondeu, pois dos 16 que ndo acertaram a questao, 14 nem
tentaram resolver.

Na quarta questdo onde eles deveriam encontrar o lado desconhecido
do triangulo, como existia 0o desenho do triangulo retangulo, eles tiveram
menos dificuldade que na terceira para aplicar a formula, porém apresentaram
outras dificuldades para realizar com sucesso a questdo. O mais intrigante é
gue ninguém acertou completamente a questdo, mesmo sendo esta, uma
aplicacado muito simples do teorema.

Como mostra o0 apéndice C, na letra a da questdo 4 a medida
desconhecida € a hipotenusa, e mesmo assim, dos 8 alunos que acertaram
parcialmente a questdo apenas 4 fizeram este quesito corretamente, a maior
dificuldade dos alunos foi no momento de encontrar a raiz quadrada de 1225.

No que diz respeito aos quesitos b e ¢ as dificuldades ainda eram
maiores, pois eles tinham que encontrar a medida de um dos catetos
conhecendo a hipotenusa e o outro cateto, somente 2 alunos acertaram o
quesito b completamente e 1 aluna errou apenas na hora de encontrar a raiz de
49, 0 que é bastante preocupante. O erro da maioria dos alunos era relacionar
o valor desconhecido sempre a hipotenusa, para a maioria, a questao estava
guerendo saber o valor da hipotenusa.

Com relacdo a letra ¢, dos 8 alunos que acertaram parcialmente a
questao 4, 3 ndo a fizeram, 1 colocou o valor desconhecido como hipotenusa e
0s outros 4 aplicaram a formula corretamente, mas erraram em alguma etapa,
ou seja, ninguém acertou completamente a letra c.

A quinta questdo apresentava uma situacdo do dia a dia e foi a que
apresentou melhor resultado dos alunos, em relacdo as outras questbes de
aplicacado do Teorema, talvez porque a medida que se queria obter era a da
hipotenusa, o que é um fator favoravel. Um outro fator facilitador da questéo é
o fato de se tratar de niumeros pequenos, onde os alunos vao se deparar no

final da questdo com a raiz quadrada de 25 que é bastante conhecida. O
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resultado dessas condi¢cbes foi que 50% da turma acertou completamente a
questdo, um numero bom em relagdo as outras questdes de aplicacdo da
férmula, mas por outro lado, um nimero baixo levando-se em conta o grau de
dificuldade da questao.

Pode-se observar que dentre os 11 alunos que ndo acertaram a
questdo, 6 nem tentaram fazé-la e os outros 5 que fizeram apresentaram
calculos que estava muito distante do que se esperava. O mais interessante é
gue desses 11 alunos apenas dois ndo responderam a segunda questdo, que
pede a formula, corretamente, logo eles conheciam a férmula e mesmo assim
nao conseguiram aplica-la e os outros dois que erraram a formula na segunda
guestdo, conseguiram éxito na quinta questdo, o que se torna um fator
intrigante.

A sexta questao foi a que apresentou pior resultado sendo que dentre os
22 alunos apenas 1 acertou a questdo, e o0 mais dramatico é que dos 21 que
ndo acertaram apenas 8 tentaram resolver e mesmo assim apresentaram
resolucdes muito aquém do esperado, apesar da questdo ter varios pontos
facilitadores, pois apresentava uma figura quadriculada e a medida procurada
era a hipotenusa. Mesmo assim os alunos ndo conseguiram respondé-la.

De acordo com os resultados apresentados na atividade a priori conclui-
se que os alunos conseguem identificar com sucesso 0s catetos e a hipotenusa
no triangulo retangulo quando existe a figura e eles conhecem a identidade
a? = b? + ¢? sabendo que esta representa a férmula do Teorema de Pitagoras.

No entanto, percebe-se que quando nao existe o desenho do triangulo
os alunos apresentam uma maior dificuldade em identificar quem poderia ser a
hipotenusa e 0s catetos e ndo conseguem perceber que se aquelas medidas
satisfazem o Teorema de Pitdgoras este triangulo € retangulo. O mais
contraditorio é que eles ndo conseguem solucionar com sucesso 0s problemas
envolvendo o Teorema, mesmo sabendo identificar os lados do triangulo e
conhecendo sua formula, ou seja, eles parecem conhecer a férmula, mas néo
sabem o que cada incognita dela significa.

Na atividade a posteriori que se encontra no apéndice D, os alunos
tiveram maior dificuldade na questdo 3 onde eles tinham que justificar sua

resposta, veja quadro 2.
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Quadro 2: Resultado da atividade a posteriori

Questao N° de alunos que|N° de alunos que
acertaram a questao erraram a questéo
01 09 13
02 17 05
03 03 19
04 11 11
05 09 13

Na primeira questdo onde os alunos deveriam representar
geometricamente o Teorema de Pitagoras, dos 13 alunos que ndo acertaram, 3
deixaram a questdo em branco e outros 10 desenharam apenas um triangulo,
gque muitas vezes nem era retangulo ou desenharam quadrados
aleatoriamente.

A questdo 2 foi a que apresentou melhor desempenho dos alunos e
também uma grande evolucdo no periodo entre a atividade a priori e a
posteriori, jA& que esta atividade tem o mesmo objetivo da questdo 4 da
atividade a priori somente com um diferencial, apresenta medidas em raiz
quadrada, o que aumenta o grau de dificuldade para os alunos.

Vale ainda salientar que 7 dos 17 acertaram a questao completamente,
e ainda obtiveram éxito na parte de radiciacao, que foi uma grande dificuldade
da atividade a priori. Entre os 10 que acertaram parcialmente a questédo, pode-
se destacar que apenas 3 acertaram a letra ¢, porque tiveram dificuldade com
ndmeros maiores.

Um ponto bastante importante é fato de que dentre os 22 alunos
presentes, apenas 3 nao conseguiram identificar na letra b que a medida
desconhecida néo era a hipotenusa.

A questédo 3 da atividade a posteriori tem uma grande semelhan¢a com a
guestdo 3 da atividade a priori e foi a que obteve o pior desempenho, os 19
alunos que erraram, apresentaram respostas que demonstravam uma total falta
de compreensdo. Desses 19 que ndo acertaram a questdo, 5 deixaram em
branco, 2 conseguiram visualizar o triangulo e reconhecer que se este fora
retdngulo, 26 seria a hipotenusa, porém ndo conseguiram aplicar o Teorema

para realmente comprovar sua afirmativa, os outros 12 responderam sim ou
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nao aleatoriamente e colocaram como justificativa as mais absurdas possiveis,
como pode-se observar na resposta de uma aluna que diz: “Nao. Porque eu
nao sei se ele tem o angulo de 90°”.

Na questdo 4 é usada uma situacao bastante simples e a medida que
se deseja descobrir é a hipotenusa, mesmo assim, apenas 50% dos alunos
alcancaram o resultado esperado. A maior dificuldade entre os que né&o
acertaram em 1° lugar foi, identificar corretamente os catetos e a hipotenusa e
em 2°, resolver corretamente poténcia e radiciacdo, pois 6 alunos erraram na
identificacdo e 5 na parte de poténcia e raiz quadrada.

A guestdo 5 apresenta um problema analogo a questéo 6 da atividade a
priori, e obteve um resultado bem mais significativo, mesmo sendo esta
questdo de maior dificuldade ja que ndo apresentava a figura em uma imagem
quadriculada, onde fica mais simples identificar o angulo de 90°. Dos 13 que
nao acertaram 3 nao tentaram resolver, 4 confundiram um dos catetos com a
hipotenusa e 6 erram na resolucdo da equacdo ou na resolugéo das poténcias
e raizes quadradas.

Quando comparamos o resultado das duas atividades temos que 10
estudantes melhoram as notas e 12 alunos que diminuiram o rendimento, como

mostra o quadro 3.
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Quadro 3: Comparativo do rendimento dos alunos nas duas atividades

Aluno Rendimento da Rendimento da
atividade a priori atividade a posteriori

01 14% 6%

02 38% 60%
03 64% 60%
04 8% 6%

05 42% 100%
06 78% 60%
07 40% 70%
08 44% 6%

09 20% 6%

10 24% 40%
11 2% 14%
12 90% 2%
13 2% 40%
14 36% 44%
15 10% 2%
16 20% 48%
17 16% 6%

18 20% 18%
19 40% 20%
20 20% 30%
21 42% 2%
22 76% 68%

Um outro comparativo que pode ser observado € a média aritmética da

turma nas duas atividades.

Quadro 4: Média Aritmética da turma

Atividade Média Aritmética
A priori 3,709
A posteriori 4,172
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De acordo com o quadro 4 a média aritmética da turma teve um
pequeno aumento entre as duas atividades aplicadas, mesmo que segundo o
quadro 3 o numero de alunos que aumentaram o rendimento foi um pouco
menor do que o numero de alunos que diminuiram. E ainda, pode-se salientar

gue a atividade posteriori apresentava um grau de dificuldades maior.
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CONSIDERACOES FINAIS

Visando tornar o ensino da Matematica mais significativo e atraente para
os alunos, este trabalho foi elaborado sob a perspectiva de desenvolver uma
série didatica dindmica e participativa, buscando envolver o aluno e instiga-lo a
construir suas proprias conclusées.

Apesar dos resultados apresentarem um crescimento pequeno no
rendimento da turma, consideramos que o trabalho foi bastante significativo,
guando observamos a participacdo da turma e evolugcdo de muitos alunos
durante a aplicagéo do projeto.

Os alunos conseguiram realizar as atividades de construcdo com
sucesso apresentando muitas vezes dificuldades, mas que com o auxilio da
autora da pesquisa eram superadas. Logo as atividades programadas foram
realizadas apesar das dificuldades que serédo destacadas logo mais.

Alguns fatores impactaram os alunos, pode-se destacar que a principio
eles estranharam a metodologia, pois sempre tinha que realizar em grupo uma
atividade com material concreto que pudesse lhe auxiliar a compreender o
conteldo, mas 0 que mais assustou os alunos foram as demonstracées que
até entdo eram desconhecidas por eles.

Os objetivos de demonstrar, generalizar e aplicar o Teorema de
Pitagoras foram alcancados. Os alunos conseguiram através de material
concreto mostrar a demonstracdo classica e a partir disso apresentar o
Teorema geometricamente, algo que até entédo eles ndo conheciam. E ainda na
atividade a posteriori 40,9% dos alunos conseguiram representar
geometricamente o teorema.

Com relacado as atividades a priori e a posteriori pode-se perceber que
mesmo que a maioria dos alunos diminuiram o rendimento, a média aritmética
da turma aumentou, isso significa que os alunos que aumentaram o rendimento
tiveram um aumento mais significativo do que a baixa que teve os alunos que
diminuiram o rendimento.

Um ponto que ainda pode ser destacado em relacdo as atividades
citadas no paragrafo anterior, tem-se que a segunda atividade tinha um grau de
dificuldade maior que a primeira e ainda nas questbes que tinham o mesmo

objetivo a segunda atividade teve um rendimento melhor.
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Ainda durante a aplicacdo da série didatica alguns fatores prejudicaram
a realizacdo do trabalho, fazendo com que o cronograma pré-estabelecido e
que se encontra no apéndice A, ndo fosse cumprido. O primeiro cronograma
previa a realizacdo da pesquisa em um periodo de 21 dias utilizando 14 aulas,
porém ele foi realizado em um periodo de 26 dias, utilizando 14 aulas.

O cronograma foi alterado porque neste periodo a chuva provocou a
falta de energia elétrica no distrito onde se localiza a Escola, o que impediu 0s
onibus de estudantes de serem abastecidos, fazendo com que a escola ficasse
sem aula no dia 18/11/2014 e também alguns 6nibus quebraram neste periodo,
fazendo com alguns alunos faltassem, como mostra o apéndice E.

Mesmo que algumas dificuldades n&o tenham sido extintas da turma, o
avanco dos alunos foi notério e isso fica claro nas questbes 02, 04 e 05 da
atividade a posteriori, jA que os melhores resultados da atividade a priori estao
nas primeiras questdes que eram bastante simples. Portanto, pode-se notar
uma evolugdo nos alunos no que diz respeito a aplicacao da férmula.

O proposito primordial deste trabalho foi apresentar o Teorema de
Pitagoras de maneira significativa para os alunos, onde este aluno pudesse se
envolver nas aulas e ser ativo na construgcdo do seu conhecimento, por isso a
proposta aqui apresentada defende que desde o primeiro momento em que o
Teorema de Pitdgoras seja trabalhado suas demonstracdes sejam feitas em
sala de aula.

De acordo com o que foi aplicado na turma percebe-se que a principio
devem ser aplicadas atividades concretas onde os alunos possam construir
algo, pois motivam sua participacdo e despertam sua atencdo, portanto as
demonstracdes devem ser antecedidas de atividades em grupo ou individual
que levem o educando a perceber a propriedade peculiar existente no triangulo
retangulo, apos isso as demonstracdes formais seréo realizadas com sucesso.

Desenvolver uma aula que busque demonstrar, generalizar e aplicar o
Teorema de Pitagoras pode parecer a principio muito avancado para uma
turma de 9° ano, mas se bem planejada e executada de acordo com evolucéo
dos alunos, vai assustar os educandos no comec¢o, porém os levara a uma
compreensao do conteddo bem mais significativa.

Os conteudos matematicos s6 serdo realmente entendidos quando o
aluno conseguir entender como se chegou a tais resultados, por isso

acreditamos que este Teorema assim como outros devem ser demonstrados
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nas primeiras aulas em que ele é abordado, para que nos anos subsequentes
0s educandos lembrem com facilidade o que realmente aprenderam e
entendam onde e como podem aplicar o seu conhecimento.

O trabalho aqui apresentado contribuiu para o desenvolvimento dos
alunos tanto na aprendizagem como ha participacdo das aulas, mostrando o
Teorema de Pitagoras sob um angulo que eles ainda ndo conheciam e
comprovando que realmente este teorema é verdadeiro.

Portanto, os objetivos propostos foram alcancados e a turma conseguiu
apresentar um resultado favoravel, mesmo que alguns alunos néo obtiveram os
resultados esperados, o que € natural ja que cada um reage de modo diferente,
mas ainda estes conseguiram participar de alguma maneira das aulas. Como
destaque tem-se um resultado bastante motivador onde a aluna 05 teve 42%
de aproveitamento na primeira atividade e depois da aplicacdo da pesquisa ela
teve 100% de aproveitamento na segunda atividade.

Como recomendagdo orienta-se que as demonstracdes e
generalizacBes ndo sejam omitidas nas aulas, para que o aluno perceba que os
teoremas ou propriedades, abordados em sala séo resultados de uma logica
matematica e tem uma aplicacdo em problemas matematicos ou cotidianos.

Durante a correcao da atividade a priori percebeu-se a deficiéncia dos
alunos nos conteudos de potenciacdo e radiacdo, por isso serd de bastante
aproveitamento introduzir esses dois assuntos em uma nova aplicacdo dessa

pesquisa.
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APENDICE A - Plano de Aula

Publico Alvo: 9° ano do ensino fundamental
Conteuido estruturante: Geometria
Conteudo Especifico: Teorema de Pitadgoras

Objetivo Geral:
Avaliar o desenvolvimento dos alunos diante dessa nova abordagem do
Teorema de Pitagoras;

Objetivos: Definir areas de figuras planas;
Definir proporcionalidade;
Definir figuras semelhantes;
Demonstrar o Teorema de Pitagoras usando areas e semelhanca;
Aplicar o Teorema de Pitagoras para encontrar a area do triangulo
retangulo;
Generalizar o Teorema de Pitdgoras;
Aplicar o Teorema de Pitagoras em problemas como a Area do triangulo
equilatero e o Problema de Hipécrates

Metodologia:

Primeira etapa: Atividade a priori.

Aplicacdo de uma atividade individual para identificar o que o0s alunos
aprenderam do Teorema de Pitagoras.

Segunda etapa: Definindo areas

Explicar o que é area e definir a area do quadrado de lado 1, depois dividir a
sala em grupos, sendo que cada grupo tenha em maos as seguintes figuras
geométricas: Quadrado, retangulo, paralelogramo, tridangulo e trapézio.

Grupo 1: montar um quadrado de lado n € Z, usando quadradinhos de lado 1,
para deduzir a area do quadrado

Grupo 2: fazer com o retangulo o mesmo que foi feito com o quadrado.

Grupo 3: Transformar o paralelogramo em um retangulo, usando recorte e
colagem para deduzir a area do paralelogramo.

Grupo 4: Dividir um paralelogramo em dois triangulos para deduzir a area do
tridngulo.

Grupo 5: Montar um trapézio usando um triangulo e um paralelogramo para
deduzir a area do trapézio.

Atividade: resolver a questao 1 do apéndice B

Terceira etapa: Definindo proporcionalidade e semelhanca.
Definir proporcionalidade e algumas de suas propriedades usando exemplos.
Trabalhar com os alunos o famoso numero de ouro. Para isso a sala sera
dividida em duplas e sera pedido, antecipadamente, que os alunos tragam uma
calculadora e uma fita métrica para verificarem a propor¢éo do seu corpo.
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Atividade: resolver a questao 2 do apéndice B

Definir semelhanca no geral e mais especificamente semelhanca de triangulos,
d& exemplos. Usar régua e compasso para desenhar triangulos semelhantes e
achar a sua razao de semelhanca.

Atividade: resolver a questao 3 do apéndice B

Quarta etapa: Teorema de Pitdgoras (histéria).

Pedir antecipadamente que os alunos fagam em grupo uma pesquisa sobre
Pitdgoras e o0 Teorema, no dia da aula cada grupo tera a oportunidade de dizer
0 que mais lhe chamou a atencédo na pesquisa. Depois da participacdo dos
grupos a professora fara o complemento da parte histérica e explicara porque o
Teorema foi batizado com o nome de Pitagoras. Para comprovar que outros
povos ja tinham conhecimento desse Teorema sera realizado a atividade dos
12 nés desenvolvida pelos egipcios, portanto a sala sera dividida em trios, para
que cada trio monte o seu triangulo e explique o que percebeu com aquela
atividade.

Atividade: resolver a questao 4 do apéndice B.

Quinta etapa: Teorema de Pitagoras (demonstracdo, generalizacdo e
aplicacao)

Enunciar o Teorema de Pitagoras e mostrar o teorema através de algumas
atividades como: quebra cabeca pitagoérico, construcdo da demonstracdo
classica, atividade com a caixa de papelao e feijao, com semicirculos. Depois
dessas atividades fazer no quadro a demonstracéo classica, a demonstracéo
por semelhanca e a generalizacdo do Teorema de Pitdgoras.

Exemplificar situacdes do cotidiano que utilizam o Teorema de Pitdgoras e
também algumas situacfes dentro da prépria matematica.

Atividade: resolver as questdes 5, 6 e 7 do apéndice B.

Sexta etapa: Atividade a posteriori

Aplicar novamente uma atividade avaliativa abordando o Teorema de
Pitagoras, para identificar a evolucdo da aprendizagem dos alunos depois da
sequéncia didatica proposta.
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Cronograma

Conteudo Data Quantidade de aulas

Atividade a priori 04/11/2014 2

Area de figuras planas | 06/11/2014 2
11/11/2014

Proporcionalidade 11/11/2014 1

Semelhanca de figuras | 13/11/2014 2

planas 18/11/2014

Teorema de Pitagoras | 18/11/2014 1

(historico)

Teorema de Pitagoras | 20/11/2014 2

( demonstragéo) 24/11/2014

Teorema de Pitdgoras | 24/11/2014 2

(generalizacao e

aplicacao)

Atividade a posteriori 25/11/2014 2
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APENDICE B - Atividade de sala de aula

Escola:
Educando: Série:

Atividades

1. De uma folha de papel retangular com lados medindo 21cm e 29,5 cm,
Beatriz recortou dois triangulos e obteve um paralelogramo.

a. Qual a éarea:
Da folha de papel?
Do paralelogramo que Beatriz obteve?

b. A area do paralelogramo € maior, menor ou igual & soma das areas dos
dois triangulos?

2. Sabendo que MN =60 cm, OP =15 cm e QR = 100 cm, determine a
medida de ST de modo que MN e OP sejam proporcionais QR e ST.

3. Arazao de semelhanca entre dois hexagonos regulares é 7/2.
Determine a medida do lado de cada um desses hexagonos sabendo
que o perimetro do maior deles é 50,4.

4. Uma viga de madeira esta apoiada contra uma parede. O comprimento
da viga é 30 unidades. Se o topo da viga escorrega 6 unidades, quanto
a base escorrega no solo? Reciprocamente, se ela escorrega 18
unidades sobre o solo, quanto ela escorrega para baixo?

5. Qual deve ser o comprimento da peca de ligagédo do telhado?

Peca
de
ligacao

6. A figura mostra um edificio que tem 15 m de altura, com uma escada
colocada a 8m de sua base ligada ao topo do edificio. Qual é o
comprimento da escada?
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7. Qual a area de um triangulo equilatero de lado 4 cm?
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APENDICE C — Atividade a priori

Escola:
Educando: Série:

Teorema de Pitagoras

1. Na figura, quais sdo os catetos do triangulo retangulo e qual segmento
recebe o nome de hipotenusa?

2. Vocé lembra da formula do Teorema de Pitagoras? Escreva-a.

3. No quadro estéo indicadas as medidas dos lados de alguns tridngulos.
Utilizando o Teorema de Pitagoras, verifique quais deles séo retangulos.

Tridangulo Medida do lado em (cm)
A B C

| 6 4 3

Il 12,5 12 3,5

11 15 12 8

\Y 37 35 12

4. Aplicando o teorema de Pitagoras, determine a medida x indicada em
cada um dos triangulos:

a) z/
A

FL

F4

bJY 28
!'ﬂ,.a-*"ﬂ.;f

¢l B

5. O portdo de entrada de uma casa tem 4m de comprimento e 3m de
altura. Que comprimento teria uma trave de madeira que se estendesse
do ponto A até o ponto C?
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6. A figura representa uma ilha em escala reduzida. Se o lado de cada
guadradinho do mapa equivale a 1 km no tamanho real, qual é a
distancia, em linha reta, entre os pontos A e B?
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APENDICE D — Atividade a posteriori

Escola:
Educando: Série:

Teorema de Pitagoras

1. O Teorema de Pitagoras diz que a area do quadrado cujo lado é a
hipotenusa é igual a soma das areas dos quadrados que tém como
lados cada um dos catetos. Represente esse Teorema
geometricamente.

2. Aplicando o Teorema de Pitdgoras, determine a medida x indicada em
cada um dos triangulos.

y 1

3. Os lados de um triangulo ABC medem 10cm, 24cm e 26cm. Vocé pode
afirmar que ele é retangulo? Justifique.

4. Uma arvore foi quebrada pelo vento e a parte do tronco que restou em
pé forma um angulo reto com o solo. Se a altura do tronco da arvore que
restou em pé é de 12 m, e a ponta da parte quebrada estd a 9 m da
base da arvore, qual é a medida da outra parte quebrada da arvore?
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5. Na figura estdo apresentadas trés cidades, deseja-se construir uma
estrada que ligue a cidade A a cidade B, com o menor comprimento
possivel. Qual devera ser o comprimento dessa estrada?
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APENDICE E - Lista de Chamada

Aluno | 06/11 | 11/11 | 13/11 | 20/11 | 21/11 | 25/11 | 26/11 | 27/11 | 02/12

01

02
03

04
05

06
07
08
09

10
11
12
13
14
15
16
17
18
19
20
21

22
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