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Resumo

Este trabalho propoe uma discussao sobre os triangulos de Heron. Um triangulo
¢ dito heroniano se possui como medida de seus lados e de sua area niumeros inteiros
positivos. Veremos que todo triangulo retangulo de lados inteiros é heroniano e que
esses sao faceis de determinar, o que nao acontece com os demais membros dessa familia.
Apresentaremos também diversos métodos para gerar esses triangulos, além de explorar
suas propriedades. Finalizaremos com a apresentacao de duas atividades que podem ser

aplicadas na Educacao Bésica.

PALAVRAS-CHAVE: Triangulos - Triangulos de Heron - Triangulo heroniano -
propriedades.



Abstract

This article proposes a discussion about the Heron triangles. A triangle is con-
sidered Heronian if it has the measures of its sides length and its area positive integers
numbers. It will be showed that every rectangle triangle of integer number side length is
heronian and these one are easy to determine, what does not happen to the other mem-
bers of this family. It will be also presented diverse methods to generate these triangles,
and exploit its properties. it will be concluded with the presentation of two activities that

can be applied in basic education.

KEY WORDS: Triangles - Heron triangles - Heronian triangle - Properties.
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Introducao

Figura 1: Heron de Alexandria

Heron de Alexandria, inventor, matematico, fisico e escritor grego, viveu no século
[T a.C. e produziu diversos trabalhos na drea da Mecanica, entre eles, Maquinas de guerras
e Mecanica, em que tratava de diversas maquinas simples e do movimento circular. Em
Pneumatica, descreveu os principios de funcionamento de uma méaquina a vapor. Heron
inventou maquinas movidas por pesos, manivelas, agua ou fogo. Muitas obras de Heron de
Alexandria sobreviveram por intermédio dos arabes e se tornaram conhecidas no Ocidente

na Renascenca.

Na Geometria, atribui-se a ele a féormula para calcular a drea de um triangulo a

partir de seus lados e do seu semiperimetro

A=+/s(s—a)(s—Db)(s—c)

onde A é a drea do triangulo, s o semiperimetro s = %b“ e a, b e csao as medidas dos seus
lados. Porém, neste trabalho trataremos da descoberta do triangulo (13,14, 15,84) que é
atribuida a ele. Esse triangulo nao ¢é retangulo, mas possui como medida de seus lados e
de sua area numeros inteiros. Todos os triangulos que possuem essa propriedade de ter
medidas dos lados e da areas ntimeros inteiros sao conhecidos como triangulos heronianos.
Buscaremos nesse trabalho condig¢oes para obter representantes dessa familia, bem como

explorar as suas propriedades.



Este trabalho esta dividido em trés capitulos. No primeiro capitulo, procuramos de-
screver métodos para gerar familias de triangulos heronianos. No segundo, apresentamos
diversas propriedades desses triangulos. E no terceiro capitulo expomos duas atividades

que podem ser aplicadas a partir do 9° ano da Educacao Bésica.



1 Construindo Triangulos
heronianos

1.1 A formula de Heron

Uma férmula que vai ser muito ttil ao longo deste trabalho é a férmula de Heron.

Por esse motivo, dedicamos esta secao para a sua demonstracao.

Dado o triangulo ABC' abaixo, seja b a sua base e h a altura relativa a base b, a

B

Figura 2: Triangulo ABC

area deste triangulo é dada por A = % A lei dos cossenos nos diz que:
a’> = b+ — 2bccosa
JZ 2
= b+ —2be—
c

= b4+ — 20V 2 — h2



sendo assim, h? = 2 — (¥+2=2")2 daf teremos
, BB
4=
R - ey
4
AP - (VP +* —a?)?
B 16
o (2b0) = (VP + 2 —a?)?
B 16
(2 + b+ — a?)(2bc — b — 2 + a?)
B 16
_ (bt —a?)(a® = (b—0)?))
B 16
_ (a+b+e)b+c—a)at+c—Db)(a+b—c)
16

a+b+c
2

sendo s = o semiperimetro do triangulo, teremos A% = s(s —a)(s — b)(s — ¢), que é

equivalente a A = /s(s — a)(s — b)(s — ¢) como querfamos demonstrar.

1.2 Gerando triangulos de Heron Isosceles

Para esse intento, devemos provar dois resultados. O primeiro é o seguinte:
Todo triangulo pitagorico é um triangulo de Heron retangulo.

Sao ditos pitagoéricos todo triangulo retangulo cujos lados sao nimeros inteiros
positivos. O teorema de Pitagoras nos diz que se um triangulo retangulo tem como lados
a,beccoma<b<c sendo a e b seus catetos e ¢ a hipotenusa, entao vale a seguinte
identidade:

a’ + b =

que ¢é conhecida como teorema de Pitagoras. Podemos associar a cada triangulo retangulo
a tripla (a,b,c), chamada tripla pitagérica, por exemplo, a tripla (3,4,5) é uma tripla
pitagérica. Dado o triangulo retangulo de lados a, b, ¢ inteiros com ¢ sendo sua hipotenusa,
sabemos que a area desse triangulo pode ser calculada como A = “Tb Para provar que
a area desse triangulo é um numero inteiro, basta provar que a ou b é um ntmero par.

Vamos assumir por absurdo que a e b sao niimeros impares. Dessa forma, eles podem ser



escritos como: a =2m + 1 e b=2n+ 1 com m e n inteiros. Sendo assim,

¢ = (2m+1)°+ (2n+1)°
= dm> +4dm+1+4n’> +4m+1
= 4K +2

para algum k inteiro. Esse resultado nos diz que ¢? deixa resto 2 na divisao por 4, o que
¢ um absurdo, pois sendo ¢ par ¢ = 2m = ¢ = 4m?, deixa resto zero na divisao por 4,
e sendo ¢ fmpar ¢ = 2m + 1 = ¢ = 4m? + 4m + 1 = 4K + 1 para um certo k inteiro,
deixa resto 1 na divisao por 4. Dai ou a ou b é par, garantindo que A = “71’ ¢ um numero
inteiro. Sendo assim, demonstramos que todo triangulo pitagoérico é heroniano. Para
mostrar que a reciproca nao é verdadeira, basta lembrarmos do triangulo (13,14,15,84),

que é heroniano, mas 15% # 13% + 142
O segundo resultado que precisamos é:

Todo triangulo heroniano isosceles pode ser decomposto em dois triangulos pitagéricos

iguais.

Para isso, peguemos o triangulo isosceles ABC abaixo, sendo M o ponto médio do

lado BC. Vamos assumir por absurdo que a ¢ impar. Dai podemos escrever a = 2m + 1,

A

M

L
a

Figura 3: Triangulo isosceles

sendo assim, BM =m+ 1 eh = \/02 —(m+3)?= \/w. Sendo A a drea de
ABC, temos

L ah (2m+ 1) /4c2—4mz—4m—1

2 2



que, desenvolvendo, teremos
16A% = (2m + 1)%.(4¢* — 4m?* — 4m — 1)

Observe-se que chegamos a um absurdo, pois 1642 é um ntimero par e est4 escrito como o

produto de dois nimeros impares. Dai concluimos que a é par e podemos escrever a = 2m

e BM =m,dai h =V —m2e A= 212 ¢ finalmente % = V2 —m?2. Lembrando

2
que por hipdtese A, ¢ e m sao inteiros, temos que % é racional e ¢ — m? é um quadrado
perfeito, pois, caso contrario, % seria irracional, o que é um absurdo. Dessa forma, h é
um inteiro e (m, h, c) é uma tripla pitagérica.

Agora, para gerar os triangulos isosceles heronianos, basta encontrar uma férmula
que gere triplas pitagéricas. Tal férmula é conhecida como férmula de Euclides (m? —
n?;2mn;m? + n?). Sendo m e n inteiros positivos e m > n, a tripla acima é uma tripla

pitagérica pois
(m? —n?)? 4+ (2mn)? = m* — 2m*n® + n* +4m*n? = (m* + n?)?

O terno produzido por essa férmula é primitivo se a, b e ¢ sao dois a dois primos entre
si. Quando m e n sao primos entre si, geram todos os triangulos pitagoéricos primitivos.
A ideia é lancar mao da féormula de Euclides para gerar triangulos heronianos isdsceles,
unindo triangulos pitagoricos iguais a partir de um mesmo cateto. Como exemplos temos
os tridngulos heronianos (8,5,5,12) e (6,5,5,12) apresentados abaixo, que podem ser de-

compostos em dois tridngulos pitdgéricos do tipo (3,4,5,6).

I

Figura 4: Da esquerda para direita triangulos heronianos (8,5,5,12) e (6,5,5,12)



Com a ideia de colar triangulos pitagéricos iguais, chegamos ao triangulo (4mn; m?+

n?;m? + n?; (m +n)? 2mn.(m? — n?)),

M

4mn

Figura 5: Triangulo (4mn;m? + n?;m? + n?; (m + n)?; 2mn.(m? — n?))
cujo semiperimetro é dado por:

B dmn + 2m? + 2m?

> =2mn +m*+n® = (m+n)?

S

Para encontrar a area, vamos utilizar a férmula de Heron,

A = /s(s—a)(s—Db)(s—c)

= /(m+n)2(m2+2mn +n2 — 4mn)(m?2 + 2mn + n2 — m? — n2)?

= (m+n).(m—n).(2mn)

= 2mn.(m* —n?)

que é um numero inteiro, ja que, por hipotese m e n sao inteiros positivos, desta forma,

gerando a familia de triangulos de Heron isésceles,

(4mn;m? + n%;m? + n?; (m + n)?; 2mn.(m? — n?))



que tem alguns representantes expostos na tabela a seguir:

m[nfalb[c]|s ]| A |
211 8 5 12
3122413 ] 13| 25 60
4 3| 48 | 25| 25 | 49 168
5 | 4] 80 | 41 | 41 | 81 360
6 [ 5120 61 | 61 | 121 | 660
716|168 | 8 | 8 | 169 | 1092
8 | 7 1224|113 | 113|225 | 1680
9 | 8 288|145 | 145 | 289 | 2448
101 9 | 360 | 181 | 181 | 361 | 3420
11 | 10 | 440 | 221 | 221 | 441 | 4620
12 | 11 | 528 | 265 | 265 | 529 | 6072
13 |12 | 624 | 313 | 313 | 625 | 7800
14 | 13 | 728 | 365 | 365 | 729 | 9828
15 | 14 | 840 | 421 | 421 | 841 | 12180

Tabela 1: Representantes da familia (4mn;m? + n%; m? + n?; (m + n)?; 2mn.(m? — n?))

Seguindo o raciocinio anterior, podemos gerar também a familia de triangulos

heronianos isésceles abaixo:

2m? — 2n?

Figura 6: Triangulo heroniano



que tem alguns representantes expressos na tabela que segui.

a b c S A

m | n
2111615 o} 8 12
312 110( 13| 13 | 18 60
4 13 114125 | 25 | 32 | 168
5|4 18] 41 | 41 | 50 | 360
6 | 52261 | 61 | 72| 660
716 (26| 8 | 8 | 98 | 1092
8 | 7 130(113| 113|128 | 1680
9 | 8 |34|145| 145 | 162 | 2448
109 | 38| 181|181 | 200 | 3420
1110 | 42| 221 | 221 | 242 | 4620
12 |11 | 46 | 265 | 265 | 288 | 6072
13 (1250|313 | 313 | 338 | 7800
14 |13 | 54 | 365 | 365 | 392 | 9828
15|14 | 58 | 421 | 421 | 450 | 12180

Tabela 2: Representantes da familia

1.3 Uma familia que inclui tridngulos escalenos

Dado o triangulo ABC' abaixo

Figura 7: Triangulo ABC com um dos seus exincentros

sendo BC' > AB e I, o exincentro oposto ao lado C (exincentro é o ponto de
encontro de duas bissetrizes externas com a bissetriz interna do terceiro angulo). O
teorema da bissetriz diz que: uma bissetriz interna de um triangulo divide o lado oposto

em segmentos proporcionais aos lados adjacentes. Sendo D o ponto de intersecao do
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prolongamento do lado AC com a bissetriz exterior do angulo B, aplicando o teorema da

bissetriz ao triangulo DBC', teremos:

BI. (B

I.D  CD
e aplicando ao triangulo DBA:

Bl. AB

I.D  AD

o que nos leva a
CB AB C(CB-AB a-c

CD AD CD-AD b

. Se o triangulo ABC for heroniano, a, b e ¢ sao nimeros inteiros positivos. Sendo assim, a

a—c

b
tomar a —c = (u?* —v*)k e b = (u?+v*)k com k um inteiro positivo, sendo assim, podemos

~ , , . oy _ 2_,,2
razao sera um numero racional positivo, e faremos ¢ = 1=, com u > v. Podemos

escrever: a = c+ (u? —v*)k, b= (v* +v?)kec=rc.
Agora vamos determinar os parametros ¢ e k. O semiperimetro desse triangulo é:

c+urk — vk +ulk +v?k + ¢ )
s = 5 =c+ u“k

Usando a formula de Heron para calcular a area, teremos:

A = VsG-aG-B—0
= V(c+u2k)(c+uk — ¢ — uk + v2k)(c + u2k — u2k — v2k)(c + u2k — c)
= V(c+u2k)v2k(c — v2k)uk
= vuky/(c+ u2k)(c — v2k)

Para que a drea seja um numero inteiro, é preciso que (¢ + u?k)(c — v*k) seja um

quadrado perfeito, ou seja,

e+ utk ="y
n

c—v2k:£u
m

com g inteiro. Resolvendo para k e ¢, teremos:

G
~ mn(u? + vz)'u

v2’m? + u’n?
C=———F—-4
mn(u? + v?)
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que podemos escrever

c 7 k

_ —
v2m? + n2u? m?2 — n?

~omn(u? +0?)

Sendo v uma constante de proporcionalidade que multiplica os lados para gerar triangulos
semelhantes, facamos v = 1, dai, ¢ = v*m? + u*n?, p = mn(u® +v?) e k = m? — n? para

m > n. Substituindo os valores de c e de k teremos a familia de triangulos heronianos

(a,b,c) = (m*u? + n®v?, (m? — n?)(u? + v?), n*u® + m?v?)
s =m?*(u® + v?)

A =mn(m? — n*)uv(u® + v*)

Para obter tais triangulos, basta atribuir valores inteiros para m,n,u e v tais que m > n

1 geramos o triangulo

e u > v. Como exemplo, fazendo m = 2, n =1, u =2 ew

(15,17,8,60) com s = 20 e A = 60 representado abaixo.

17

Figura 8: Triangulo (15, 17,8, 60)

A tabela abaixo mostra alguns representantes desta familia.

’ m \ n \ U \ v \ a \ b \ c \ A
2 1 2 1 17 15 60
3 2 3 2 97 65 72 2340
41 3 4 3 337 175 288 25200
5 4 5 4 881 369 800 147600
6 5 6 5 1921 671 1800 603900
716 716 3697 1105 3528 1949220
8 718 7 | 6497 1695 6272 5315520
9 8 9 8 | 10657 | 2465 | 10368 | 12778560
101 9 [ 10| 9 | 16561 | 3439 | 16200 | 27855900
11 | 10 | 11 | 10 | 24641 | 4641 | 24200 | 56156100
12 | 11 | 12 | 11 | 35377 | 6095 | 34848 | 106199280
13 | 12 | 13 | 12 | 49297 | 7825 | 48672 | 190429200
14 | 13 | 14 | 13 | 66977 | 9855 | 66248 | 326437020
15 | 14 | 15 | 14 | 89041 | 12209 | 88200 | 538416900

Tabela 3: Representantes da familia (m?u?® + n%v?, (m? — n?)(u? + v?)
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1.4 Gerando triangulos de Heron escaleno

Outra maneira que temos para construir triangulos de Heron escaleno é juntar
dois triangulos pitagoricos diferentes que compartilham um mesmo lado. Podemos usar

2

a férmula (m? — n?,2mn, m? + n?), onde m e n sao dois nimeros inteiros positivos e

m > n para gerar uma terna pitagérica. E usar o mesmo procedimento para gerar outra

2 — ¢, 2pq,p* + ¢*), com p e ¢ inteiros positivos e p > ¢. Agora

terna pitagérica (p
podemos encontrar 4 ntmeros distintos tais que mn = pq. E a partir deles gerar dois
triangulos pitagéricos que tém apenas um lado em comum. Como exemplo podemos
escrever 15.3 = 9.5, onde m = 15, n = 3, p = 9 e ¢ = 5. Isso ira criar dois triangulos
distintos: m = 15 e n = 3 gera o triangulo (216,90,234) e p =9 e ¢ = 5 gera o triangulo

pitagérico (56,90, 106).

234
90 90

106

216 56

Figura 9: Triangulos pitagdricos

Combinando esses dois triangulos de tal forma que compartilhem o lado de medida
90, teremos o triangulo (106,234, 272), cuja area é 24480, que é um numero inteiro como

esperavamos.

106
90

216 56

Figura 10: Triangulo (106,234, 272)

Sera que qualquer triangulo heroniano pode ser obtido com a uniao de dois triangulos

pitagoricos como descrito acima? A resposta é nao. Se tomarmos o triangulo heroniano
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(5,29,30) com &rea 72, percebemos que ele nao pode ser obtido dessa forma, pois nenhuma

de suas alturas tem medida inteira.

1.5 Triangulos de Heron com lados consecutivos

Considerando um triangulo heroniano com lados a =n—1,b=n,ec=n+1, 0

in—1

i+ 1

Figura 11: Triangulos heronianos com lados consecutivos

semiperimetro desse triangulo é dado por:

_a+b+c_n—1+n+n+1_3n
Ty T 2 9

Usando a féormula de Heron, temos:

A = +/s(s—a)(s—Db)(s—c)
3n ,3n 3n an
= 55—t —n)l5 —n-1)
3non+2 n.n—2

= FESGES)

= Z\/S(n +2)(n—2)

Verificamos que para a area ser um numero inteiro, n deve ser um numero par, dessa

forma, podendo ser escrito como n = 2m, dai,

A = %m\/?)(zm +2)(2m — 2)

A = my3(m+1)(m—1)

para A ser um inteiro, devemos ter (m + 1)(m — 1) = 3k? para algum k inteiro. Assim,
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m? —1=3k?

m? —3k*=1

Essa equacao é conhecida como equacao de Pell’s, cuja solucao é:

my + k3 = (2 + \/§)t,t = 1,2,3..., resultando valores para n iguais a n =
(24+V3)' + (2= V3) com t = 1,2,3..., gerando, dessa forma, triangulos heronianos de
lados inteiros consecutivos. A tabela abaixo mostra alguns representantes dessa familia

de triangulos heronianos.

t n (n—1,n,n+1)

1| 4 (3,4,5)

2 14 (13,14,15)

3 52 (51,52,53)

1] 104 (193,194,195)

5| 724 (723,724,725)

6 | 2702 (2701,2702,2703)

7 | 10084 (10083,10084,10085)
8 | 37634 (37633,37634,37635)
9 | 140452 | (140451,140452,140453)
10 | 524174 | (524173,524174,524175)

Tabela 4: Triangulos heronianos com lados inteiros consecutivos
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1.6 Gerando tridngulos de Heron com lados em Progressao
Aritmética

Dado o triangulo heroniano de lados 2a — d, 2a, 2a + d, seu semiperimetro é dado

2 —dd 2

2+

Figura 12: Triangulo 2a — d, 2a, 2a + d

por
_a—l—b+c_2a—d+2a~|—2a+d_

2 2

sendo assim, a sua area ¢ igual a

3a

S

A = +/s(s—a)(s—Db)(s—c)
= /3a(3a — 2a + d)(3a — 2a)(3a — 2a — d)

= ay/3(a® —d?)

A 4rea serd um inteiro se a? — d? = 3k? para algum k inteiro. Essa equacdo tem solucao

inteira dada por a = p* + 3¢?, d = p? — 3¢*, k = 2pq para p e q satisfazendo p? > 3¢°.
Dessa forma, teremos o triangulo (2a — d,2a,2a + d,3ak). A tabela abaixo apresenta

alguns representantes dessa familia

|

WD | DN DN | =] =

[alblc][ 4]
3|14 | 15| 84
18 | 24 | 30 | 216
25 | 38 | 51 | 456
52 | 56 | 60 | 1344
31 | 56 | 78 | 840
G1 | 74 | 87 | 2220
15 | 78 | 111 | 1404
72 | 96 | 120 | 3456
117 | 126 | 135 | 6804

DO O O x| | W NS

Tabela 5: Representantes da familia (2a — d, 2a, 2a + d, 3ak)
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1.7 Mais uma familia de triangulos heronianos

N6s podemos assumir que os lados do triangulo sao da forma (a,b,c) = (p,p +
1,2p—1) com p inteiro positivo. Sendo assim, o triangulo em questao tem semiperimetro

S_p+p+1+2p—1_

2
B p

e sua area ¢ igual a

A=/2p.(2p—p).2p—p—1)(2p—2p+1) =py/2(p - 1)

Para ser heroniano a drea deve ser um inteiro positivo, dai podemos fazer p — 1 = 2k?,
que nos leva a p = 2k? + 1, com k um inteiro positivo, gerando a familia (a,b,c) =

(2k* +1,2(k* + 1),4k? 4+ 1). O semiperimetro desses triangulos sio dados por:
s =4k* +2

e a area por:

A = pV2(p-1)
= (2k* +1)V2.2k?

= 4k® + 2k

cuja tabela abaixo nos da alguns representantes.

(klafblels [ A ]
T3 4]5 6] 6
2 [ 9 [ 10| 17 | 18 | 36
319 | 20 | 37 | 33 | 114
1 [ 33 | 34 | 65 | 66 | 264
5 [ 51 | 52 | 101|102 | 510
6 | 73 | 74 | 145 | 146 | 876
7 [ 99 [ 100 | 197 | 198 | 1386
s [ 120 | 130 | 257 | 258 | 2064
9 | 163 | 164 | 325 | 326 | 2934

10 | 201 | 202 | 401 | 402 | 4020
11 | 243 | 244 | 485 | 486 | 5346
12 | 289 | 290 | 577 | 578 | 6936
13 | 339 | 340 | 677 | 678 | 8814
14 | 393 | 394 | 785 | 786 | 11004
15 | 451 | 452 | 901 | 902 | 13530

Tabela 6: familia (a,b,c) = (2k* +1,2(k* + 1), 4k* + 1)
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1.8 Gerando todos os triangulos de Heron

Apo6s gerar diversas familias de triangulos de Heron, surge uma pergunta: sera que
existe uma férmula que gere todos os triangulos heronianos? A resposta a essa pergunta

é sim, e essa férmula foi proposta por Carmichael (1915),
a=n(m?+ k%

b=m(n?+ k%
c= (m+n)(mn —k?

para inteiros m, n e k, onde: mdc(m,n) =1, m>n>1emn > k* > 2’”2” )
m+n
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A tabela abaixo fornece todos os triangulos heronianos primitivos (mdc dos lados

igual a 1) cujos lados sd@o menores que 100.

’ (a,b,c, A) \ (a,b,c, A) \ (a,b,c, A) \ (a,b,c, A) \ (a,b,c, A) ‘
(3,4,5,6) (5,5,6,12) (5,5.8,12) (5,12,13,30) | (10,13,13,60)
(4.13,1524) | (13,14,15,84) | (9,10,17,36) (8,15,17,60) | (16,17,17,120)
(11,13,20,66) (7,15,20,42) (10,17,21,84) | (13,20,21,126) | (13,13,24,60)
(12,17,20,00) | (7.24,25,84) | (14,25,25,168) | (3,25,26,36) | (17,25,26,204)
(17,25,28,210) | (20,21,29,210) | (6,25,29,60) | (17,17,30,120) | (11,25,30,132)
(5,29.30,72) (3.29.35,84) | (15,34,35,252) | (25,29,36,360) | (19,20,37,114)
(15,26,37,156) | (13,30,37,180) | (12,35,37,210) | (24,37,37,420) | (16,25,39,120)
(17,28,39,210) | (25.34,39,420) | (10,35,39,168) | (29,29,40,420) | (13,37,40,240)
(25,39,40,468) | (15,28,41,126) | (9,40,41,180) | (17,40,41,336) | (18,41,41,360)
(29,29,42,420) | (15,37,44,264) | (17,39,44,330) | (13,40,45,252) | (25,25,48,168)
(29,35,48,504) | (21,41,50,420) | (39,41,50,780) | (26,35,51,420) | (20,37,51,306)
(25,38,51,456) | (13,40,51,156) | (27,20,52,270) | (25,33,52,330) | (37,39,52,720)
(15,41,52,234) | (5.51,52,126) | (25,51,52,624) | (24,35,53,336) | (28,45,53,630)
(4,51,53,90) | (51,52,53,1170) | (26,51,55,660) | (20,53,55,528) | (25,39,56,420)
(53,53,56,1260) | (33,41,58,660) | (41,51,58,1020) | (17,55,60,462) | (15,52,61,336)
(11,60,61,330) | (22,61,61,660) | (25,52,63,630) | (33,34,65,264) | (20,51,65,408)
(12,55,65,198) | (33,56,65,924) | (14,61,65,420) | (36,61,65,1080) | (16,63,65,504)
(32,65,65,1008 (35,53,66,924) | (65,65,66,1848) (21,61,68,630) (43,61,68,1290)
(7,65,68,210) | (29,65,68,936) | (57,65,68,1710) | (29,52,69,690) | (37,37,70,420)
(9,65,70,252) | (41,50,73,084) | (26,51,73,420) | (35,52,73,840) | (48,55,73,1320)

(19,60,73,456)

(50,69,73,1656)

(25,51,74,300)

(25,63,74,756)

(35,44,75,462)

(29,52,75,546)

(34,61,75,1020)

56,61,75,1680

(13,68,75,390

(52,73,75,1800)

(32,53,75,720)
(40,51,77,924)

(25,74,77,924)

(41,41,80,360

(17,65,80,288)

(9,73,30,216)

(39,55,82,924)

35,65,82,1092

(29,60,85,522)

39,62,65,1116

(41,66,85,1320)

( )
(68,75,77,2310)
( )
( )

36,77,85,1386

)
)
(33,58,85,660)
(13,84,85,546)

(41,84,85,1680)

26,85,85,1092

(72,85,85,2772)

(34,55,87,396)

(52,61,87,1560)

(38,65,87,1140)

44,65,87,1386

(31,68,87,930)

(61,74,87,2220)

(65,76,87,2394)

(53,75,88,1980)

65,87,88,2640

(41,50,89,420)

(28,65,89,546)

(39,80,89,1560)

(21,82,89,840)

(78,89,89,3120)

(53,53,90,1260)

(17,89,90,756)

(37,72,91,1260)

60,73,91,2134

(26,75,01,840)

(22,85,91,024)

(48,85,91,2016)

(29,75,92,966)

39,85,92,1656

(34,65,93,744)

(39,58,95,456)

(41,60,95,798)

(68,87,95,2850)

73,73,96,2640

(37,91,96,1630)

(51,52,97,840)

(65,72,97,396)

(26,73,97,420)

( )
( )
( )
( )
(57,82,89,2280)
( )
( )
( )
( )

44,75,07,1584

(35,78,97,1260)

(75,36,97,3096)

(11,90,97,396)

(78,95,97,3420)

Tabela 7: Todos os triangulos heronianos primitivos com lados menores que 100



19

2 Propriedades dos triangulos
heronianos

Sera que dado um triangulo temos como saber se ele é um Triangulo de Heron?
Quais as propriedades de um triangulo heroniano? Essas sao as questoes que abordaremos

neste capitulo.

2.1 Existe tridngulo heroniano equilatero?

Dado um triangulo ABC de lados a, b e ¢ inteiros, a area desse triangulo pode ser

calculada pela expressao
a.b.sen(£C)

2

No caso do triangulo equilatero com lados inteiros e iguais a m, ficaremos com

A—

Ao m?.sen(60°) _ m2 3 _ m2v/3
2 2 4

Como m ¢é inteiro e v/3 irracional, temos que a drea é um nimero irracional, provando

que os triangulos equilateros nao fazem parte da familia dos triangulos heronianos.

2.2 O perimetro de um tridangulo heroniano é sempre
par

Dado um triangulo heroniano qualquer de lados a,b e ¢, o seu perimetro é sempre
par, e provaremos isso por absurdo. Suponha-se que o perimetro p seja impar. Entao, to-

dos os fatores do lado direito da equacao abaixo sao metades de ntimeros inteiros impares,

A2 =

N |3
N3

(5 -G -G -0

2

Como o produto é um inteiro impar dividido por 16, esse resultado nao pode ser um

numero inteiro.
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2.3 Triangulos de Heron primitivos possuem apenas
um lado par

Dado um triangulo de Heron primitivo (mdec dos lados igual a 1) de lados a, b, ¢,
podemos provar que exatamente um de seus lados é par. Sendo a,b e c¢ inteiros, o

%b“ ¢ um inteiro ou metade de um inteiro. Se s é um inteiro,

semiperimetro s =
entdo a + b+ ¢ deve ser par, mas como mdc(a,b,c) = 1, devemos ter um dos lados par e

os outros dois impares. Se s for metade de um inteiro, entao s —a, s —b e s — ¢ sao todos

metade de um inteiro, e nesse caso a drea que é dada por A = /s(s —a)(s — b)(s — ¢)

nao serd um numero inteiro.

2.4 Triadngulo de Heron isosceles tem como base um
nimero par

Para isso, peguemos o triangulo isosceles ABC abaixo, sendo M o ponto médio do

lado BC. Vamos assumir por absurdo que a é impar. Dai podemos escrever a = 2m + 1,

Figura 13: Triangulo isosceles

sendo assim, BM =m+ 1 eh = \/02 —(m+1)?= \/%‘ Sendo A a drea de
ABC, temos

L ah - (2m+ 1) /402—4mz—4m—1
= 7 =

2

que, desenvolvendo, teremos

16A% = (2m + 1)%.(4¢* — 4m?* — 4m — 1)
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Observe-se que chegamos a um absurdo, pois 1642 é um ndmero par, e estd escrito como

o produto de dois nimeros impares.

2.5 Nao ha tridngulo heroniano com um lado cujo
comprimento seja igual a 1 ou 2

A impossibilidade de ter um triangulo heroniano com lado igual a 1 pode ser
justificada com a desigualdade triangular, que diz: em todo triangulo, cada lado é maior
que a diferenga dos outros dois. Sendo assim, com um lado igual a 1 s6 é possivel gerar
triangulos isosceles com base igual a 1 ou um triangulo equildtero de lados iguais a 1. J&

provamos anteriormente que em ambos os casos os triangulos nao sao heronianos.

Suponhamos que exista um triangulo de Heron com lado igual a 2; logo, esse
triangulo heroniano ¢ primitivo, pois sabemos que o lado nao pode ser igual a 1. Sendo
assim, como um dos lados do triangulo é 2, que é par, os outros dois lados sao impares, e o

a+b+2
2

semiperimetro ¢ dado por s = . Pela desigualdade triangular, sabemos que a —b = 1

oua—b=0. Sendo a — b =1, teremos que o semiperimetro é igual a

Cb+b+1+2  20+3
N 2 D)

S

o que nos dd um semiperimetro que nao é inteiro, contrariando a propriedade 2.2. Dessa
forma, a tnica possibilidade é a = b. Dai, o semiperimetro é igual a s = L;Q =b+1, ou

seja, a = b= s — 1, que dara a area igual a

A=/s(s—2)(s—s+1)(s—s+1)=/s(s —2)

Como A ¢ inteiro, devemos ter s(s — 2) = K? para algum k inteiro positivo, o que é um

absurdo.

2.6 Todo triangulo heroniano tem como seno de cada
um de seus angulos internos um niimero racional

Esta conclusao seguiu da formula para o calculo da drea de um trangulo A =

b.sen(LC o e
%"(), o que nos leva a sen(ZC) = %. Como por hipétese A, a e b sao inteiros, o

sen(£C') deve ser racional.
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2.7 Todo triangulo heroniano tem como cosseno de
cada um de seus angulos internos um numero
racional

Provaremos para um angulo, valendo o mesmo para os demais angulos. Dado o

triangulo ABC' abaixo

Figura 14: Triangulo ABC

pela lei dos cossenos temos que a? = b% + ¢ — 2bccosa
Dai,

b2+c2—a?

COSQX = e

como a, b e ¢ sao inteiros positivos, temos que cosa é racional.

2.8 Nao ha triangulo heroniano cujos trés angulos
internos formem uma progressao aritmética

Suponhamos por absurdo que isso seja possivel, entao terfamos os angulos (o —
z,a,a+ x). Como a soma dos angulos internos de qualquer triangulo mede 180°, temos
que o —x + o+ a + x = 180, ou seja, o = 60°, o que é um absurdo, pois sabemos que o

seno dos angulos internos de um triangulo heroniano é racional.

2.9 A area de um triangulo de Heron é divisivel por
6

Podemos provar isso para um triangulo primitivo, o que é suficiente, ja que os

demais sao obtidos a partir destes, multiplicando todos os lados por um numero inteiro
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positivo. Sendo a, b e ¢ os lados de um triangulo de Heron primitivo, sabemos que um
dos lados é par e os outros dois sao impares. Sendo assim, dois dos termos s, s —a, s — b,
s — ¢ sao pares, o que prova que A é par. Para seguir adiante, precisamos do seguinte
resultado: Todo quadrado perfeito deixa resto 0 ou 1 quando dividido por 3. Podemos
considerar um numero n de uma das formas n = 3k, n =3k +1 oun = 3k + 2, onde 0, 1

e 2 sao os possiveis restos da divisao de n por 3.

e se n = 3k, entao n? = 9k? = 3.(3k?)
e se n =3k + 1 entdo n? = 3(3k* + 2k) + 1

e se n=3k+2, entao n® = 3(3k* + 4k +1) +1

No primeiro caso, n? deixa resto 0, e nos outros dois casos, deixa resto 1, quando dividido

por 3.

Agora iremos provar que A é um multiplo de 3. Vamos supor que nenhum dos
termos s,s — a, s — b, s — ¢ seja miltiplo de 3. Entao, eles deixam resto +1 ou —1, que é
equivalente a um resto 2 na divisao por 3. Como os possiveis restos de s = (s —a) + (s —
b) + (s — ¢) na divisdo por 3 sé podem ser 1 =1+1+(—1)ou -1 =1+ (—1)+(—1), em
cada um dos casos o produto s(s —a)(s —b)(s — ¢) ndo pode ser um quadrado perfeito, o
que nos leva a conclusao de que um dos s,s —a, s — b, s — c e A deve ser um multiplo de

3. Como A é um muiltiplo de 2 e de 3, consequentemente A é multiplo de 6.
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2.10 Nao é possivel ter um tridngulo de Heron cujos
lados estejam em progressao geométrica

Vamos supor que exista um triangulo heroniano cujos lados estao em progressao

geométrica. Seus lados seriam da forma (a1q™', ay,a1q), como na figura abaixo. O

ai1q a1q

ai

Figura 15: Triangulo (a;q™ ', a1, a1q)

semiperimetro é dado por

amg ' tart+aqg  a(l4+q+qh)
2 - 2

sendo assim, teremos

a(l+g+q ) ai(l+qg+q) a(l+q+q¢")

4o (MR Hy W TIRT )y o) BEEEIET D gy )
que, desenvolvendo, teremos
CLZ 4N L
A = (+q7+3¢ —2¢7")7
_ CLQ( 2+ 2+ 4+3 6)%
ey ¢ +q" +3q

Para que possamos concluir nossa analise, precisamos de um resultado: todo
quadrado perfeito deixa resto 0 ou 1 quando dividido por 4. Podemos representar um
nimero n qualquer de uma das seguintes formas: n = 2k ou n = 2k + 1 para algum k

inteiro positivo.

e Se n = 2k, entdo n? = 4k?

e Sen =2k+1,entdo n® = 4(k* + k) + 1
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No primeiro caso, n? deixa resto 0 quando dividido por 4; no segundo, n? deixa resto 1
quando dividido por 4. De posse desse resultado, podemos analisar o resto da divisao da
expressao (—2+ ¢2 + ¢* + 3¢%) na divisao por 4. Se ¢ for da forma q = 2k + 1 para algum

k inteiro positivo, teriamos:
16k* + 4k + 192K% — 2 = 4(16k* + k* 4 48k%) — 2

ou seja, a expressao deixa resto 2 na divisao por 4. Se ¢ for da forma ¢ = 2k+1 para algum
k inteiro positivo, teriamos para a mesma expressao um resto igual a 3. Os dois possiveis
restos dessa expressao na divisao por 4 nos garantem que a mesma nao ¢ um quadrado
perfeito. Logo, a area encontrada nao é um numero inteiro, excluindo a possibilidade de

ser um triangulo de Heron.

2.11 O semiperimetro de um triangulo de Heron nao
pode ser um nimero primo

Podemos provar isso usando a féormula de Heron

A=+/s(s—a)(s—Db)(s—c)

pois o produto s(s — a)(s — b)(s — ¢) deve ser um quadrado perfeito. Assim, sendo s
primo, um dos outros fatores deve ter s como um fator comum, mas isso é um absurdo,

pois todos os demais fatores sao menores que s.

2.12 Todas as alturas de um triangulo de Heron sao
racionais

Podemos provar essa propriedade a partir da formula da area de um triangulo
A= %, onde b aqui é uma base do triangulo e h a altura relativa a essa base. A partir
dessa fomula podemos escrever h = %. Como A e b sao inteiros, h também deve ser um

numero racional.
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3 Aplicacoes

3.1 Problemas

01. Sendo a, b e ¢ os lados de um triangulo, atribui-se a Heron de Alexandria a
a+b+c
2

férmula A = \/s(s —a)(s — b)(s — ¢), onde A é a érea do tridngulo e s = 0 seu

semiperimetro. De posse dessa informagao, calcule a area dos triangulos abaixo usando a

formula de Heron.

it

i L0

10

Resolucao:

a) Calculando o semiperimetro s = @0+ = 1040410 — 15 ysando a férmula de

Heron, calculamos a drea A = /s(s — a)(s — b)(s — c) = V15.5.5.5 = V/3.52.52 = 25\/3

b) Calculando o semiperimetro s = %b*c = 5*—3% = 8, usando a féormula de Heron,

calculamos a drea A = \/s(s —a)(s —b)(s — ¢) = v/8.3.3 = V2432 = 12
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02. Chamamos de heroniano o triangulo que tem como medidas dos seus lados e
de sua area ntumeros inteiros. Dados os triangulos abaixo, identifique qual desses é um

triangulo heroniano.

a)

20

Resolucao:

atbte _ 10+412+14
2 2

de Heron, calculamos a drea A = \/s(s —a)(s —b)(s —¢) = V/18.8.6.4 = v/32.3.2.6.2 =
24+/6; logo, nao é um triangulo de Heron.

a) Calculando o semiperimetro s = = 18, usando a férmula

= 22,5, como o semiperimetro

a+b+c _ 10415420
2 2

b) Calculando o semiperimetro s =

nao é um numero inteiro, a area também nao sera.

= 5 = 21, usando a férmula de

Heron, calculamos a drea A = /s(s —a)(s —b)(s — ¢) = V21.8.7.6 = V/32.24.72 = 84;

como os lados e a area sao inteiros, trata-se de um triangulo de Heron.

¢) Calculando o semiperimetro s = %tbtc — 13411415
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03. Sabe-se que existem triangulos heronianos com lados consecutivos (n—1,n,n+
1) e que exemplos desses triangulos podem ser encontrados usando a equagao n =
(2 +V3)' 4+ (2 —+3) com t = 1,2,3..., em que para cada valor de ¢ encontramos n
e consequentemente os lados do triangulo. Dessa forma, faca t = 2 e determine os lados
e a area do triangulo encontrado.
Resolucao:

Como n é dado pela expressio n = (2 + v/3)! + (2 — v/3)! para t = 2, teremos

n o= (2+V3)?+(2—V3)?
= 44+4V3+3+4-4V3+3
— 14

sendo assim, os lados do triangulo sao (13,14,15) e a area igual a 84.

04. Em relacao ao problema anterior, faga ¢t = 3 e determine os lados e a area do

triangulo heoniano encontrado.

Resolucao:

Como n é dado pela expressao n = (2 + v/3)! 4 (2 — v/3)! para t = 3 teremos

n o= 2+V3°’+(2-v3)°
= 8+12v3+18+3V3++8—12V3+ 18 —3V3
- 52

sendo assim, os lados dos triangulos sao (51,52,53) e a drea igual a 1170.

05. Sabe-se que uma forma de obter triangulos de Heron isosceles é unindo
tridngulos pitagoéricos (triangulos retangulos com lados inteiros) idénticos. Como ex-
emplo temos o triangulo (5,5,6) abaixo, que surge da unido de dois triangulos pitagéricos

idénticos de lados (3,4,5).
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Sendo assim, como podemos obter os triangulos heronianos abaixo a partir de triangulos
pitagoéricos idénticos?

Resolucao:

a)

o

b)

a) Sendo um triangulo isosceles, sabemos que a altura coincide com a mediana. Dessa
forma, o triangulo pitagdrico em questao tem lados z, 4 e 5. Aplicando o teorema de
Pitagoras, encontraremos x=3. Dali, o triangulo pitagérico em questao é o triangulo
(3,4,5).

b) Usando o mesmo procedimento do item anterior, obtemos o triangulo pitagérico (z, 8, 10).
Aplicando o teorema de Pitagoras, encontramos x = 6. Dali, o triangulo pitagdérico em
questdo ¢é o triangulo (6, 8, 10).

06. Sabendo que a area de um triangulo equilatero é dada por A = %g’ onde [ é

o comprimento dos lados do triangulo, responda: existe triangulo heroniano equildtero?

Justifique.

Resolucao:

V3

52, que ¢ um numero irracional,

Nao, pois [ é um inteiro e se multiplicado por

dara para a area um valor irracional.
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3.2 Trabalhando com propriedades dos triangulos hero-
nianos

Nesta segunda atividade buscaremos explorar com os alunos algumas propriedades

dos triangulos heronianos.

Atividade
Objetivo: Fazer com que os alunos verifiquem e utilizem algumas propriedades dos
triangulos heronianos

Material:

Figura 16: Material

e Régua;
e Desenhos de circulos concéntricos no papel oficio, com raios espagados de lcm;

e Desenhos de circulos concéntricos na transparéncia, com raios espacados de lcm.

Propriedades

e Nao existe triangulo de Heron equilatero;

e O perimetro de um triangulo heroniano é sempre par;
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e O semiperimetro de um triangulo de Heron nao pode ser um ntimero primo;

e Triangulos de Heron primitivos, triangulos cujas medidas dos lados tém mdc igual

a 1, possuem apenas um lado par;

e Triangulo de Heron isosceles tem como base um ntimero par.

Procedimento

1) Sobreponha as duas figuras: do papel oficio e da transparéncia. Desloque a transparéncia
de forma que cada centro fique 1 cm distante do outro. Agora, pegando os dois centros e
mais qualquer ponto de interse¢ao dos circulos das duas figuras, vocé encontra quais tipos
de triangulos? Pelas propriedades apresentadas anteriormente, esses triangulos podem ser
heronianos? Justifique sua resposta usando as propriedades listadas.

Resolugao:

Figura 17
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Um equilatero e os demais isosceles. Eles nao podem ser heronianos, pois nao

existe triangulo heroniano equildtero, nem triangulo isosceles com base impar.

2) Agora distancie 2cm um centro do outro. Pegando os dois centros e mais qualquer
ponto de intersecao dos circulos das duas figuras, vocé encontra quais tipos de triangulos?
Pelas propriedades apresentadas anteriormente, esses triangulos podem ser heronianos?
Justifique sua resposta usando as propriedades listadas. Sugestao: vocé pode representar

os lados do triangulo isosceles como (z,x,2) e usar a férmula de Heron para o célculo da

drea de triangulos, A = \/s(s —a)(s — b)(s — ¢), para provar que a 4rea desse triangulo
nao tém um valor inteiro.
Resolucao:

Equilatero, isosceles e escalenos cujos lados sao da forma (2,z,z + 1). J& sabemos que

Figura 18

nao podemos ter triangulos heronianos equilateros, agora, podemos ter triangulo isosceles

com a base igual a 27 Usando a sugestao dada pelo problema, temos que o semiperimetro
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desse triangulo é igual a
S=——=2+1

e a sua area

A = /s(s—a)(s—b)(s—c)
= Ve+Dz+l-2)(z+1—2)(z+1-2)
= V(z+1)(z—-1)

Como (x+1)(z—1) ndo é um quadrado perfeito, o valor da area ndo é um nimero inteiro;
logo, os triangulos isosceles de base 2 nao podem ser heronianos. Quanto aos triangulos
escalenos de lados (2, 2,z + 1), o perfmetro deles é dado por P =2+ x +x + 1 = 2z + 3,

que é um numero impar. Dessa forma, também nao podem ser heronianos.

3) Crie uma conjectura a partir das conclusées dos problemas 1 e 2.

Resolucao:

Nao existe triangulo heroniano com lado de comprimento 1 ou 2.

4) O triangulo (3,7,8) satisfaz todas as propriedades acima? Ele é heroniano? O

que voce pode concluir com isso?

Resolucao:

3+7+8
2

O semiperimetro € igual a S = =9 e a area

A:\/s
\/

Como a area nao tem um valor inteiro, o triangulo nao é heroniano. Dessa forma, podemos

concluir que satisfazer as propiedades citadas nao garante que o triangulo seja heroniano.
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4 Consideracoes finais

Exploramos neste trabalho os triangulos de Heron. Geramos vérias familias desses

triangulos e estudamos as suas propriedades.

A nosso abordagem foi feita utilizando conceitos basicos da Geometria, da Algebra

e da Aritmética, tornando possivel realizar este estudo com alunos da educacao basica.

Finalizando, a proposta principal deste trabalho é mostrar que o estudo dos triangulos
heronianos pode ser entendido como mais uma oportunidade para a aprendizagem de
conteiudos importantes da Matematica, uma vez que este estudo permite aos alunos colo-

car em pratica seus conhecimentos de Geometria, Aritmética e Algebra.

Para quem quiser aprofundar um pouco mais o conhecimento sobre os triangulos

de Heron, deixamos a bibliografia que utilizdmos para elaborar o trabalho.
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