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"Mas a educacdo, com o cultivo da
inteligéncia e com o aperfeicoamento
do campo intimo, em exaltacdo de co-
nhecimento e bondade, saber e virtude,
nao serd consequida tao s6 a forca
de instrucdo, que se imponha de fora
para dentro, mas sim com a consciente
adesdo da wvontade que, em se con-
sagrando ao bem por si propria, sem
constrangimento de qualquer natureza,
pode libertar e polir o coracdo, nele
plasmando a face cristalina da alma,
capaz de refletir a vida gloriosa e trans-
formar, consequentemente, o cérebro
em preciosa usina de energia superior.”
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Resumo

Este trabalho tem como foco o estudo de questoes de otimizacao que podem ser resolvidas tanto pelo
método aprendido na Educagio Basica (até o Ensino Médio) quanto através de uma nova ferramenta,
apresentada e explicada no decorrer da dissertacao, chamada derivada.

Ao procurar seguir um encadeamento de raciocinio construtivo e didatico, resolveu-se trazer conceitos
necessarios para fortalecer a base da Matematica. Foram também desenvolvidas varias questoes de nivel
bésico utilizando a teoria explorada até entdo. Assim, trabalhou-se o conceito de derivada seguida de
resolucao dos mesmos exercicios propostos anteriormente resolvidos agora com a utilizacao desse novo
recurso.

Por fim, propus questoes que mostraram de uma forma sutil, porém eficiente, a importancia do
conceito principal trazido no trabalho associando a necessidade dele ao desenvolvimento do raciocinio.

Por meio de uma linguagem de facil entendimento e acessivel a muitos pablicos diferentes.

Palavras-Chaves: Fun¢ao; maximo; minimo; derivada.
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Abstract

This work focuses on the study of optimization issues that can be resolved by the methods learned
in basic education (through high school) and through a new tool, presented and explained along of the
dissertation, called a derivative.

We try to follow a chain of constructive and didactic reasoning, we decided to bring concepts needed
to strengthen the foundation of mathematics. Were also developed several basic level issues using the
theory explored before. So we worked on the concept of derivative followed by resolution of the same
exercises proposed previously solved now with the use of this new approach.

Finally, T suggested questions that showed a subtle but effective way, the importance of the main
concept brought in work involving its need for the development of reasoning. Through a language easily

understood and accessible to many different audiences.

Key-Words: Function; maximum; minimum; derivative.
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Introducao

Como docentes, muitas vezes, nos deparamos com o seguinte questionamento “Professor, serd que eu
posso fazer de outro jeito?”. Essa pergunta pode gerar reagoes diferentes em cada profissional. Em mim,
particularmente, desperta uma mistura de curiosidade e emocao ao pensar na gama de caminhos que
podem ser desenvolvidos a partir de outros raciocinios.

Resolvi unir essa motiva¢do com um assunto muito recorrente no Ensino Médio e no Ensino Superior.
Assim, surgiu a ideia de preparar um material com possibilidade de ser utilizado como base para estu-
dantes de varias idades e niveis de escolaridade. Um contetido de facil contextualizaciao e agradavel de
ser estudado.

O foco da pesquisa foi questoes de otimizacao, em varias areas diferentes, que abordam situagoes
de méximos e minimos. Com relagoes aos capitulos, para construir um encadeamento de ideias, no
primeiro foram abordados conceitos estudados no inicio do Ensino Médio como funcao, injetividade,
sobrejetividade, bijetividade e exemplos de outros conceitos mencionados.

No segundo, foi trabalhado o tema da dissertagao com base no contetddo visto no Ensino Médio, além
de exemplos e outros assuntos necessarios no decorrer do trabalho. O terceiro destinou-se & resolugao de
exercicios de maximos e minimos utilizando apenas os conceitos estudados no nivel basico de formagao.

Os capitulos seguintes foram destinados & iniciacdo da ideia de uma nova ferramenta muito ftil
nao s6 para a matematica, mas também para outras dreas da ciéncia. No entanto, esta necessita de um
conhecimento mais avancado em relagao ao obtido no Ensino Médio. O nome dessa ferramenta é derivada
e ela foi cuidadosamente explicada, com muitos exemplos para tornar a construcdo agradavel e simples
de ser compreendida.

No quinto capitulo, foram resolvidos os mesmos exercicios do Capitulo 3, porém utilizando derivada.
Para finalizar, foram propostas questoes aparentemente simples, entretanto que exigem os conceitos recém
ensinados.

O intuito deste material nao é de defender a implementacao da derivada no ensino médio e nem de
utiliza-lo como justificativa para isso. Mas é sim de servir de base para o estudo nao sé daqueles que
estiverem aprendendo o contetido deste, mas também para os que tiverem curiosidade no assunto. E
acreditando em um ensino da Matemética mais agradavel e motivador que cada teoria e cada questao foi

selecionada para a elaborag@o desta dissertagdo. Aproveite.



Capitulo

1
Um Breve Apanhado Sobre Algumas

Funcoes Elementares

Antes de discorrer sobre o principal foco do estudo realizado, é necesséria a definicdo de varias ex-

pressoes que aparecerao no decorrer do trabalho.

Definicao 1.1. Uma funcio f : A — B, € uma rela¢ao que para cada r € A, associa-se um unico
y=f(z) € B.

Neste caso, x é chamado varidvel independente e y, varidvel dependente. Diz-se também que y é uma
funcdo de x. Note que existe uma “diregdo” (de A para B) e que as exigéncias para que a relagdo entre
os conjuntos A e B sejam uma funcdo recaem sobre os elementos do “conjunto de partida” A, nada sendo
exigido sobre os elementos do “conjunto de chegada” B a nao ser que seja nao-vazio.

Plano Cartesiano: Criado por René Descartes, o plano cartesiano consiste em dois eixos perpendicu-
lares, sendo o horizontal chamado de eixo das abscissas e o vertical de eixo das ordenadas. O encontro
dos eixos é chamado origem. O plano cartesiano é utilizado no intuito de posicionar pontos e a disposi¢ao
de seus eixos no plano forma quatro quadrantes. Cada ponto do plano cartesiano é formado por um par

ordenado (z,y), onde z é sua abscissa e y sua ordenada.

5-4-3-2-1 | 12345 T

Figura 1.1: Plano Cartesiano



O sistema de coordenadas cartesianas possui indmeras aplicacoes, desde a construcao de um simples
grafico, até os trabalhos relacionados & cartografia, localizacoes geogréficas, pontos estratégicos de bases
militares ou localizagao no espago aéreo, terrestre e maritimo, por exemplo.

O grafico de uma funcdo f : D C R — R é o conjunto dos pares ordenados em D x R da forma
(z, f(x)), ou seja:

{(z,f(z)): x € D}.

Observacgao 1.1. Para sabermos se o grifico de uma curva representa uma fungdo, basta tra¢armos
retas verticais e verificar se para todos os pontos do dominio elas intersectam o grifico apenas wma vez.
Se para algum valor ela nao intersectar ou intersectar mais de uma vez, o grafico nao representa wma

funcao.

a /N

é fungao é fungao nao é funcao nao é fungao

Figura 1.2: Exemplos de Curvas f: R — R

O dominio de f : A — B é o conjunto formado pelos elementos que a variavel independente da fun¢ao
pode assumir. Em geral, é representado no eixo x do plano cartesiano e expresso por D(f). Também é
considerado o “conjunto de partida” da funcao.

A imagem de f : A — B é o conjunto formado pelos elementos que sdo correspondentes de um
ou mais elementos do dominio, pela fungdo em questdo. Em geral, é representado no eixo y do plano
cartesiano e expresso por I'm(f).

O contradominio de f : A — B é o conjunto que contém o conjunto imagem de uma funcao, podendo
ou ndo ser igual a ele. Em geral, é representado no eixo y do plano cartesiano e expresso por CD(f) .
Também é considerado o “conjunto de chegada” da funcao.

Em breve serao apresentados vérios exemplos que facilitardo o entendimento dos conceitos que aca-

baram de ser definidos.

Definigao 1.2. Uma funcao f : A — B ¢é dita ingetora quando para todo par 1 e xo de elementos
distintos do dominio A, tivermos f(x1) # f(x2), isto €, se nao hd elementos distintos em A associados

a um mesmo elemento em B.

Definigao 1.3. Uma funcao f : A — B € dita sobrejetora quando seu conjunto imagem € igual seu

contradominio, ou seja, todo elemento de B € imagem de um ou mais elementos de A.
Definigao 1.4. Uma fungdo f : A — B € dita bijetora quando € injetora e sobrejetora simultaneamente.

A seguir, representaremos alguns exemplos de func¢oes, assim como suas classificagdes com relagdo as

definicoes abordadas acima.



Funcao Constante: Uma funcao f : R — R é dita constante, se para todo par de elementos x; e x4
do dominio, tivermos f(x1) = f(x2). Sua representagdo grafica é uma reta paralela ao eixo x.

Exemplo: Seja f: R — R tal que f(z) = 5.

Dominio: D(f) =R.

Contradominio: CD(f) =R.

Imagem: Im(f) =5.

Injetora: Nao é injetora, pois diferentes valores do dominio possuem a mesma imagem.
Sobrejetora: Nao é sobrejetora, pois o contradominio é diferente da imagem.

Bijetora: Nao é bijetora, por nao ser simultaneamente injetora e sobrejetora.

Figura 1.3: Fungao f(z) =5

Fungao Afim: Uma funcdo f : R — R é dita afim se segue a lei f(z) = ax + b, onde a e b sdo
constantes reais e a # 0. Sua representagao gréafica é uma reta nao perpendicular ao eixo x. Nesse tipo

de fungao, a é chamado de coeficiente angular e b é chamado de coeficiente linear.

Exemplo: Seja f: R — R tal que f(x) =2z + 3.

Dominio: D(f) =R.

Contradominio: CD(f) =R.

Imagem: Im(f) =R.

Injetora: E injetora, pois diferentes valores do dominio associam-se a diferentes imagens.
Sobrejetora: E sobrejetora, pois o contradominio é igual a imagem.

Bijetora: E bijetora, pois a funcio é simultaneamente injetora e sobrejetora.



Figura 1.4: Funcao f(z) =2z + 3

Fungao Quadratica: Uma funcdo f : R — R ¢ dita quadratica se segue a lei f(z) = ax? + bz + c,
onde a, b e c sdo constantes reais e a # 0. Sua representacao grafica é uma parabola.

Exemplo: Seja f: R — R tal que f(x) = 2% — 5z + 4.
Dominio: D(f) =R.
Contradominio: CD(f) =R.

9
Imagem: Im(f) = [f Z’+OO)'
Injetora: Nao é injetora, pois diferentes valores do dominio possuem a mesma imagem.
Sobrejetora: Nao é sobrejetora, pois o contradominio é diferente da imagem.

Bijetora: Nao é bijetora, por nao ser simultaneamente injetora e sobrejetora.

Figura 1.5: Fungdo f(z) = 2% — 5z + 4



Funcao Polinomial do Terceiro Grau: Uma fungao f: R — R é dita polinomial do terceiro grau

se segue a lei f(z) = ax® + bax? + cx + d, onde a, b, c e d sdo constantes reais e a # 0.

Exemplo: Seja f: R — R tal que f(z) = 23 — 22 — 4z + 4.

Dominio: D(f) =R.

Contradominio: CD(f) =R.

Imagem: Im(f) =R.

Injetora: Nao é injetora, pois diferentes valores do dominio possuem a mesma imagem.
Sobrejetora: E sobrejetora, pois o contradominio é igual da imagem.

Bijetora: Nao é bijetora, por nao ser simultaneamente injetora e sobrejetora.

Y

Figura 1.6: Funcdo f(z) = 2% — 2% —4x +4

Funcao Exponencial: Uma funcdo f : R — R é dita exponencial se segue a lei f(z) = o

acRTea#l.

, onde

Exemplo: Seja f: R — R tal que f(z) = 2*.

Dominio: D(f) =R.

Contradominio: CD(f) =R.

Imagem: Im(f) = (0,+00).

Injetora: E injetora, pois diferentes valores do dominio, associam-se a diferentes imagens.
Sobrejetora: Nao é sobrejetora, pois o contradominio é diferente da imagem.

Bijetora: Nao é bijetora, por nao ser simultaneamente injetora e sobrejetora.



-

Figura 1.7: Fungao f(x) = 2%

Fungoes Trigonométricas

Consideraremos a circunferéncia de raio um e centro na origem do sistema ortogonal de coordenadas,
dado como na figura abaixo.

B = (cos(z), sen(z))

T

Q. A
-1 (@] 1 x

Figura 1.8: Circulo Trigonométrico

Vamos adotar o ponto A como a origem dos arcos sobre a circunferéncia, e o comprimento x de um
arco é positivo quando for obtido a partir de A, deslocando-se, no sentido anti-horario e, negativo, se no
sentido horério.

Funcao Seno: Uma funcdo f : R — R é dita seno se segue a lei f(z) = a + bsen(cz + d), onde
a,b,c,d € Reb,c+#0.

Exemplo: Seja f: R — R tal que f(z) =1+ 3sen(z).

Dominio: D(f) =R.

Contradominio: CD(f) =R.

Imagem: Im(f) = [—2,4].

Injetora: Nao é injetora, pois diferentes valores do dominio possuem a mesma imagem.

Sobrejetora: Nao é sobrejetora, pois o contradominio ¢é diferente da imagem.



Bijetora: Nao é bijetora, por nao ser simultaneamente injetora e sobrejetora.

Figura 1.9: f(x) = 1 + 3sen(x)

Fungao Cosseno: Uma fungdo f: R — R é dita cosseno se segue a lei f(x) = a + bcos(cx + d), onde
a,b,c,d € Reb,c+#0.

Exemplo: Seja f: R — R tal que f(z) = —2 + cos(2x).

Dominio: D(f) =R.

Contradominio: CD(f) =R.

Imagem: Im(f) =[-3,—1].

Injetora: Nao é injetora, pois diferentes valores do dominio possuem a mesma imagem.
Sobrejetora: Nao é sobrejetora, pois o contradominio é diferente da imagem.

Bijetora: Nao é bijetora, por nao ser simultaneamente injetora e sobrejetora.

\

Figura 1.10: f(z) = —2 + cos(2z)



Funcao Logaritmica: Uma fungdo f : R — R é dita logaritmica se segue a lei f(z) = log,(z), onde
a>0ea#1.

Exemplo: Seja f: R — R tal que f(z) =log.(z) = In(x).

Dominio: D(f) =R™.

Contradominio: CD(f) =R.

Imagem: Im(f) =R.

Injetora: E injetora, pois diferentes valores do dominio associam-se a diferentes imagens.
Sobrejetora: E sobrejetora, pois o contradominio é igual a imagem.

Bijetora: E bijetora, pois a funcio é simultaneamente injetora e sobrejetora.

\

Figura 1.11: f(z) = log,(z) = In(z)

Relagao de duas variaveis que nao representam uma fungao

Exemplo: 22 + % =9.
Nao é uma funcao, pois existem pontos que pertencem a equacao cujas coordenados possuem abscissas

iguais e ordenadas diferentes, o que descaracteriza uma funcao.
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Figura 1.12: Curva 22 + 3% =9

Com os exemplos acima, percebemos que nem toda relacao entre duas varidveis caracteriza uma
fungdo. Além disso, também observamos que ndo existe uma relacdo direta entre uma funcéo ser injetora
e sobrejetora, ou seja, uma funcdo pode ser apenas injetora, apenas sobrejetora, ndo possuir nenhuma

das duas classificacées ou ainda possuir ambas.



Capitulo

2

Um Estudo Tedérico Sobre Pontos

Maximos e Minimos de uma Funcao

Durante todo o Ensino Médio, os alunos se deparam com questoes que envolvem o célculo de valores
maximos e minimos que uma fun¢ao pode assumir e nem sempre conseguem captar a sua importincia e
seu leque de possibilidades de resolucdo. Em alguns casos, é ensinado como resolver um tipo de questao
e, como maquinas, eles encontram resultados para diversos problemas sem sequer entender seu sentido
ou o que aquele valor realmente significa.

No Brasil, uma introdugao ao Caélculo Diferencial e Integral ja fez parte do curriculo das escolas
secundarias por duas vezes, segundo Carvalho (1996): a primeira em 1891, com a reforma proposta
por Benjamim Constant no inicio da Republica e uma segunda vez, no governo de Getulio Vargas, na
Reforma Capanema, em 1942, constando do curriculo escolar oficialmente até 1961. Nas décadas de 60 e
70, o ensino de matemética no Brasil e em outros paises foi influenciado pelo movimento da Matemaética
Moderna e, como consequéncia, houve a exclusao de alguns contetidos dos antigos programas, dentre eles
o calculo.

Atualmente, alguns livros do Ensino Médio ja apresentam toépicos relativos ao Célculo Diferencial e
Integral, como limite, derivada e integral. Alguns exemplos s&o os atuais livros adotados pelas escolas
publicas do Distrito Federal dos autores: Enio Silveira, Claudio Marques e Gelson Iezzi. Entretanto,
esses temas, na maioria das vezes, nao sao ensinados sob o pretexto de serem dificeis e improprios a esse
segmento da educacdo, devendo ficar restritos ao ensino superior. Assim sendo, o Calculo faz parte do
livro didatico, mas nao do curriculo do Ensino Médio.

Considerando o enunciado de trés exercicios que serdo expostos abaixo, levantam-se algumas questoes:
(#) Seré tnica a forma de resolver cada um desses problemas?

(#4) Seré que no Ensino Médio é passada a forma mais eficiente de resolvé-los?

(#i7) Nao seria possivel resolver esses e outros tipos de problema a partir de outra técnica?

Problema 2.1. O custo C de wm produto fabricado por uma cooperativa agricola, em milhares de reais,
é dado pela fungio C(x) = 62 —4 , onde x estd em milhares de unidades. Verificou-se que o faturamento
de venda desses produtos, também em milhares de reais, é dado pela fung¢io F(xr) = —x? + 92. Sendo

assim, calcule o lucro mdximo que essa empresa pode ter.
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Problema 2.2. Comparando todos os retdngulos que podem ser construidos dobrando-se um arame de

2

50cm, quanto vale, em cm?®, a drea mdzima que pode ser demarcada?

Problema 2.3. Deseja-se construir uma caixa sem tampa a partir de uma folha quadrada de lado 30 cm
da sequinte maneira: serao retirados quatro quadrados de lados “x” centimetros, um de cada extremidade
e em sequida serao dobradas as partes que sobraram obtendo assim a caiza desejada. De quanto deve ser

o lado desses quadrados que serdo retirados para que o volume da caiza criada seja o maior possivel?

Essas perguntas serao respondidas no decorrer do trabalho. Porém, é necessario apresentarmos algu-
mas outras definicoes antes de entrarmos no assunto de maximos e minimos de fungoes.

Note que no Capitulo 1, em todos os exemplos dados, foram definidos seus dominios e contradominios.
No entanto, é importante mencionar que em exercicios contextualizados, em geral, essa préatica nao é
adotada, pois podemos inferir do préprio contexto quais seriam os possiveis valores reais para tornar

aquela situacdo possivel de existir através da discusao das solugoes que de fato fatisfazem o problema.

Definigao 2.1. Uma fun¢ao f : R — R é dita crescente se para todo par de elementos r1 e xo do

dominio, com x1 < x2, tivermos f(x1) < f(x2).

1 X2 XT

Figura 2.1: Funcao Crescente

Definigao 2.2. Uma funcdo f : R — R € dita decrescente se para todo par de elementos x1 e xo do

dominio, com x1 < x2, tivermos f(x1) > f(z2).

Figura 2.2: Funcao Decrescente
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A monotonicidade de uma func¢ao, estuda a relacao entre os valores das coordenadas de pontos distintos
desta funcao.

Uma funcao f : R — R é dita monétona crescente, ou estritamente crescente, se para todo par de
elementos x; e z9 do dominio, com z1 < 9, tivermos f(xz1) < f(z2).

Uma funcao f : R — R é dita monétona decrescente, ou estritamente decrescente, se para todo
par de elementos z; e x5 do dominio, com 7 < g, tivermos f(z1) > f(x2).

Uma funcdo f: R — R é dita continua quando seu grafico ndo apresenta interrupcio, ou seja, uma

funcao que tem um grafico que pode ser desenhado de modo interrupto.

Y

Figura 2.3: Funcao Continua

Definigao 2.3. Uma funcao f: D C R — R € dita limitada em seu dominio, quando sua imagem estd

toda contida em um intervalo, ou seja, Im(f) C [a,b], onde a,b € R.

Considerando uma funcdo f : D C R — R, dizemos que um valor f(a) é um maximo local ou
relativo de f se existe um intervalo aberto (¢, d) contendo a, tal que f(x) < f(a) , para todos os valores
de x pertencentes a (¢, d), onde (¢,d) C D(f). Analogamente, dizemos que um valor f(b) ¢ um minimo
local ou relativo de f se existe um intervalo aberto (¢, d) contendo b, tal que f(z) > f(b), para todos
os valores de = pertencentes a (¢, d), onde (¢,d) C D(f).

Considerando uma fun¢do f : D € R — R, dizemos que o valor f(a) é um maximo global se
f(z) < f(a) para todos os valores de x pertencentes a D(f). Analogamente, dizemos que o valor f(b) é

um minimo global se f(x) > f(b), para todos os valores de x pertencentes ao D(f).

Observagao 2.1. Toda fun¢do continua e limitada em um intervalo fechado [a, b] possui um valor mdzimo

e um valor minimo global respectivamente.
Observagao 2.2. Uma definicao formal do conceito de continuidade serd apresentado no Capitulo 4.

Considere o grafio abaixo que representa uma fungio genérica, cujo dominio é o intervalo [a, b].

Os valores da func¢do em Py, P; e P5 sdo os maiores para os pontos do grafico proximos a estes.
Entao esses sao chamados maximos locais. Em Py, P; e P4, os valores da funcao sao os menores para
pontos do grafico proximos a estes. Entdo esses sdo chamados minimos locais. Além disso o ponto
Pj3 é definido como maximo global e o ponto P, é definido com minimo global. Note que a funcao é

crescente nos intervalos [a, x1), (z2,23), (z4,b] € é decrescente em (z1,z2) € (x3,%4)-
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Figura 2.4: Maximos e Minimos

Algumas observagoes sobre méximos e minimos de fungdes.
(1) Nem toda fungdo possui maximos e minimos. De fato consideramos as fung¢ées f : (1,8) — (1,8)
dada por f(z) =z e g : R — R dada por g(x) = €%, notamos que essas fun¢des nao possuem pontos de

maximo e nem de minimo, conforme ilustrado nos gréficos a seguir

Y Y
8

Figura 2.5: Grafico das Fungoes

(2) Nem toda fungdo possui simultaneamente maximo e minimo. De fato consideramos as fungoes
f:R — R dada por f(z) = 22 e g : R — R dada por g(z) = —22, notamos que essas fungdes possuem

apenas ponto de méximo e minimo global respectivamente, como é ilustrado nos gréficos a seguir

Y Y

maximo

/ \ Y .
minimo

Figura 2.6: Maximo e Minimo
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(3) Nem toda fungéo possui maximo ou minimo global, de fato, considere a fungéo : R — R dada por
f(x) = 23 — 2% — 42 + 4, esta fungio possui ponto de maximo e minimo local, contudo, nio possui pontos

de méaximo e minimo global, como visualizado na figura a seguir

Figura 2.7: Fungdo f(z) = 2% — 2% — 4w + 4

O ensino de equagoes do segundo grau no Brasil é iniciado ainda no Ensino Fundamental. Ainda
tratando-se dos autores Enio Silveira e Claudio Marques mencionados anteriormente, quando sio ana-
lisado seus livros escritos para o Ensino Fundamental, encontramos o assunto de Equacoes do Segundo
Grau, assim como em quase todos os livros de Nono Ano do Fundamental II (Nomenclatura utilizada a
partir de 2010 conforme a Lei n® 11.274/06 ? site do MEC 2009), tanto das escolas ptiblicas como das
particulares. Sdo ensinadas técnicas de resolucdo como a “Formula de Bhaskara” (que por sinal nédo é
de sua autoria) para o célculo de raizes. Como mencionado em um artigo publicado no site da Editora
Moderna por Kéatia Dutra no dia 28 de marco de 2012.

“A “formula de Bhaskara’, bastante conhecida dos alunos do Ensino Fundamental II e Médio para a
resolucdo de equacgOes de segundo grau é um exemplo. Além de facilitar o processo didatico, a férmula
é valida para qualquer equacdo do segundo grau. O grande detalhe é que nao foi Bhaskara quem a
descobriu. Alguns manuscritos de Sridara, um matemaético indiano que viveu 100 anos antes de Bhaskara,
ja demonstram a utilizacdo da famosa teoria com diferencas. Além disso, a teoria como conhecemos ndo
poderia ter sido criado por Bhaskara, visto que este viveu na India durante o século XII, época em que
os matemaéticos buscavam regras que resolvessem tipos especificos de equacao e nao féormulas gerais.”

Outra fonte que traz referéncia a esse assunto é um texto que aparece no site do MEC, escrito pelo
autor Oscar Guelli onde podemos destacar o seguinte trecho:

“Problemas que recaem numa equacgao do segundo grau ja apareciam, h& quase quatro mil anos, em
textos escritos pelos babilonios. Nesses textos o que se tinha era uma receita (escrita em prosa, sem uso de
simbolos) que ensinava como proceder para determinar as raizes em exemplos concretos com coeficientes
numéricos.”

Também é passada para os alunos uma maneira direta de calculo dos valores maximos ou minimos que
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uma funcao do segundo grau pode assumir. Uma demonstracao precisa desse fato seré feita no Capitulo
4. Durante o Ensino Médio, essas técnicas voltam a ser vistas, no entanto aplicadas a fun¢des. Novamente
suas provas costumam ser omitidas.

A “Formula de Bhaskara” é utilizada para o calculo de raizes de uma equagio ou func¢ao do segundo
grau juntamente com o discriminante (delta) da fungdo. Mais uma férmula que normalmente é jogada
para os alunos.

O nome de Bhaskara associado a essa formula, aparentemente s6 ocorre no Brasil. Nao encontramos
esta referéncia na literatura internacional. A nomenclatura “Férmula de Bhaskara” nédo é adequada, pois
problemas que recaem numa equacao do segundo grau ja apareciam quase quatro mil anos antes, em
textos escritos pelos babilonios.

Nessas escrituras, o que se tinha era uma receita sem uso de simbolos mateméticos, que ensinava como
proceder para determinar as raizes em exemplos concretos, quase sempre ligados a relacoes geométricas.
Bhaskara nao ter sido o autor da famosa férmula que nos ajuda a resolver problemas que envolvem
equagoes do segundo grau nao isenta a sua grande contribuicao & disciplina.

Bhaskara foi um importante matematico e astronomo indiano cuja principal contribuicdo esta asso-
ciada ao estudo de Equagoes Indeterminadas (assunto para outra ocasido). Ele também foi o primeiro a
demonstrar a regra de soma e subtracao de arcos estudado na trigonometria no ensino médio.

Na éalgebra, o discriminante de uma func¢ao é uma relagdo entre seus coeficientes, tipicamente repre-
sentada pela letra grega delta (A). Ele informa a natureza de suas raizes. Por exemplo, o discriminante
do polinémio quadratico az? + bz + ¢ é A = b? — dac.

No Ensino Médio, as fung¢oes polinomiais de segundo grau costumam ser estudadas segundo a estrutura
f(x) = ax® + bz + ¢, com a # 0. Portanto, nosso estudo também utilizara esta nomenclatura, tanto na
teoria, quanto na resolucao dos exercicios.

Diante de tantas informacgoes para decorar, o gosto pela Matemaética, que nessa fase ja nao costuma
ser muito grande, diminui mais ainda. Entao torna-se comum encontramos cadernos repletos de resumos,

sem sentido aparente, tratando-se da funcdo f(r) = az? + bz + c.

Resumo para a prova de Matemaética

—b+ VA
2a

A = b% — dac

raizes : x =

—b —A

Ly = 35, yvzﬂ ou yU:f(%)

Soma das g —b Produto das . p _ ¢
raizes a raizes

S

Figura 2.8: Resumo para a prova
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Todas essas féormulas tém uma demonstracao e serao expostas agora:
1) Demonstragdo da Formula de Bhaskara;
2) Demonstracao da Formula de Soma e Produto;

3) Demonstragoes das Formulas do x,, € y,.

Demonstracao da Férmula de Bhaskara:
Consideramos que
az® +br +c=0.

Logo, de modo equivalente temos:

(4a)(az® +bx +c) = (4a) -0 & 4a2® + 4abx +4ac=0 &
(2ax)* + 2(2a2)b = —4ac < (2ax)* +2(2ax)b + b* = —dac +V* <
(2az +b)? = b* —dac < |2ax +b| = /b2 — 4dac .
Agora se (2ax + b) > 0, temos que
—b+ Vb2 —4
202 +b=+b?—dac & xz= %.
a
Por outro lado, se (2az + b) < 0, temos que
—b—Vb? -4
202 +b=—Vb? —dac & = Tac.

Portanto temos as duas raizes:

_ —b+Vb* —4dac - _ —b—Vb? —4ac
I Y I —

1
2a

ou simplesmente
—b+ Vb2 — dac
r=——"— "——.

2a

Varias questoes de equagoes ou fungoes do segundo grau propostas durante a educacgao bésica, sao

resolvidas utilizando uma técnica que normalmente é conhecida como “Soma e Produto”. Esse método

consiste em descobrir as raizes de uma funcao do segundo grau realizando pequenas divisoes entre seus

coeficientes e pensando quais numeros somados geram tal resultado e multiplicados geram outro.

Essas formulas podem ser facilmente demonstradas uma vez que partimos do principio que as raizes

r1 e Ty encontradas pela “Férmula de Bhaskara” podem ser representadas da seguinte maneira:

Demonstracao da Féormula de Soma e Produto:

Sabemos que as raizes da equacdo azx? + bx + ¢ = 0 sdo:

—b+ Vb?% — 4ac - —b—Vb? — dac
= - = .

n 2a 2a
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Se estamos querendo determinar a soma dessas duas raizes temos que:

—b 4+ Vb% — dac n —b— Vb —4ac 20 b

T+ Ty =

2a 2a 2a a

Portanto, se denotarmos por S a soma das duas raizes, temos que:

[p—

a

Por outro lado, o produto é obtido por um pensamento anilogo, assim:

—b+M)<—b—M)

2a 2a

b2 — (b® —4ac)  dac ¢
4a? " daa  a

T T = (
Portando, se denotarmos por P o protudo das duas raizes, temos que:

p="5.
a
Demonstracoes das Férmulas do z, e y,:
Sabemos que

b+ VA .  —b—VA

To =

Bk 2a 2a

Logo o x, & dado pelo ponto médio, pois a parabola é simétrica ao vértice, dessa forma temos:

<b+\/Z>+<b\/E> b+ VA —b— VA

2a 2a % —b
Ty = 5 & Ty = 5 & Ty = %

Agora para encontrarmos o valor do ¥, basta aplicarmos o valor do x, na lei da funcdo quadratica:

f(z) = az® + bz + c.

Assim,

—b\? —b\? —(b? —4ac) -A
— 2 — _ _ = —_— =
Yo = a(xy)° + bz, + ¢ & yv—a<2a> +b( ) +c 1 1o

Depois do que foi visto, podemos resolver os Problemas 2.1 e 2.2 propostos no comeco deste capitulo.

Problema 2.1) O custo C' de um produto fabricado por uma cooperativa agricola, em milhares de
reais, é dado pela fungdo C(z) = 6z — 4 , onde x esta em milhares de unidades. Verificou-se que o fatu-
ramento de venda desses produtos, também em milhares de reais, ¢ dado pela fungao F(x) = —2? + 9.

Sendo assim, calcule o lucro maximo que essa empresa pode ter.
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Solugao. Sabemos que o lucro é dado pela diferenca entre o faturamento e o custo de uma empresa,
logo temos
L=F-C.

Assim,
L=F—-C=—-2>4+9— (6x—4) = L=—2°43z+4.

Notamos que obtemos uma equacao do segundo grau, logo usaremos as expressoes do x, € o y, para

determinarmos o lucro maximo, isto é,

Yo = L(2,) = —(1,5)> + 3 - (1,5) + 4 = 6, 25.

Portanto, o lucro maximo da empresa pode chegar a 6,25 milhares de reais.

Problema 2.2) Comparando todos os retangulos que podem ser construidos dobrando-se um arame

2

de 50 ¢m, quanto vale, em ¢m?, a drea maxima que pode ser demarcada?

Solugao. Temos o retangulo do problema

T

Figura 2.9: Retangulo de lados x e y
Logo, o seu perimetro é dado por:
P=x+z+y+y=22+2y == P=20x+2y=25 = y=25—=x.
Por outro lado, sabemos que a area desse retangulo é dada por:
A=z-y = A=x-(25—2) = —2° 4 25z.

Como chegamos a uma equacao do segundo grau, usaremos as expressoes do x, e o ¥y, para determi-
narmos as maiores dimensoes possiveis:
—b —25

Ty =—— = x, =12,5.

v= T =
=9, )

Ecomoy =25—x = y=25—12,5=12,5. Portanto, as maiores dimensoes sao x = 12,5 ey = 12,5.

Problema 2.3) Deseja-se construir uma caixa sem tampa a partir de uma folha quadrada de lado
30 cm da seguinte maneira: serdo retirados quatro quadrados de lados “x” centimetros, um de cada
extremidade e em seguida serao dobradas as partes que sobraram obtendo assim a caixa desejada. De

quanto deve ser o lado desses quadrados que serao retirados para que o volume da caixa criada seja o
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maior possivel?

Solugao) Consideramos a caixa dada no problema como:

30

30 — 2z

Figura 2.10: Caixa
Notamos que a caixa é um paralelepipedo, logo seu volume é dado por:
V = (area da base) - (altura) = (30 — 22)? - 2 = 42 — 12022 + 900z.

Observe que encontramos um polindémio de grau trés e desse modo, ndo poderemos usar a técnica
gerada pela equagao do segundo grau.

Deste modo, o Problema 2.3 pode ser entendido como motivador para o estudo de outra técnica de
obtencao de valores de maximo e minimos de funcoes, dado que os conhecimentos vistos até aqui nao sao

suficientes para o célculo do resultado. Esse problema sera resolvido de modo completo no Capitulo 4.



Capitulo

3

Aprendendo na Pratica Sobre Maximos

e Minimos

Como ja foi mencionado anteriormente, no decorrer do ensino basico, sao trabalhadas muitas questoes
de maximos e minimos (ndo apenas na Matemética) que podem ser resolvidas de diferentes maneiras. A
maior parte delas esta associada & funcoes polinomiais, mas também nos deparamos com exercicios dessa
natureza na area da trigonometria, geometria, fisica, quimica, biologia, dentre outras.

O que vamos apresentar nesse capitulo é como resolver alguns modelos dessas questoes apenas utili-
zando o conhecimento passado no Ensino Médio. Tentaremos trabalhar com questoes dos mais variados
contetudos. Esse & um capitulo basicamente de resolucao de problemas.

Para resolver a maioria dos problemas propostos aqui, utilizaremos as ideias e féormulas desenvolvi-
das no final do Capitulo 2, principalmente aquelas associadas ao vértice de uma funcao do segundo grau.
Lembrando que este ponto representa o valor méximo ou minimo que a funcdo pode assumir, dependendo

da concavidade de sua parédbola.

Problema 3.1. Considerando f : R — R, calcule as coordenadas do valor minimo que f pode assumir,
se f(x) = 2% —4x — 5.

Solugao. Como f é uma funcdo quadratica (citada no Capitulo 1), aprende-se no ensino basico
que para encontrar seus pontos de maximos e minimos basta calcular as coordenadas do vértice da
parabola. Essas coordenadas possuem uma formula prédefinida (essa ideia sera utilizada repetida vezes

neste capitulo):

x—_—b o _;A_b2—4ac
Y 2a W4 T 40
Logo,
b —(—4) 4 ~A 24 —((—4)?) —4-1-(— -
Ty = — = ( ):7:2 e yvzizb aC: (( )) (5): 36:—9.
2a 2-1 2 4a 4a 4-1 4

Assim, as coordenadas do ponto minimo de f sdo P = (2, f(2)) = (2, —9).
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Problema 3.2. Como escolher dois nimeros positivos tais que sua soma é 1 e a soma de seus quadrados

€ a maior possivel.
Solugao. Sejam x e y esses dois niumeros positivos. Por hipotese temos que:
r+y=1 = y=1—u=x.
Assim,

(x+y)?=01)?2 & 2°4+2zy+1y*=1 & 22 +¢y*=1-2zy.

Definimos por S a soma de seus quadrados. Logo,
S=x?+y* = S=a’4+9y’=1-22y & S=1+20y=1+22(1—-2)=—-22>+2z+1.

Portanto,
S =222+ 2z +1.

Como a soma resulta em uma equacao do segundo grau, usaremos a expressao do z, para determi-

narmos deu maximo:
-2 1
Ty = — = —.
V42

1
Por outro lado, como y = 1 — x, temos que y = 5

—

. o1 - .
Portanto, os valores que esses dois nimeros podem assumir sao 3 e 5 Notando que nao importa a

ordem, mas apenas encontrar esses dois valores.

Problema 3.3. Considerando f : R — R, calcule os valores mdzximo e minimo que f pode assumir, se
1+ 2sen(x)
f(z) = 3

Solugao. Para resolvermos questoes envolvendo maximos e minimos em trigonometria, em geral,

precisamos lembrar que —1 < sen(z) < 1. Tomando f(z) = y, temos:

142 3y —1
- %n(x) 3y=1+42sen(z) = 3y—1=2sen(z) = y2 = sen(x).
~ - S 3y—1
Agora, como a funcao seno varia de —1 a 1, isto ¢, —1 < sen(x) < 1, e 5 = sen(z), obtemos:
3y — 1 -1 ~1
-1< Sl = —2<3y-1<3 = -1<3y<3 > —<y<l = —<[fl@)=l

Assim, temos que o valor minimo que a funcdo assume é —1/3 e o méaximo é 1.
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Problema 3.4. Um onibus de 40 lugares foi fretado para uma excursdo. A empresa exigiu de cada
passageiro R$ 20,00 mais R$ 2,00 por lugar vago. Qual o nimero de passageiros para que a rentabilidade

seja mdzxima?

Solugao. Vamos primeiramente denotarmos por R a rentabilidade da empresa e por p o nimero de

passageiros. Logo temos que:
R=(20+2(40 —p))-p = R=—2p*+100p.

Como a rentabilidade em funcao do nuimero de passageiros é representada através de uma funcao do

segundo grau, usaremos a expressdao do x, para determinarmos o maximo da rentabilidade. Assim:

_—100

25.
—4

Ly

Portanto, para a empresa ter a maior rentabilidade, 25 passageiros deverao ir para a excursao.

Problema 3.5. Um terreno retangular é cercado por 1500 m de cerca. Quais as dimensées desse terreno

para que a sua drea seja a maior possivel? E qual a drea mdzrima?

Solugao.

x

Figura 3.1: Terreno

Como o terreno é retangular, temos que o perimetro (P) do terreno em fungio dos lados z e y, pode
ser representado pela seguinte equacdo: P = 2x 4 2y = 1500. Assim temos que x + y = 750, ou de modo
equivalente y = 750 — x.

Por outro lado, a area do retangulo pode ser representada da seguinte forma A(z,y) = «.y. Logo,
A=x-y=2(T50 — x) = 7500 — z°.

Notamos que a representacio grafica dessa fun¢do é uma pardbola e seu ponto do maximo ocorre no x
do vértice, isto &, X, = g— Logo
a
—-b =750
X, =—=——=375.
Y 2a -2
Assim, como y = 750 — x, temos que y = 375. Portanto as dimensoes do terreno sdo x = 375 e

y = 375. Ou seja, o terreno é representado por um quadrado e sua drea méaxima é de
A=z-y=2375-375m? = 140625 m>.

Observagao 3.1. Note que apds os cdlculos, foi possivel perceber que dentre todos os retdngulos de mesmo
perimetro o que possui maior drea € o quadrado. Esse fendomeno se repete nos outros poligonos. Dentre
todos os pentdigonos, hexdgonos, n-igonos quaisquer, o que possui maior drea entre eles serd sempre o

reqular.
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Problema 3.6. Uma drea retangular estd limitada por wma cerca de arame em trés de seus lados e por
um rio reto no quarto lado. Ache as dimensées do terreno de drea mdzima que pode ser cercado com

1000 m de arame.

Solugao.

Y

Figura 3.2: Terreno

Notamos que como um lado de nossa area nao necessita de cerca por ter o rio que a delimita, o

perimetro da regiao em questao é dado por:
P =2z +y=1000 = y = 1000 — 2z.
E como a area da regido retangular é dada por A(x,y) = z - y, temos
A=z (1000 — 22) = —2x? + 1000z.

Notamos que a representacio grafica dessa fun¢do é uma pardbola e seu ponto do maximo ocorre no x

do vértice, isto &, X, = ;— Logo
a
—1000
Ty =
—4

Por outro lado, como y = 1000 — 2z = 1000 — 2 - 250 = 500 m. Portanto as dimensoes do terreno sao
x=250m e y =500 m.

= 250 m.

Observagao 3.2. Note que neste caso, diferentemente do problema 3.5, a figura encontrada depois dos
cdlculos nao foi um quadrado. Isso ocorrew pois o material destinado para delimitar a regidgo formaria
apenas 8 dos lados de um quadrilatero. Se fossem 8 segmentos de mesmo tamanho, a drea do retdngulo

formado (um quadrado), seria menor do que a drea delimitada pelas dimensdes encontradas.

Problema 3.7. Um terreno retangular deve ser cercado de duas formas. Dois lados opostos devem
receber uma cerca refor¢ada que custa R$ 3,00 o metro, enquanto os outros dois restantes recebem uma

cerca-padrio de R$ 2,00 o metro. Quais sao as dimensoes do terreno de maior drea que pode ser cercado
com R$ 6000,007

Solugao.
Como o terreno é retangular, temos que o perimetro do terreno é tal que P = 2x + 2y. Como os lados

tém custos diferentes, temos que o custo total pode ser representado por:

3000 — 3z

Cla) =22 -3+2y-2=6000 = 3z +2y =3000 =y =~
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i

Figura 3.3: Terreno

A area da regido retangular é representada por A(x,y) = z - y. Entdo,
A=gz-y==x-(1500 — 1,5z) = —1,52% + 1500z.

Notamos que a representacao grafica dessa fun¢do é uma pardbola e seu ponto do maximo ocorre no x

do vértice, isto &, X, = ;— Logo
a
S —1500
Y-8
3000 — 3 3000 — 3 - 500
Por outro lado, como y = T = 750 m, temos que as dimensoes do terreno sao

2 2
x=500m ey =750 m.

= 500.

Observagao 3.3. Note que neste caso, assim como no problema 3.6, a figura encontrada depois dos
cdlculos nao foi um quadrado. Isso ocorreu pois o prego dos materiais era diferente. Foi criado um outro

fator que precisou ser levado em conta (o custo) por isso as dimensées x ey sdo diferentes.

Problema 3.8. Um fazendeiro tem 200 bois, cada um pesando 300 Kg. Até agora ele gastou R$
380000,00 para criar os bois e continuard gastando R$ 2,00 por dia para manter um boi. Os bois
aumentam de peso a uma razdo de 1,5 kg por dia. Seu preco de venda, hoje, é de R$ 18,00 o quilo,
mas o preco cai 5 centavos por dia. Quantos dias deveria o fazendeiro aguardar para ter o maior lucro

possivel com a venda dos bois?

Solugao. Vamos denotar por d o nimero de dias e por L o Lucro que é obtido a partir da diferenca
entre a Venda (V) e o Custo (C) de cada boi.

V(d) = (18 — 0,05d) - (300 4 1, 5d) - 200

e
C(d) = 380000 + 2d - 200.
Portanto
L=V -C = (18-0,05d)- (3004 1,5d) - 200 — (380000 + 2d - 200)
= —15d* + 2000d + 700000.
Notamos que a representacao grafica dessa funcao é uma pardbola e seu ponto do maximo ocorre no
x do vértice, isto &, X, = —. Logo

2a
_—2000

R

~ 67 dias.
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Problema 3.9. Um retdngulo é inscrito num tridngulo de catetos medindo 9 cm e 12 em. Calcule quais
devem ser as dimensoes do retdngulo para que este possua a maior drea possivel, supondo que a sua

posi¢cao € dada na figura a sequir.

Solugao.

12
9
Figura 3.4: Area
Por semelhanca de tridngulos, temos que:
%2: 12;3’ =>4x:36—3y:>y:12—4§.

Assim, a area do retangulo em questdo pode ser representada por

4x 422
A=z :x<12——) =120 — —.
Y 3 3
Notamos que a representacao grafica dessa funcao é uma pardbola e seu ponto do maximo ocorre no

x do vértice, isto &, X, = ;— Logo
a

4
Assim,comoy:12—§:12—6:6.

Portanto as dimensoes sao x = 4,5 cm e y = 6 cm.

Problema 3.10. Uma forma liquida de penicilina vendida a um pre¢co de R§ 200,00 a unidade. Se
o custo total de producio para x unidades for C(x) = 500000 + 80x + 0,0032% e se a capacidade de
producdo da firma for, de no mdximo, 30.000 unidades por més, quantas unidades de penicilina devem

ser fabricadas e vendidas nesse periodo para que o lucro seja mdzimo? E qual o valor do lucro mdzimo?
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Solugao. Sabemos que a funcao lucro é dada pela diferenca da venda pelo custo. Logo
Lucro = Venda - Custo,

assim:
L(z) = 200z — (0, 003z2 + 80z + 500000) = —0, 00322 + 1202 — 500000.

Note que a representacao grafica dessa funcao é uma pardbola e seu ponto do méximo ocorre no = do

vértice, isto ¢, X,, = —. Logo

2a
_—120
~ 0,006
Como y, = L(z,) = —0,003(20000)? + 120(20000) — 500000 = 700000 e =, ¢ a quantidade necessaria de

unidades para obtermos o maior lucro, entdo, devemos vender 20000 para termos o lucro maximo.

= 20000

Ty

Problema 3.11. Um pedago de fio com 10 metros de comprimento € cortado em duas partes. Uma
parte € dobrada em formato de um quadrado, ao passo que a outra é dobrada na forma de um tridngulo

equildtero. Como deve ser cortado o fio para que a drea total englobada seja mdxima?

Solugao.

10 metros

a

a b

Figura 3.5: Areas
Supomos que com o comprimento z do segmento, construimos o quadrado de lado a, logo temos que
4a = x.

Por outro lado, supomos que com o comprimento y do segmento dado construimos o tridngulo equi-
latero, logo
3b=y.

Portanto, do fato que 4a =z, 3b =y e x + y = 10, obtemos:

10— 3b
4a+3b=10 = a= YR

Onde temos que a area total, que é a soma da area do quadrado mais a area do triangulo, é dada por:

v2V/3
T

A=d%+

10 — 3b
Agora como, a = — temos que

A=a

2, b*V3 _ b*(9 +4v/3) — 60b+ 100

1 16 (3.1)
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Note que chegamos em uma equagao do segundo grau cujo o gréfico tem a concavidade voltada para
cima. Como neste caso o x,, vai nos fornecer um valor minimo, precisaremos encontrar uma outra maneira
de determinar o valor maximo dessa funcao. Podemos garantir que esse valor maximo existe pois a fungao
é continua e limitada em um intervalo fechado. Da Observagao 2.1 temos que ela possuird um maximo
e um minimo global. A sugestdo é analisarmos o valor da funcio nos extremos de seu dominio. Tendo
como base a equacao (3.1) que esta em funcdo de b podemos definir o intervalo de seu dominio como
{O, %} Assim, temos:

~ 100

A(10/3) 2 4, 81.

Assim, podemos perceber que a sec¢do que deve ser feita no fio original para a obtengdo de uma érea
maxima deve seguir a ideia da construcao apenas de uma das figuras propostas (neste caso da construgao
do quadrado), pois a drea serd maxima quando o valor de b =0 ¢m ou seja a = 2,5 cm.

Portanto a area maxima ¢ dada pela area do quadrado de lado 2,5 em que vale 6,25 cm?.



Capitulo

4
Outro Método de Resolucao de

Problemas de Maximos e Minimos

Além dos exercicios do Ensino Médio, existem outros tipos de questoes envolvendo méximos e minimos

de fungbes que o universo da educacdo basica ndo abrange. Alguns exemplos sdo propostos logo a seguir:

Problema 4.1. Um grupo de escoteiros possui uma pega de lona circular de 3 m de raio. Cortando-se
um setor circular pode-se construir uma tenda de forma comica. Quais as dimensées da tenda para que

seu volume seja mdximo?

Problema 4.2. Um cilindro deve ser fabricado para conter 6 litros. Que dimensdes (raio e altura) deve
ter este cilindro para custar o minimo possivel, conhecido os sequintes pre¢os:

(i) O material do fundo custa R$ 5,00 por dm?;

(ii) O material do lado custa R$ 3,00 por dm?;

(iii) O material da tampa custa R$ 2,00 por dm?.

Problema 4.3. Um rio tem uma largura de 100 m. Um ponto C estd deslocado de 400 m da proje¢ao
ortogonal do ponto A & outra margem, como mostra a figura. Deseja-se ir do ponto A ao ponto C, fazendo
o percurso AB (remando) e depois BC (correndo pela margem). Sabendo que se pode remar a 40 m/min
e correr a 100 m/min, qual deve ser o valor de x para que essa travessia seja feita no menor tempo

possivel?

Ole

400m

Figura 4.1: Rio

Os trés exercicios propostos acima exigem um conhecimento prévio em Matemética e nem sempre sao

solucionados apenas o conhecimento adquiro até o terceiro ano do Ensino Médio.
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Tendo como base as questoes propostas no inicio do Capitulo 2 e os estudos feitos até agora, é possivel
tecer algumas consideracoes.

Como quase tudo na vida, a maneira de se resolver problemas envolvendo maximos é minimos nao
¢ unica. Na Matematica ndo poderia ser diferente. E comum os alunos decorarem, muitas vezes por
influéncia do professor, uma maneira de se resolver algum tipo de problema e adoté-la como uma verdade
absoluta. As vezes até criando um bloqueio para posteriores aprendizados.

Os alunos do Ensino Médio aprendem algumas técnicas para se obter os valores de méximos e minimos
de certas equacgoes e funcgoes, mas essas técnicas nao sao suficientes para resolver qualquer problema dessa
natureza. Voltando aos autores mencionados no capitulo 2, Enio Silveira, Claudio Marques e Gelson Iezzi
e analisando suas livros utilizados hoje em dia para o ensino da matematica para o Ensino Médio, podemos
encontrar neles a ideia do célculo dos pontos de Maximos e Minimos de fun¢oes do segundo grau. Nao
s6 eles, como quase todos os autores desse nivel escolar tratam este conteido de forma parecida.

Elas podem ser eficientes dentro daquele universo e até bem praticas, mas infelizmente ndo podem ser
utilizadas em todas as situagOes, como por exemplo nao é suficiente para resolver os problemas propostos
no comeco deste capitulo.

Um dos intuitos desse trabalho é tornar mais acessivel uma ferramenta que poderia ser de grande
utilidade se estudada e aprendida com prazer e nao apenas com a finalidade de obter um bom resultado
em uma prova (realidade da maioria dos contetidos vistos pelos alunos de todos os niveis de aprendi-
zado). Maior utilidade ainda teria se ela fosse ensinada durante o ensino béasico de formacdo dos nossos
estudantes.

Muitos autores apoiam a implementagao do ensino de limites e derivadas no Ensino Médio. No artigo
revisado pelos autores Ronaldo da Silva Busse da UERJ e Flavia dos Santos Soares da IST (FAETEC)
aparece o seguinte trecho:

“Introduzir o conceito, por exemplo, de derivada no Ensino Médio nao torna o programa relativo a
fun¢bes mais longo, como pode parecer a principio. Pelo contrario, a compreensao de algumas proprieda-
des se da de maneira mais natural e contextualizada. A introducdo da derivada deve ser acompanhada de
varias de suas aplicagoes. Na Fisica, por exemplo, ela tem intimeras utilidades na introducao de conceitos
como pressao, densidade da massa, densidade de carga elétrica etc. Sendo assim, o Calculo Diferencial
e Integral é ferramenta necesséria para a compreensao da Fisica e a falta desse topico no Ensino Médio
torna para o aluno a Fisica mais dificil do que realmente parece ser. Exemplo disso é o ensino da mecé-
nica newtoniana, ensinado no Ensino Médio, que nasceu junto com o Célculo e fica incoerente sem ele.”
(Damiana Santos USS 7 2006).

Além deles, temos um outro autor muito conhecido que também é a favor desse ensino. O professor
Geraldo Avila, em artigo publicado na Revista do Professor de Matematica fala que “o conceito de derivada
pode ser ensinado, com grande vantagem, logo na primeira série do segundo grau, ao lado do ensino de
funcoes” (AVILA, 1996). Para o autor, o ensino da derivada é de grande importancia, tanto que ajuda
no tratamento de intimeras propriedades das func¢oes. Seu ensino iniciado na primeira série do Ensino
Médio pode-se integrar harmoniosamente com a Fisica no estudo do movimento, além de servir para o
estudo de polindémios e outras aplicacoes cientificas.

O professor Roberto Costallat Duclos (DUCLOS, 1992), em seu artigo “Calculo no Segundo Grau”,
coloca sua opinido acerca do assunto através de relatos de experiéncias pessoais e profissionais, apoiando
integralmente a opinido de Avila. Para ambos, o Calculo, desde que apresentado convenientemente, ao
contrario de ser dificil, € muito gratificante pelas ideias novas que traz e pelo poder e alcance de seus
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métodos.

Essa outra técnica de estudo costuma ser ensinada, no Brasil, apenas a partir do ensino superior e é
restrita para alguns curso que utilizam com frequéncia esse conteido. O nome dela é derivada, mas vem
precedida por um importante embasamento tedrico que nos permite desenvolver virios ramos de estudo.

A derivada é o nosso principal foco nao s6 nesse capitulo como no trabalho em geral. Nao que ela seja
melhor ou mais eficiente que esta ou aquela maneira de resolver algum exercicio, mas ela é certamente
uma ferramenta muito util para abrirmos um mundo novo de possibilidades de conhecimento em vérias
areas distintas.

Quando falamos que a derivada é o nosso principal foco, nao é pelo fato de apoiarmos sua implemen-
tagao no ensino médio, apesar de também nao sermos contra essa medida, mas o nosso intuito é construir
um trabalho bem embasado teoricamente e didatico para facilitar seu estudo por um aluno interessado.

Nosso principal objetivo é ajudar aquele aluno que tem facilidade de aprender sozinho e dar-lhe mais
uma, opcao de resolucdo de exercicios que o mesmo encontra e encontrard em sua trajetoria escolar,
deixando a critério de cada um a escolha do método que melhor se aplica a cada situacao

Antes dela ser estudada a fundo é necessaria a consolidacao de alguns conceitos.

Para obter a reta tangente a uma curva em um ponto Py no plano xy vamos partir da ideia de reta
secante, considerando P; um ponto qualquer que pertence a curva e distinto de Py. A reta que passa por
Py e P; é denominada reta secante a curva em FPy. A intui¢do sugere que, se movermos o ponto P; em
direcdo a Py, entdo a reta secante ird girar em dire¢do a uma posi¢ao limite. A reta nessa posi¢ao limite

é o que consideramos ser a reta tangente.

Figura 4.2: Reta Secante s e Reta Tangente r

Defini¢ao 4.1. Se os valores de f(x) puderem ser tomados tao prézimos quanto queiramos de L, desde
que tomemos os valores de x suficientemente prozimos de a (mas nao necessariamente iguais ao ponto

a), entdo escreveremos:

lim f(x)=L ou f(z) =L quando z — a.

r—a

Que deve ser lido como “o limite de f(x) quando = tende para a é L”, ou “f(z) tende a L quando

x tende para a”. O valor L é dito o limite de f(x) quando x — a. Ou ainda, de modo equivalente em
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linguagem matemdtica: para todo € > 0, existe um 0 > 0, tal que |x — a|] < 0, entdo |f(x) — L| < e,

geometricamente temos

Yy Yy Yy
y = f(x) o Y=/ y=f(x)
L+e L+e L+e
L4 L+ L+
L-¢ L—c¢ L—¢
a—46 a= a+d T a—194 (=1 a+d x a—194 c=z ats X

Figura 4.3: Limite

Observagao 4.1. Pela figura acima, pode-se perceber que a fun¢do nao precisa estar necessariamente

definida mo ponto para que seu limite exista.

Definicao 4.2. Se os valores de f(x) puderem ser levados tdo proxzimos de L quanto queiramos desde

que tomemos os valores de x suficientemente préozimos de a (mas maiores do que a), entdo escrevemos:

lim f(z)=1L,

z—a™t

e L assim obtido é chamado de limite lateral a direita do ponto a.

E se os valores de f(x) puderem ser levados tao prozimos de M quanto queiramos desde que tomemos

0s valores de x suficientemente prozimos de a (mas menores do que a), entdo escrevemos:

lim f(z) =M,

r—a~

e M assim obtido é chamado de limite lateral a esquerda do ponto a.

Y Y
y=f(x)
F T y = f(z)
+ErL u
z | {
M—¢
a atd a5 4 =z

Figura 4.4: Limites Laterais
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A seguir apresentaremos a defini¢do formal de continuidade de uma fungdo f em um ponto c.

Definicao 4.3. Dizemos que uma funcdo f € continua em x = c se as sequintes condi¢des estiverem
satisfeitas:

(7) f(c) estd definida;

(#4) il_>mc existe;

(#i7) lim = f(c).

Tr—cC

C i

Figura 4.5: Funcao Continua

Suponha que xg seja um ponto do dominio da fungao f. A reta tangente a curva y = f(z) no ponto

P(xo, f(x0)) & a reta de equagdo:

f(x) = fxo)

y— f(zo) = myg(x — x9) onde myy = lim ,

T—xQ r — X

sempre que existir o limite. Para simplificar, também dizemos que essa reta é a reta tangente a y = f(x)

em xgp.
Exemplo 4.1. Encontre a equacdo geral da reta tangente a pardbola y = 2% no ponto P(1,1).

Solugao: Podemos descobrir o coeficiente angular da reta em questao aplicando a formula vista acima:

My, = lim flz) = ) = lim zt -1 = lim —(x—i— D - 1)
R x—1 z—1 . —1 z—1 x—1

=limzx+1=2.
r—1

Assim, a reta tangente a y = 2% em (1,1) tem a equagao:

y—1=2x-1) =2y=2zr—-1.

Suponha que uma particula em movimento retilineo ao longo de um eixo s tenha uma func¢ao posicao
s = f(t). A velocidade média da particula em um intervalo de tempo [tg, o+ h], com h > 0, é definida

como

m= Tempo Decorrido h

; Deslocamento f(to+h) — f(to)

Para definir a velocidade escalar média, usamos a distancia percorrida pela particula, e ndo seu
deslocamento.
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Exemplo 4.2. Suponha que s = f(t) = 1+ 3t — 2t? seja a funcio posi¢do de uma particula, onde s estd
em metros e t em sequndos. Encontre o deslocamento e a velocidade média da particula nos intervalos
de tempo (a) [0,1] e (b) [1,3].

Solucdo: Aplicando na férmula temos que:

0) Um:f(to+h})l—f(to) N vm:f(0+1i—f(0) N Um:% S = Im)s.
) Um:f(twh}z—f(to) N “m:w _ vm=_82_2 S u = —5m)s.

A velocidade média descreve o comportamento de uma particula em movimento retilineo em um
intervalo de tempo enquanto a velocidade instantidnea descreve seu comportamento em um instante
especifico. Se analisarmos a féormula da velocidade média é como se quiséssemos utiliza-la para um h
suficientemente pequeno, tendendo a zero. Em outras palavras, temos que a velocidade instantanea é

definida como ,
Ui:hmf(tO‘f' )—f(to).
h—0 h

Geometricamente a velocidade instantanea v; no instante tp é a inclinacdo da reta tangente & curva

posicao versus tempo no ponto P(tg, f(to))-

Exemplo 4.3. Utilizando a mesma fun¢ao do exemplo da velocidade média, vamos calcular agora a

velocidade instantdnea da particula para t = 3.

Solucao: Aplicando na formula temos que:

ft+h) = f(1)

v; = lim
h—0 h
L (BN SG)
h—0 h
C g 2B =736 =) 1 (22037 +33) + 1)
T RS0 h
C b —2(9—6h+h?)+3(3—h)+1—(-18+9+1)
T =0 h
Ctm —18+12h—2h* +9—-3h+1+18—-9—1
T =0 h
. —2h%+9h
= lim —
h—0 h
= lim 7}1(_2}1 +9)
h—0 h-1
. —2h+9
= lim
h—0 1
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Agora sera apresentada uma nova ferramenta da Matemaética que facilita muitos calculos e abre portas
para tratar de assuntos que antes eram limitados pela bagagem teérica que tinha sido apresentada até
entdo. Essa operacio é chamada de derivada. O limite que apareceu quando foi apresentado o conceito

de reta tangente a um ponto em uma curva especifica é a base para a defini¢do formal de derivada.

Definigao 4.1. A derivada de uma funcgio f(x) em relagao @ varidvel x é a fungdo f'(x) cujo valor

em x €:

desde que o limite exista.
Observagao 4.2. Dizemos que uma funcdo f € derivdvel quando existe a derivada em todos os pontos
de seu dominio. Além disso, outras notagoes de derivadas podem ser usadas no lugar de y' = f'(x), como
d
por exemplo: D, f(x) (leia-se derivada de f(x) em relagdo a x), d—y (leia-se derivada de y em relagao a
x
Observagao 4.3. Como podemos ter que h = x1 — xg, entdo uma defini¢ao equivalente de derivada em

relagdo a varidvel x no ponto xq € dada por:

f/(-rO) — lim f(xl) - f(J:O) )

T1—x0 T1 — Xo

Além disso, se agora escrevermos h = x1 — xg, entao
x1 — x9 € equivalente a h — 0,

logo, uma definicao equivalente de derivada em relagcao a varidvel x no ponto xg € a sequinte:

fl(l'o) _ }IL% f(xo + h}z - f(mo) )

Exemplo 4.4. Dada a fungio f(x) = 22% + 7x — 3, determine f'(5) usando a defini¢io de derivada.

Solugao. Usando a defini¢ao de derivada no ponto z = 5, temos que:

oy 25+ h)?+7(5+h)—3—(2.52+75-3)
= a5 h

. 2(25+10h +h?z)+35+Th—3—-50—-35+3
= lim
h—0 h
. 20h +2h%x +Th
= lim
h—0 h
 h(20 42k +T7)
= lim——7-—~=
h—0 h
(20 4+ 2hx +7)

lim
h—0

= 27

Exemplo 4.5. Dada a fungio f(x) = \/z, determine f'(9) usando a defini¢io de derivada.
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Solugao. Por uma das defini¢des equivalentes de derivada, temos que f/(9) é dada por:

9 = lim

. VT3 [(x+3
L e (\/5+3>
= lim (z —9)

1
= &

Teorema 4.1. Se f possui derivada em x = ¢, entdo [ € continua em x = c.

Prova. Temos que f(c) existe e com isso precisamos mostrar que f é continua em x = ¢, em outras
palavras:
a) f(c) existe;
b) lim f(z) existe;
I.A)C
) lim f(z) = £(0).
r—c

Por hipotese, temos que f/(c) existe, isto é, f'(c) = lim M, concluimos que f(c) deve existir

T—cC xr—c
para que o limite acima tenha sentido e desse modo, verificando o item a), note também que:

lim(f(z) ~ /()] = lim[f(z — F(c)) (”C - )

T—C T—cC r —cC
= 1131 w . hin(x —¢)
= f'(c).0

= 0.
Portanto, temos que:

lim f(z) = lm[f(z)— f(c) = f(c)]

Tr—cC r—cC

= lim[f(z) = f(c)] + lim f(c)
= f(o).

Verificando os itens b) e ¢), assim se f'(c) existe, entdo f é continua em z = c.

Daremos agora a defini¢ao de derivadas laterais

Definicao 4.2. Seja y = f(x) uwma fungdo definida em a, entio a derivada & direita de f no ponto a,

denotada por f' (a) é definida por:

desde que o limite exista.

E a derivada & esquerda é dada de modo anélogo, como segue:
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Definigao 4.3. Seja y = f(x) uma funcao definida em b, entdo a derivada & esquerda de f no ponto
b, denotada por f' (b) é definida por:

Py — i JOER) = fO) L f(z) = f(0)
70 = iy IR - S

desde que o limite exista.

Observagao 4.4. Uma fun¢do y = f(x) serd derivdvel em um intervalo aberto (a,b) se tiver derivada em
cada ponto do intervalo e y = f(x) serd derivdvel no intervalo fechado [a,b] se for derivdvel no interior

(a,b) e se a derivada a direita em a e a derivada & esquerda em b ezistir.

Observagao 4.5. Uma fung¢io y = f(x) € derivivel em um ponto, quando as derivadas o direita e a
esquerda nesse ponto existirem e forem iguais, além disso, quando as derivadas laterais existirem e forem

diferentes em um ponto ¢, dizemos que neste ponto a func¢do ndao é derivdvel.
Exemplo 4.6. Mostre que a func¢ao y = f(x) = |x| nao é derivdvel em x = 0.
Solugao. Vamos calcular as derivadas & esquerda e & direita de x = 0. Note que:

f0) = i LOER IO

h—0t+ h

= lim — |h| = h quando h >0

|
—
=
|
—
|

|
—

Logo, a fun¢do y = f(z) = |z| ndo é derivavel em = = 0, pois neste ponto as derivadas laterais sdo

diferentes.

Observagao 4.6. Sabemos que a fungio mddulo y = f(x) = |z| é continua em x = 0, contudo, como
acabamos de verificar no exemplo acima essa fun¢do ndo € derivivel em x = 0. Portanto, concluimos
que nem toda funcao continua é derivdvel, por outro lado como provado no teorema 4.1, temos que toda

funcao derivavel em um ponto c é continua neste ponto.

4.1 Regras de Derivagao

Nesta secao, apresentaremos algumas regras de derivagao que serao iteis para determinar as derivadas

das funcoes sem usarmos a definicdo.

Proposicao 4.2. Seja k uma constante e f(x) = k para todo z, entio f'(x) = 0.
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Prova. Pela definicao de derivada, temos que:

f(x) = lim

Proposigao 4.3. Seja n um niimero inteiro positivo e f(z) = 2", entdo f'(x) = n.x" L.

Prova. Pela definicao de derivada, temos que:

flz+h) - fz)

, -
flz) = %,11{%] h

= lim 7@ +h)" -

h—0 ’

Agora, usando o Bindomio de Newton para expandirmos (x 4+ h)", temos que:

1
(a:” +nz"1h+ Mx”ﬂhz + .. +nzh™ !+ h"> — "
f(r) = lim 2
h—0 h
1
h (nx”_l + 771(712—'&— )x”_Qh +..+nzh" 2+ h"_1>
= 1. .
hli% h
1
= lim (nx"—l T %x"‘Zh T+ nzh" 24 h"‘1)>
— .
= na" L.

Proposigao 4.4. Seja f uma fungdo derivdvel em x e ¢ wuma constante, entdo:

d _ df(x)
—(ef(@) =L = cf (@),

Prova. Por hipétese, temos que:

df(z) . fl@+h) - f(2)
. =@ = Jim S
assim,
d _ ocf@th) —cf(x)
%(cf(x)) = ,1112% A
. flx+h)— f(z)
:%ﬂf<h/)
@) - f(@)
T TS0 h

df(z) _
dx

- &

cf'(z).
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Proposigao 4.5. Sejam f e g duas funcoes derivdveis em x, entao:

2 (f@) + gy = LE L B _ gy 4 )

Prova. Por hipétese, temos que:

T ST T, e L = g(a) = lim S I,
assim, tem-se:
L) vy = i LEHN TR ¢ gle)

= lim [f(z+h) = fl@)] + [g9(z +h) — g(z)]
h—0 h

g JEED S g ) o)
h—0 h ho0

= f'(z)+d ().

Proposigao 4.6. Sejam f e g duas fungdes derivdveis em x, entdo:

(59 = T gy 4 1) D = 0y (o) + 1) o' (0),

Prova. Por hipotese, temos que:

df (x) fle+h) - fz)

_ ! .
a1 @)=l h
‘ dg(z) (z+h) — g(x)
glz) . glz+h)—gx
G Rl e

com essa hipdtese e observando que como a funcao f é derivavel em x, entdo, pelo teorema 4.1, temos

que f é continua, isto é, lim f(x + h) = f(x), além disso, somaremos e subtrairemos no numerador a
h—0

expressao f(x + h).g(x), logo:

%(f(x).g(m)) - Jim fx+h)ga+h) - flz+ h)glgfv) + flz+h)g(z) - fz)g(x)
o S B gt ) — gl@)] + o(a) [f( b~ f(a)
h—0 h
. (x+h)—g(x) ) flx+h)— f(x)
= g [ SR [y S
gz +h) —g( flz+h) — f(z)

= Jim fe+ ) i,
= f(z)-g'(x) +g(x)- f(x)
= fl(z)-g(z)+ f(x)-g'(2).
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Proposigao 4.7. Sejam f e g duas fungoes derivdveis em x, em que g(x) # 0, entdo:

df (x) dg(x)
d (f(x)) g I S@ T ) gl) — f() g (@)
dx \ g(x) [g(x)]? [g(x)]? '
Prova. Por hip6tese, temos que:
df(x) . flat+h) = f(z)
iz @ =i h
e
dg(x) .. gl@z+h)—g(x)
o =) = iy S,

com essa hipdtese e observando que como g é derivavel em x, entdo, pelo teorema 4.1, temos que g é

continua, isto &, }llin%) g(z + h) = g(z), além disso, somaremos e subtrairemos no numerador a expressao
—
f(x).9(x), logo:

flx+h)  f(z)
L (L))~ ezl o)
= qim L [f@c +h)g(x) — f(x)g(z + h)
h—0 h g(x + h)g(x)

_ g b [f(fv + h)g(x) — f(z)g(x) + f(x)g(x) — f(x)g(x + h)
g(x +h)g(z)

Fath) = fe) |0 o) = glo)

. h h

- i%ao glx +h)-g()
. fla+h)—f(@) . . . glx+h)—g()
iy P ) o -y =0

li i
lim g(z +h) - lim g(z)

Proposicao 4.8. Seja f(z) = =™ com n wm mimero inteiro positivo e x # 0, entdo, f'(z) = —nz~"" 1.

—-n

1
Prova. De inicio, note que f(z) =z~ " = e agora, usando a proposi¢ao 4.7, temos:

oy et =1 0-2"—1-pa™'  —ma”t
f (I) = (.7;”)2 - (x")Q - g2n T nx
. . 1 1
Exemplo 4.9. Calcule a derivada da fungio f(z) = —5 + —-
x x

Solugao. Usando a propriedade da derivada de uma soma de funcoes e a Proposicao 4.8, tem-se:

dey_d (1 1N _ d 1, 5 _d 12, 4 3
dasf(ac)_dx <z12+13) - da:<x o )_dx(x )+dx<x )

= —12z713 — 3z~
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4.2 Derivada como Taxa de Variacao

Vamos pensar, agora, em variacao como a mudanca em relacdo ao tempo, contudo, outras variaveis
podem ser tratadas da mesma maneira. Assim, interpretando a razdo incremental [f(z + h) — f(z)]/h
como a taxa de variacdo média de uma funcdo f no intervalo de x até x + h, e tomando seu limite quando

h — 0, podemos interpretar como a taxa com que f varia no ponto x.

Definicao 4.4. A taxa de variagcao instantdnea de f em relagdo a x em xy € a derivada:

() = ;1113}3 f(zo + h})L - f(xo)’

desde que o limite exista.

Exemplo 4.7. Calcule a taza de variacdo do volume de um balao esférico em relagao ao seu raio r,

quando o raio do balao for igual a 5 cm.

Solugao. Sabemos que a expressdo para o volume de um baldo esférico de raio r é dado por:

47y3
Vi) =2,

desse modo, a taxa de variagao do volume em relagao ao raio é:

d d (4mr3
&' = d< 3 >
4
= %.3,2
= dnr?.

Quando r = 5, o volume varia a uma taxa de 4752 = 100mcm?.

Observagao 4.7. Pelo exemplo foi possivel perceber que a formula da drea da esfera vista no exemplo
4.7 € a derivada do seu volume, ou seja, em outras palavras é a taza de variagdo do volume em fung¢dio

do seu raio.

Na sequéncia mostraremos como calcular as derivadas das seis fungoes trigonométricas.

Derivada da Fungao Seno
Consideramos a funcéo f(x) = sen(z), com x medido em radianos, além da identidade da soma para
a funcdo seno, dada por: sen(z + h) = sen(z) cos(h) 4 cos(z)sen(h), logo, temos que a derivada da funcédo

@) = lm w
— lim sen(z + h) — sen(x)
h—0 h
— lim (sen(z) cos(h) + cos(z)sen(h)) — sen(x)
h—0 h
= }ILILIB (Sen(z) . C()S(f;)l) + }ILIE%) (COS(x) . Senh(h)>

= cos(z).
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Derivada da Fungao Cosseno
Consideramos a funcdo f(z) = cos(z), com x medido em radianos, além da identidade da soma para

a funcado cosseno, dada por:
cos(z + h) = cos(z) cos(h) — sen(x)sen(h),

logo, temos que a derivada da funcao cosseno é:

flz+h) - f(z)

/ _ .
Flw) = Jim h
— m cos(z + h) — cos(z)
h—0 h
. (cos(x) cos(h) — sen(x)sen(h)) — cos(x)
= lim
h—0 h
~ m cos(x)(cos(h) — 1) — sen(z)sen(h)
h—0 h
L cos(h)—1 . sen(h)
= }llli% cos(z) - — illlg%) sen(x) N
B . cos(h)—1 . sen(h)
= cos(z) - }lllir%) — sen(x) - }lllir}) N

= cos(z)-0—sen(z)-1

= —sen(x).

Consideramos duas fungdes derivaveis f e g, nas quais denotaremos y = f(u) e u = g(z), tal que para

todo z, g(x) estd no dominio de f, poderemos escrever y = f(u) = f(g(z)), isto &, a funcdo composta
(fog)(z)

Exemplo 4.8. Determine a derivada de y = 16x* — 822 + 1.

Solugao. Note, primeiramente, que y = 162* — 822 + 1 = (42% — 1)2, isto é, uma fungdo composta

de y = u? e u = 422 — 1. Calculando as derivadas, observamos que:

dy du 2 3
% In u- (8z) = 2(4x ) - 8z = 64x 6

Por outro lado, calculando a derivada a partir da formula expandida, tem-se:

d, d
% — %(16954 — 822 +1) = 64z° — 16
Verificando que:
dy du _ dy
du dr  dx’

A seguir, apresentamos a regra da cadeia que é uma das mais importantes e amplamente utilizada.

Teorema 4.10. Seja f(u) derivdvel no ponto u = g(z) e g(z) derivdvel em x, entdo a fung¢do composta
(fog)(x)= f(g(x)) é derivivel em x e
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Em outra notagao, se y = f(u) e u = g(x), entdo:

dy dy du

der  du dz’
d
em que Y ¢ caleulada em u = g(x).

Exemplo 4.9. Calcule a derivada de f(z) = (z* + 22 —1)?34.

Solugao. Usando o Teorema da Regra da Cadeia, temos que:

d
fl@) = 7 (@)
_ i 4 2 1\234
= dx(x +a*-1)
= 234(a* + 22 —1)*3. i(sLA +2%—1)

dx
= 234(x* + 2% —1)%3 . (42® + 22).

Analizaremos a derivada da fungio exponencial natural dada por f(z) = €%, usando a defini¢do de

derivada, temos que:

, [t h) = flw) et —em
z) = lm———"—"—"*=1]im—-——
f(z) h—0 h h—0
ev el — e e*(eh — 1 eh—1
= limizlim¥:lim e” - lim
h—0 h h—0 h h—0 h—0
eh el _ h_
Observamos que o limite lim =1, pois lim =1le lim = 1. Portanto, tem-se:
h—0 h—0t+ h—0—
eTth _ e eh —1
/ . . xr . xr xr
z) = lim —— = lim €” - lim =e*.1=¢€"
F(x) h—0 h h—0 h—0

Logo, verificamos que a derivada da funcao exponencial é a prépria exponencial.
Observagao 4.8. Se u é uma fun¢do derivdvel em x, podemos aplicar a regra da cadeia para obtermos:

d du

% = ¥

dx da
Exemplo 4.10. Determine a derivada da fun¢io h(z) = e® teos@)+2,

Solugao. Para calcularmos a derivada da funcao h, usaremos a observagao 4.8, isto é:

h/((ﬂ) _ <612+cos(z)+2)l
xz24-cos(x)+2 d 2
e . %(x + cos(z) +2)

™ Teos(@)+2 (22 — sen(x)).

Agora, como ja sabemos calcular a derivada da fungio f(z) = €%, para encontrar a derivada de sua

inversa que é funcio dada por f~1(z) = In(z).
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Isto é, vamos determinar a derivada da funcgao logaritmica. Notamos que:

—1y/ N 1
SR LV ES)
- rll(m) flx)=e" = f(f ') = of @)
1
- eln(@
= é relagio da funcdo inversa: f(f *(z)) = =.

Observagao 4.9. Se u € uma func¢ao derivdvel em x com u > 0, podemos aplicar a regra da cadeia para

obtermos: p 1 d
20 - -.2=
dac( n(w) u dz

Exemplo 4.11. Determine a derivada da funcdo h(z) = In(22% + sen(z) + 7).

Solugao. Para calcularmos a derivada da funcao h, usaremos a Observagao 4.9, isto é:

R'(z) = (In(22% + sen(z) + 7))

1 d
= - — (227 7
222 4 sen(x) + 7 da:( 2"+ sen(2) +7)
1

= 5 sen(@) 17 (4x + cos(x)).

Proposigao 4.11. O nimero e pode ser calculado como o limite:

1
z

lim(l+xz)= =e.
z—0
1
Prova. Seja f(x) = In(x), entdo f'(z) = —e f(1) = 1. Contudo, por outro lado, pela defini¢do de
derivada, temos que:
1 —f@1
f0) - LD =)

x—0 €T

In(l142x)—In(1)

= lim
z—0

= lim lln(l +x)

x—0

= lim In(1+x)
z—0

= In (ili%(l —|—x)%) .

1
e

Agora, como f'(1) =1, temos que:
In (lim(l + x)%) =1

x—0

Portanto, fazendo a exponenciacao de ambos os lados, temos que:

Qlrl_r)r%)(l—i—ac)m =e.
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4.3 Derivadas de Ordem Superior

Seja f uma fungao derivavel em um certo intervalo I, se a funcdo f’(x), que é conhecida como derivada
primeira de f(z) , é novamente derivavel no mesmo intervalo, entdo existe a fungio derivada de f'(z) ,
denotada por f”(z) ou (j—;f(a:)) que é chamada de derivada segunda de f(z). Diz-se, entdo, que f(z) é
duas vezes derivavel.

Considerando esse procedimento sucessivamente e, supondo que f(x) é n vezes derivavel, obtém-
se a funcdo derivada n-ésima ou derivada de ordem n, de f(z) indicada como f(™(z). As funcoes

f'(x), f"(x), ..., f™(z) sdo chamadas de derivadas sucessivas de f(z).
Exemplo 4.12. Determine a derivada terceira de f(z) = 2° + 323 — 22 + 1.

Solugao. Aplicando as regras de derivagao, temos que:
f(x) =5zt + 922 — 2;

" (x) = 2023 + 18;
" (x) = 6022 + 18.
Exemplo 4.12. Determine a derivada sequnda de f(x) = e 4 3.

Solugao. Aplicando as regras de derivagao, temos que:
fl(z) =e* - 22 +3;

fl(x) =€ 222z + e - 2.

4.4 Maximos e Minimos

Vamos localizar e identificar valores extremos de uma funcao continua a partir de sua derivada. Para

isso, comecamos com a seguinte defini¢do

Definigao 4.5. Seja f uma fungio de dominio A, dizemos que f tem um valor de mdximo global em
A, em um certo ponto x1 se,
f(x) < f(x1), para todo x em A,

e f tem um valor de minimo global em A em um ponto xq se,
f(z) > f(xo), para todo x em A.

Definigao 4.6. Uma fungao [ tem um valor de mdximo local em um ponto interior x1 de seu dominio

se

f(z) < f(z1),

para qualquer T em um intervalo aberto que contenha o ponto x1. Por outro lado, uma funcao f tem um

valor de minimo local em um ponto interior xo de seu dominio se,

f(@) = [ (o),

para qualquer x em um intervalo aberto que contenha o ponto xg.
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Teorema 4.13. Seja f uma fungio continua em um intervalo fechado [a,b]. Entdo f assume tanto um

valor de mdximo M como um valor de minimo m em [a,b]. Isto é, existem xy e x1 em [a,b], tais que
Fwo) = m e f(a) = M.

f(z1) f(z1)

f (o) a = xg i
b=x1 @ 0) Z1 b T

f(zo)

Maéximo e minimo nas extremidades Mdéximo interior e minimo na extremidade

f(z1)

a = xg [0} / p X a x
f(zo)
Maximo na extremidade e minimo no interior Méximo e minimo interiores

Figura 4.6: Pontos de Extremo

Teorema 4.14. Se uma func¢do f possui wm valor de mdzimo ou minimo local em wm ponto xq interior

de seu dominio e se f' € definida em xg, entao:
f/(xo) =0.

Prova. Sem perda da generalidade, vamos supor que a fun¢do f tenha um valor minimo local quando
T = xp, de modo anélogo, mostra-se quando temos um valor de maximo local, como temos um valor
de minimo, tem-se que f(z) — f(xo) > 0, para qualquer = proximo de zy. Agora, como xy é um ponto
interior do dominio de f, temos que f’(z¢) é definida pelo limite bilateral, dado por:
) x) — f(x
fl(x(]): hm f( ) f( 0).

T—x0 Tr — T
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Portanto, temos a existéncia de ambos os limites, & esquerda e & direita do ponto xy. Desse modo,
analisando esses limites separadamente, temos:
f(@) — f(zo)

f(zo) = lim —F—""2>0
( ) m~>10+ T — o ’

pois, f(z) — f(xo) > 0 ez — 2o > 0. De modo anélogo, tem-se:

i z) — f(z
f/(x(]): hm f( ) f( 0) SO7
Tz T — o
em razdo de f(z)— f(zo) > 0 e z—x¢ < 0. Logo, observando os dois limites laterais concluimos que f’(x¢)
nao pode ser positiva e nem negativa, assim, o inico nimero que nao é nem positivo e nem negativo é

zero, entdo, temos que f'(xg) = 0.

Definigao 4.7. Um ponto x( interior do dominio de uma dada funcdo f € dito um ponto critico, se

f' € zero ou nao existe no ponto xg.

Observagao 4.10. Um ponto critico € um candidato a extremo local, isto €, ser um ponto de mdzimo ou
minimo local, falamos em candidato, pois mem todo ponto critico conduz a um extremo local, conforme

apresentado no contra-exemplo a seguir.

3

Exemplo 4.13. Mostre que f(x) = x* ndo possui extremos locais.

Solugao. Notamos, primeiramente, que a derivada da funcio f(x) = 23 é f/(x) = 322 e o tinico ponto
em que a fungéo derivada f’ é zero é no ponto z = 0, desse modo, o ponto x = 0 é o tnico ponto critico.
Além disso, se x > 0, entdo a fungdo f(x) é positiva e se x < 0 a funcdo f(x) é negativa. Portanto, f(0)
nao é nem méaximo e nem minimo local e como um extremo deve ocorrer em um ponto critico, concluimos

3

que a fungao f(x) = 2 nao possui extremos locais.

A

Yy

Figura 4.7: f(x) = 23

Com os resultados anteriores, podemos definir alguns procedimentos para determinar os extremos de

uma fung¢do continua f no intervalo fechado [a, b].

(7) Devemos determinar todos os pontos criticos de f em (a,b);
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(i) Devemos calcular f(c) para cada nimero critico ¢ encontrado em (4);
(#i¢) Devemos calcular os valores extremos f(a) e f(b);
(iv) Os valores de méximo e minimo da funcdo f em [a, b] sdo os maiores e os menores valores da funcao,

respectivamente, encontrados em (i) e (i4i).

Exemplo 4.14. Considere f(x) = 2 — 122. Determine os pontos criticos de f e os valores de mdzimo

e minimo de f, no intervalo [—3, 6].

Solugao. Para determinarmos os pontos criticos de f, vamos analisar a sua derivada, assim:
f(z) =32% =12 =3(2® — 4) = 3(z + 2)(z — 2).

Como a fungio derivada f’ existe para todo z € R, os pontos criticos sdo aqueles em que a derivada
é zero, isto é, —2 e 2. Notamos que, como f é continua em [—3, 3], segue pelo resultado acima que os
valores de maximo e minimo estdo entre os valores de f(—3), f(—2), f(2) e f(3), assim, calculando esses

valores temos:
F-3)=9, f(-2)=16, f(2)=-16 e f(6) =144
Logo, o valor de minimo é f(2) = —16 e o valor de méaximo é f(6) = 144.

Exemplo 4.15. Considere f(z) = x5 = /z2. Determine os pontos criticos de f e os valores de mdzimo

e minimo de f no intervalo [—1,8].
Solugao. Para determinarmos os pontos criticos de f vamos analisar a sua derivada, assim:

L2 12
3 gy 3

Notamos que f’ ndo existe em x = 0 e como z = 0 € D(f), pois o D(f) =R, temos que x = 0 é um
ponto critico, além disso, notamos que ndo existe nenhum ponto em que a derivada de f é igual a zero.
Assim, como f é continua em [—1, 8], segue pelo resultado acima que os valores de maximo e minimo

estao entre os valores de f(—1), f(0) e f(8), logo, calculando esses valores temos:

f(=1)=1, f0)=0 e f(8) =4.

Portanto, o valor de minimo é f(0) = 0 e o valor de maximo é f(8) = 4.
2

Exemplo 4.16. Considere f(x) = 1 Determine os pontos criticos de f.

Solugao. Para determinarmos os pontos criticos de f, vamos analisar a sua derivada que é dada por:

20(x—1)—2%-1 222 -2z —2% 22-22

@) == = -1 o

Notamos que f’ ndo existe em x = 1, contudo, x = 1 ndo pertence ao dominio de f, pois Dom(f) =
R\ {1}, logo x = 1 ndo é um ponto critico de f. Resta, ainda, analisarmos quando a derivada de f é

igual a zero, desse modo, temos:
22— 2

f(z) = WZQ

assim:
2 —2r=0 & z(z—2)=0,
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logo, = 0 ou = = 2 sdo os pontos criticos de f(z) =

x—1

4.5 Teorema do Valor Médio

Ja sabemos que a derivada de uma funcdo f(x) = ¢ é zero, em que ¢ é uma constante, contudo, seré
que se f'(x) = 0 para todos os pontos z pertencentes a um certo intervalo, entdo a fungdo f é constante?
Além disso, se duas fungoes f(z) e g(x) possuem a mesma derivada, qual serd a relagio entre essas duas

fungoes? Essas e outras perguntas serdo respondidas neste momento.

Teorema 4.15. Seja f wma fungdo continua em todos os pontos de um intervalo fechado |a,b] e derivivel
em todos os pontos de seu interior (a,b). Se tivermos que f(a) = f(b), entdo existe ao menos um nimero
xo em (a,b) tal que:

f/(lﬂo) = 0

Prova. Como f é continua, pelo Teorema 4.13, temos que f possui maximos e minimos absolutos em
[a, b], em que isso pode ocorrer em pontos interiores, tal que f’ é zero, em pontos interiores, nos quais f’
nao existe ou ainda nas extremidades do dominio da funcao f, que nesse caso sdo os proprios pontos a e
b. Contudo, por hipotese, temos que f tem derivada em (a,b), logo, excluimos a possibilidade dos pontos
serem interiores em que f’ ndo existe.

Por outro lado, se 0 maximo ou o minimo ocorrem em um ponto xg entre a e b, entao, pelo Teorema
4.14, temos que f'(x¢) = 0 e, assim, encontramos um ponto que satisfaz o teorema. Agora, se 0 maximo
e o minimo absolutos estdo nas extremidades, e como f(a) = f(b), teriamos que a fungdo f é uma cons-
tante, isto é, f(x) = f(a) = f(b) para todo = € [a,b]. Logo, f'(z) = 0 e o ponto xy pode ser escolhido

em qualquer lugar no interior de (a, b).

f(x0) =

Figura 4.8: Maximos e Minimos Absolutos

O teorema a seguir, conhecido com Teorema do Valor Médio, é uma generalizagao do Teorema 4.16,

como segue:

Teorema 4.16. Seja f wma fungdo continua em todos os pontos de um intervalo fechado [a,b] e derivdvel

em todos os pontos de seu interior (a,b). Entdo, existe ao menos um nimero xo em (a,b), tal que:
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Prova. Consideramos o gréafico de f e a reta secante que passa pelos pontos Py = (a, f(a)) e
P, = (b, f(b)), em que essa reta tem a seguinte equagio:

he) = y(@) = fla) + L0 D0 )
b—a
Y Tangente paralela a reta secante
1) \X

Inclinagao f'(zo)

) - (@)

Inclinagao
. —a

O/a 3'00 b x

Figura 4.9: Teorema do Valor Médio

Agora, consideramos a diferenca na vertical entre os graficos de f e h em x, assim:
(z - a), (4.1
note que v(a) = v(b) = 0 e, além disso, v é continua em [a,b] e derivavel em (a,b). Logo, estamos sobre

as hipoteses do Teorema 4.16. Assim, v' = 0 em algum ponto zg € (a,b) e esse é o ponto desejado, para

verificar isso, derivamos a equagdo (4.1) em ambos os lados em relagdo a z e fazemos = = xg, de fato,

U/(JI) — f/(l‘) _ f(bl)) : i(a)’
logo,
0=/(a0) = f/(ao) - L,
portanto,
Pl = 1O

Corolario 4.5.1. Seja [ wma fungdo, se f'(x) = 0 para todos os pontos de um intervalo aberto (a,b),

entdo, a func¢io f é uma constante, isto €, f(x) = K para todo x € (a,b).

Prova. Para provarmos esse resultado, consideramos x; e x5 dois pontos diferentes quaisquer em
(a,b) e mostraremos que f(z1) = f(x2), verificando, desse modo, que f é uma funcdo constante. De fato,

supomos sem perda da generalidade que x1 < x3, além disso, note que f satisfaz as hipoteses do Teorema,
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do Valor Médio no intervalo dado por [z1,x2], dessa forma:

(o) = Mj

T2 — T1

para algum ponto xg € (z1,z2). Contudo, como f’(x) = 0 para valores de z em (a, b), temos que:

0= f/(xO) _ f(l'g) B f('rl)

To — I
Assim, f(z1) = f(z2), concluindo que f é uma constante, isto é, existe K € R, tal que f(z) = K.

Corolario 4.5.2. Sejam f e g duas fungées tais que, f'(x) = ¢'(x) para todos os pontos de um intervalo
aberto (a,b) entao as fungoes [ e g diferem por wma constante real K, isto €, f(x) = g(x) + K para todo
x € (a,b).

Prova. Seja s(z) = f(x) — g(z), em que para cada = € (a,b), sua derivada é dada por:

logo, pelo Corolario 4.5.1, temos s(x) = K em (a,b), isto é,
f(@) —g(x) = K,

ou seja, f(z) =g(z) + K.

Exemplo 4.17. Mostre que:
In(z - a) = In(z) + In(a).

Solugao. Notemos, de inicio, que:

(n(2)) = .

Logo, temos que as fungdes In(z.a) e In(x) possuem a mesma derivada, assim, pelo corolario 4.5.2,

temos que essas funcoes diferem apenas por uma constante, isto é,
In(z - a) = In(x) + K,

contudo, como essa tltima equacgao é valida para qualquer valor positivo de x, entao, consideramos x = 1.
Desse modo, temos que:
In(a) =In(1) + K =0+ K,

assim, concluimos que K = In(a) e, portanto,

In(x - a) = In(z) + In(a).
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4.6 O Teste da Derivada Primeira

Mostraremos no teorema a seguir como o sinal da derivada de uma funcdo f’ serd importante para

determinarmos em que lugar a funcdo f é crescente ou decrescente.

Teorema 4.17. Seja f uma fun¢do continua em [a,b] e diferencidvel em (a,b).
Se f'(z) > 0 para todo x em (a,b), entao f € crescente em [a,b].

Se f'(x) < 0 para todo x em (a,b), entdo f € decrescente em [a,b].

Prova. Provaremos para o caso, quando f’(z) > 0 para todo z em (a,b), para o caso em que
f'(z) < 0 sera analogo, desse modo, consideramos x1 e x2 em [a, b] tais que x; < xs para verificarmos
que f é crescente, precisamos mostrar que f(z1) < f(z2). Para comprovarmos isso, usaremos o Teorema

do Valor Médio ao intervalo [z1,x2], assim, temos que:

f(xo) (w2 — x1) = f(22) — f(21),

para algum x( no intervalo aberto (x1, z3), além disso, como xg —x; > 0 e por hipotese f'(xg) > 0, temos

que:

0 < f'(zo)(x2 — x1) = f(x2) — f(x1),

logo, 0 < f(x2) — f(x1). Portanto, f(z1) < f(z2).

f(x) >0 f(x) <0 f(x) >0 f'(x) <0
f crescente f decrescente f crescente f decrescente

Figura 4.10: Teste da Derivada Primeira

Para determinarmos os extremos locais, primeiramente, determinamos os pontos criticos da funcao, na
sequéncia testamos todos esses pontos criticos para determinarmos a ocorréncia, ou nao, de um extremo

local. Teorema, a seguir, apresenta um teste para determinarmos a ocorréncia desses extremos.

Teorema 4.18. Seja oy um nimero critico de uma fungio f, e suponhamos que f seja continua em xg

e derivdvel em um intervalo aberto I contendo o ponto xg, exceto possivelmente no proprio xo, assim, se:
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(7) f" passa de positiva para negativa em xq, entdo f(xg) € um mdzimo local de f;
(#4) f’ passa de negativa para positiva em xg, entio f(xg) € um minimo local de f;
(#5i) f'(x) > 0 ou se f'(x) <0 para todo x em I, exceto em x = xg, entdo f(xo) nao € extremo local de

f.
Prova. Provaremos apenas o item (i), pois os itens (ii) e (ii1) sdo analogos. De fato, se f’ passa de
positiva para negativa em xg, entdo, existe um intervalo aberto (a,b) contendo zg, tal que:

f(z)>0 para a<x <z e [f'(z)<0 para o<z <b.

Por outro lado, podemos escolher a e b tal que f seja continua em [a,b]. Assim, pelo Teorema 4.17,
temos que f é crescente em [a, xo] e decrescente em [zg,b]. Portanto, f(x) < f(x¢) para todo z € (a,b),

desse modo, f(zp) é um méaximo local de f.

(i) v v
f(20) f(xo)
(0] Zo xT (0] Zo xT

f(zo) méximo local

Yy

0] Zo x 0] Zo x

f(x0) minimo local

Yy Yy
f(zo) / f(@o)
0] To x [0) To €T

f(zg) ndo é extremo local

Figura 4.11: Teste da Derivada Primeira para Extremos.



4.6 O Teste da Derivada Primeira 54

Exemplo 4.18. Determine os extremos locais de f(x) = 223 + 22 — 202 + 1 e os intervalos em que f é

crescente ou decrescente.

Solugao. Primeiramente, vamos determinar os pontos criticos de f e analisar a sua derivada, que é
dada por:
f(x) = 622 4 22 — 20.
Como a func¢éo derivada f’ existe para todo x € R, os pontos criticos sdo aqueles em que a derivada
. 5 . .
é zero, logo, f'(x) = 622 +2r —20 =0, isto é, v = —2e x = 3 Vamos analisar os intervalos em que f é

crescente ou decrescente.

Caso z € (—o0,—2): Notamos que f/(z) é nula apenas em z = —2 e x = é, desse modo, no intervalo
(—00, —2), teremos que f’ terd o mesmo sinal ou positiva ou negativa. Para determinar esse sinal, basta
escolhermos um valor arbitrério no intervalo (—oo, —2), por exemplo, z = —3 (notamos que poderia ser
qualquer numero, como: —4, —13; etc..., desde que esteja no intervalo z € (—oo, —2)), assim, temos que
f'(=3) = 6(—3)% + 2(—3) — 20 = 28 > 0, portanto, f é crescente no intervalo (—oo, —2].

5 . .
Caso x € (—2, 3 : Usando o0 mesmo argumento feito no caso anterior, escolhemos um ntmero entre

5
(—2, 3), seja por exemplo, z = 0, e notamos que f’(0) = 6(0)2 + 2.0 — 20 = —20 < 0, logo, f é decres-

cente em <2, 5).
3

) 5
Caso x € (3,+oo): Escolhemos o nimero = = 3, note que 3 € (3,—|—oo> e que f/(3) = 6(3)% +

5
2.3 —20 =40 > 0, logo, f é crescente em (3, +oo>.

Agora, usando o teorema 4.18, concluimos que = —2 é um ponto de méximo e seu valor é f(—2) = 29,
i 5 . ) 5 548
ja o ponto x = 3 ¢um ponto de minimo e seu valor é f 3)= "9
y
Y
1
=5 0|\ 5/3 z

Figura 4.12: Gréfico de f(z) = 223 + 22 — 202 + 1.
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4.7 Concavidade e Pontos de Inflexao

Vamos estudar o sinal da derivada segunda de f, para determinarmos onde a derivada f’ é crescente
ou decrescente. Note que, se f”(x) > 0 em um certo intervalo I, entdo f’(z) é crescente em I, se
isso acontecer, dizemos que o grafico de f é cdncavo para cima em I. De modo anélogo, temos que se
f"(x) < 0 em um intervalo I, entdo f’(x) é decrescente em I, se isso acontecer dizemos que o grafico de

f é concavo para baizo em I.

Definicao 4.8. Definicao Seja f uma funcao derivdvel em uwm intervalo aberto I. O grifico de f é:
(i) concavo para cima em I, se f' é crescente em I;

(i) eébneavo para baixo em I, se f' é decrescente em I.

O proximo resultado apresenta um teste para a determinagdo da concavidade do gréafico de uma certa

funcao f.

Proposicao 4.19. Seja f uma fungdo continua no intervalo [a,b] e duas vezes derivdvel no intervalo
(a,b), se:
(7) f"(x) > 0 para todo x € (a,b), entdo f é concava para cima em (a,b);

(i) f"(x) <0 para todo = € (a,b), entao f € concava para baizo em (a,b).

Prova. Vamos verificar apenas o item (4), j4 que o item (i7) é analogo. De fato, se f"(x) = (f'(z)) >
0, para todo z € (a,b), logo, f'(x) & crescente no intervalo (a,b). Logo, f é concava para cima em (a, b).
Podemos ter pontos do grafico de uma fun¢do continua em que a concavidade muda de sentido, esses

pontos sao chamados de pontos de inflexdo.

Defini¢ao 4.9. Um ponto (xzg, f(x¢)) do grdfico de f é wum ponto de inflexdo se sao verificadas as
duas condigoes:

(i) f € continua em xg;

(it) Existe um intervalo aberto (a,b) contendo xq, tal que o grdfico é concavo para cima em (a,xo) e

concavo para baizo em (xg,b), ou vice-versa.

Observagao 4.11. Cuidado com a defini¢cio de pontos de inflexdo, pois as vezes cremos que se f”(xg) =
0, entao zo € um ponto de inflexao, contudo, isso nem sempre € verdade, o contra exemplo € a funcao
f(x) = 2%, note que f"(x) = 1222, e o 1inico ponto xo, em que f" € zero, é o ponto xo = 0, porém,

ndo é um ponto de inflexdo, pois nao temos a mudanga de concavidade do grafico no ponto xy = 0.

Observagao 4.12. Antes de resolver alguns exercicios propostos anteriormente no trabalho, vamos trazer
outra demonstragio das coordenadas de x, e y, para o grifico de fungoes polinomiais do sequndo grau.
A demonstragio anterior, colocada no final do Capitulo 2, foi feita sem a utiliza¢do da ideia de derivada.

Assumindo uma equacdo de segundo grau com a forma geral h(z) = ax? +bx + ¢, vimos que h/(z) =0
€ o ponto de mdzximo ou minimo e ele nos permite descobrir a abscissa do vértice desta representacao
grdfica.

A sequnda derivada de uma fung¢ao qualquer de sequndo grau h' () é igual a 2a. Sendo a positivo, pelo
teste da sequnda derivada, temos um minimo global no vértice. Analogamente, sendo a megativo, temos
um mdximo global no vértice. Desta forma, apenas sabendo o valor de a, pode-se dizer qual a concavidade
da pardbola, pois o sinal de h''(x) depende apenas do sinal de a. Agora, calcularemos as coordenadas do

vértice da pardbola. Sendo h'(x) = 0, assim temos que, 2ax + b = 0. Dessa forma, a coordenada x do

) . —b
vértice € igual ao valor —.
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Uma vez de posse da coordenada x do vértice, podemos novamente substitui-la na fun¢ao h (como

feito anteriormente no capitulo dois), logo temos

-b\? —b\? —(b* —dac) -A

Logo, usando os testes da primeira derivada e sequnda derivadas, descobrimos que as coordenadas
do vértice sao V(—b/2a,—A/4a) e que a concavidade é definida pelo valor de a, pelo teste da sequnda

derivada.

O resultado a seguir é conhecido como teste da derivada segunda, teste esse que busca a classificagdo

de extremos locais.

Proposicao 4.20. Seja f diferencidvel em um intervalo aberto, contendo xq, e f'(x9) =0, se:
(1) f"(x0) <0, entdo f tem um ponto de mdximo local em xq;

(#) f"(zo) > 0, entdo f tem um ponto de minimo local em xy.

Prova. Verificaremos apenas o item (i), pois o item (ii) é inteiramente analogo. Note que, se
f'(x0) = 0, entdo, temos que a reta tangente ao grafico no ponto Py = (zo, f(x0)) € horizontal e além
disso, por hipétese, temos que f”(z¢) < 0, desse modo, o grafico é concavo para baixo em zg, logo, existe
um intervalo aberto I contendo xg, tal que o grafico estd abaixo da reta tangente que passa pelo ponto

Py, assim, f(zo) ¢ um maximo local.

Observagao 4.13. Caso f"(x¢) = 0, nao se pode aplicar o teste da derivada sequnda. Em tais casos,

devemos aplicar o teste da derivada primeira.

De fato, notamos que as fungoes f(x) = 2° e f(x) = 2* tem derivadas segundas nulas em x = 0,

3 0 2 =0 & um ponto de inflexiio e ndo serd nem ponto de maximo e nem

4

contudo, na funcdo f(z) =z
minimo, ja na funcdo f(x) = 2* 0o = 0 é um ponto de minimo.
De posse deste conhecimento, podemos resolver agora tanto o Problema 2.3 proposto no inicio do

Capitulo 2, quanto os propostos neste capitulo.

Resolucao do Problema 2.3.

Problema 2.3. Deseja-se construir uma caixa sem tampa a partir de uma folha quadrada de lado
30 c¢m da seguinte maneira: serao retirados quatro quadrados de lados “x” centimetros, um de cada
extremidade e em seguida serao dobradas as partes que sobraram obtendo assim a caixa desejada. De
quanto deve ser o lado desses quadrados que serao retirados para que o volume da caixa criada seja o

maior possivel?

Solugao. Consideramos a caixa dada no problema como:

Notamos que a caixa é um paralelepipedo, logo seu volume é dado por:
V = (area da base) - (altura) = (30 — 22)% - 2 = 42® — 12022 + 900z.

Agora como os pontos criticos sdo os candidatos a serem os pontos de méaximo e/ou minimo, logo

calculando a derivada da funcao volume, assim:
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30

30 — 2z

Figura 4.13: Caixa

V'(x) = 122 — 240z + 900.

Note que V' (x) existe para todo valor, logo, analisaremos apenas os pontos onde V'(z) = 0, logo

V'(z) =122° — 2402+ 900=0 = z;=5 e x5 = 15.

Note que o valor o = 15 nao convém devido as condi¢des propostas no enunciado. Para verificarmos

se x = 5 é o valor que proporcionard o maior volume, usaremos o critério da derivada segunda, isto é,
V' (x) =242 —240 = V"(5)=-120 < 0.
Portanto, z = 5 é o valor méximo possivel.

Resolucao do Problema 4.1.
Problema 4.1. Um grupo de escoteiros possui uma peca de lona circular de 3 m de raio. Cortando-se
um setor circular pode-se construir uma tenda de forma conica. Quais as dimensdes da tenda para que

seu volume seja maximo?

Solugao. Consideramos que

Figura 4.14: Volume
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Notamos primeiramente, que a peca de lona é circular de raio 3m, isto é, um circulo de raio 3m. Onde
0s mesmo a. cortaram e construiram uma tenda no formato de cone, e sabemos que o volume de um cone

circular de raio da base igual a r e altura h é dado por:

(4rea da base) - (altura)
3

V =

Logo,

Por outro lado, por Pitagoras, temos que
3¥=hr+R = h=V9-12

Dessa forma,
729 —r2
— s

Agora como os pontos criticos sdo os candidatos a serem os pontos de miximo e/ou minimo, logo

Vr)=

calculando a derivada da funcao volume, assim:

™

Vi =2 L2,

1

Note que V'(r) ndo existe quando r = £3, contudo, esses pontos ndo sdo pontos criticos, pois +3 ¢

(27’ 9— 712442,
D(V). Logo, analisaremos apenas os pontos onde V’(r) = 0, assim:

~ =0 = (9-r%)-2=r = 18=32 = r=06.

(=2r) )

o
V()= Z(2r/o—r2 472 - L
(r) 3(7“ r24r 52

N |

Usaremos agora o critério da derivada segunda para comprovarmos que 7 = /6 é de maximo, de fato.

m(2rt — 2772 + 54)
(9 — 12)3/2

VI/(T) _

Logo, V"(1/6) < 0. Portanto r = /6 ¢ de maximo. Por outro lado, como h = v9 —72 = h = /3.
Logo as dimensdes da tenta conica para ter volume maximo é r = /6 e h = /3.

Resolucao do problema 4.2
Problema 4.2. Um cilindro deve ser fabricado para conter 6 litros. Que dimensoes (raio e altura)
deve ter este cilindro para custar o minimo possivel, conhecido os seguintes precos:
(i) O material do fundo custa R$ 5,00 por dm?;
(i7) O material do lado custa R$ 3,00 por dm?;
(i43) O material da tampa custa R$ 2,00 por dm?.

Solugao. Consideramos o cilindro do problema de raio da base r e altura h,

Sabemos que o volume do cilindro é dado por:

V = (4rea da base).(altura),
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Figura 4.15: Lata

logo
V=@*h = V=@ Yh=6 = h=—.

Por outro lado, temos que a funcao custo é dada por
2 2 2, 36
C=mnr*-542nrh-3+7nr“-2="T1r"+ —
r

Como os pontos criticos sdo os candidatos a serem os pontos de maximo e/ou minimo, logo calculando
a derivada da funcao custo, assim:
36

C'(r) = l4mr — o

Note que C’(r) néo existe quando r = 0, contudo, esse ponto ndo é um ponto critico, pois 0 ¢ D(C).

Logo, analisaremos os pontos onde C’(r) = 0, assim:
36 36
C'(ry=U4mr—= =0 = ="+ = r=0,935.
(r) L r Tin r ,

Usaremos agora o critério da derivada segunda para comprovarmos que r = 0,935 é de minimo, de

fato.
72

72
") = 14 - " =14 S .
C"(r) m+ 5 = C"(0,935) m+ (0,935)° >0

Portanto, r = 0,935 é o raio minimo para termos o menor custo, e como h = % = h=2,183.
Resolucao do problema 4.3.
Problema 4.3. Um rio tem uma largura de 100 m. Um ponto C esté deslocado de 400 m do ponto D
(o ponto D representa a projegao ortogonal do ponto A & outra margem), como mostra a figura. Deseja-
se ir do ponto A ao ponto C, fazendo o percurso AB (remando) e depois BC (correndo pela margem).
Sabendo que se pode remar a 40 m/min e correr a 100 m/min, qual deve ser o valor de x para que essa

travessia seja feita no menor tempo possivel?

Solugao. Consideramos a figura que representa o rio:
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A

D B 0y C
400m

Figura 4.16: Maximos e Minimos

Sabemos que a velocidade é dada pela variacao do espaco pelo tempo. Logo,

S S
V= = T=-.
T 1%
Assim,
y,x T:\/(400—x)2+1002 x

T= 0
40 100 40 + 100
Como os pontos criticos sdo os candidatos a serem os pontos de maximo e/ou minimo, é necessario
calcular a derivada da funcao tempo.
1 (400 — z)(—1) 1

T'(z) = — —.
)= /(400 — z)2 + 1002 ~ 100

Analisaremos os pontos onde 7”(z) = 0.

1 400 — -1 1 25v/6
() = &L DD Lo poa00e BVE
40 /(400 — )2 + 1002 100 3
) 25v6 . . L
Vamos considerar apenas o valor x = 400 — —3 pois o outro valor gera uma indeterminagao com
o : 25v6
o problema. Usaremos agora o critério da derivada segunda para comprovarmos que z = 400 — 3 é

o valor que minimiza o tempo de travessia.

10000

T// —
(@) = 27 =500z + 170000772

= T (400 — %@) > 0.

25v/6

Portanto, z = 400 — —3 ¢é o valor que minimiza o tempo de travessia.



Capitulo

5

Problemas do Ensino Médio sob uma

Nova Otica

Neste capitulo resolveremos todos os exercicios apresentados no Capitulo 3, utilizando a técnica de
derivacao que acabamos de apresentar no capitulo anterior. Nem sempre a resolugao serd mais rapida,
ainda mais porque essa técnica exige um rigor de verificacdo que o método de resolugcao do Capitulo 3
nao exigia.

No entanto, o objetivo ndo é convencer de que um método ou outro é mais eficiente, mas sim, apre-
sentar uma outra maneira de resolver o mesmo problema. O que diferencia esta nova ferramenta dos
conhecimentos que possuiamos anteriormente, é que a partir dela poderemos resolver uma variedade de

exercicios que nao conseguiriamos apenas com os conhecimentos anteriores.

Problema 5.1. Considerando f : R — R, calcule as coordenadas do valor minimo que f pode assumir,
se f(x) = 2® —4x — 5.

Solugao. Dada a fungdo f(r) = 22 — 4x — 5. Agora da teoria, sabemos que os pontos criticos sao os

candidatos a serem os pontos de méximo ou minimo. Calculando a derivada da fungao dada, temos:
f(x) =22 —4,

Como os pontos criticos, sdo obtidos quando a derivada é zero ou ndo existe, analisaremos apenas o

que ocorre com f'(x) = 0. Como a derivada de f sempre existe, estudaremos apenas essa situagao.
flx)=20—-4=0 = z=2.
Para verificarmos que esse valor é o minimo, usaremos o critério da derivada segunda.
' (x) =2.

Analisando o ponto z = 2, temos f”(2) =2 > 0.

Portanto, o ponto x = 2 ¢ minimo local e suas coordenadas sao (2, f(2)) = (2, -9).



62

Problema 5.2. Como escolher dois nimeros positivos tais que sua soma é 1 e a soma de seus quadrados

€ a maior possivel.

Solugao. Sejam x e y esses dois numeros positivos Por hipotese, temos que:
z+y=1 = y=1-u=z.

Assim,
(x+y)?=01)?2 & 2°4+2zy+1y*=1 & 22 +¢y*=1-2zy.

Definimos por S a soma de seus quadrados, assim
S=a’+y* = S=2’49y*’=1-22y & S=1+22y=1+22(1—-2)=—22>+22+ 1.

Portanto,
S(x) = —22% + 2z + 1.

Como os pontos criticos sdo os candidatos a serem os pontos de méximo ou minimo, é necessario

calcular a derivada da funcao dada. Entao,
S'(z) = —4x + 2,

Como os pontos criticos, sao obtidos quando a derivada é zero ou nao existe, analisaremos apenas o

que ocorre com S’(x) = 0. Ja que a derivada de S sempre existe, estudaremos apenas esta situagio.
, 1
S'(z)=—4z+2=0 = =3

Usaremos agora o critério da derivada segunda para encontrarmos o valor maximo que a funcgao

assume. Primeiramente note que

S"(x) = —4.
. 1
Analisando o ponto x = 2 temos

S”(%) =—4<0.

1 1
Portanto o ponto = = 3 é méximo local e como y = 1 — z, temos que y = 3
1 1
Por outro lado, como y = 1 — x, temos que y = 5 Portanto os valores sao x = 3 ey = 5
Problema 5.3. Considerando f : R — R, calcule os valores mdzximo e minimo que f pode assumir, se
1+ 2sen(x)
flz) = -3
_ . 1+ 2sen(x . . ~
Solugao. Dada a funcdo f(z) = +7() Agora, da teoria, sabemos que os pontos criticos sao

os candidatos a serem os pontos de méximo e/ou minimo, logo calculando a derivada da fungao dada,
temos:
2 cos(z)

f(x) = —3

como o0s pontos criticos, sao obtidos quando a derivada é zero ou nao existe, analisaremos apenas o que
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ocorre com f’(x) = 0, j4 que a derivada de f sempre existe estudaremos apenas essa situacao, logo
) )

f/(x):ROTS(x):O ﬁx:g 5

. T 3T . - L s
Para determinarmos se os pontos x = 5 ou - sao de maximo ou de minimo usaremos o critério da
derivada segunda, primeiramente, note que

_ 2sen(x)

£(@) = ==,

T 37
Analisando os pontos = = 5 e 5 temos

(5)=-2<0e r(3)=250

s . 3T . . ~
Portanto o ponto x = 5 é maximo local e - é minimo local e suas coordenadas respectivamente sao,
m T m 3T 3m 3 1
L /5) -G e (a5 - (5-3)
<2f(2)) (2 TR 2773

Problema 5.4. Um onibus de 40 lugares foi fretado para uma excursdo. A empresa exigiu de cada
passageiro R$ 20,00 mais R$ 2,00 por lugar vago. Qual o nimero de passageiros para que a rentabilidade

seja mdzxima?

Solugao. Vamos primeiramente denotar por R a rentabilidade da empresa e por p o ndmero de

passageiros, logo temos que:
R=(20+2(40 —p))-p = R = —2p*+ 100.

Agora da teoria, sabemos que os pontos criticos sdo os candidatos a serem os pontos de maximo ou

minimo, logo calculando a derivada da funcdo dada, temos:
R'(p) = —4p + 100

como 0s pontos criticos, sao obtidos quando a derivada é zero ou nao existe, analisaremos apenas o que
ocorre com R'(p) =0, ja que a derivada de R sempre existe estudaremos apenas essa situagio, logo

R'(p)=—-4p+100=0 = p=25.

Para determinarmos que esse valor seja maximo usaremos o critério da derivada segunda, primeira-

mente, note que
R'(p) = —4.

Analisando o ponto p = 25, temos
R"(25) = -4 < 0.

Portanto p = 25 representa a quantidade maxima de passageiros para que a empresa tenha a maior

rentabilidade.
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Problema 5.5. Um terreno retangular é cercado por 1500 m de cerca. Quais as dimensoes desse terreno

para que a sua drea seja a maior possivel? E qual a drea mdxima?

Solugao.

i

Figura 5.1: Terreno

Como temos um tereno retangular seu perimetro é dado por:
A=22x+2y=1500 = z+y=1500 = y="750—=z.
Por outro lado, a area do tereno retangular de lados = e y como na figura é dada por:
A=z2y = A=2(750—-1z) = A= -2+ 750z

Da teoria, sabemos que os pontos criticos sao os candidatos a serem os pontos de maximo ou minimo,
logo calculando a derivada da fungdo area, temos:

A'(z) = =2z + 750,

como 0s pontos criticos, sao obtidos quando a derivada é zero ou nao existe, analisaremos apenas o que

ocorre com A’(z) = 0, ja que a derivada de A sempre existe estudaremos apenas essa situacio, logo
Allx)=—-22x+750=0 = =z =375.

Para determinarmos que esse valor seja maximo usaremos o critério da derivada segunda, primeira-
mente, note que

A (z) = —2.

Analisando o ponto x = 375, temos que:
A"(375) = -2 < 0.

Portando = = 375 é maximo e como y = 750 — x, temos que y = 375.

Problema 5.6. Uma drea retangular estd limitada por uma cerca de arame em trés de seus lados e por
um rio reto no quarto lado. Ache as dimensdes do terreno de drea mdzrima que pode ser cercado com
1000 m de arame.

Solugao.
Notamos que como um lado de nossa area nao seré cercada, pois temos o rio que a delimita, assim o

perimetro da nossa regiao, sem um dos lados ¢ dada por:

P =2z +y=1000 = y = 1000 — 2z.
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Y

Figura 5.2: Terreno

E como a area da regido retangular é dada por A(z,y) = x - y, temos
A=z - (1000 — 2z) = —22°% 4 1000z.

Da teoria, sabemos que os pontos criticos sao os candidatos a serem os pontos de maximo ou minimo,
logo calculando a derivada da funcao area, temos:

A'(z) = —da + 1000,

como o0s pontos criticos, sao obtidos quando a derivada é zero ou nao existe, analisaremos apenas o que

ocorre com A’(x) =0, ja que a derivada de A sempre existe estudaremos apenas essa situacao, logo
A(x) = —4x+1000 =0 = x = 250.

Para determinarmos que esse valor seja maximo usaremos o critério da derivada segunda, primeira-
mente, note que

A (z) = —4.

Analisando o ponto x = 250, temos que:
A"(250) = —4 < 0.

Portando z = 250 é maximo e como y = 1000 — 2z, temos que y = 500.

Problema 5.7. Um terreno retangular deve ser cercado de duas formas. Dois lados opostos devem
receber uma cerca refor¢ada que custa R$ 3,00 o metro, enquanto os outros dois restantes recebem uma

cerca-padrao de R$ 2,00 o metro. Quais sao as dimensdes do terreno de maior drea que pode ser cercado
com R$ 6000,007

Solugao.

Considere que o terreno do problema seja representado por um retangulo de lados x e y.

X

X

Figura 5.3: Terreno
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Como o terreno é retangular, temos que o perimetro do terreno é tal que P = 2z + 2y. Como cada
dois lados o custo da cerca é diferente, temos que o custo total fica:

3000 — 3
Clz) =223+ 2y-2=6000 = 3z + 2y = 3000 :y:%.

E como a area da regido retangular é dada por A(z,y) = .y, temos
A=x-y=2(1500 — 1,52) = —1,52% + 1500z.

Da teoria, sabemos que os pontos criticos sao os candidatos a serem os pontos de maximo ou minimo,

logo calculando a derivada da funcao area, temos:
A'(z) = =3z + 1500,

como 0s pontos criticos, sao obtidos quando a derivada é zero ou nao existe, analisaremos apenas o que

ocorre com A’(z) = 0, ja que a derivada de A sempre existe estudaremos apenas essa situacao, logo
A(z) = -3z +1500=0 = =x = 500.

Para determinarmos que esse valor seja maximo usaremos o critério da derivada segunda, primeira-

mente, note que
A" (z) = 3.

Analisando o ponto x = 500, temos que:
A" (500) = -3 < 0.

Portanto x = 500 representa a maior dimensdo no caso do valor do z para termos a area maximo e
3000 — 3x

5 , logo y = 750.

como y =

Problema 5.8. Um fazendeiro tem 200 bois, cada um pesando 300 K g. Até agora ele gastou R$ 380000, 00
para criar os bois e continuard gastando R$ 2,00 por dia para manter um boi. Os bois aumentam de peso
a uma razio de 1,5 Kg por dia. Seu preco de venda, hoje, é de R$ 18,00 o quilo, mas o pre¢o cai 5

centavos por dia. Quantos dias deveria o fazendeiro aguardar para ter o maior lucro possivel?

Solugao.
Vamos denotar por d o niamero de dias e como o Lucro (L) é dado pelo valor da Venda (V) menos o
Custo (C), temos que:
V(d) = (18 — 0,05d) - (300 + 1,5) - 200

C/(d) = 380000 + 2d - 200.

Portanto

t~
Il
S
|
Q
Il

(18 — 0,05d) - (300 + 1, 5d) - 200 — 380000 + 2d - 200
= —15d% 4 2000d + 700000.
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Da teoria, sabemos que os pontos criticos sdo os candidatos a serem os pontos de maximo e/ou minimo,

logo calculando a derivada da funcao lucro, temos:
L' (d) = —30d + 2000,

como o0s pontos criticos, sao obtidos quando a derivada é zero ou nao existe, analisaremos apenas o que

ocorre com L'(d) = 0, ja que a derivada de L sempre existe estudaremos apenas essa situacao, logo
L'(d) = —30d + 2000 =0 = d = 67.

Para determinarmos que esse valor representa os dias que representarao lucro maximo para o fazendeiro,

usaremos o critério da derivada segunda, primeiramente, note que
L"(d) = —30.
Analisando em d = 67, temos que
L"(67) = —30 < 0.
Portanto d = 67 dias representam a quantidade de dias, onde o fazendeiro obtera o lucro méaximo.

Problema 5.9. Um retangulo € inscrito num tridngulo de catetos medindo 9 cm e 12 em. Encontrar as

dimensoes do retdngulo com maior drea, supondo que a sua posicao € dada na figura a sequir.

Solugao.
Considere que o retangulo proposto no problema possua os lados com medidas x e y como representado

na figura a seguir.

9

Figura 5.4: Area

Por semelhanca de tridngulos, temos que:

12 12— 4
oY g =363y =y =12 —.
9 T 3

Agora como estamos buscando a area de um retangulo, temos que

4x 42
A=g.y= (12—7):12 _
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Da teoria, sabemos que os pontos criticos sao os candidatos a serem os pontos de maximo ou minimo,
logo calculando a derivada da funcao area, temos:
8x
Ax) =12 - —
3
como 0s pontos criticos, sao obtidos quando a derivada é zero ou nao existe, analisaremos apenas o

que ocorre com A’(z) =0, ja que a derivada de A sempre existe estudaremos apenas essa situacdo, logo

A’(l’)zl?—%:() = = =4,5.

Para determinarmos que esse valor seja maximo usaremos o critério da derivada segunda, primeira-

mente, note que

8
A// ——
(2) = -

8
Analisando em x = 4,5, temos que A” (4, 5) =3 < 0.
4
Portando z = 4,5 é méaximo e como y = 12 — g, temos que y = 6.

Problema 5.10. Uma forma liguida de penicilina vendida a um preco de R$ 200,00 a unidade. Se o
custo total de producdio para x unidades for C(x) = 500000+ 80z +0,003z2 e se a capacidade de produgdo
da firma for, de no mdximo, 30000 unidades por més, quantas unidades de penicilina devem ser fabricadas

e vendidas nesse periodo para que o lucro seja mdzimo? E qual o valor do lucro mdzimo?

Solugao. Sabemos que a fungdo lucro é dada pela diferenca da venda pelo custo, logo
Lucro = Venda - Custo,

assim:
L(z) = 200z — (0, 003z2 + 80z + 500000) = —0, 00322 + 1202 — 500000.

Da teoria, sabemos que os pontos criticos sao os candidatos a serem os pontos de maximo ou minimo,

logo calculando a derivada da funcao lucro, temos:
L'(z) = —0,006x + 120

como 0s pontos criticos, sao obtidos quando a derivada é zero ou nao existe, analisaremos apenas o que

ocorre com L'(x) = 0, ja que a derivada de L sempre existe estudaremos apenas essa situagio, logo
L'(z) = —0,006z + 120 = x = 20000.

Para determinarmos que esse valor seja maximo usaremos o critério da derivada segunda, primeiramente,
note que
L"(x) = —0,006.

Analisando em x = 20000, temos que
L"(20000) = —0, 006 < 0.

Portanto o lucro maximo seré quando for vendida 20000 unidades, gerando um lucro de 700000 reais.
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Problema 5.11. Um pedago de fio com 10 metros de comprimento € cortado em duas partes. Uma
parte € dobrada em formato de um quadrado, ao passo que a outra é dobrada na forma de um tridngulo

equildtero. Como deve ser cortado o fio de forma que a drea total englobada sejd mdzima?

Solugao.

10 metros

a

a b

Figura 5.5: Areas
Supomos que com o comprimento z do segmento, construimos o quadrado de lado a, logo temos que
4a = x.

Por outro lado, supomos que com o comprimento y do segmento dado construimos o tridngulo equi-
latero, logo
3b=y.

Portanto, do fato que 4a =z, 3b =y e x + y = 10, obtemos:

10— 3b
4a+3b=10 = a= 1

Onde temos que a area total, que é a soma da area do quadrado mais a area do triangulo, é dada por:
b2V/3
A=ad%+ %

10— 3b

Agora como, a = , temos que

2, b*V3 _ b*(9+4+/3) — 60b + 100

A:
“ 2 16

Note que chegamos em uma equagao do segundo grau cujo o grafico tem a concavidade voltada para
cima como visto no Problema 3.11. Como neste caso o z,, vai nos fornecer um valor minimo, precisaremos
encontrar uma outra maneira de determinar o valor méaximo dessa funcdo. Entdo nao seria necessario o
calculo da derivada de A, mas o faremos por curiosidade.

Da teoria, sabemos que os pontos criticos sao os candidatos a serem os pontos de maximo ou minimo,

logo calculando a derivada da fungdo area, temos:

9 +4v/3)b — 60

A') = - 16

Como os pontos criticos, sdo obtidos quando a derivada é zero ou ndo existe, analisaremos apenas o
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que ocorre com A’(b) = 0, ja que a derivada de A sempre existe estudaremos apenas essa situacdo, logo

9+ 4v/3)b — 60 30
=0 = b=——7-—.
16 9+4v/3

ap) =2

Para confirmarmos que este é um valor de minimo, usaremos o critério da derivada segunda. Observe

que
2(94+4v3
16
30
Como A” <7) > 0. Portanto este valor representa um ponto de minimo, o que nao estamos
9+4V3
procurando.

Seguiremos a mesma linha de raciocinio da resolugdo do Problema 3.11. A sugestao foi analisarmos o
valor da fungdo nos extremos de seu dominio. De maneira analoga, tomando como base a equagao (3.1)

10
que estd em funcao de b podemos definir o intervalo de seu dominio como [0, 3] Assim, temos:

1
A(0) = 1%0 =6,25

A(10/3) = 4, 81.

Logo, podemos perceber que a sec¢do que deve ser feita no fio original para a obten¢do de uma é&rea
maxima deve seguir a ideia da construcao apenas de uma das figuras propostas (neste caso da construgao

do quadrado), pois a area serd maxima quando o valor de b =0 ¢m ou seja a = 2,5 cm.

Portanto a drea maxima é dada pela 4rea do quadrado de lado 2,5 cm que vale 6,25 cm?.

Um ponto interessante deste capitulo é que ele abre a possibilidade do aluno comparar duas resolugoes
distintas para o mesmo problema. Aquele estudante que tiver curiosidade de estudar a fundo as solugoes
propostas para um mesmo enunciado no Capitulo 3 e no Capitulo 5 adquire uma maturidade no assunto

que poderd agucar sua percepcio e facilitar seu aprendizado de assuntos correlatos.



Capitulo

6

A Derivada na Pratica

Este ultimo capitulo é destinado & resolucao de problemas que envolvem Méximos e Minimos e que
aparentemente poderiam ser resolvido apenas com o conhecimento obtido até o Ensino Médio, mas que
ao serem analisados com mais cuidado descobre-se que é necessario algo mais.

Quando nos deparamos com equagoes do terceiro grau, até a universidade nos limitamos ao conheci-
mento de no maximo identificar suas raizes, nao mais que isso. Principalmente pelos pontos de maximos
e minimos nao serem necessariamente simétricos com relacao as suas raizes, o que nos impossibilita até
de estabelecer uma relacao entre eles.

Utilizamos a derivada como ferramenta para resolver os exercicios propostos a seguir, mas é impor-
tante destacar que nao é dnica a forma de resolucao. Todo o trabalho foi construido para consolidar a

importancia da derivada e este capitulo veio para afirmar a importancia desse processo.

Problema 6.1. Uma caiza aberta deve ser feita com uwma folha de papeldo medindo 8 cm de largura
por 15 cm de comprimento, cortando-se quadrados iguais dos 4 cantos e dobrando-se os lados. Qual € o

tamanho dos quadrados cortados para a obtengdo de uma caiza com o volume mdzrimo?

Solugao. Sabemos que o volume de um prisma é dado pela area da base vezes a altura, logo temos
V(z) = (8 —2x)- (15 — 22) - & = 4a® — 462% + 120z,

onde aqui x denota o comprimento do lado dos quadrados que foram cortados.

15

Figura 6.1: Maximos e Minimos

Da teoria, sabemos que os pontos criticos sdo os candidatos a serem os pontos de méaximo e/ou minimo,
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logo calculando a derivada da funcao volume, temos:
V'(z) = 122 — 92z + 120,

como 0s pontos criticos, sao obtidos quando a derivada é zero ou nao existe, analisaremos o que ocorre

com V'(z) =0, ja que a derivada de V sempre existe estudaremos apenas essa situagio, logo
! 2 10
V'(z) =12z _92z+120:0@x1:66x2zg,

Para determinarmos quais desses valores é maximo usaremos o critério da derivada segunda, primei-
ramente, note que
V" (z) = 24z — 92.

. 10
Analisando os pontos x1 = 6 e x5 = 5 temos:

V"(6) =24-(6) —92=52>0=x =6 ¢ um ponto de minimo. Por outro lado temos,

10 10 10
VH(E) =24 (F) —92=-52<0=2= 3 é um ponto de maximo.

10

Portanto os quadrados retirados deverao ter lados medindo x = 5

Problema 6.2. Um tipigrafo quer imprimir boletins com 512 cm? de texto impresso, margens superior
e inferior de 6 cm e margens laterais de 3 cm cada uma. Quais as dimensées da folha para minimizar o

gasto de papel?

Solugao. Notamos primeiramente que a regiao delimitada para a impressao é um retangulo e que na

figura denotaremos por lados = e y. Como a drea desse documento é de 512 em?, temos que

512
Alz,y) =z -y =512 = y=-—

6cm

3c 3cn

6cm

Figura 6.2: Folha
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Por outro lado a folha com margens e laterais tem area dada por:

512

A=(3J+3)(x+6):(7+12)(x+6): :3072

(x +6) = — + 12z + 584.

(512 + 121:)
x x

Sabemos que os pontos criticos sao os candidatos a serem os pontos de méximo ou minimo, logo

calculando a derivada da funcao area, temos:

—3072
Al(z) = = +12.

Note que A’(z) ndo existe quando & = 0, contudo, esse ponto ndo é um ponto critico, pois 0 & D(A).

Logo, analisaremos os pontos onde A’(x) = 0, assim:

3072

7 t12=0= 3072 =122" = 256 =2’ = 21 = —16 e @, =16.

A(x)

Para determinarmos quais desses valores é maximo usaremos o critério da derivada segunda, primei-

ramente, note que

—3072 ! _ 6144
A"(z) = ( ——+ 12) =2 (30712)-27* = .
Logo,
, 6144 , .
A"(16) = ST 1,5>0= 2 =16 é um ponto de minimo.

Portanto as dimensoes da folha horizontalmente é:

16ecm+3cm+3cm =22cm

512 512

e verticalmente, primeiramente observamos que y = — =y = 6 = 32. Dessa forma, a dimensdo da
x

folha verticalmente é:

32cm+6cm+ 6 cm =44 cm.

Problema 6.3. Um recipiente em forma de paralelepipedo com base quadrada deve ter um volume de
2250 ¢cm3. O material para a base e a tampa do recipiente custa R$ 2,00 por ecm? e o dos lados R$ 3,00

por em?. Quais as dimensodes do recipiente de menor custo?

Solugao. Sabemos que o volume de um paralelepipedo é dado pela area da base vezes a altura, logo
temos
V(l’) =TTy,

e como o volume é de 2250 cm?, temos que

2250
V=2’ y=220= y="5.
x
Notamos agora que o custo do recipiente é dado por:
C(z) = (custo da base e tampa) - [2- (drea da base)] + custo - [4 - (4rea da face lateral)]

= 2[2-(4rea da base)] + 3 - [4- (drea da face lateral)]
= 2.20°43-4-2-y
2700

T

422 +
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Figura 6.3: Maximos e Minimos

Como os pontos criticos sdo os candidatos a serem os pontos de maximo e/ou minimo, logo calculando

a derivada da funcao custo, assim:

Note que C’(z) ndo existe quando & = 0, contudo, esse ponto ndo é um ponto critico, pois 0 ¢ D(C).
Logo, analisaremos os pontos onde C’(z) = 0, assim:
2700 3 2700

C'(z) =8z o —0:>sz:> x =15 cm.

Para verificarmos se esse ponto é de minimo usaremos a derivada segunda, assim

5400
C"(z) =842 (2700)z 7% =8 + —5 = 96> 0= 2 =15¢é minimo.
Portanto as dimensoes sao:
2250 2250
r=15cm e y= g =y = 152 =10cm

Problema 6.4. Uma lata cilindrica fechada tem capacidade de 1 litro. Mostre que a lata de drea minima

€ obtida quando a altura do cilindro for igual ao didmetro da base.

Solugao.

Consideramos uma lada cilindrica, denotaremos por r o raio da base e por h a sua altura.

Figura 6.4: Lata
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Sabemos que o volume desse recipiente é dado por:
V = (area da base) - (altura) = (m.7%).(h).
Agora por hipotese, temos que seu volume é igual a 1, logo temos

1
V=rm’h=1 = h=—;.
wr

Quando estamos querendo determinar a area notamos primeiramente que
A = (area lateral) - (2 - (area da base)).
Logo,
1 2
A(r) = 2nrh 4 271 = A= 27T7'<—2) +21r? = A= 42mr2
mr T

Agora como os pontos criticos sdo os candidatos a serem os pontos de maximo e/ou minimo, logo

calculando a derivada da funcao area temos:
/ 2 2 ! -1 2/ —2
A= (S42m?) =@ o) = 2 4
r r

Note que A’(r) nao existe quando r = 0, contudo, esse ponto ndo é um ponto critico, pois 0 ¢ D(A).

Logo, analisaremos apenas os pontos onde A’(r) = 0, assim:

-2 1
A’(r)zr—2+47rr20 = 5= = h=2r = h=d.

. h .
Desse modo o problema estard prova se conseguirmos mostrar que 5 =" é minimo. De fato, para

isso usaremos o critério da derivada segunda, para garantirmos que 5=T é minimo, assim

-2 ! 4
A'(r) = (T—Q + 47r7") = (=272 4+ 4ar) = i 47y,
Logo, temos que

h 4 h

()= g+ n() o
2) = 2 T\3)

h I
Portanto de fato, 5= r & minimo, isto é, h = 2r = d.

Problema 6.5. Uma folha de papel para um cartaz tem 2 m? de drea. As margens no topo e na base
s@o de 25 cm e nas laterais 15 cm. Quais as dimensées da folha para que a drea limitada pelas margens

seja mdzima?

Solugao.
Para resolvermos esse problema, denotaremos por x e y respectivamente o comprimento das laterais

da folha. Podemos pensar a principio que a folha seja num formato retangular, logo sua area é dada por:

A=zx-y.
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1oem
25cm
X
Y )
T
25cm
15cm 15cm
Figura 6.5: Folha
Contudo, por hipétese temos que a area é 20000 cm?, logo

20000
A=x-y=20000 = y=—.

Por outro, a area limitada é dada por:

1000000

20000
) = A= —30z+ 21500 —

A= (z - 50)(y — 30) :>A:(x—5®<—;——30

Sabemos que os pontos criticos sdo os candidatos a serem os pontos de maximo e/ou minimo, logo

calculando a derivada da funcao area, temos:

A/

(4—3Oz4%2150047

1000000
+ 72.
T

1000000)’
T
= =30

Note que A’(x) néo existe quando x = 0, contudo, esse ponto ndo é um ponto critico, pois 0 ¢ D(A).
Logo, analisaremos os pontos onde A’(z) = 0, assim:

1000000 100000
=0 = — =z

Al(x) = —-30 5 = x ~182,5 cm.
T

20000 _ 20000
= Y= 183

Agora como y = =~ 109 cm.

Falta apenas verificarmos se essas dimensoes sao méximas, para isso usaremos o o critério da derivada

segunda, assim
~—2000000
A

A//(x)

b
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assim A”(182,5) < 0, portanto, x ~ 182, 5 ¢m é méximo.

Problema 6.6. Ache o raio e a altura de um cilindro circular reto com o maior volume, o qual pode ser

imscrito em um cone reto com 10 cm de altura e 6 cm de raio.

Solugao. A partir do enunciado, podemos representar geometricamente o problema, de acordo com

a figura a seguir

10em

Figura 6.6: Volume

Pela figura usando semelhanca de triangulos temos que

10 10-nh
6 7

= or=30-3h = r=6-0,6h.

Por outro lado, se tratando de um cilindro circular, consideramos como r o raio da base e h sua altura,

dessa forma o volume fica:
V =7r’h = 7(6 — 0,6h)%h = 0,36h>1 — 7,2h%1 + 36hT.

Sabemos que os pontos criticos sdo os candidatos a serem os pontos de méximo e/ou minimo, logo

calculando a derivada da funcao volume, logo temos:
V'(h) = (0,36h37 — 7,2h1 + 36hm) = 1,087h? — 14, 4hT + 367.

Analisaremos os pontos onde V/(h) = 0, assim:

10
V'(h) =1,087h? — 14,4hm +36r =0 = h; =10 e hy = 3

Agora para determinarmos a maior altura, usaremos o critério da derivada segunda, logo
V" (h) = 2,167h — 14, 4,

1
assim: V" (10) = 20,16 >0 e V”(go) =7,2—14,4 = —7,2 < 0. Portanto a altura maximo possivel &

10 10
h:Ecmeassimr:6—o,6h:6—o,6~(E)=4cm.
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Problema 6.7. Dois terrenos retangulares, com dimensoes x e y e um lado comum x, como mostra a

2

figura, devem ser murados. Cada terreno tem uma drea de 400 m*. Determinar as dimensées de cada

terreno para que o comprimento do muro seja 0o menor possivel.

Solugao.

Y Y

Figura 6.7: Terreno

Como os terrenos sao retangulares de lados = e y temos que sua area é dada por:

400
A=z-y=400 = y=—.

E o comprimento é dado por:

400 1600
C=4y+3z = C:4-(7)+3x = C:T_ng.

Sabemos que os pontos criticos sdo os candidatos a serem os pontos de méximo e/ou minimo, logo

calculando a derivada da funcdo comprimento, logo temos:

1600 4 1600
C'w)= (S +3) == +3

Note que C’(z) ndo existe quando x = 0, contudo, esse ponto nao é um ponto critico, pois 0 ¢ D(C).

Logo, analisaremos os pontos onde C’(x) = 0, assim:

1600 1600 40V/3
C'(z)=— o +3=0 = =T S e

400

W0VI3 =10+/3.

400 ~
Agora como y = —, entdo y =
T

Contudo, falta apenas comprovarmos que esses valores sao de minimo, para isso, usaremos o critério
da derivada segunda

3200
= 7:1:3 B

C//(x)

40\/3) 3200

o ' (5) = Gaovmyar 7

Portanto x = é minimo.
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Problema 6.8. Certa fabrica produz embalagens retangulares de papelao. Um de seus compradores exige
que as caizas tenham 1 m de comprimento e volume de 2 m>. Quais as dimensées de cada caiza para que

o fabricante use a menor quantidade de papelao?

Solugao.

- 1m

Figura 6.8: Embalagem

Como na figura, temos uma caixa que é um paralelepipedo, cuja dimensoes denotaremos por x, y e

1m, logo seu volume é dado por:
V=xy-1,

por hipétese temos que o volume ¢ igual a 2m?, logo temos:
2
V=zx-y1=2 = y=—.
x

Agora, como as faces sao retangulos a area da embalagem fica:

2 2 4
A:2x~y+2x+2y:2x< )+2m+2~(7):4+2m+7.
x x

x
Sabemos que os pontos criticos sdo os candidatos a serem os pontos de méximo ou minimo, logo
calculando a derivada da funcéo area, temos:

Note que A’(z) ndo existe quando z = 0.

Contudo, esse ponto ndo é ponto critico, pois 0 ¢ D(A). Logo, analisaremos apenas os pontos onde
A'(z) =0, assim:

A)=2-—5=0 = 2=— z=V2
E comoy = = = y = /2. Agora para verificarmos se esses valores sio de minimo, usaremos o
critério da derivada segunda, logo:
8
AN(ZE) = E
Logo, A”(v/2) = 5 >0
(v2)?

Portanto z = V2 e Y= V2 s30 as dimensdes minimas.
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Problema 6.9. Uma fdbrica produz x milhares de unidades mensais de um determinado artigo. Se o
custo da producio é dado por C(z) = 223 + 622 + 182 + 60, e o valor obtido na venda é dado por V(x) =

60x — 1222, determinar o niimero dtimo de unidades mensais que mazimiza o lucro L(z) =V (z) — C(x).

Solugao. Sabemos que a funcao lucro é dada pela diferenca da venda pelo custo, logo
Lucro = Venda - Custo,

assim:
L(z) = 60x — 122% — (22° + 62* + 182 + 60) = —22° — 182% + 422 — 60.
Da teoria, sabemos que os pontos criticos sdo os candidatos a serem os pontos de méaximo e/ou minimo,
logo calculando a derivada da fungao lucro, temos:

L'(z) = —62% — 362 + 42.

Analisaremos agora o que ocorre com L'(xz) = 0, jA que a derivada de L sempre existe estudaremos

apenas essa situagao, logo
L'(r) = —62% —36x+42=0 = 20=-7 € 21 = 1,

como o valor de z representa unidades em milhares, ndo faz sentido analisarmos o valor o = —7, deste
modo, vamos verificar se ;1 = 1, para comprovarmos que as mil unidades geram um lucro méximo,

usaremos o critério da derivada segunda, logo
L'(x)=-12x—-36 = L"(1)=—-48 <0.

Portando, x = 1 milhar representa a quantidade de unidades que geram o lucro méximo.

Problema 6.10. Suponha que o nimero de bactérias em uma cultura no instante t é dada por N(t) =
5000(25 + te_t/QO). Ache o maior nimero de bactérias durante o intervalo de tempo 0 <t < 100.

Solugao. Temos que o numero de bactérias é dado por

5000t
N (t) = 5000(25 + te~*/?°) = 125000 + -
e
Sabemos que os pontos criticos sdo os candidatos a serem os pontos de méximo e/ou minimo, logo

calculando a derivada da funcao nameros de bactérias, temos:

5000 (et/20 —t.et/20. i)

et/10

Analisaremos agora o que ocorre com N'(x) = 0, ja que a derivada de N sempre existe estudaremos

apenas essa situacao, logo

1
5000 ((e/20 — ¢+ et/20. ) 161/20

T 20/ _ t/20 _ _
N'(t) = 710 =0 = & =5 = t=2

Como N"(20) < 0, temos que em t = 20 a populacdo é méxima.
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Portanto o maior nimero de bactérias é no instante t = 20. Logo o ntimero méximo de bactérias é
dada por N(20) = 161.787 bactérias.

Problema 6.11. Uma centena de animais pertencendo a uma espécie em perigo estao colocados numa re-
2 + 5t +25

serva de prote¢ao. Depois det anos a populacdo p desses animais na reserva € dada por p = 100 2125

Apds quanto tempo a populagio é mdxima?
Solugao. Temos que a populagao p é dada por

t? +5t+ 25

#) = 100
p(t) 2 1 25

Sabemos que os pontos criticos sdo os candidatos a serem os pontos de maximo e/ou minimo, logo

calculando a derivada da funcao nameros de bactérias, temos:

(2t +5)(t? +25) — (£ + 5t + 25)(2t)>
t* + 50t2 + 625 ’

Notamos que o denominador a expressao acima é sempre positivo, logo analisaremos apenas o que

Pt = 100(

ocorre com p'(t) = 0, ja que a derivada de p sempre existe estudaremos apenas essa situagdo, assim

(2t + 5)(t? + 25) — (12 + 5t + 25)(2t)
t* + 50t2 + 625

p’(t):loo( ):0 = 52 -125=0 = to= -5 e t; = b.

Como o valor de t representa anos nao faz sentindo valores negativos, logo temos verificar se ¢ = 5

representa a populacao maxima, para isso, usaremos o critério da derivada segunda, logo

100£(£2 — 75)
/!

t) = ——?
P = Gz a5y

Como p”(5) < 0, temos que em ¢t = 5 a populagdo é maxima.



Consideracoes Finais

No decorrer do trabalho foram desenvolvidos conceitos, exemplos e aplicagbes com o objetivo de
facilitar tanto o entendimento daqueles que forem estudar o assunto abordado aqui quanto atrai-los para
uma visdo pratica da utilizacdo da derivada. E comum a indagacdo dos alunos sobre a aplicacdo dos
conteudos estudados, e é gratificante perceber que uma das aplicagoes da derivada foi bem trabalhada e
reforcada durante esta dissertagao.

O assunto de méaximos e minimos tem uma apresentacao recorrente na vida dos nossos alunos. Ele
se apresenta nao s6 em anos diferentes desde o Ensino Fundamental até o Ensino Superior, mas também
em disciplinas diferentes como na Matemaética, Fisica, Quimica e Economia, por exemplo. As aplicagoes
aqui trazidas tornaram atrativo esse estudo, atingindo um dos principais objetivos desta obra. Por ser
um contetido recorrente e de curriculo obrigatério, que possa ser agradavel.

A comparacdo das resolucoes dos mesmos exercicios nos permite perceber que a derivada é uma
ferramenta flexivel e que nos permitiria aprofundar em outros contetidos se fosse ensinada mais cedo na
vida académica dos nossos estudantes. Por outro lado, exige uma maturidade nem sempre encontrada em
alunos mais novos. Isso é percebido quando esse assunto comumente é visto pela primeira vez no inicio
de alguns cursos no Ensino Superior.

Entao é importante deixar claro que o nosso principal foco neste trabalho nao é a implementacao de
uma teoria no ensino médio ou a classificacdo de um método como mais facil ou eficiente que outro, mas
a nossa preocupacdo é sim com nosso aluno. A ideia de facilitar seu estudo ou o entendimento de um
contetido tao importante para alguns cursos do ensino superior foi a principal motivagao para o estudo
deste tema.

Quando o aluno tem a possibilidade de escolha, ele toma suas decisdes com mais consciéncia e utiliza
o método que mais prefere, tendo também ciéncia de que cada um deles permite a resolucao de situacoes
diferentes. Agora a escolha fica a critério de cada um.

Pode-se notar que, apesar da derivada ser muito util até mesmo para resolver exercicios do ensino
basico, ela precisa de um embasamento teérico e de uma maturidade construida no decorrer dos anos.
Espera-se que esse trabalho possa ter ajudado alguns estudantes a entender melhor esse artificio e mag-
nifico e a aplicd-lo com mais facilidade nos exercicios ou em eventuais problemas encontrados em suas

vidas profissionais.
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