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Resumo

Neste trabalho estudaremos algumas desigualdades entre niimeros reais. De ma-
neira especial, estudaremos as desigualdades das médias, as desigualdades de Ber-
noulli, Cauchy-Schwarz e de Chebishev, assim como algunas aplicagoes.
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Abstract

In this work, we will study inequalities between real numbers. In special, we will
study the inequalities between means, Bernoulli’s inequality, the Cauchy-Schwarz
inequality and Chebishev’s inequality and some applications.

Keywords: Inequalities, Means, Bernoulli, Cauchy-Schwarz, Chebishev.
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Introducao

Uma parte importante da estrutura dos ntimeros reais R sao as desigualdades.
Elas sao compativeis com a soma e produto, no sentido que satisfazem as proprie-
dades de tricotomia e monotonia.

Neste trabalho estudamos algumas desigualdades entre niimeros reais desde um
ponto de vista elementar, isto é, somente usamos as propriedades fundamentais das
desigualdades, sem fazer uso de técnicas de célculo diferencial.

O trabalho esta dividido da seguinte forma: no primeiro capitulo lembramos as
propriedades bésicas sobre desigualdades e apresentamos alguns exemplos basicos.
No capitulo 2 sao apresentadas as desigualdades das médias aritmética, geométrica,
harménica e quadratica no caso de duas e trés variaveis. O foco do capitulo 3 sao
as desigualdades triangulares, isto é, aquelas onde as variaveis sao os comprimen-
tos dos lados, areas e perimetros de um triangulo dado. As desigualdades classicas
do analise, como as desigualdades de Bernoulli, Cauchy-Schwarz, Chebishev e Su-
ranry sao demonstradas e estudadas com algum detalhe no capitulo 4, onde também
apresentamos varios exemplos de aplicacao. Finalmente, no capitulo 5 estudamos
novamente as desigualdades das médias, porém, analisamos o caso geral. Sao apre-
sentadas também algunas aplicacoes das desigualdades das médias ao calculo de
valores minimos de certas expressoes algébricas.

Viil



Capitulo 1

Desigualdades Elementares

1.1 Propiedades Basicas

Lembremos algumas propriedades bésicas dos ntimeros reais que serao usadas
para demonstrar desigualdades.

1. Sex >yey >z entao x > 2z para todo z,y, z € R.

2. Sex>yea>b, entao x +a > y+ b para todo z,y,a,b € R.
3. Se x >y, entao x + z > y + z para todo z,y, z € R.

4. Sejam x,y,a,b € RT tais que x > y e a > b, entao xa > yb.

5. Se x € R, entao 22 > 0. Além disso, 22 = 0 se e somente se z = 0.
Mais geralmente, para A; € RT e z; € R, i = 1,2, ..., n segue-se que

1.2 Exemplos

Nesta secao apresentaremos, a modo de exemplos, algumas desigualdades ele-
mentares.

Exemplo 1.1. Para todo nimero real x > 0, temos que



1.2. EXEMPLOS

Com efeito, da desigualdade (z — 1)? > 0 temos que
B —2r+1>0& 27 +12> 22

Desde que x > 0, se dividimos por x obtemos a desigualdade desejada. Note também
que a igualdade acontece se e somente se x — 1 =0, isto é, z = 1. ]

Exemplo 1.2. Sejam a,b € R*. Entao,

a b
— 4y ->2
b a—
a
Com efeito, é suficiente escolher x = 7 e usar o exemplo anterior. n

Exemplo 1.3. (Desigualdade de Nesbitt.) Sejam a,b,c nimeros reais positivos. E
valida a sequinte desigualdade:

a b c
+ +
b+c c+a a—+bd

3
> —.
-2

Com efeito, elo exemplo 1.2, temos que

a+b b4+c ad+c cH+b b+a+a+c

>24+24+2=606
b+c a+b c+b a+c a+c b+a Tt

Se reescrevemos a relagao anterior como segue

a+b a+tc c+b b+ta bd+c a+tc
+ -

)+ ( + )+ (

b+c c¢+b at+c a-+tc a+b bta

( ) = 6,

temos que,

2 2b 2
| ¢ 11>,
b+c c+a a+b

isto é,
a n b n c >3
b+c c4+a a+b 2

Notemos ainda, que a igualdade acontece, se e somente se,

a+b_b+c a+c_c+b b+a a-+c

b+c¢ a+bc+b a+ca+c b+a

donde segue que a = b = c. O

Exemplo 1.4. Sejam a,b,c € R. E vdlida a sequinte desigualdade:

a?+ b+ >ab+be+ ca



1.2. EXEMPLOS

Com efeito, desde que (a — b)* + (b — ¢)* + (¢ — a)? > 0, deduzimos que

2(a® +b* + c*) > 2(ab + be + ca) < a® + b* + ¢ > ab+ be + ca.

Notemos que a igualdade acontece, se e somente se, a = b = c.

Exemplo 1.5. Sejam a,b,c € R. Sao vdlidas as desigualdades:

3(ab +bc+ ca) < (a+b+c)* < 3(a® +b* + c2).

Temos que
3(ab+ bc+ ca) = ab+ be + ca + 2(ab + be + ca)

<a’+ b +c*+2(ab+be+ca)=(a+b+c)?
=a® + b + ¢ + 2(ab + bc + ca)
<a?+ b+ 4200+ b+ F) =3(a” + b+ P).
A igualdade acontece, se e somente se, a = b = c.

Exemplo 1.6. Sejam a,b,c € R. Entao,

a* + b +c* > abe(a+ b+ c).

Com efeito, pelo exemplo 1.4, nés temos: Se z,vy, z € R, entao
2, .2, 2
Yy +22 >y +yz+ z2x.

Por tanto,

at + b + ¢t > aPb? + 02 + *a’ = (ab)® + (be)® + (ca)?

(ab)(bc) + (be)(ca) + (ca)(ab) = abe(a + b+ c).

Exemplo 1.7. Sejam a,b, c numeros reais tais que a + b+ ¢ > abe. Entao,

a’+ b2+ > V3abe.



1.2. EXEMPLOS

Com efeito, temos que,
(a® 4+ %+ )? = a* + b 4 * + 2a%D* + 2b%* + 2¢%a?)
a* + b+t d* (B + P) F A+ a?) + A(a’ + ).
Pelo exemplo 1.6, segue-se que
a* +b* +c* > abe(a+ b+ c).

Também
b2+ > 2bc, A +a®>>2ca, a*+b* > 2ab.

Usando as desigualdades anteriores, temos que

(a® + % + ¢*)* > abc(a + b + ¢) + 2a*be + 2b%ca + 2c*ab

= abc(a+ b+ c) + 2abc(a + b+ ¢) = 3abc(a + b+ ¢).
Desde que a + b+ ¢ > abe, temos
(a® +b* + c*)? > 3(abc)?,

Portanto,
a4+ +E> V/3abe.

O

Exemplo 1.8. Sejam a,b,c > 1 nimeros reais. E vdlida a sequinte desigualdade:

1 1 1 1
abc+ -+ —-+->a+b+c+—.
a b c abc
. 1 1
Com efeito, desde que a,b,c > 1, temos que a > 7 b>—-, ¢>-—.
c a
Por tanto,
1 1 1
—=)b——=)(c——)>0.
(a=3)(b= ) -)
Depois de multiplicar, obtemos a desigualdade desejada. O

Exemplo 1.9. Sejam a, b, c,d nimeros reais tais que a* +b* +c* +d* = 16. Entao,

a®+ 0+ +d° < 32.



1.2. EXEMPLOS

Notemos que a* < a* +b* + ¢* + d* = 16, donde a < 2. Por tanto a*(a —2) < 0.
Consequentemente, a® < 2a*.

Da mesma forma, obtemos b° < 2b*, ¢® < 2¢*, d° < 2d*. Somando, obtemos

a5+b5+05+d5§2(a4+b4+C4+d4):32.

Exemplo 1.10. Sejam a,b € RT. E vdlida a desigualdade
a> + b +1>aVh?+1+bva?+ 1.
Com efeito, notemos que
(a— V02 +1)*+ (b— Va2 +1)? > 0.
Donde
20> + b2 +1) > 2(aVb? + 1 +bVa? + 1).



Capitulo 2
Desigualdades das médias (Duas e

A * » °
Trés Variaveis)
Neste capitulo estudaremos desigualdades entre médias em duas e trés variaveis.

2.1 Desigualdades das médias para duas variaveis

Teorema 2.1. Sejam a,b € R™ e denotemos por

2 2
Msza;b,Amzagﬁ MG =Vab e MH = 1=

MQ>MA>MG>MH

Q |~
S

Entao,

e a igualdade acontece, se e somente se, a = b.

Demonstracgao:
Primeiro demonstraremos que M@ > M A.

Para a,b € RT temos
(a—b)?>0<a®+b* > 2ab < 2(a® +b%) > a® +b* + 2ab

5 o o a*+b _ a+by,

& 2(a®+0b0°) > (a+b)” < 5 > ( 5 )




2.2. DESIGUALDADES DAS MEDIAS PARA TRES VARIAVEIS

a?+b _ a+b
&/ > .
2 = 2

A igualdade segue, se e somente se, a — b =0, isto é, a = b.

Além disso, para a,b € RT temos
(\/‘—\/5)220@a+b—2\@204:>“7”2\/@

Portanto, M A > MG, com igualdade, se e somente se, /a — Vb = 0, isto é, a = b.

Finalmente provaremos que MG > M H.

2 2
(\/_—\/5)220<:>a+622\/%<:)12a:/ra_2@\/@2 ab

a-+b
2
S Vab > T

1
a

b
A igualdade acontece, se e somente se, v/a — Vb=0,istoé,a=b. m

Observagao 2.1. Os numeros MQ, MA, MG, MH sao chamados Média Qua-
drdtica, Média Aritmética e Média Harmonica dos nimeros positivos a e b,
respectivamente.

2.2 Desigualdades das médias para trés variaveis

De maneira semelhante, podemos definir as médias quadratica, aritmética, geo-
métrica e harmonica para trés varidveis como segue:

2 b2 2 b )
MQ:H%, MA:%, MG = abe, MH = ——~———

+i+

Q |~
=] =
Q=

Analogamente ao Teorema 2.1, para trés variaveis temos o seguinte teorema.
Teorema 2.2. Sejam a,b,c € RT e denotemos por

2 2 2
MQ:,/$, MA:%W, MG = Vabe, MH= .

_|_

S| =
+
Q=

Q=

Entao,
MQ>MA>MG> MH.

A igualdade acontece, se e somente se, a = b = c.



2.3. EXEMPLOS

2.3 Exemplos

Nesta se¢ao apresentaremos alguns exemplos de aplicacao das desigualdades das
médias.

Exemplo 2.1. Sejam z,y,z € R tais que x +y + 2z = 1. A sequinte desigualdade

€ verdadeira:
Yy Yz o zZx

— 4+ =+ —.
z x Yy

Quando acontece a igualdade?

Com efeito, temos que

Desde que M A > MG temos

1 zy yz TY Yz
S s fE
z x z

Analogamente temos

FE+ D2z e s D20
Somando as trés desigualdades obtemos
%+?{)j—z+%zx+y+z=1.
Notemos que a igualdade acontece, se e somente se,% = % = %, istoé, xr =y = z.
Desde que z +y + z = 1, a igualdade acontece, se e somente se, v =y = z = % O

Exemplo 2.2. Sejam x,y,z > 0 nimeros reais. E vdlida a sequinte desiqualdade:

) 2 .2 2 .2
T z +y T oY
y+z z+x T4y

Quando acontece a igualdade?

Sejaa=x4+y,b=y+2z2,c=2+x.



2.3. EXEMPLOS

Claramente, a, b, c > 0. Mais ainda,

2?— =22 y—a® 22—y* (a—Db)c (b—c)a  (c—a)b
y+z Z4x r+y b c a
ac ba cb
LT
Pt s (a+b+c)

De maneira semelhante ao Exemplo 2.1, podemos provar que

ac ba b
—+—+—>a+b+c
b c a

Consequentemente,

2 2 2 2 2 2
r~ — —Z — X 57—
+4 o>
y+z z+x Tty

a+b+c)—(a+b+c)=0.

Notemos que a igualdade acontece, se e somente se, a = b = ¢ (Exemplo 2.1). A

partir dai podemos dedudiz que a igualdade acontece, se e somente se, x = y = 2.

Exemplo 2.3. Sejam a,b,c € RT. Entao,

0+ D0+ et ) >8

Com efeito, aplicando M A > MG temos

1 1 b 1
at->2/2 b+—22\/j, et >2/5
b b c c a a

Portanto,
1 1 1 a [b |c
)b+ — —) > 84/=1\/—4/—=28.
(a+ )0+ )e+ ) =84/31/ 2/ 2
. 1 1 ) . 1
A igualdade acontece, se e somente se, a = 7 b=—,c=—,isto é, a = ;= c=
c a

Dondea=b=c=1.

Exemplo 2.4. Sejam a, b, c nimeros reais positivos. Vale a desigualdade:

ab be ca <a+b—|—c.

a+b+20+b+c+2a+c+a+2b_ 4

Com efeito, desde que M A > MH temos

ab ab ab, 1 1
< —(

atb+2 (a+c)+(b+c)~ 4 a+c+b—|—c

9

).

]

OosI=



2.3. EXEMPLOS

Analogamente temos,

be < bc ( 1 . 1 ) ca < ca ( 1 . 1 )
— < — e —— < —(—— .
b+c+2a~ 4 a+b a+c c+a+2b~ 4 a+b b+c
Somando as trés desigualdades, obtemos a desigualdade desejada. n

Exemplo 2.5. Sejam x,y, z niumeros reais positivos tais que x +y+ z = 1. Vale a
sequinte desigualdade:
xy +yz + zx > ryz.

Com efeito, aplicando M A > MG temos

zy+yz+ze = (xy +yz + zx)(x +y + 2) > 3y (2y)(yz)(z2) - 3¢xyz = Jzy=.

A igualdade acontece, se e somente se, t =y = z = 3 O]
Exemplo 2.6. Sejam a,b,c € R tais que a® + b* + ¢* = 3. Entao,
1 n 1 N 1
1+ab 14bc 1+ca

3
> —.
-2

Com efeito, aplicando M A > MH e a desigualdade a® + b* + ¢ > ab + bc + ca,
obtemos

1 1 1 9 9 3

> > _2
1+ab+1+bc+1—|—ca_3+ab+bc—|—ca_3+a2+b2—l—c2 2

]

Exemplo 2.7. Sejam a, b, c nimeros reais positivos. Se cumpre a sequinte desigual-

dade:
\/a+b+\/b+c+\/0+a23\/§‘
c a b
Com efeito, se aplicamos M A > MG obtemos
a+b b+c c+a s/ fa+b b+c c+a
+ + >3 - :
c a b c a b

:3{5/(a—l—b)(b+c)(c—|—a) 23\6/23@\/6_6@_3\/5_

abc abce B

A igualdade acontece, se e somente se, a = b = c. O

10



2.3. EXEMPLOS

Exemplo 2.8. Sejam x,y, z niumeros reais positivostais que — + — + — = 1. Entao,
x Yy z

(z—1)(y—1)(z—1) >8.

A desigualdade dad é equivalente a

r—1 y—1 z—1 8
S E) 2
Y z ryz
Equivalentemente,
1 1 1 8
(1-9)1-)1-)z-—
Y z Tyz

Da condicao inicial e do fato M A > MG temos

1
1— - =

S
< |

Analogamente obtemos

1—Lis 2

1
e - .
y VeI Y Yy

Multiplicando as trés tltimas desigualdades, obtemos a desigualdade desejada.

Notemos que a igualdade acontece, se e somente se, x =y = z = 3. O

Exemplo 2.9. Sejam z,y,z € R" tais que x +y + z = 1. Vale a desigualdade:

2 2 2 2 2 2
x° + +z 2+ x
y+y +
z T Y

> 2.

Com efeito, desde que M A > MG, temos

4yt P+t 22 4a?
vy

z x Y
x z 2x x z oz
LA L) L iy )
z x Y z x Y

1 xy yz 1 xy zx 1l yz zx
o Z(ZL L oy D(2d 2y 2
GEE+E)+ 5L+ 5+ )

> 22+ V2 +V22) =24y +2) =2

11



2.3. EXEMPLOS

Exemplo 2.10. Sejam x,y,z € R tais que xyz = 1. Vale a desigualdade:

2 2 2
Tty + 2ty t+yz+zw > 9

NZE VA

Com efeito, temos que,

x2+y2+z2+xy+yz+zx _x2+yz+y2+zx+22+xy

VIt y+yz - Vit y+yz

S 24/ 72yz + \/1Yy22 + /1Y 22
SRV EY RV
2v/E+ VT VE)

NZENEAVE

Notemos ainda que a igualdade acontece, se e somente se, x =y =z = 1.

12



Capitulo 3

Desigualdades Geométricas
(Triangulares)

As desigualdades triangulares tem como variaveis, na maioria dos casos, aos
comprimentos dos lados de um triangulo. Existem também desigualdades onde
aparecem outros elementos do tridngulo tais como os comprimentos das alturas, das
medianas,das bisetrizes, etc.

Neste capitulo estudaremos algumas desigualdades, a modo de exemplos, que
involvem os comprimentos de um tridangulo, seu semiperimetro, assim como sua
area.

3.1 Exemplos

A maneira de exemplos vamos estudar algumas propriedades geométricas.
Exemplo 3.1. Sejam a, b, c 0os comprimentos dos lados de um tridngulo. Entao sdao
vdlidas as sequintes desigualdades:

3 a b c
<

- < 2.
2_b—|—c+c—|—a+a+b

Com efeito, provemos primeiro a desigualdade da direita.
Desde que a + b > ¢ temos que 2(a +b) > a+b+c, isto é, a + b > s.

Analogamente, b + ¢ > s e ¢+ a > s. Consequentemente,

a b ¢
- —~ <=—4+-+-=2
b+¢c c¢c+a a+b s s s

a b c

13



3.1. EXEMPLOS

Agora mostremos a outra desigualdade. Para isto, denotemos por b+c=z,a+c =
y,a + b = z. Entao,

zt+y—=x b Z+T—y rT+y—z
t6=—"— b=—--—" c= ——.
2 ’ 2 ’ 2
Portanto,
a b c z+y—z z+rx—y xT+y—=z
— 4 ,
b+c+c+a+a—l—b 2x 2y + 2z
Isto é,
a b c l,z y 2z x = y 1 3
= (—4+=-+-"4+—-—+—-"+=-3)>2=-24+2+2-3) =,
b+c+c+a+a+b 2(x+:x+y+y+z+z )_2(—|— + ) 5

como desejado. [

Exemplo 3.2. Sejam a,b,c os comprimentos dos lados de um triangulo dado. FEn-
tao:
1 1 1 9
+ + > —.
s—a s—b s—c s

Com efeito, usando a desigualdade das médias M A < M H temos

S NN S 9 9
s—a s—b s—c (s—a)+(s—b)+(s—c) s

Notemos ainda, que a igualdade acontece, se e seomente se, a = b = c. O

Exemplo 3.3. Sejam s,r o semiperimetro e o inraio, respectivamente, em umtri-
angulo arbitrdrio. Cumpre-se a sequinte desigualdade:

s> 3rv/3.

Com efeito,

2s=a+b+c<3Vabc = 3VAPR = 3V4srR < 3\3/857‘2,

isto é,
s < 3Vsr2,
equivalentemente,
s> 3rv/3.
Notemos que a igualdade acontece, se e somente se, a = b = c. O
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3.1. EXEMPLOS

Mostremos agora outra forma de provar a desigualdade. Usando a desigualdade
das médias M A < MG temos

s_(s—a)+(s=b+(s—¢

3= 3 gﬁ/(s—a)(s—b)(s—c).

Por outro lado,

P2 g22
_ —b)(s—¢)=— =" — gp?
(s —a)(s )(s—c) . . ST
Donde,
s> 3rv/3.

]

Exemplo 3.4. Sejam a,b, ¢ os lados de um tridngulo. E vdlida a sequinte desigual-
dade:
(a+b—c)(b+c—a)(c+a—0b) < abe.

Com efeito,

a>>a2—(b—c)’=(a+b—c)(c+a—b).

Analogamente,
V>b+a—c)b+c—a) e < (c+a—Db)(ct+b—a).

Se multiplicamos essas desigualdades temos

a’b*’c> > (a+b—c)*(b+c—a)*(c+a—b)>
Equivalentemente,

abc> (a+b—c)(b+c—a)(c+a—D).

Notemos que a igualdade ocorre, se e somente se, a = b = ¢, ou seja, o triangulo é
equilatero. n

Vejamos agora outra maneira de provar a desigualdade. Para isto, fazemos a =
r+y,b=y+z2.c=z2+x onde x,y,z > 0. Com tal mudanca a desigualdade
desejada se rescreve como

(x+y)(y +2)(z + ) > 8xyz.
Usando a desigualdade das médias M A > MG, temos
(z+y)y+2)(z+2) > 2/xy - 2\/yz - 2¢/20 = 8wyz.

Observemos também, que a igualdade acontece, se e somente se, r = y = z, isto &,
se e somente se, a = b = c. m
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3.1. EXEMPLOS

Exemplo 3.5. Sejam a, b, c os comprimentos dos lados de um tridngulo. Entao:

a® +b* + ¢ < 2(ab + be + ca).

Com efeito, fazemos a = +y,b =y + 2,¢c = 2z + x, com z,y,z > 0. Entao a
desigualdade original equivale a

(z+y)?+y+2)?2+(z+a)?<
2@ +y)y+2)+(y+2)(z+2)+(z+2)(r+y)

Equivalentemente,
Yy +yz+zx >0,

a que é claramente verdadeira. O

Exemplo 3.6. Sejam a,b,c os comprimentos dos lados de um triangulo. E vdlida
a sequinte desigualdade:

8la+b—c)(b+c—a)(c+a—>b) <(a+b)(b+c)(c+a).

Com efeito, usando a desigualdade das médias M A > MG temos
(a4 b)(b+ c)(c+a) > 2Vab- 2Vbc - 2y/ca = abe.
Portanto, é suficiente demonstrar que
8abc > 8(a+b—c)(b+c—a)(c+a—0b),
isto é,
abc> (a+b—c)(b+c—a)(c+a—D),

que ¢é verdadeira pelo Exemplo 3.4. Mais ainda, a igualdade acontece, se e somente
se,a=0b=rc. O

Exemplo 3.7. Sejam a,b,c os comprimentos dos lados de um tridingulo. Entao:
1 1 1 1 1 1
<

b+c_a—|—b—c+b+c—a+c—|—a—b'

Com efeito, usando a desigualdade das médias M A > M H, obtemos
1 1 1 2 1

5 + )2 -
2'a+b—c b+c—a a+b—c+b+c—a b
Analogamente,
1 1 1 1 1 1 1 1
- > _ > —,
2<a+b—c+c+a—b)_a ¢ 2(b+c—a+c+a—b)_c

Somando as trés desigualdades obtemos a desigualdade desejada.

Notemos também, que a igualdade acontece, se e somente se, a = b = c. O
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3.1. EXEMPLOS

Exemplo 3.8. Seja AABC um tridngulo com lados de comprimentos a,b e c e seja
AAB,Cy outro triangulo com lados a + g, b+ 35 ec+ 5. Entao, P, > %P, onde P
€ o drea do triangulo AABC e Py € a drea do tridangulo ANA;B;CY.

Com efeito, aplicando a formula de Heron aos triangulos AABC e ANA;B;Cy
temos
16P*=(a+b+c)(a+b—c)(b+c—a)la+c—0b)

16P? = %(a +b+c)(—a+b+3c)(=b+ c+ 3a)(—c+a+ 3b).

Desde que a, b, ¢ sao os comprimentos de um triangulo, existem ntmeros reais posi-
tivos p, q,r tais que a = ¢+ 1r,b =r 4+ p,c = p+ q. Com isto vemos que

p? 16pqr

P 3(2p+q)(2g+7)(2r +p)

Portanto, é suficiente provar que
(2p+ q)(2q +7)(2r + p) > 27pgr.
Aplicando as desigualdades das médias M A > MG obtemos
(20+4)(2q+7) (2r+p) > (p+p+)(a+a+7)(r+7+p) > 33/ p*q3Y/ ¢?r33/r?p = 27pgr.
O

Exemplo 3.9. Sejam a, b, c os comprimentos dos lados de um tridngulo. Suponha-
mos que 2(ab® + bc? + ca®) = a*b + b*c + c*a + 3abe, entdo o tridngulo ¢ equildtero.

Provaremos que
a®b + b*c + ca + 3abe > 2(ab® + bc* + ca?),

onde a igualdade acontece, se e somente se, a = b = ¢. Isto é, se e somente se, o
triangulo é equilatero.

Com efeito, como antes fazemos as mudangas a = x +y,b =y + 2,¢c = z + x.
Com isto, a desigualdade desejada se escreve como

2 4P 4 2 2ty e 4 2P > 2(0% e + e+ 2Py,
Desde que M A > MG, obtemos
3 4 22 > 20z, P+ 2ty > 2, 2P 4yt > 22%.
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3.1. EXEMPLOS

Depois de somar tais desigualdades temos,
o3yt 2B 2ty e+ 2 > 2(0% e P+ 2Py).

Mais ainda, a igualdade acontece, se e somente se, © — y = 2z, se e somente se,
a = b = ¢, como desejado. O

Exemplo 3.10. Sejam a,b,c os comprimentos dos lados de um triangulo e sejam
a, B,7 os respectivos dngulos (em radianes). Entdo se cumprem as sequintes desi-

gualdades:
T ac + bB + ¢y <7
37 a+b+c T 2

Primeiro provaremos a desigualdade do lado esquerdo. Podemos supor que a >
b > c e portanto, a« > 3 > . Com isto,

(@a—b)(a—B)+(b—)B—)+(c—a)y—a)>0.
Equivalentemente,
2aa+bB+c9) = (b+ o+ (c+a)f + (a+ by,

Isto é,
3lac+ b8+ cy) > (a+b+c)(a+ B+7).
Consequentemente,
ac 4+ bB + ¢y - a+ B+ _
a+b+c 3
Notemos ainda, que a igualdade acontece, se e somente se, a = b = c.

T
3

Demonstremos agora a segunda desigualdade. Pela desigualdade triangular te-
mos
a+b+c>2a, a+b+c>2b, a+b+c>2c

Se multiplicamos essas desigualdades por «, 8 e v, respectivamente, obtemos
(a+b+c)(a+B+7) > 2(aa+b8+cy),

donde,
ac + bB + ¢y _ at+B+y _w

at+b+c 2 2’
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Capitulo 4

Desigualdades de Bernoulli, de
Cauchy-Schwartz, de Chebishev e de
Suranry

Neste capitulo estudaremos algumas desigualdades cléssicas que aparecem cons-
tantemente na matematica.

4.1 Enunciados e Provas das Desigualdades

Teorema 4.1. (Desigualdade de Bernoulli). Sejam w1, xs, ..., x, nimeros reais do
mesmo sinal, todos maiores que —1. Entao

(I+x)(14+m) - (1+x,) > 1421+ 22+ + 200

Demonstragao: Demonstraremos a desigualdade por indugao sobre n.
Paran=1temos 14+ z; > 1+ x;.

Suponhamos que para n = k e para nimeros arbitrarios z; > —1, 1 =1,2,..,k
com o mesmo sinal, a desigualdade de Bernoulli é verdadeira, isto e,

(I+x)(14a) - (1+ap) >1+x1+20 4+ -+ - + Tf0
Sejan=k+1lex; >—1,71=1,2,..., k+1 ntmeros reais arbitrarios do mesmo sinal.
Entao, desde que 1, xg, ..., xx41 tem o mesmo sinal, temos

(.CEl + Xo+ - +l'k)l'k+1 > 0.
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4.1. ENUNCIADOS E PROVAS DAS DESIGUALDADES

Logo
(14 2)(1+22) - (14 Tpy1)

>4zttt ap) (Lt app) 214z + 22+ +
(@1 + @24+ )T 2 L+ @1+ @2+ A+ Ty
Isto, é a desigualdade também ¢é verdadeira paran=k+1. =

Corolario 4.1. Sejan € N e x > —1. Entao

(14+2)" > 1+ nax.

Demonstragao: Basta tomar r; = x5 = --- = x, = x no teorema anterior. =

Defini¢ao 4.1. Dizemos que uma fun¢io f(xy,xs,...,x,) € homogénea de grau k,
se para cada t € R, t # 1,

ftwy, tay, .. tay,) =t f(21, 29, ..., 2,).

2., .2
Exemplo 4.1. A fun¢ao f(x,y) = 2 j:_y ¢ homogénea de grau 1, desde que
rTy
1202 4 1242 22 + ¢
f(tz, ty) = =t =tf(z,y).

2t +ty 2r +y

Definigao 4.2. A desigualdade f(x1,%2,...,x,) > g(21, T2, ...., T,) € homogénea, se
a fungao h(xy,xo,...,x,) = f(x1, 20, ..., 7)) — g(T1, X2, ..., T,) € homogénea.

Exemplo 4.2. A desigualdade x* + y* + 2zy > 2% + yz € homogénea.

No caso das desigualdades homogéneas, sem perda de generalidade, podemos
assumir condi¢oes adicionais, que podem reduzir a desigualdade original a uma mais
simples. O processo de incluir condigoes adicionais é chamado normalizagao. Uma
desigualdade com variaveis a, b, ¢ pode ser normalizada em diferentes caminhos; por
exemplo, podemos asumir que a +b+c¢ =1 ou abc = 1 ou ab+ bc+ ca = 1. A
escolha da normalizacao depende do problema.

Exemplo 4.3. Consideremos a desigualdade homogénea a* +b? + c¢® > ab+ be+ ca.
Podemos supor abc = 1, como explicaremos abaizo.

Suponhamos abc = k3.

Sejam a = kxz,b = ky,c = kz, entao claramente xyz = 1 e a desigualdade inicial
equivale & 22 +y%+22 > xy+yz+ 22, que tem a mesma estrutura que a desigualdade
inicial.

No caso de uma desigualdade condicional, existe um método oposto a normali-
zagao conhecido como homogenizacgao.
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4.1. ENUNCIADOS E PROVAS DAS DESIGUALDADES

Exemplo 4.4. Consideremos a desigualdade condicional

xy +yz + zx > 9ryz, quando r+y+z=1.

Obviamente a desigualdade nao é homogénea. Podemos homogeneizar como
segue,

Desde que x + y + z = 1, podemos tomar

a b c
r=—,
a+b-+c 4

:—, 2= —
a+b+c a+b+c

Entao a desigualdade inicial é transformada em

ab n bc n ca 9abc
(a+b+c¢)?  (a+b+c)? (a+b+c)? = (a+b+c)?

isto é,
(a+ b+ c)(ab+ be+ ca) > 9abc.
A ultima desigualdade é homogénea e pode ser normalizada com abc = 1, que reduz

a desigualdade a:
(a+b+c)(ab+bc+ca) >9

A 1ltima desigualdade é verdadeira desde que

(a+b+c)(ab+ be + ca) = a®b + a*c + b*a + b?c + ¢*b + c*a + 3abc

a a b b ¢ ¢
=—+-+-+-—+-+-+3
¢c b ¢ a a b

a ¢ a b b ¢
=4+ -4 -—4+-+-+-+3
c a b a ¢ b

>2+24+2+3=0.

Teorema 4.2. (Desigualdade de Cauchy-Schwarz) Sejam aq, ...,a, € by,...,b, ni-

meros reais. Entao,
n

D _a) Qb)) = (D aibi).
i=1 i=1 i=1
Isto €,
(a3 + - a2)(by+ - +b2) > (arby + -+ + apby)’.
A igualdade acontece, se e somente se, as sequencias (ay, ..., ay)e(by, ..., b,) sao pro-
porcionais, ou Seja, “_

bl bn ‘
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4.1. ENUNCIADOS E PROVAS DAS DESIGUALDADES

Demonstracao: A desigualdade dada é equivalente é
1/a%_|_..._|_a%,/b1_|_..._|_[92 > |arby + -+ apby| - - (%)
Seja A=+/a?+---+a2eB=+/b+---+b2.

Se A =0, entdo claramente a; = --- = a,, = 0 e a desigualdade (x)é verdadeira.

Suponhamos que A > 0 e B > 0. Como a desigualdade (%) é homogénea,
podemos normaliza-la com

AradtFa=1=C b+ 4 b2 (%)
Isto é, necesitamos provar que
la1by + asbs + - - - + a,b,| < 1 com as condigoes (kx)
Desde que M) > MG temos

|a1b1 -+ a2b2 + Cbnbn| S \a1b1| + |a2b2] + - |anbn|

<a§+b§ a;+b5 a4+ by
- 2 2 2
_(ai4ai+-+ap)+ (b Hb3+---+b]) _
2 )
como desejado.
A igualdade acontece, se e somente se, % 0
by by bn
Corolario 4.2. Sejam a,b,c,x,y, z nimeros reais tais que x,y,z > 0. Entao
a? b _ (a+Db)? a? b A _ (a+b+c)?
(1)—+—2< ) 6(2)—+—+—2¥
T Y r+y T Y z r+y+=z

Demonstracao: A desigualdade (1) equivale a
y(z +y)a® + z(z +y)b* > xy(a +b)?, isto é, (ay —bx)® >0,

que é claramente é verdadeira.

A igualdade acontece, se e somente se, ay = bz, isto é, a_ —.
r Yy
(2) Se aplicamos (1) duas vezes, temos
a2 ¥ A _(a+b)? A _(a+b+c)?

c
—+—+—> +—> .
T Y z T4y z rT+yt+z
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4.1. ENUNCIADOS E PROVAS DAS DESIGUALDADES

. a b ¢
A igualdade acontece, se e somente se, — = —=—-. =
x z

Y

Existe uma generalizagao do corolério anterior.

Corolario 4.3. Sejam ay, .as, ..., a, € by, by, ..., b, numeros reais tais que by, bo, ..., b, >
0. Entao

a_%+a_%+ ,ﬁ>(a1+a2+---+an)2

by by b, = bbbyt +b,
a a a,
com igualdade, se e somente se,—1:—2:---:—.
by by by,

Demonstracao: A prova é uma consequencia direta da desigualdade de Cauchy-
Schwarz. m

Corolario 4.4. Sejam ay,as, ..., a, e by, by, ..., b, nimeros reais. Entao

\/a%+b§+\/a§+bg+---+ az + b2

> (ag +ag+ -+ ay)2+ (b1 + by + - +by)2.

Demonstragao: Por inducao sobre n.
Para n = 1, temos uma igualdade.

Para n = 2 temos

\/&%‘l‘b%—i—\/a%‘{'b%z\/(a1+a2)2+(b1+b2)2

& \Jab + 8\ Jad + 1 > (aas + bibo)
& (af +b7)(a5 + b3) > (a1az + bibo)?,

que é a desigualdade de Cauchy-Schwarz. Suponhamos que para n = k, a desigual-
dade é verdadeira, isto é,

V@b Jad H B\ Ja 2

> /(a1 +ag+ - +ap)?+ (by + by + -+ by)2.
Entao, para n = k + 1, temos

\/a§+b%+\/a§+b§+---+\/a§+b§+\/a§+l+b§+l

Z\/(a1+a2+-~+ak)2+(b1+bz+"'+bk)2+\/a%+1+bi+1

> /(a1 4+ az 4+ apg1)2 4+ (b1 + by + - + b))

Portanto, a desigualdade é verdadeira para todon € N. =

23



4.1. ENUNCIADOS E PROVAS DAS DESIGUALDADES

Corolario 4.5. Sejam a,b,c e x,y, z numeros reais positivos. Entao

(a+Db) > /3(ab + bc + ca).

x z
—(b+c)+ Y (c+a)+
zZ+x Tty

Y+ 2

Demonstracao: A desigualdade é homogénea nas variaveis a,b e c. Portanto,

podemos asumir a + b+ c = 1.

Reescrevendo a desigualdade como

1-a)+—2L (1-b+ i (1—c) > /3(ab+ be + ca)

y+z zZ+x T +y
Equivale a provar
x z ax b cz
+ 24 > \/3(ab+ be + ca) + —— + —0— 4 (%)
y+z z+zx x4y y+z z+zx x+Y

Pela desigualdade de Cauchy-Schwarz temos

ax by cz
+ +
y+z z+r TH+Y

< S G e VaTieee

Y+ =z z+x r+y

+ /3(ab + be + ca)

—l—\/gv(zb—irbc%—ca—l— \/g\/ab—kbc—l—ca.

E usando uma vez mais a desigualdade de Cauchy-Schwarz, obtemos

\/( e (L2 (VA T b2k &P
y+z zZ+x rT+y

+\/§\/ab~l—bc+ca—|— \/gx/ab—l—bc—l—ca

< (o (e S

y+z Z+x r+y

x+/a2 + b2 + ¢ 4 2(ab + be + ca)
— T e Y \e Z w3
\/<y+z) +(z+x) +(Jc+y) T

ax b cz
+ 24 +v/3(ab + bc + ca)
y+z z+x T+Y

Portanto,
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4.1. ENUNCIADOS E PROVAS DAS DESIGUALDADES

DO W

< J e (e

y+z Z+x r+y

E suficiente entao, provar que

(——)2 + (=) +(

Y+ =z z+x T4y

z T Y z

+ +
yt+z z+x THY

3
)2 + 5 < ( )27
que equivale a

Yz Tz Ty
Grnete)  Growts)  (ra)z+y)

3
ZZ...(**)

Depois de eliminar os denominadores em (*x), a desigualdade seria
a:Qy + ny + y22 + 22y + 22w + 2?2 > 6xyz,
que é uma consequencia direta de MA > MG. =

Teorema 4.3. (Desigualdade de Chebishev) Sejam a1 < ag < -+ < a, e by < by <
- < b, numeros reais. Entao

i=1 =1 =1
15to €,
(a1+a2+~-~+an)(bl+b2+~--+bn) S n(albl +a262+-~~anbn).

A igualdade acontece, se e somente se, a1 = ay =---=a, oub; =by =---=b,.

Demonstragao: Para todo i,j € {1,2,...,n} temos
(a; —a;)(bi — b;) 2 0- - (a),

isto é,
a,-bi + Cijj Z aibj + ajbi.

Em consequencia,

3

n

(Z CLZ)(Z bi) = a1by +a1bs + - -+ a1b,

i=1 i=1
—|—a2b1 + a2b2 + o+ agbn
+(13b1 + CL3b2 + -+ Clgbn
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4.1. ENUNCIADOS E PROVAS DAS DESIGUALDADES

4.
anby + a,bs + cdots + a,b,
< aib
4ai1by + asby + asby
+a1b1 + asbs + asby + asbs + asbs
4.

a1by + anby + agby + anby + -+ + agby =n Y ab.
i=1
A igualdade acontece, se e somente se, hé igualdade em («),isto é, a1 = ay = --- = a,
Oublzbgz"':bn. |

Teorema 4.4. (Desigualdade de Surdnyi) Seja n um nimero natural e sejam ay, as, ..., a,
numeros reais nao negativos. Entao

(n=1)(a}+a5+ - —+ap)+naas - - an > (@1+ag+- - —+a,)(ai " +ay 4 aph).

Demonstragao: Usaremos indugao sobre n.

Por causa da simetria e da homogeneidade da desigualdade, podemos assumir
que
aL>ay>-->a, € ay+ay+---+a, =1.
Para n = 1 a igualdade acontece.
Suponhamos que para n = k a desigualdade segue, isto é,
k—1

(k=1)(a¥+ak+---+af)+kajay - - - a, > (a1 +as+- - -+ag)(ay " +ah

Precisamos provar que

k k k k
EY aftt ka4 ko [ [ o+ arn [ [ ai = 0+ ae) O alf +afyy) > 0.
i=1

i=1 i=1 i=1
Da hipotese de indugao temos
(k—1)(ab+ak+--+af)+karay - - ap > (a1+ag+- - +ap) (@ +a ™+ al ™).

Portanto,

k

k k
ka1 H a; > Api1 Z af‘l — (k= 1)agsq Z ar.
=1

1=1 ] i=1
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4.1. ENUNCIADOS E PROVAS DAS DESIGUALDADES

Usando a ultima desigualdade, s6 faltaria provar que

k-1
+apt1 Ha'z ak+1 ak+1) > 0.

Provemos que

e que

Noés temos

k k
Hai + (k= Dag,, —af 1 = H(ai — a1 + apir) + (k= Daj,, —af )
i=1 i=1

k
> afy +agiy Y (0= agn) + (k= Dafy, — a7y =0.
i=1

A segunda desigualdade equivale a

k k k k

(o = Y al) > (k3 af — 30k,

i=1 i=1 i=1 i=1
Pela Desigualdade de Chebishev temos

k

k k
k k—1 _ k—1
kEaizgaigai —gai,
i=1 i=1  i=1 i=1
isto é,
k k
k E af — E al”' > 0.
i=1 i=1
E desde que a1 + as + - - - + axr1 = 1, pela nossa suposicao que a; > as > - - Agi1,

deduzimos que

1
g1 < E
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4.2. EXEMPLOS

Portanto, é suficiente provar que

k
k:ZafH—ZafZ k:Zaf Za ),

=1 i=1 i=1 =1

WIr—k

que é equivalente a

k k
SIEEESWEED i

Pela desigualdade das medlas, sabemos que M A > MG. Portanto,

1
ka k“ + kaf > 2a para todo i=1,2,.... k.

Somando tadas estas tdltimas relagoes, obtemos a desigualdade desejada. m

4.2 Exemplos

Agora apresentaremos alguns exemplos de aplicagao das desigualdades estudadas
na se¢ao anterior.

Exemplo 4.5. Sejam x,y nimeros reais positivos. Se cumpre que:

o +y" > 1

Provaremos primeiro que para todo a,b € (0,1) se cumpre

>4
~a+b—ab

Com efeito, pela Desigualdade de Bernoulli temos que
P =04+a-D'""<1+(a-1D(1=b) =a+b—ab

Agora, se x > 1 ou y > 1, a desigualdade claramente acontece. Portanto, podemos
supor 0 < z,y < 1.

Pela previa desigualdade temos

Y - T+ :1:'+y

+ = =1.
r+y—xy T+y—xyY x—l—y—:z:y r+y

¥ +yt >
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4.2. EXEMPLOS

Exemplo 4.6. Sejam a,b,c > 0. Mostraremos de otra forma a desigualdade de
Nesbitt,
a b c

b+c+c+a+a+b

>3
2

Com efeito, aplicando a desigualdade de Cauchy-Schwarz para

a; =Vb+c, ay=+/c+a, az=vVa-+b;

b = ! by = ! by = !
! Vo+ ¢ ? Ve+a K a+b
temos
((b+ )+ (c+a)+ (@ +B) (et ——+ ——) > (1+1+1)* =9
c c+a a =
b+c c+a a+b — '
isto é,
Yatbt o)t p >
a c )
b+c¢c c+a a-+b —
Portanto,
a+b+c a+b+c a+b4+c_ 9
+ >
b+c c+a at+b T2
Donde,
a n b n c >9 373
b+c c+a a-+b— 2 92

[]

Exemplo 4.7. Sejam a, b, ¢, d nimeros reais positivos. E vdlida a sequinte desigual-

dade:
1 1 4 16 64

S L —
a b ¢ d " a+b+c+d

Com efeito, pelo Corolario 4.3 obtemos

1, 1,4, 16 (1+1+2+4° 64

b e AT At btetrd atbterd

Exemplo 4.8. Sejam a,b, c nimeros reais positivos. Vale a desigualdade:

a> b A (a+b+c)?
§+4—3+§ZT.
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4.2. EXEMPLOS

Com efeito, primeiro notemos que 33 + 43 + 5% = 63.

Tomando,
a b

\/?; Qg = \/ﬁ’ as = \/——
= V33, by = by = V43, by = V57,
pela desigualdade de Cauchy-Schwarz obtemos,

a’> b
§§+Z§+5(§++ﬁ+53_65 (a+b+c)?

ap =

[]

Exemplo 4.9. Sejam a,b,c os comprimentos dos lados de um tridngulo e sejam
a, B, os dngulos correspondentes (em radianes). Se s é o semiperimetro, entao
vale a sequinte desigualdade:
b+c c+a a+0b_ 12s
+ + > —.
! B ¥ s

Sem perda de generalidade podemos assumir que a < b < ¢. Portanto, a < § <
%a+b<a+c<b+ce—< 3 < I
Pela desigualdade de Chebishev temos,
(a D)+ (b0 +(cta)(+ 5 +7)
a c ct+a))(—+—=+—
a B v
<B((b+ )+ (et a); +(ath)l)
< c)—+(c+a)=+ (a =),
gl g ¥
isto é,

b+c c+a a+b_ 4s 1 1 1
- —~ >

> +=+-).
a B g 3% B 7)
Da desigualdade das médias M A > M H e da ultima desigualdade obtemos,
b+c¢c c+a a+b_ 4s 1 1 1 43 9 125
+ + > (=t z+)> 5 ——— :
! I5; 0l 3 B v 3 a+ B+~y w

Exemplo 4.10. Sejam a,b, c,d nimeros reais positivos. Vamos provar que

A+ +E PP+ P+ P+ 4d3
a+b+c a+b+d at+c+d b+c+d

>a?+ 02+ A+ d2
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4.2. EXEMPLOS

Com efeito, sem perda de generalidade podemos supor que a > b >b > ¢ > d.
Entao a? > v* > 2 > d>.

Usando a desigualdade de Chebishev temos,

(a+b+c)(a®+b*+ ) <3(a + b + &)

&+@+é>aﬂwﬂw2
a+b+c ~ 3 '
Analogamente temos,
&+@+&>ﬁ+w+¥
a+b+d — 3 ’
a&+§+d3>@1+§+d2
a+c+d — 3
w+é+£>w+&+¥
b+c+d — 3 '
Depois de somar essas desigualdades obtemos a desigualdade desejada. O]

9
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Capitulo 5

Desigualdades das Médias (Caso
Geral)

No capitulo 2 discutimos as desigualdades das médias no caso de duas e trés
variaveis. Neste capitulo estudaremos o caso geral.

5.1 Resultado Principal

Enunciamos e provamos o resultado principal deste capitulo.

Teorema 5.1. Sejam aq,ao, ..., a, niumeros reais positivos. Os nimeros

2 2 .« o o 2 .« o o
MQ::\/al—l—agj; ~|—an’ MA::al%—ag#?—l + a,

n

MG := Jaras---a,, MH .=

) ) 1
al _I_ a2 + + an

sao chamados Média Quadrdtica, Média Aritmética, Média Geométrica e Média
Harmonica dos numeros aq,as, ..., a,, respectivamente. Para tais numeros temos

a sequinte desigualdade

MQ > MA> MG > MH.

A igualdade acontece, se e somente se, ay = as = -+ - = Q.

Demonstragao: Provemos primeiro que M A > MG. Com efeito,
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5.1. RESULTADO PRINCIPAL

. . a; ~ .
Para i = 1,2,...,n, sejam z; := —— . Entao x; > 0 para todo i =
Yajasg -y
1,2,..,n. Mais ainda,

Ty1-To- Ty = 1.
Agora, a desigualdade M A > MG é equivalente a provar

ay Q2 ap,

- fob——t >n,
{L/G/ICLQ...CI/TL {l/ala2---an na1a2...an
isto é,
X1+ X9+ +x, >N, cOM Ty To - Ty =1........ (),
com igualdade, se e somente se 1 =219 =--- =z, = 1.

Provaremos a desigualdade (*) por indu¢ao matematica.
Para n = 1, a desigualdade () é verdadeira, de fato é uma igualdade.
Se n = 2, entao 1 - xo = 1 e desde que x1 + x5 > 2,/x1 - T2, temos x1 + x9 > 2.

Suponhamos que para n = k e ntmeros positivos arbitrarios x,zs, ..., x) tais
que 1 - T9---x) = 1 se cumpre x1 + x9 + - - - +x, > k, com igualdade, se e somente
se, x4 =Tg ==, = 1.

Sejam n =k + 1 e x1, x9, ..., T4 1 nmeros positivos tais que xy - xo - xpy = 1.

Se xt1 = x9 = ++- = x4 = 1, a igualdade em (x) claramente acontece. Por-
tanto, podemos assumir que algum deles é menor que 1. Sem perda de generalidade
podemos supor que z1 < 1 e que x5 > 1.

Entao, para a sequéncia de ntmeros zixy, T3, ..., Trr1 que contém k numeros,
temos que (z122)z3- - xpr1 = 1. Portanto, pela hipotese de indugao temos zyz +
x3+ -+ k1 > k, com igualdade, se e somente se r1x9 =23 =+ = T = 1.

Agora nos temos
Ty Tyt Tpyr > T+ T3+ T + 14 (2 — 1)(1 - 2)
>k+14+ (- 1)1 —29) > k+1,

com igualdade, se e somente se, T1xy = x3 ="+ =Ty =1 e (xg —1)(1 —x1) =0.
Isto é, se e somente se 11 =29 =+ = x4 = 1.

Portanto, pelo Principio da Indugdo Matematica, a desigualdade (*) esta pro-
vada.

Agora demonstremos que MG > M H, isto é,
n

Yajag - ap > .
Z 71 1 1
a1+a2+ +a

n
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5.2. APLICACOES

Pela desigualdade M A > MG temos

111 n
— 4 — 4+t —>n == =

aray  a, fajaz---a,

que é equivalente a desigualdade desejada. Mais ainda, a igualdade acontece, se e
somente se, — L _..

Yar T a2

1 B —_— —_—
s see somente se, a; = ag = - -+ = Qy.

Finalmente provaremos que M) > M A. Aplicaremos a Desigualdade de Cauchy-
Schwartz as sequéncias (aq, ag, ...,a,) e (1,1,...,1). Entéo

(@i+a3+-+a)(PP+1+- +1°) > (a1 +az + - +a,)’

en(ai+a+-+al)>(a+as+ - +a,)’
ai+a3+---+a
&

>(a1—|—a2—|—~-'+an)2
n B n
ai +a3+---+ap _aitagt---+a,
& >
n n
A igualdade acontece, se e somente se % @ = ... isto &, se e somente se,
ap=ay=---=a,. 1

5.2 Aplicacoes

Exemplo 5.1. Sejam a, b, c,d nimeros reais positivos tais que abed = 1. Entdao vale
a desigualdade:
a? + b+ 4+ d* 4 ab + ac + ad + be + bd + cd > 10
Com efeito, desde que M A > MG temos
a* + b+ +d* + ab+ ac+ ad + be + bd + cd > 10 VadbsSd® = 10

Exemplo 5.2. Sejam a, b, ¢ nimeros reais positivos. Entao,

(a+b+c)* >a®+ b+ c + 24abe

Temos que

(a+b+c)®=a>+ b+ + 6abe + 3(a®b + a’c + b’a + b’c + c*a + °b)

> a® + 0% + & 4 6abe + 3 - 6V abbbcb = a® + bs + ¢ + 24abe.
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5.2. APLICACOES

Exemplo 5.3. Seja k um numero natural e sejam ay, as, ..., a, numeros reais posi-

tivos tais que a; + as + - - -+ a, = 1. Entao,

ar¥ +axt 4+ ay > nb

Como MA > MG, temos

. ar+as+---+a, 1
a1ag - 0p > =
n n
isto é,
11 1
n ~ —_———— e e —
a1 G2 Qn
Portanto,
ar"+azt 4 Fak
w < {fortagt e < -,
n
ouseja,

—k —k —k k+1
a;” +ay" +---+a, > pith

como desejado.

Exemplo 5.4. Sejam a, b, c,d nimeros reais positivos. Vale a desigualdade

a® + 0% + ¢ + d® > abed(ab + be + cd + da).

Temos que,
1
a® + 00+ +d° = 6((2a6 + 2% + % + d®) + (20° + 2¢° + d° + a°)

+(2¢% 4 2d° + a® 4 b%) + (2d° + 2a° + 05 + ).
Desde que M A > MG temos que,

6 6, 6, 16 6 , 6, 16 L 76 1L 6 4 76
2a% +2b° + Y + d a® +a®+ 0% +b°+c+d > Va2 — q2b2ed,

6 6
Analogamente,
6 6 1 6 1 6
20°+2c° +d° +a > peda,
6 6 4 61 16
2¢ +2d6+a +b > Edab,
2d° + 2a66+ e+ 8 _ Pdbe.

Somando as quatro ultimas desigualdades, obtemos a desigualdade desejada.

Além disso, notemos que a igualdade acontece, se e somente se, a = b = ¢ =

d.
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5.2. APLICACOES

Exemplo 5.5. Sejam x,y, z > 2 numeros reais. Entao se cumpre que:

(y° +2)(2° +y)(2® + 2) > 1252yz2.

Com efeito, temos que,

Vrr>dy+r=y+y+y+y+az>5vy0

Analogamente temos,
25 4y > 54/ 24,
3+ 2 > 5tz

Multiplicando as ultimas trés desigualdades, obtemos a desigualdade desejada. [

Exemplo 5.6. Seja x um nimero real positivo. Achar o menor valor de:

T+ —
x

Desde que M A > MG, temos que,

. : 1 .
onde a igualdade ¢ valida, se e somente se, x = —, ouseja, r = 1.
x

Consequentemente, o menor valor da expressao x + — € 2. O
x

Exemplo 5.7. Seja x um nimero real tal que x > 3. Achar o menor valor da
eTpressao

T+ =
x
Neste caso, no podemos usar diretamente a desigualdade das médias M A > MG,
pois o ponto x = 1 ndo esta no intervalo [3, 4+00).

é claro, que se usamos célculo diferencial, podemos ver que a fungao f(z) =z =

— é crescente sobre o intervalo [3,400). Portanto, o minimo valor da fungao f é
T
10
3) = —.
13 =

Agora vejamos como usar a desigualdade M A > MG.
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5.2. APLICACOES

Exemplo 5.8. Sejam a,b nimeros reais positivos tais que a +b < 1. Achar o

minimo valor da expressao

1
A=ab+ —.
a+ab

Se usamos a desigualdade das médias M A > MG, teriamos que

onde a igualdade ocorre, se e soemente se, ab = 1. Isto implicaria que a + b >
2v/ab = 2, contradizendo a hipotese que a + b < 1.

Fazendo -+ t L, 4
azendo z+—, temos que z = — > ————
ab’ q ab — (a+b)?

1
um problema equivalente, Achar o minimo da fun¢gao A =z + —, com = > 4. Como
x

A +1 x+1+15m>2/x 1+15x>2+15x 17
= —_ = — — _— _ . — _ — e
T 16 =z 16 — 16 =z 16 — 4 16 4

1
A igualdade acontece, se e somente se, x = 4, isto é, a = b = 7

> 4. Portanto, podemos considerar

antes,

]

Exemplo 5.9. Sejam a,b, c nimeros reais positivos tais que a + b+ ¢ < % Achar
o minimo valor da expressao

1 1 1
A=a+btc+—+-+-.
a b ¢

Se usamos diretamente a desigualdade M A > MG teremos,

1 1 1 G 1
a+b+c+—+ -+ =>64/abc- —,
a b ¢ abe

com igualdade, se e somente se, a = b = ¢ = 1. Mas, isso implicaria que a + b+ c =

3> 5 uma contradicao.
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5.2. APLICACOES

Como A é uma expressao simétrica em a,b e ¢, podemos estimar que acontece

quando a =b=c = 7 Entao,

1 1 1 1 1 1 3.1 1 1
A= b -+ -4+-= b — 4 —+ —)+-(—+-+-
atbtct 4o+ (a+b+c+ wtmTa )+4(a+b+c)
1 3,1 1 1 3,1 1 1
> 64/ abe - 24D = (44
= 0y abe 64abc+4(a+b+ ) 3+4(a+b+c)
3_|_§ L>3+2_7+L—E
4 a+b+c 4 32 27
1
Consequentemente, o minimo valor de A é —, paraa=b=c= 3

]

Exemplo 5.10. Sejam a, b, ¢ nuimeros reais positivos tais que a + b+ c = 1. Achar
o minimo valor da expressao
1 1 1

abc+ — + - + —.
a b ¢

Novamente nao podemos aplicar diretamente a desigualdade das médias M A >

MG, pois
1 1 1 N 1
abc + + — + > 44/ abc - — =4,
b abc

. 1 L. .
com igualdade, se e somente se, abc = — = — = —| isto é, se e somente se, a = b =

S|

a c
¢ =1 e portanto, a + b + ¢ = 3, contradizendo a hipotese a + b+ c = 1.

Entao reescrevemos a expressao coomo segue,

b+1+1+1—b+ 1+1+1+80(1+1+1)
ave b T Qe T 81b 8l 81'a b ¢

Pela desigualdades MA > MG e MA > MH temos,

bc + ! + ! + ! 44 ab L 1
abc+ — + — + — abc - ———— = —
8la  81b 81c (81)3abc 27
e
1 1 1 9
44> -
a b T a+b+c
Consequentemente,
b +1+1+1> 4 +80 244
abc+—-—+-+->—+— =
a b 27 9 27
1
com igualdade, se e somente se, a =b=c= 3 O
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