Wiy,
UFPI =

2N

1N

UNIVERSIDADE FEDERAL DO P1aul
Centro de Ciéncias da Natureza
Pos Graduacao em Matematica
Mestrado Profissional em Matematica - PROFMAT

Modelagem matematica da populacao

teresinense e sua frota de carros

Patricia Maia Veras Freitas

Orientador

Prof. Dr. Jefferson Cruz dos Santos Leite

2015



Wiy,

UFPI

2N

N

—

2

UNIVERSIDADE FEDERAL DO PI1AUl

Centro de Ciéncias da Natureza

Departamento de Matematica

Modelagem matematica da populacao

teresinense e sua frota de carros

Patricia Maia Veras Freitas

Dissertacao apresentada ao Programa de Pos-
Graduagao — Mestrado Profissional em Mate-
mética em Rede Nacional como requisito par-

cial para a obtencao do grau de Mestre

Orientador

Prof. Dr. Jefferson Cruz dos Santos Leite

2015



F86m Maia Veras Freitas, Patricia
Modelagem matematica da populacao teresinense e sua frota de

carros/ Patricia Maia Veras Freitas- Teresina: [s.n.], 2015.
69 f.: fig., tab.

Dissertacao (mestrado) - UniversidadeFederal do Piaui, Pos Gra-
duagao em Matematica.
Orientador: Jefferson Cruz dos Santos Leite

1. Modelagem Matematica. 2. Método De Ford-Walford. 3.

Modelo logistico discreto. 4. Modelo logistico continuo. I. Titulo

Ficha Catalografica elaborada pela Biblioteca da UFPI
Campus Teresina




TERMO DE APROVACAO

Patricia Maia Veras Freitas
MODELAGEM MATEMATICA DA POPULAQAO TERESINENSE E SUA
FROTA DE CARROS

Dissertagao APROVADA como requisito parcial para a obtencao do grau de
Mestre no Curso de Pos-Graduacao Mestrado Profissional em Matematica
em Rede Nacional do Departamento de Matemaética da Universidade Fede-

ral do Piaui pela seguinte banca examinadora:

Prof. Dr. Jefferson Cruz dos Santos Leite

Orientador

Prof. Dr. Rodney Carlos Bassanezi
Universidade Estadual de Campinas - UNICAMP

Prof. Dr. Carlos Humberto Soares Junior
Universidade Federal do Piaui - UFPI

Teresina, 05 de marcgo de 2015






Aos meus pais, minhas irmas,
meu esposo e meus sobrinhos,

que sao meus pontos de equilibrio.






Agradecimentos

Primeiramente agradeco a Deus por me guiar mais uma vez em busca de conheci-
mentos, sem Ele nao teria chegado até aqui.

Agradeco a minha mae, Gleice, por ser minha fonte de inspiragao, por todo apoio
durante esta caminhada.

Ao meu pai, Antonio Carlos, pela sua imensa disposicao para me ajudar quando eu
preciso.

A minhas irmas, Cecilia e Priscila, por sempre estarem do meu lado, torcendo por
mim.

Ao meu esposo, Rafael, por todo amor, confianca e companheirismo.

Aos meus amados e queridos sobrinhos, Joao Vitor e Arthur, que sdo minhas fontes
de alegria e amor.

A todos meus amigos, que sempre me incentivaram e compreenderam minha au-
séncia.

Ao meu orientador, Professor Jefferson, por acreditar em mim, por todo auxilio,
paciéncia e licoes de sabedoria.

Aos meus colegas e amigos do PROFMAT, pela uniao e for¢a em todos os momentos.

A todos os professores do PROFMAT, pelo conhecimento compartilhado.

Aos meus colegas, amigos e alunos do IFMA - Campus Acailandia, pela compreensao
quando eu estava ausente no campus, pela forca e apoio.

A Capes, pelo apoio financeiro concedido.

A todos que contribufram e torceram para eu concluir esta etapa, muito obrigada!






A mente que se abre a uma nova ideia
jamais voltara ao seu tamanho original.
Albert Einstein






Resumo

Esta dissertacao tem como objetivo apresentar uma proposta de utilizagao de Mo-
delagem Matemaética para estudar o crescimento populacional. Foram adotados como
tema a populacao de Teresina-PI e sua frota de carros, buscando um modelo que
represente os mesmos. Para tanto, foi necessirio primeiramente definir Modelagem
Matematica, suas caracteristicas e alguns modelos. Os modelos utilizados neste traba-
lho foram os de Malthus e o exponencial assintético, assim como os logisticos discreto

e continuo.

Palavras-chave: Modelagem Matematica, Método De Ford-Walford, Modelo logistico

discreto, Modelo logistico continuo.






Abstract

This thesis aims to present a mathematical modeling using proposal to study the
population growth. Were adopted as the theme Teresina’s population, and its fleet
of cars, seeking a model that represents them. Therefore, it was first necessary to
define Mathematical Modeling, characteristics and models. The models used in this
study were those of Malthus and the asymptotic exponential, as well as discrete and

continuous logistics.

Keywords: Mathematical modeling, Ford-Walford method, Discrete logistic model,

Continuous logistic model.
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Introducao

Atualmente, vivemos uma época em que a tecnologia avanca rapidamente. Apare-
lhos que hoje consideramos modernos, em pouco tempo se tornam antigos. Temos que
considerar que a sociedade esta passando por profundas mudancas.

A Matemaética é usada em uma série de atividades sociais, politicas e economicas.
Entretanto, no contexto escolar, percebemos que a maioria dos alunos nao tem dominio
e nem afinidade com esta area do saber. Este é um paradoxo: a matematica é exigida
e valorizada na sociedade e, portanto é esperado um maior dominio pelos individuos,
mas, na realidade, o que encontramos, muitas vezes, é uma aversao a este contetudo.

Existem muitas dificuldades por parte dos alunos e professores no processo ensino-
aprendizagem da matemética. O aluno nao consegue entender a matemética que a
escola ensina, sendo muitas vezes reprovado nesta disciplina ou, entao, mesmo que
aprovado, sente dificuldades em utilizar o conhecimento repassado. Em sintese, nao
consegue efetivamente ter acesso a esse saber de fundamental importancia. O professor,
por outro lado, consciente de que nao consegue alcancar resultados satisfatérios junto
a seus alunos e tendo dificuldades de, por si s0, repensar satisfatoriamente seu fazer
pedagodgico, procura novos elementos que, acredita, possam melhorar esse quadro. Uma
evidéncia disso €, positivamente, a participacao cada vez mais crescente de professores
em encontros, conferéncias ou cursos.

Considerando esses aspectos, percebemos que ha necessidade de inovacao em relacao
as metodologias de ensino da matematica. Sobre isso, nos deparamos com a Modelagem
Matematica que, em nosso entendimento, pode ser uma metodologia que corresponda
aos interesses das criancas e adolescentes, pois possibilita um aprendizado além do uso
de apostilas e livros didaticos, podendo oferecer aos alunos uma forma mais dindmica
e ludica de aprender os conhecimentos matemaéticos, além de ser um modelo com uma
aproximacao do real.

Utilizamos a cidade de Teresina, estado do Piaui, para aplicacao desta pesquisa por
ser uma capital de grande porte. Para desenvolvermos este trabalho, consideraremos
como veiculos somente automoveis.

No capitulo 1 deste trabalho, definimos modelagem matemaética, sua importancia,
suas caracteristica, alguns precursores brasileiros e alguns modelos.

No capitulo 2, apresentamos a modelagem discreta, fizemos um estudo sobre este

modelo logistico e em seguida procuramos um modelo discreto que melhor representava
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a populacao teresinense e a frota de carros da cidade.

No capitulo 3, apresentamos a modelagem continua, também foi feito um estudo
sobre este modelo logistico para em seguida procurarmos um modelo continuo para
representar a populacao teresinense e sua frota de carros.

O objetivo principal deste trabalho é mostrar que utilizando estratégias matemati-

cas, podemos torna-la mais atraente e interessante para nossos alunos.



1 Modelagem Matematica

1.1 Contexto historico

Se pesquisarmos no dicionario da lingua portuguesa o que significa modelagem en-
contraremos que ¢ um "molde", portanto, podemos dizer que modelagem matematica
significa moldar alguma situagao que esta inserida em outro contexto, a fim de explicar
matematicamente situagoes que ocorrem no nosso cotidiano. Logo ¢ um método alter-
nativo que pode ser representado por meio de imagem, grafico, projeto, lei matematica.

Comecou-se a discutir sobre modelagem e aplicacoes na educagao matematica in-
ternacionalmente por volta da década de 1960 através de um movimento conhecido
como "utilitarista", que é uma aplicacao pratica de conhecimentos matemaéticos para
a ciéncia e matematica, formando grupo de pesquisadores sobre o tema.

Com estes movimentos educacionais, a modelagem matematica chega ao Brasil,
com a colaboracao de professores que se interessavam pela area e acabaram virando
representantes brasileiros na comunidade internacional da educacao matematica. Al-
gumas referéncias da modelagem matematica no Brasil, que foram fundamentais para o
impulso e consolidacao da modelagem matematica, sao: Aristide C. Barreto, Ubiratan
D’ Ambrosio, Rodney C. Bassanezi, Joao Frederico Mayer, Marineuza Gazzetta e Edu-
ardo Sebastiani. Estes deram inicio a um movimento pela modelagem no final dos anos
70 e inicio dos anos 80, conquistando adeptos por todo Brasil. Assim, problemas do
tipo "como se faz um modelo matemaéatico"e "como se ensina matematica'permitiram
emergir a linha de pesquisa modelagem matemdtica no ensino brasileiro.

Na educacao brasileira, a Modelagem Matematica teve inicio com os cursos de
especializacao para professores, em 1983, na Faculdade de Filosofia Ciéncias e Letras
de Guarapuava - FAFIG, hoje Universidade Estadual do Centro-Oeste - UNICENTRO.
A modelagem comecou a ganhar adeptos, pois a preocupacao da maioria dos professores
era buscar novas praticas para o ensino de Matematica, metodologias que partissem
de situagoes vivenciadas pelo aluno do ensino fundamental e médio, no seu dia-a-dia.
No entanto, os primeiros trabalhos enfocando a modelagem como uma alternativa para
o ensino de Matemética s6 comecaram a ser elaborados sob forma de dissertacoes e

artigos a partir de 1987.
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22 Modelagem Matematica

1.2 Precursores Brasileiros

Pela dificuldade de detalhar os feitos de todos os precursores brasileiros da modela-
gem matematica bem como as aplicacoes de modelos em suas praticas de sala de aula,
iremos apresentar uma breve sintese de trés deles: Aristides C. Barreto, pelo motivo
de ter sido o pioneiro na realizacao de experiéncias de modelagem matemética e por
representar o Brasil em congressos internacionais relacionados ao tema; Ubiratan D’
Ambrosio, pois foi um representante brasileiro na comunidade internacional de Educa-
cao Matemaética, nas décadas de 1970 e 1980 promoveu cursos e coordenou projetos na
Universidade Estadual de Campinas - UNICAMP que impulsionaram a formacao de
grupos em matematica aplicada, biomateméatica e em modelagem; e Rodney C. Bassa-
nezi, que além de atuar nesses cursos e projetos da UNICAMP, tornou-se o principal

disseminador da modelagem matematica.

1.2.1 Aristides C. Barreto

Aristides C. Barreto teve seu primeiro contato com a modelagem matematica na
década de 60, quando cursou Engenharia. Na década de 70, surgiu a ideia de usar
a modelagem em Educacao Matematica, quando comecou a atuar como professor na
PUC-RIO. Ele procurava sempre fazer uso de modelos como estratégia de ensino nas
disciplinas de Fundamentos da Matematica, Pratica de Ensino e Calculo Diferencial
Integral. Em 1976, realizou a primeira experiéncia pedagogica com 212 alunos de um
Curso de Engenharia. Juntamente com os alunos, elaborou varios modelos em &reas
especificas como Linguistica, Ecologia, Biologia, dentre outras. Assim, ele comecou a
perceber que a modelagem no ensino despertava nos estudantes curiosidade e interesse
no assunto, descartando a constante pergunta "para que serve isto?". Diante das
teorias, ele estimulava a criatividade e o espirito critico. A partir de 1989, Barreto
passou a interpretar e produzir textos literarios em prosa e verso, com énfase em letras
de misica. Alguns trabalhos ele divulgou por meio de artigos e de eventos. Nesse
interim, a convite do professor D’ Ambrosio, faz palestra na UNICAMP, momento em

que Bassanezi teve o primeiro contato com o tema e o termo modelagem matematica.

1.2.2 Ubiratan D’ Ambrosio

Ubiratan D’ Ambroésio, na década de 60, era professor e pesquisador na Brown
University, em Providence, Rhode Island; na University of Rhode Island, em Kingston-
Rhode Island e na State University of New York, em Bufalo-New York. Foi nesta época
que D’ Ambrosio teve conhecimento do movimento que vinha acontecendo nos EUA
em relagdo ao ensino e aprendizagem da matematica. Assim sendo, nesta mesma época
formou-se Undergraduate Mathematics Application Program - UMAP, que tinha como

objetivo preparar modulos de aprendizagem de matematica por temas, ou seja, elegia-
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se um tema matemaético e, entao, procurava-se preparar um material de apoio didatico
com aplicagoes desse tema nas mais diversas areas do conhecimento, com o intuito de
melhorar a aprendizagem matematica de alunos da Educagao Superior.

Em 1972, D’ Ambrosio volta ao Brasil para trabalhar na UNICAMP. Assim, D’ Am-
brosio teve a oportunidade de implantar propostas de educacao matematica no Brasil
semelhantes as que ocorriam em alguns paises da Europa e Estados Unidos. Entre
as propostas inseridas nesse periodo, duas se destacavam: a producao de materiais de
apoio didatico na forma de modulos e a criacao do 1° Mestrado em Ensino de Ciéncia e
Matematica na UNICAMP. Foram produzidos novos materiais de apoio didatico sobre
varios temas matematicos, todos voltados ao ensino fundamental. O modelo adotado

nesse mestrado deu origem a trabalhos em modelagem e etnomatemaética.

1.2.3 Rodney Carlos Bassanezi

Rodney Carlos Bassanezi ja conhecia modelagem através da Matematica Aplicada,
ao coordenar um Curso para 30 professores de Calculo Diferencial Integral, na década
de 80, de diversas Instituicoes de Educacao Superior da regiao sul do Brasil, com dura-
cao de uma semana, onde encontra uma oportunidade de inserir a proposta de Barreto.
Assim, em primeiro momento, propos a eles que se reunissem por 2h e apresentassem
um problema que envolvesse célculo diferencial integral. Bassanezi propos a modela-
gem matematica na resolugao de problemas de biologia aplicados ao célculo diferencial
integral - bio-matematica.

Foi organizado, em 1982, um curso de poés-graduacao na Universidade Estadual
de Guarapuava- PR, onde sdo convidados professores do IMECC-UNICAMP e Bassa-
nezi era o coordenador. Logo depois, promoveu-se o primeiro Curso de pos-graduacgao
em modelagem que impulsionou a realizacao de muitos outros, sob a coordenagao de
Bassanezi, nas mais diversas instituicoes de Educacao Superior. Atualmente, ele cole-
ciona diversos cursos de pos-graduacao e de formacao continuada e palestras, em varias
cidades de todas as regioes brasileiras.

Bassanezi defende que a modelagem é uma estratégia de ensino de matematica.
Nos cursos que ministrou para professores sobre o tema, propunha levar os estudantes
a se inteirarem de problemas advindos da regiao em que pertenciam, e a partir deste
contato com a realidade, levantassem problemas para que fossem investigados.

Bassanezi colaborou com o Programa de Mestrado em Educacao Matematica na
UNESP - Rio Claro-SP, criado em 1983, como professor e orientador de mestrandos na

elaboragao de dissertacao de mestrado.
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1.3 Alguns Modelos Matematicos

De acordo com Bassanezi "modelo matemdtico é um conjunto de simbolos e relacoes
matemdticas que representam de alguma forma o objeto estudado. O modelo pode
ser considerado como uma sintese da reflexao sobre alguma parte da realidade. Seu
objetivo € explicar ou entender a situacao estudada para, eventualmente, poder agir
sobre ela e, mesmo as situacoes mais simples fornecem motivacoes para uma inicia¢ao
cientifica."(2012, p.12)

Em relacao a forma de utilizagao de um modelo matemético, Biembengut e Hein
(2009) afirmam quem "um modelo matemdtico sé é um modelo se servir de referén-
cia ou se permartir ser reproduzido para a resolucao de problemas semelhantes que
ortginaram o modelo, além de ser mola propulsora para o desenvolvimento de outros
conhecimentos.”

Assim, entendemos por modelo a representacdao de algo que foi compreendido e
expresso de alguma maneira que se possa fazer relacoes com o mundo ao redor, através

de predicoes, explicacoes, manipulacoes, formulacoes.

1.3.1 Modelo Malthusiano

Thomas Robert Malthus foi um britanico estudioso, de grande influéncia na eco-
nomia politica e demografia, acabou sendo muito conhecido por suas teorias sobre a
populacao. Uma delas que a populacao crescia de forma geométrica e os alimentos de
forma aritmética.

Considere P o nimero de individuos em uma populagdo animal ou vegetal. Logo,
o numero P depende do tempo, assim podemos escrever:

dP

— = P(t)

Como P s6 assume valores inteiros, entdo P(t) é uma funcao discreta de t. Mas,
quando o numero de individuos é suficientemente grande, podemos ter P(t) se aproxi-
mando de uma funcao continua, variando continuamente no tempo.

Seja n a taxa de fertilidade e m a taxa de mortalidade. Assim, temos que « = n—m

é a taxa de crescimento especifico da populacao P(t). Logo,

P(t+1)— P(t) = aP(t)

P(t+1)=aP(t)+ P(t)

P(t+1)=(a+1)P(t)
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Considerando a populagao inicial P(0) = Py, obtemos a seguinte recorréncia:

Pt+1 :(a+1)Pt
Dai, temos o seguinte:

Py =ab+ P

Resolvendo a recorréncia, temos:

Py — P =ab
Piyo — Py = aPiyy
Piy3 — Prya = aPpyo

P15+n - P15+n—1 = aR&+n—1

Somando membro a membro:

Pin—P=alP+Pi1+Poo+ ...+ Prin]
Pin—P=aP[l+(1+a)+(1+a)*+..+1+a)"

P, — P
%:a[l—i—(1+a)+(1+a)2+...+(1+0z)"_1]
t
Pt+n—Pt_a(1+a)”—1
P (1+a)-1
Pt+n—Pt_a(1+a)”—1
Pt a (8%
Pt+n Pt
= (1 "—1
= (1)
RH—TL Rﬁ
1=(1 "
P + (14 «)
Pi,—P+PF Py,
= = (1 n
P, p, — e
j:)t+n
1 =9
+ « P,
Pt+n
— —1
“ P,
Seja t = 0, logo:
nPn
a= /- —1
0
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— =
V P

P’!L
ono_ 1)
5=

Pnzpo(()é+1)n

P, = Po.eln(l—i-a)n

1.3.2 Modelo exponencial assintético - Método de Ford-Walford

Se uma populacao tem a tendéncia de se estabilizar, entdo a curva solucao tem
um comportamento assintético. A curva para ajuste é dada pelo modelo exponencial
assintotico:

y:y*_aebx

comy*>0eb<0

O célculo do valor de equilibrio y* pode ser realizada pelo método de Ford-Walford,
que, inicialmente, determina uma fungao g que ajusta os pares (Y, Yn+1), OU seja, a
curva ajustada é da forma y, 11 = g(yn)-

Temos, entao, que encontrar seu ponto fixo:

lim ¢(y,) = lim y,41 = lim y, =y"
Ty —>00 Ty —>00 Ty —00

Logo, a sequéncia de pontos (Y, yn11) converge para o ponto (y*,y*) se y* é um
ponto fixo da fun¢do g(y).
Agora, faremos o ajuste linear da funcao g(y) = ay + b. Como ¢(y*) = y*, entao:

9gy*) =ay" +b=y"

Yy —ay"=b
y'(l—a)=0
., b
Y T 1—-a

Desse modo, poderemos calcular o valor de estabilidade y* e determinar o modelo

exponencial assintotico.

1.3.3 Modelo logistico continuo (Verhurst)

Em 1837, o matematico belga Pierre F. Verhurst propos um modelo que supoe
que uma populacao, vivendo num determinado meio, deverd crescer até um limite
sustentavel, ou seja, uma populagao tende a estabilizar-se.

O modelo de Verhurst ¢ o modelo de Malthus modificado, pois ele considera que a

taxa de crescimento é proporcional a populacao em cada instante, ou seja,
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dP
dt
r > 0 sendo a taxa de crescimento, P* a capacidade suporte da

=aP

_ .P*~P
onde a = 17—,

populacao e Py = P(0) o valor inicial.

Assim, temos o modelo logistico:

% :rP(l—ﬁ)

P(0) = Py,r >0

Observe que P(t) =0 e P(t) = P* sao solucoes desta equagao diferencial.

Resolvendo esta equacao através da técnica das fracoes parciais, temos:

dP
_— = dt=rt+C
/P(l—i) /7“ rt +

1L A B A -%)+BP
Pi-&) P I-E  Pi-2)
P
1=A(1- =)+ BP
(1- 2+
AP
l1=A—-—+BP
P*jL
Assim, sendo A = 1, entao:
P
1——+BP=
P*Jr
P
BP = —
P*
1
B=—
P*
Logo,
1 1 o
Py p PP
Pl-%) P 1-%
1 1 1
dP = [ (= + L M_/—M+/ B _dp
/Pu—;) I P —r
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Entao:

=7t

In| e
P —P,
P P —B P(P* — Ry)
2 pp | BER TR
P(P* — Ry)
Py(P—P)
Py(P*—P) ,, PyP*— PP
TP -p . P -D
e Rl
P—h" P -pR°
PP ,, PP
P— P PR
) P*— Py+ Py, PP
P — B P—B ) P R
P(P* — Py + Pye’") = ByP*e™
b RPE PP
P*— Py+ Pyet (P*— Py + Pyert)et
ByP*
(P*— Bye— + By
P

(7 —Dert+1

P(P* — P
Po(P* = P)

| =In| | =rt

__rt

rt

P

rt

P+

rt

P(1+ "ty = P

P =

P =

Dai, podemos observar as seguintes caracteristicas:

e Os pontos de equilibrio sao:

P*.0

(P*—0)e " +0

0

= P*
(P* _ P*)e—rt + P* P*

P=P=

e Se Py < P*, entdao Py < P(t) < P* e P(t) tende a P*, crescendo, pois 22 > 0.

e Se Py > P*, entao P(t) tende a P*, descrescendo, pois % < 0.
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1.3.4 Modelo de Montroll

Sendo P* a capacidade suporte de uma populacao P = P(t), A a taxa de crescimento
relatica quando P é "pequenoe « o indicador da posi¢ao do ponto de inflexao da curva.
O modelo de Montroll é dada pela equagao diferencial a seguir:

dP P

— = APl — (=), A > 0ea >0
= AP[1— (5)7) A > Oca

Se a = 1, a equagao é o proprio modelo de Verhurst.

Para determinar o ponto de crescimento maximo, basta considerarmos a equacao

2 «
CQT}; = 0. Vejamos:

d*P dP P P P dP
2 A = ()] — a ()
T = A= (50)% —ad

d*P dP P P P

=Nt ) e
P P P

1= ()"~ (5)" 7 =0

L= ()" —alg)" =0

P = P
1+«

O principal objetivo do modelo de Montroll é sugerir possiveis formas de decresci-
mento das taxas de variacao.

1.3.5 Modelo de Gompertz

O modelo de Gompertz é mais adequado para estudos de crescimento celulares,
considerando que inicialmente todas as células sao meristematicas, perdendo esta pro-
priedade num intervalo pequeno de tempo. Este modelo utiliza uma taxa de inibigao
da variavel de estado proporcional ao logaritmo desta variavel, ou seja, inicialmente a
taxa de crescimento é grande, mudando rapidamente para um crescimento mais lento.

A equacao diferencial com condicao inicial que respresenta este modelo é:

2 — gz —brlnz = z(a — blnz)

z(0) = zg,a > 0,0 >0
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Sendo r(x) = a—blnx a taxa de crescimento. Assim, r(x) decresce com x e o valor

de estabilidade de x é obtido quando r(x) = 0, ou seja:

r(z)=a—blnzx=0
a
Inz = -
ng =4
¥ =eb, x>0
Observe que:

lim r(z) = +o0
x—07+

Ou seja, quando = é muito pequeno, r(x) é muito grande.
Se a—blnz* =0, entdo a = blnz*. Logo:
v _ brInx* —brlnx = bx ln(m—*) = a:ln(x—*)b
dt x x
Assim, r(z) = In(%)
A solugao da equacao diferencial do modelo de Gompertz é obtida fazendo uma

mudanca de variavel z = Ilnx. Vejamos:

d
—I:ax—bxz,zzlnx
dt
dx dz 1ldx dz

Aplicando integral em ambos os membros, temos:

dz
= [ dt
/a—bz /

-1
b

Inja—bz|=t+C

Se t = 0, entao:

-1 -1
c= Tln|a—bz| = Tln|a—blnx0]

Logo,

—1 1
Tln|a—bz! :t—gln\a—blnajo\

—Inja —bz| =tb—1In|a — bln x|

Inja —bz| = —tb+1n|a — bln x|

a—bz=(a—blnxy)e ®

—a+ (a—blnzg)e™ a—(a—blnxy)e®
z = =

—b b

Como x = €%, entao:
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g_(a—blnxo)eftb a
Tr =eb b = eb.e

—(a—blnxo)eftb
b
a
Como z* = ev, temos:

:x*.(@

)e—tb

Observe que z(t) tem ponto de inflexdo quando ¢ = 1 In(% — In ), entéo:

1 1 . a
x(t) = —rf = Zev = 6371
e e
x(t) = v
Outros modelos equivalentes sao:
dx
— = \ve ™
dt
W=
dy _

@ =~






2 Modelagem discreta

2.1 Modelo logistico discreto

2.1.1 Populagao teresinense

Para darmos inicio a modelagem da populacao de Teresina, formamos a tabela 2.1
com dados extraidos do IBGE - Instituto Brasileiro de Geografia e Estatistica.

Ano | Populacgao

1872 21692
1890 31523
1900 45316
1920 57500
1940 67641
1950 90723

1960 144799
1970 230168
1980 388922
1991 598411
2000 714583
2010 814230

Tabela 2.1: Populacao teresinense - Fonte: IBGE

Para facilitar os calculos, dividimos toda a populacao por 1000, sem perda qualita-
tiva dos dados. Assim, chegamos na tabela 2.2.

Em seguida, fizemos um grafico para verificarmos o comportamento dos dados,
encontrando a figura 2.1.

Para comecarmos, de fato, a modelagem da populacao teresinense, fizemos ajustes
quadraticos das variagoes discretas. Para isto, montamos a tabela 2.3 para nos auxiliar
no esboco do gréafico.

Sendo y(n) a populacdo teresinense no tempo n.

33
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Ano | Tempo | Populacao
1872 0 21,7
1890 18 31,5
1900 28 45,3
1920 48 57,5
1940 68 67,6
1950 78 90,7
1960 88 144,8
1970 98 230,1
1980 108 388,9
1991 119 598,4
2000 128 714.6
2010 138 814,2

Tabela 2.2: Populagao teresinense dividida por 1000

Curva de Tendéncia da populacdo
Teresinense

800 *
'& 600 * ’
2
5 400 *
200 & *
2 PO S .
0 50 100 150

Tempo

Figura 2.1: Curva de tendéncia da populacao teresinense

Plotando o grafico de y(n) x wvaria¢do, obtemos a parabola y = —0,0012z% +
1,0419x — 28,91, figura 2.2.

250
200
y=-0,0012x%+1,0419x- 28,91

150 4

+ VARIACRO

Variagio
=
(=}
(=}
*

Polindmio (VARIAGAO)

200 400 600 800 1000

_50 _
vin)

Figura 2.2: Relacao entre os valores e suas variacoes
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Tempo | y(n) | y(n+1) | Variacdo

0 21,7 | 31,5 9,8
18 | 315 | 453 13,8
28 | 453 | 575 12,2
48 | 575 | 67,6 10,1
68 | 67,6 | 90,7 231
78 | 90,7 | 1448 54,1
88 | 1448 | 230,1 85,3

08 |230,1] 3889 158,8
108 |388,9| 5984 209,5
119 | 5984 | 7146 116,2
128 | 714,6 | 8142 99,6
138 | 814,2

Tabela 2.3: Variacao simples da populacao teresinense
Sejay =y(n+1) —y(n) e z = y(n), entao:

y(n+1) —y(n) = —0,0012y(n)* + 1,0419y(n) — 28,91
y(n +1) = —0,0012y(n)* + 2,0419y(n) — 28,91

Observando agora a relacao entre os valores anteriores e posteriores através da figura
2.3, obtemos a parabola y(n + 1) = —0,0012y(n)* + 2,0419y(n) — 28,91.

900
800 4
700 - (3 y=-0,0012x%+2,0419x- 28,91
600 -
= 500 -
z
=400 + y(n+1)
300 —— Polindmio (y(n+1))
200 4
100 A
0 T T T T 1
a 200 400 600 80O 1000
vin)

Figura 2.3: Relacao entre os valores anteriores e posteriores

Como uma das raizes da parabola é bem proxima de zero, vamos considerar apenas

uma equacao logistica discreta. Vejamos:

y(n+1) —y(n) = ay(n)® + by(n)

y(n+1) = ay(n)® + (b + 1)y(n)
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y(n+1) = —0,0012y(n)* + 2,0419y(n)
Seja y(0) = 21, 7. Obtemos, entdo, a tabela 2.4.

Tempo | y(n) | y(n+1) | Variagao | Modelo

0 21,7 | 31,5 9,8 21,7

18 | 315 | 453 13.8 43,74
28 | 453 | 575 12,2 87,02
48 | 575 | 67,6 10,1 | 168,61
68 | 67,6 | 90,7 231 | 310,17
78 | 90,7 | 1448 541 | 517,89
88 | 1448 | 2301 853 | 735,62

98 | 230,1| 388,9 158,8 | 852,70
108 |388,9| 5984 209,5 | 868,21
119 | 5984 | 7146 116,2 | 868,23
128 | 714,6 | 8142 99,6 | 868,25
138 | 814,2 868,25

Tabela 2.4: Modelo logistico discreto da populacao teresinense

Da formula de recorréncia y(n + 1) = —0,0012y(n)? + 2,0419y(n), temos que os
pontos de equilibrio do modelo sao obtidos quando nao ocorre variacao do estagio n

para o estagio n + 1, ou seja:

y(n+1) =y(n) =y
y* = —0,0012y*% + 2, 0419y
—0,0012y* + 1,0419y* = 0
y*(—0,0012y* 4+ 1,0419) =0
y =0
y* = 868,25

Assim, formamos o grafico do modelo na figura 2.4.

2.1.2 Frota de carros de Teresina

Assim como fizemos no modelo discreto da populacao de Teresina, montamos a
tabela 2.5 com os dados obtidos no site do DENATRAN - Departamento Nacional de
Transito.

Também fizemos a divisao por 1000, sem perda qualitativa, para facilitar nossos

calculos, obtendo a tabela 2.6.
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1000 -
900
800
700 A
600
500

Modelo

400 A =—maodelo
300 1
200
100 1

Tempo

Figura 2.4: Modelo logistico discreto da populacao teresinense

Ano ‘ Frota de automdvel

2002 69389
2003 73852
2004 77812
2005 82302
2006 88660
2007 97563
2008 107266
2009 118604
2010 131674
2011 142968
2012 155055
2013 166131
2014 174693

Tabela 2.5: Frota de automoédveis de Teresina - Fonte: DENATRAN

Curva de tendéncia da frota de
automoveis

2000

,_.
n
=1
=1

*

*

+ *

100,0 o ® *
> *
* +fin)

Frotade automoves
L
[=]
[=]

2
=}

Tempo

Figura 2.5: Curva de tendéncia da frota de automoveis de Teresina

Fazendo o grafico para verificarmos o comportamento dos dados, chegamos na figura
2.5.
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Ano | Tempo | Frota de automdvel
2002 0 69,4
2003 1 73,8
2004 2 77,8
2005 3 82,3
2006 4 88,7
2007 5 97,6
2008 6 107,3
2009 7 118,6
2010 8 131,7
2011 9 143
2012 10 155,1
2013 11 166,1
2014 12 174,7

Tabela 2.6: Frota de automoéveis de Teresina dividida por 1000

Em seguida, fizemos os ajustes quadrados das variacaoes discretas com o auxilio da
tabela 2.7.

Tempo | f(n) | f(n+1) | Variacao
0 | 694 | 738 45
1 | 138 | 778 3,9
2 | 778 | 823 45
3 | 823 | 887 6,4
4 | 887 | 976 8,9
5) 97,6 107,3 9,7
6 107,3 118.,6 11,3
7 118,6 131,7 13,1
8 |131,7| 143 11,3
9 143 | 1551 12,1
10 155,1 166,1 11
11| 166,1 | 1747 8,6
12 | 1747

Tabela 2.7: Variacao simples da frota de automdveis de Teresina

Logo apos, plotamos o grafico f(n) x Variagdo, obtendo a figura 2.6 e a pardabola
y = —0,00262% + 0,6712z — 30, 835.
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14,0

12,0
= 2 5t

100 - y=-0,0026x°+0,6712x- 30,835

8,0 4

6.0 A + VARIACRD

Variacio

- Polindmio (VARIACAOD)

2,0 4

0,0

0,0 500 1000 1500 2000
f(n)

Figura 2.6: Relacao entre os valores e sua variagao

Temos que f = f(n+1) — f(n) e x = f(n), entdo:
F(n+1) — f(n) = —0,0026f(n)? +0,6712f(n) — 30,835

fn+1)=—0,0026f(n)>+1,6712f(n) — 30,835

Observe que obtemos esta parabola ao plotarmos o grafico da relagao entre os valores
anteriores e posteriore, como da figura 2.7.

200 -
180 -
160
140 - ¥ =-0,0026x2 +1,6712x - 30,835

+ f(n+1)

—— Polindmio (f{n+1))

T T T :
0,0 50,0 1000 1500 200,0
f{n)

Figura 2.7: Relacao entre os valores anteriores e posteriores

Uma das raizes desta equacao é bem proxima de zero, logo consideraremos apenas
uma equacao logistica discreta:

f(n+1) = f(n) = af(n)* +bf(n)

f(n+1)=—-0,0026f(n)*+1,6712f(n)

Com zy = 69, 4. Assim, obtemos a tabela 2.8.
Pela formula de recorréncia f(n + 1) = —0,0026f(n)? + 1,6712f(n), os pontos de
equilibrio sao obtidos quando nao ocorre variagao de n para n + 1, ou seja:

fn) = fn+1)=f"
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Tempo | f(n) | f(n+1) | Variagio | Modelo
0 | 694 738 45 69,4
1 738 | 778 3.9 103,45
2 77,8 82,3 4,5 145,07
3 82,3 88,7 6,4 187,72
4 88,7 97,6 8,9 222,09
5 97,6 107,3 9,7 242,92
6 107,3 118,6 11,3 252,54
7 1186 1317 13,1 | 256,22
8  |131,7] 143 11,3 | 257,51
9 143 | 155,1 12,1 | 257,94
10 | 1551 | 166,1 11 258,08
11 |166,1| 174,7 8,6 258,13
12 1747 258,15

Tabela 2.8: Modelo logistico discreto da frota de automoveis de Teresina

f*=—-0,0026f*+1,6712f*
—0,0026f* +0,6712f* =0
f*(—0,0026f* +0,6712) = 0
fr=0
f*=258,15

Chegamos, enfim, no grafico do modelo na figura 2.8.

=——=modelo

Tempo

Figura 2.8: Modelo logistico discreto da frota de automoveis de Teresina
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2.2 Modelo Malthusiano

2.2.1 Populacao teresinense

Como ja visto anteriormente, temos que o = { PiTt" — 1. Sejat=0en =138,

logo:
814,2

1
21,7
o = 0,026615373

__ 138

Como o modelo malthusiano é da forma P(t) = P(0).e™(+%)? entdo:
P(t) — 217 760,0262725

Assim, obtemos a tabela 2.9.

Tempo | y(n) | ModeloMalthusiano
0 | 21,7 21,7
18 | 31,5 34.8
28 | 453 45.3
48 27,5 76,5
68 67,6 129,4
78 90,7 168,3
88 144.8 2189
98 230,1 2847

108 388,9 370,2
119 098.4 494,2
128 714,6 626,1
138 814,2 814,2

Tabela 2.9: Modelo Malthusiano da populacao teresinense

Plotando os graficos, encontramos as figuras 2.9, que representa o modelo Malthu-

siano, e a figura 2.10, que é a comparacao do modelo malthusiano com a realidade.

2.2.2 Frota de carros de Teresina

Primeiramente calculamos o valor de «, que ja foi visto anteriormente. Seja t = 0

WfTTAT
o= y———
69,4

a = 0,079968577

e n =12, temos:
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= althusiano

Modelo Malthusiano
-y L
[=]
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Figura 2.9: Modelo Malthusiano da populacao teresinense

900
800 4
700 1 *,
600 - P
500
400 - + y(n)
300 = Malthusiano
200 | 2
100 34
* ®
a T T 1
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Tempo

Figura 2.10: Comparagao do modelo malthusiano da populagdo teresinense com a

realidade
Concluimos entao o modelo malthusiano da frota de carros de Teresina:
P(t) = 69, 4£0:07693t

E obtemos a tabela 2.10.
Em seguida, plotamos o gréifico do modelo malthusiano e o que o compara com a

realidade nas figuras 2.11 e 2.12, respectivamente.

200,00
180,00 +
160,00 +

2
E 140,00 +
£ 120,00

=
g 100,00 +
£ 80,00 4 s Malthusiano
g 60,00
40,00
20,00 +
0,00 T T 1

Tempo

Figura 2.11: Modelo Malthusiano da frota de automéveis de Teresina
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Tabela 2.10: Modelo Malthusiano da frota de automéveis de Teresina

Tempo | f(n) | ModeloMalthusiano
0 69,4 69,4
1 73,9 74,95
2 77,8 80,94
3 82,3 87,42
4| 887 04,41
5 | 976 101,96
6 | 107.3 110,11
7 | 1186 118,91
8 131,7 128,42
9 143 138,69
10 | 155.1 149,78
11 | 166.1 161,76
12 1747 174,7

2000
180,0 -
160,0
1400
1200 A
100,0 A
80,0
60,0 -
40,0
20,0

0,0

4

Tempo

10 15

+ fin)

= Palthusiano

Figura 2.12: Comparacao do modelo malthusiano da frota de automoéveis de Teresina

com a realidade






3 Modelagem continua

3.1 Modelo exponencial assintotico - Método de Ford-
Walford

3.1.1 Populacao teresinense

Com o auxilio da tabela 3.1 comecamos a tentar calcular o valor de y*, assintota

do modelo exponencial, utilizando o método de Ford-Walford.

Tempo | y(n) | y(n+1)
0 21,7 31,5
18 31,5 45,3
28 45,3 57,5
18 | 575 | 67.6
68 | 67.6 | 90.7
78 | 907 | 1448
88 | 1448 | 230,1
98 230,1 388.,9
108 388,9 598.4
119 598.4 714.,6
128 | 7146 | 8142
138 | 814,2

Tabela 3.1: Relacao entre a populagao e seu valor posterior

Plotando o grafico de y(n) x y(n + 1), temos a figura 3.1.
Observe que, ao fazermos o ajuste linear, obtemos y = 1, 1803z + 32, 852. Assim, o
valor da assintota seria negativo, pois a > 1.

Portanto, fizemos trés tentativos para o calculo de y*.

45
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Célculo de y*

1200 -

1000 - v=1,1803x + 32,852
R*=0,967%
800 *
-
* 600 .
= + yin+l)
O . — Linear (y{n+1))
200 A
0 -+ 1
a 200 400 600 800 1000

vin)

Figura 3.1: Calculo de y* com todos os dados

Primeira tentativa para o calculo de y*

Para o calculo do primeiro valor de y*, comecamos a modelar a partir do ano 1960,
ou seja, a partir de t = 88. Obtemos o gréfico da figura 3.2.

Calculo de y*

1000 -
900 -
800 -
700 -
600 - *
500
400 -
300 -
200 .
100 -

y=09699x+ 146,39
R*=0,9561

#+ Sériel

yin+1)

Linear (Sériel)

0 200 400 500 800 1000
vin)

Figura 3.2: Calculo de y* a partir de 1960

Logo, o ajuste linear é da forma y = 0,9699x + 146,39. Deste modo, podemos

calcular o valor de y* = %a Entao y* = % = 4863, 45. Portanto, ja temos a

1
assintota para o primeiro modelo exponencial assintético.

Precisamos, agora, de uma curva exponencial assintotica. Para isto, precisamos dos
valores y* — y(n), portanto, montamos a tabela 3.2 para nos auxiliar.

Obtemos a curva auxiliar y = 6329,2¢7%%93% fioura 3.3. Agora, podemos chegar
no nosso primeiro modelo exponencial assintotico. Como o modelo é da forma y =

bx

y* — ae’, entao:

y = 4863, 45 — 6329, 2¢~ %0037
com y = populacao e x = tempo.

Concluimos, assim, nosso primeiro modelo exponencial, observados nas figuras 3.4
e 3.9.
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Tempo | y(n) | y* —y(n)
0 21,7 | 4841,75
18 | 31,5 | 4831,95
28 | 45,3 | 4818,15
48 | 57,5 | 4805,95
68 | 67,6 | 4795,85
78 | 90,7 | 4772,75
88 | 144,8 | 4718,65
98 | 230,1 | 4633,35

108 | 388,9 | 447455
119 | 598,4 | 4265,05
128 | 714,6 | 4148,85
138 | 814,2 | 4049,25

Tabela 3.2: Dados para o céalculo da curva auxiliar do primeiro y*

4800
4700 -
4600
4500
54400 1
£, 4300 -
4200 -
4100 -
4000 -
3900

Curva exponencial auxiliar

y= 6329, 20005
R®=0,9888

#* Sériel

—— Exponencial (3ériel)

T
100

Tempo

150

Figura 3.3: Curva auxiliar do primeiro y*

6000
5000

Modelo exponencial assintéticoe
assintota

4000
3000 4
2000 o
1000 4

-1000 9
-2000 -

Modelo exponencial x Dados reais

5000 4

4000 +

3000 -

2000

1000

o u T 1
100 150
-1000

-2000 -

—F

yin)

Figura 3.4: Modelo exponencial assintético e

assintota

Segunda tentativa para o calculo de y*

Figura 3.5: Modelo exponencial x Dados reais

Agora, comecaremos a modelar a partir de 1970, ou seja, t = 98. Obtemos o grafico

da fi

gura 3.6.
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Célculo de y*

1000 4
900 - v=0,B8326x+226,88
800 - R*=0,9669
700 4
600 - Py
500 4
400 Fe
300 4 ——Linear (Sériel)
200 4
100 -
a

yin+1)

+ Sériel

0 200 400 600 800 1000
vin)

Figura 3.6: Calculo de y* a partir de 1970

O ajuste linear que obtemos é da forma y = 0, 8326x + 226, 883. Assim, calculamos

o valor da assintota y* = 13%6;;26 = 1355, 32.

Construiremos, a seguir, a curva exponencial assintotica. Para isto, montamos a
tabela 3.3.

Tempo | y(n) | y* —y(n)
0 21,7 | 1333,62
18 | 31,5 | 1323,82
28 | 453 | 1310,02
48 | 575 | 1207,82
68 | 67,6 | 1287,72
78 | 90,7 | 1264,62
88 | 144.8 | 1210,52
98 | 230,1| 1125,22

108 | 388,9 | 966,42
119 | 5984 | 756,92
128 | 7146 | 640,72
138 | 8142 | 541,12

Tabela 3.3: Dados para o calculo da curva auxiliar do segundo y*

Da figura 3.7, temos a curva auxiliar y = 7150, 5e %919 Chegamos, entdo, ao nosso

segundo modelo exponencial, que é da forma:
y = 1355, 32 — 7150, 5e~ 00197

com y = populacao e x = tempo.
O modelo exponencial assintotico e a comparagao com os dados reais encontram-se,

respectivamente, nas figuras 3.8 e 3.9.



Modelo

exponencial assintético - Método de Ford-Walford

49

1200 -

1000 A
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v*-yin)

400 +

200 A

Curva exponencial auxiliar

100 150

Tempo

y= 7150520013
R*=0,9968

# Sériel

—— Exponencial (Sériel)

Figura 3.7: Curva auxiliar do segundo y*
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Figura 3.8: Modelo exponencial assintético e

assintota

Terceira tentativa para o calculo de y*

Figura 3.9: Modelo exponencial x Dados reais

Para o nosso terceiro modelo exponencial, utilizamos os dados a partir de 1980, ou

seja, t = 108. Assim como nos outros dois modelos, comecamos plotando o grafico para

determinarmos o ajuste linear, figura 3.10.

1000 -
900
800 4
700 4
600 -
500 4
400 4
300 -
200
100 -

o T

yin+1)

Célculo de y*

T

¥=0,6497x + 340,51
R?=0,9858

# Sériel

——Linear (Sériel)

a 200

400 500 800
vin)

1
1000

Figura 3.10: Calculo de y* a partir de 1980

Portanto, o ajuste linear é da forma y = 0,6497x + 340,51. Assim, o valor da

340,51

assintota & y = =5%i57

= 972, 05.

Podemos construir a curva auxiliar utilizando a tabela 3.4.
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Tempo | y(n) | y* —y(n)
0 21,7 | 950,35
18 | 31,5 | 940,55
28 | 45,3 | 926,75
48 | 57,5 | 914,55
68 | 67,6 | 904,45
78 | 90,7 | 881,35
88 | 144,8 | 827,25
98 | 230,1| 741,95

108 | 388,9 | 583,15
119 | 5984 | 373,65
128 | 714,6 | 257,45
138 | 8142 | 157,85

Tabela 3.4: Dados para o célculo da curva auxiliar para o terceiro y*

Curva exponencial auxiliar
700 4
gl y= 64038 0043x
500 1 R?=0,9977
E 400 -
*3 300 - + Sériel
200 - ——Exponencial (Sériel)
100 4

Tempo

Figura 3.11: Curva auxiliar do terceiro y*

—0,043x

Temos a curva auxiliar y = 64038e obtida na figura 3.11. Concluimos nosso

terceiro modelo exponencial:
y = 972,05 — 64038¢ 045

com y = populacao e x = tempo.

Pode-se observar o modelo exponencial assintotico e a comparacao com os dados
reais nas figuras 3.12 e 3.13, respectivamente.

Comparando os trés modelos exponenciais que encontramos, temos a figura 3.14.

3.1.2 Frota de carros de Teresina

Assim como fizemos para encontrarmos a assintota do modelo exponencial da po-

pulacao teresinense, fizemos para o da frota de carros. Calculamos trés para determi-
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Modelo exponencial assintoticoe
assintota
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Figura 3.12:

assintota

Modelo exponencial assintético e

Figura 3.13:

Modelo exponencial x Dados reais
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]
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exponenciais
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Tempo

150
=y(n)
—yl

y2
—S

Figura 3.14: Comparagao dos modelos exponenciais

narmos a que mais se aproximava. Portanto, mostraremos somente o que encontramos

que mais se aproximou da realidade

Para isto, utilizamos os dados da tabela 3.5 a partir de 2008, ou seja, t = 6.

Observe o grafico da figura 3.15.

Célculo de f*

0,0 50,0

1000 1500
f(n)

200,0

¥=0,9530x+ 17,561
R?=0,9972

# Seriel

Linear (3ériel)

Figura 3.15: Calculo de f* a partir de 2008

Portanto, o ajuste linear é da forma f = 0,9539x + 17,561. Dai, o valor de f*

17,561
1-0,9539

= 380, 93. Encontramos, entao, a assintota do nosso modelo exponencial.

Agora, encontramos a curva exponencial assintotica com o auxilio da tabela 3.6.
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Tempo | f(n) | f(n+1)
0 | 694 | 739
1 | 739 | 778
2 77,8 82,3
3 82,3 88,7
4 88,7 97,6
) 97,6 107,3
6 107,3 118,6
7 1186 | 1317
8 | 131,7| 143
9 143 | 155,1
10 | 1551 | 166,1
11| 166,1| 174,7
12 | 1747

Tabela 3.5: Relagao entre a frota de carro e seu valor posterior

Tempo | f(n) | f*— f(n)
0 694 | 3115
1 739 | 3070
2 778 | 3031
3 82,3 | 2986
4 88,7 | 2922
5 97,6 | 2833
6 |107,3] 2736
7 |1186] 2623
8 [131,7] 2492
9 143 | 2379
10 | 1551 | 2258
11 | 1661 | 2148
12 | 1747 | 2062

Tabela 3.6: Dados para o célculo da curva auxiliar de £*

Observe, pelo o grafico da figura 3.16, que a curva exponencial auxiliar encontrada
& f = 366,08 %9487 Entao, podemos concluir nosso modelo exponencial para a frota
de carros.

O modelo é da forma:
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Curva exponencial auxiliar

3000 4

¥= 366,08e0048x
250,0 R?=0,9992
200,0

1500 4

f*-f(n)

# Sériel

1000 ——Exponencial (Sériel)

50,0 -

0,0 T T

Tempo

Figura 3.16: Curva auxiliar de f*

f = 380,93 — 366, 080187

Observe o modelo exponencial assintético e a comparacao com os dados reais nas

figuras 3.17 e 3.18, respectivamente.

Modelo exponencial assintoticoe Modelo exponencial x Dados reais
assintota 400,00

400,00 Soa
350,00 -| 500,00
300,00 250,00
250,00 200,00 —f
sl it 150,00 —
150,00
100,00 -| —_ 100,00 i
50,00 50,00

0,00 T T T T T T 1 0,00 —+ T T T T T T 1

0 2 4 6 8 10 12 14 0 2 4 ] 8 10 12 14
Tempo Tempo

Figura 3.17: Modelo exponencial assintotico e Figura 3.18: Modelo exponencial x Dados reais

assintota

3.2 Modelo logistico continuo

3.2.1 Populagao teresinense

Assim como no modelo exponencial assintético, calculamos trés modelos logisticos

para a populacao, utilizando as assintotas encontradas.

Primeiro modelo logistico

Utilizando a primeira assintota y* = 4863, 45, calcularemos o valor de y*y—(Z()n)' Para

isto, utilizamos a tabela 3.7.

Ao plotarmos a curva auxuliar de y{(—;?m obtemos uma funcao do tipo:

y(n) — et
y* —y(n)
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Tempo | y(n) |y |y —yln) | 74

0 21,7 | 4863,45 | 4841,75 | 0,0044818
18 31,5 | 4863,45 | 4831,95 | 0,0065191
28 45,3 | 4863,45 | 4818,15 | 0,0094019
48 57,5 | 4863,45 | 4805,95 | 0,0119643
68 67,6 | 4863,45 | 4795,85 | 0,0140955
78 90,7 | 4863,45 | 4772,75 | 0,0190037
88 144,8 | 4863,45 | 4718,65 | 0,0306867
98 230,1 | 4863,45 | 4633,35 | 0,0496616
108 | 388,9 | 4863,45 | 4474,55 | 0,0869137
119 | 598,4 | 4863,45 | 4265,05 | 0,1403031
128 | 714,6 | 4863,45 | 4148,85 | 0,1722405
138 | 814,2 | 4863,45 | 4049,25 | 0,2010742

Tabela 3.7: Célculo do valor de yli(—zgn) do primeiro modelo logistico da populacao

y = y*aebt _yaebt

y + yae” = y*ae”

y(1+ ae™) = y*ae”

B y*aebt
y= 1+ aebt
y = v

1 +1
S
ée_bt +1

Plotando o grafico obtemos a curva auxiliar da figura 3.19.

Curva auxiliar V= 0,0034¢00287x

R*=0,9476
0,25

0,2 4 *

0,15 -
* y(n)/y*-y(n)

yin)/[y*-vin)]

0,1 4

——Exponencial (y{n)/y*-
0,05 - vin])

Tempo

Figura 3.19: Curva auxiliar do primeiro modelo logistico da populacao

Temos que y = 0,0034e*%%57 ou seja, a = 0,0034 e b = 0,0287, logo + = 294, 11.
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Concluimos, entao, o nosso primeiro modelo logistico:

y(t)

4863, 45

T 204, 11e 0027 | |

Fazendo a comparacao do primeiro modelo logistico da populacao com os dados

reais, temos a tabela 3.8 e a figura 3.20.

Tempo | y(n) | Modelo \W|
0 21,7 | 16,48013 | 0,2405472
18 31,5 | 27,56277 | 0,1249913
28 45,3 | 36,65625 | 0,1908113
48 97,5 | 64,69973 | 0,1252126
68 67,6 | 113,6922 | 0,6818377
78 90,7 | 150,3182 | 0,6573115
88 144,8 | 198,2506 | 0,3691341
98 230,1 | 260,6223 | 0,132648
108 388,9 | 341,1817 | 0,1227007
119 998.,4 | 455,9607 | 0,2380336
128 714,6 | 574,4713 | 0,1960939
138 814,2 | 736,5193 | 0,0954074

Tabela 3.8: Comparacao do primeiro modelo logistico com os dados reais

6000

5000

Modelo logistico x Dados reais

4000

3000

2000

1000 -

=—y(n)
—YS

MODELO

50

100

Tempo

150

Figura 3.20: Comparac¢ao do primeiro modelo logistico com os dados reais

Fazendo o calculo para algumas projecoes, temos a tabela 3.9 e a figura 3.21.

Levando em consideracao este modelo, temos que a populacao de Teresina se esta-

biliza perto do ano 2300, com aproximadamente 4856 mil habitantes.

Segundo modelo logistico

Com a assintota y* = 1355, 32 calculamos o valor de yy—(—:()n) e formamos a tabela

3.10.
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Ano | Tempo | Modelo

2020 148 934,3204
2030 158 1170,181
2040 168 1443,704
2050 178 1750,854
2060 188 2083,536
2070 198 2430,079
2080 208 2776,689
2090 218 3109,561
2100 228 3416,995
2150 278 4418117
2200 | 328 4749,457
2300 | 428 4856,841

Tabela 3.9: Algumas projecoes do primeiro modelo logistico

Projectes do modelo logistico
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8 4000 1
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&
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o T T T T 1
2000 2100 2200 2300 2400 2500
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Figura 3.21: Algumas projecoes do primeiro modelo logistico

Plotando o gréfico de y*?i(zgn), temos a figura 3.22.
Curva auxiliar ¥=0,0104297532
R®=0,9257
16
.
1.4
1.2
o +
£ Y
%08 - . @ yinlfy*-yin)
Tos
L 04 —— Exponencial (y{n)/y*-
0'2 5 vin))
Io — % i ) ;
0 50 100 150
Tempo

Figura 3.22: Curva auxiliar do segundo modelo logistico da populacgao

Observe que y = 0,0104¢%%32 ou seja, a = 0,0104 e b = 0, 0332, logo * = 96, 15.
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Tempo vy )| A
0 | 21,7 | 135532 | 1333,62 |0,0162715
18 1355,32 | 1323,82 | 0,0237947
28 1355,32 | 1310,02 | 0,0345796
48 1355,32 | 1297,82 | 0,0443050
68 1355,32 | 1287,72 | 0,0524958
78 | 90,7 | 1355,32 | 1264,62 | 0,0717211
88 | 144,8 | 135532 | 121052 | 0,1196180
98 | 230,1 | 135532 | 112522 | 0,2044933

108 | 388,9 | 1355,32 | 966,42 | 0,402413
119 | 5984 | 1355,32 | 756,92 | 0,7905723
128 | 714,6 | 1355,32 | 640,72 | 1,1153077
138 | 814,2 | 1355,32 | 541,12 | 1,504657

Tabela 3.10: Calculo do valor de yL”gn) do segundo modelo logistico da populagao

-y

Concluimos nosso segundo modelo logistico:

y(t)

1355, 32

- 96, 1500332t | |

Comparando o segundo modelo logistico com os dados reais, temos a tabela 3.11 e

a figura 3.23.

Tabela 3.11: Comparacao do segundo modelo logistico com os dados reais

Efetuando os célculos para dados futuros, temos a tabela 3.12 e a figura 3.24.

Tempo | y(n) | Modelo \W!
0 21,7 | 13,9508 | 0,3571061
18 31,5 | 25,1474 | 0,2016698
28 45,3 | 34,7950 | 0,2318973
48 97,5 | 65,9941 | 0,1477235
68 67,6 | 122,5712 | 0,8131838
78 90,7 | 164,9598 | 0,8187408
88 144,8 | 219,3986 | 0,5151834
98 230,1 | 287,4642 | 0,2493014

108 388,9 | 369,7725 | 0,0491837
119 098.,4 | 475,5744 | 0,2052567
128 714,6 | 571,3696 | 0,2004344
138 814,2 | 682,9763 | 0,1611689
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Modelo logistico x Dados reais
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Figura 3.23: Comparacao do segundo modelo logistico com os dados reais

’ Ano ‘ Tempo ‘ Modelo

2020 | 148 | 794,2954
2030 | 158 | 899,4847
2040 | 168 | 993,9251
2050 | 178 | 1074,899
2060 | 188 | 1141,631
2070 | 198 | 1194,853
2080 | 208 | 1236,203
2090 | 218 | 1267.679
2100 | 228 | 1291,268
2150 | 278 | 1342,657

Tabela 3.12: Algumas projecoes do segundo modelo logistico

Projectes do modelo logistico
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Figura 3.24: Algumas proje¢oes do segundo modelo logistico

Através deste modelo, concluimos que a populacao Teresinense se estabilizara por

volta de 2150, com uma populacao de aproximadamente 1350,0 mil habitantes.



Modelo logistico continuo 59

Terceiro modelo logistico

Utilizando a terceira assintota y* = 972,05, calculamos y*y_(Z()n) formando a tabela
3.13.

Tempo | y(n) | v |y —y(n) | Ao

0 21,7 | 972,05 | 950,35 | 0,0228336
18 | 31,5 | 972,05 | 940,55 |0,0334910
28 | 45,3 | 972,05 | 926,75 |0,0488804
48 | 57,5 | 972,05 | 914,55 | 0,0628724
68 | 67,6 | 972,05 | 904,45 | 0,0747415
78 | 90,7 | 972,05 | 881,35 |0,1029103
88 | 144,8 | 972,05 | 827,25 |0,1750377
98 | 230,1|972,05| 741,95 |0,3101287
108 | 388,9 972,05 | 583,15 |0,6668953
119 | 5984 | 972,05 | 373,65 | 1,6014987
128 | 714,6 | 972,05 | 257,45 | 2,7756845
138 | 814,2 | 972,05 | 157,85 | 5,1580614

Tabela 3.13: Calculo do valor de y*y_(Z()n) do terceiro modelo logistico da populacao

y(n)
y*—y(n)’

Plotando o grafico de temos a figura 3.25.

Curva auxiliar

¥=0,012120058
R*=0,8964

0] =]
+

b

#* yin)/y*-y(n)

| " ——Exponencial (y{n)/y*-
| vin])
) +* 0

a 50 100 150

yin)f[y*-yin)]

=] = ra

Figura 3.25: Curva auxiliar do terceiro modelo logistico da populacao
Temos que a = 0,0121 e b = 0,038, entao % = 82, 64.
Concluimos assim o terceiro modelo logistico:

B 972,05
T 82,64e0.038t 1]

y(t)

Fazendo a comparacao do terceiro modelo logistico da populacao com os dados
reais, temos a tabela 3.14 e a figura 3.26.

Calculando algumas projecoes para o futuro, temos a tabela 3.15 e a figura 3.27.
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Tempo | y(n) | Modelo |W|
0 21,7 | 11,62183 | 0,4644317

18 31,5 | 22,7648 0,277308
28 45,3 | 32,93208 | 0,2730225
48 57,5 | 67,80314 | 0,1791851
68 67,6 | 134,3173 | 0,9869429
78 90,7 | 184,6172 | 1,0354703

88 1448 | 248,1733 | 0,713904
98 230,1 | 324,5901 | 0,4106479

108 388,9 | 411,1715 | 0,057268
119 098.4 | 512,1252 | 0,1441758
128 714,6 | 593,4577 | 0,1695246
138 814,2 | 676,7903 | 0,1687665

Tabela 3.14: Comparacgao do terceiro modelo logistico com os dados reais
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Figura 3.26: Comparacao do terceiro modelo logistico com os dados reais
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Figura 3.27: Algumas projecoes do terceiro modelo logistico

A partir deste modelo concluimos que a populacao Teresinense se estabilizard por

volta de 2150, com uma populacao de aproximadamente 970 mil habitantes.
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Ano | Tempo | Modelo

2020 148 748,6841
2030 158 807,3328
2040 168 853,0303
2050 178 887,3796
2060 188 912,5075
2070 198 930,5271
2080 208 943,2654
2090 218 952,1793
2100 228 958,3728
2150 278 969,9795

Tabela 3.15: Algumas projegoes do terceiro modelo logistico

Comparando os trés modelos logisticos temos a figura 3.28.

Comparac¢do dos modelos logisticos

900 4
800 4
700 A
600 -
500 -
400 +
300
200 A
100 A

m— lodelo 1
Modelo 2
= Modelo 3

+ yin)

Figura 3.28: Comparacao dos trés modelos logisticos

Concluimos, por fim, os modelos da populacao de Teresina e o que mais se aproxi-

mou da realidade foi:
1355, 32

- 96, 1500332 | |

y(t)

3.2.2 Frota de carros de Teresina

Assim como no modelo exponencial assintotico, fizemos trés modelos e mostraremos

o que mais se aproximou da realidade.

f(n)

1) e montamos

Com a assintota f* = 380, 93 encontrada, calculamos o valor de
a tabela 3.16.

Plotando o grafico de fi(;fgn), encontramos a figura 3.29, que nos fornece que a =
0,2031 e b=0,1182.

Dai, temos que % = 4,92. Portanto, o modelo logistico para a frota de carros de

Teresina é:
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Tempo | f(n) | f* | [ =f(n)| #%5
0 69,4 | 380,93 | 311,5 |0,2227714
1 73,9 | 380,93 307,0 0,240693
2 77,8 | 380,93 303,1 0,2566555
3 82,3 | 380,93 298.6 0,2755918
4 88,7 | 380,93 2922 0,303528
) 97,6 | 380,93 283,3 0,3444746
6 107,3 | 380,93 273,6 0,3921353
7 118,6 | 380,93 262,3 0,4521023
8 131,7 | 380,93 249,2 0,5284275
9 143 | 380,93 237.9 0,6010171
10 155,1 | 380,93 225,8 0,6867998
11 166,1 | 380,93 214,8 0,7731694
12 174,77 | 380,93 206,2 0,8471124

Tabela 3.16: Céalculo do valor de f*f_(?gn) do modelo logistico da frota de automéveis
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Figura 3.29: Curva auxiliar do modelo logistico da frota de automoveis

380, 93
f(t) = 4,92¢-0.1182¢ ||

Comparando este modelo logistico com os dados reais temos a tabela 3.17 e a figura
3.30.

Fazendo os célculos para dados futuros, chegamos a tabela 3.18 e a figura 3.31:

Através do modelo encontrado, temos que a frota de carros de Teresina comeca a
se estabilizar por volta do ano 2080, com aproximadamente 380 mil carros.

Assim, concluimos a modelagem da populacao de Teresina e de sua frota de carros.
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Tempo | f(n) | Modelo \W|
0 69,4 | 64,3461 0,0728201
1 73,9 | 70,9167 | 0,0403689
2 77,8 | 77,9928 0,0024785
3 82,3 | 85,5801 0,039855
4 88,7 | 93,6771 0,0561122
5) 97,6 | 102,275 0,0479001
6 107,3 | 111,3562 | 0,0378021
7 118,6 | 120,8938 | 0,0193405
8 131,7 | 130,8518 | 0,0064406
9 143 | 141,1847 | 0,0126946
10 155,1 | 151,8381 0,021031
11 166,1 | 162,7497 | 0,0201705
12 174,77 | 173,8504 | 0,0048634

Tabela 3.17: Comparacao do modelo logistico com os dados reais
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Figura 3.30: Comparagao do modelo logistico com os dados reais
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Figura 3.31: Algumas projecoes do modelo logistico
3.3 Crescimento populacional x Frota de carros

De acordo com nossos calculos, o modelo da populacao é:
B 1355, 32
y(t) o 96, 15e—0,0332(130+t) 1 |
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Ano | Tempo | Modelo
2020 18 240,1701
2030 28 322,8955
2040 38 361,0309
2050 48 374,5983
2060 58 378,9657
2070 68 380,3254
2080 78 380,7444
2090 88 380,8731
2100 98 380,9125
2150 | 148 380,93

Tabela 3.18: Algumas projecoes do modelo logistico

E o da frota de carros é:

380, 93

ft) = 4,92¢-0.1182¢ ||

Observe que no modelo da populacao tivemos que fazer um ajuste na variavel tempo
(t), pois os dados utilizados nas modelagens ocorreram em épocas diferentes.
Fazendo a razao da frota de carros pela populacao, temos:

380,93
f(t) . 4,92¢—0,1182t 1]

y(t) = 1355,32

96715670,0332(130+t) +1

Através da tabela 3.19 podemos verificar o valor da razao em determinados tempos.
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Figura 3.32: Razao entre a frota de automoveis e a populagao

Observando a tabela 3.19 e a figura 3.32 podemos perceber que a frota de carros
estd crescendo. Veja que em 2002 a proporcao de carros pra populacao era de cerca
de 0,10, ou seja, um carro para 10 pessoas. Ja em 2014 esta mesma proporcao passou

para 0,23, ou seja, aproximadamente 1 carro para 4 pessoas. Neste periodo verificamos
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Ano | Tempo | Frota | Populagao | Frota/Populagao
2002 0 64,3462 | 593,4211 0,108433
2003 1 70,9167 | 604,5184 0,117311
2004 2 77,9928 | 615,6554 0,126683
2005 3 85,5801 | 626,8263 0,136529
2006 4 93,6771 | 638,0251 0,146824
2007 5 102,275 | 649,2456 0,157529
2008 6 111,3562 | 660,4818 0,168598
2009 7 120,8938 | 671,7274 0,179974
2010 8 130,8518 | 682,9763 0,191591
2011 9 141,1847 | 694,2223 0,203371
2012 10 151,8381 | 705,4591 0,215233
2013 11 162,7497 | 716,6807 0,227088
2014 12 173,8504 | 727,8808 0,238845
2020 18 240,1701 | 794,2954 0,302369
2025 23 287,5903 | 847,9847 0,339146
2030 28 322,8955 | 899,4847 0,358978
2035 33 346,4479 | 948,2664 0,365349
2040 38 361,0309 | 993,9251 0,363238

Tabela 3.19: Razao entre a frota de automoveis e a populacao

que a frota de carros aumentou bastante. Com o decorrer do tempo, a frota de carros

continua crescendo, a ponto de, por volta de 2040, chegar a ter 2 carros para 5 pessoas.

Teremos sérios problemas de transito até 14, pois serd muito carro para pouco espaco.

Se observarmos, de 2035 para 2040 a proporcao de frota/populagao diminuiu. Isto

ocorre devido nosso modelo ser um modelo logistico continuo e trabalharmos com um

limite de crescimento.






4 Conclusao

A modelagem matemética é uma das novas tendéncias de estudar matemaética e
torné-la mais atrativa para professores e educandos. Um dos grandes motivos para
que isto aconteca é o fato de que ela transforma problemas da realidade em problemas
matematicos, possibilitando resolvé-los interpretando suas solucoes na linguagem do
mundo real.

De acordo com nosso trabalho, percebemos que a populacao teresinense continua
crescendo, tendo como ponto de estabilidade o valor 1355,32 mil habitantes. Este valor
que encontramos condiz com a realidade, pois Teresina é uma cidade que esta crescendo
bastante e possui uma grande area para expansao.

A frota de carros estd aumentando a cada ano, seguindo um crescimento mais
acelerado que a populacao. Observe que a 12 anos atras tinhamos 1 carro para 10
habitantes, hoje, 1 carro para 4 habitantes. A tendéncia é aumentar, chegando ao
ponto estabilizar-se, pois nao teremos mais para onde crescer.

Com o desenvolvimento do trabalho, percebe-se que a modelagem discreta pode
ser aplicada a alunos do ensino basico, pois 0s mesmos ja possuem os pré-requisitos
necessarios. Para tanto, exige-se deles uma leitura matematica para poder compreender
e representar o problema proposto.

A modelagem matemaética possui um enorme leque de aprendizagem, tem recorrén-
cia, fungoes, equagoes, etc.. Além disso, ela pode ser aplicada em diversas areas, sem se
prender somente a problemas matematicos, como na informética, biologia e geografia.

A utilizacdo da modelagem para resolucao e compreensao de problemas, quando
utilizada como um método de ensino, tem diversas vantagens, como a utilizacao de
novas tecnologias; utilizagao de problemas reais dos alunos, despertando a curiosidade
e o interesse dos mesmos; os alunos se sentem mais familiarizados com a matematica e
passa a enxergé-la com outros olhos.

Sendo assim, utilizar a modelagem em sala de aula com nossos alunos é, de certa
forma, uma maneira de despertar o interesse deles, mostrando que a matematica é uma

ciéncia interessante e de grande utilidade.
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