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“O que € sucesso?

Rir muito e com frequéncia; ganhar o respeito
das pessoas inteligentes e o afeto das criancas;
merecer a consideragdo de criticos honestos e
suportar a traicdo de falsos amigos; apreciar a
beleza, encontrar o melhor, seja por uma
sauddvel crianga, um canteiro de jardim ou uma
redimida condi¢do social; saber que ao menos
uma vida respirou mais facil porque vocé viveu.
Isto € ter sucesso!”

(Ralph Waldo Emerson)



RESUMO

A matematica é uma area do conhecimento que se originou e desenvolveu-se nos problemas
que o homem encontra. Assim a esséncia da matematica € a resolucdo de problemas. Desta
forma para seu ensino é necessario que os alunos aprendam a ter criatividade e participagdo.
Nesse intuito os problemas de otimizacdo (assim como quaisquer outros problemas de
matematica) sdo fundamentais, pois permitem ao aluno colocar-se diante de questionamentos
e pensar por si proprios, possibilitando o exercicio do raciocinio 16gico e ndo apenas o uso
frequente de formulagdes pré-definidas. Este trabalho apresenta uma proposta de trabalho
com alguns problemas de otimizacdo em nivel de Ensino Médio e utilizando somente
ferramentas desta etapa do ensino bdsico aqui no Brasil. Iniciamos com uma breve
apresentacdo de ideais nos quais nosso trabalho se apoia. Tais ideais encontram-se nas atuais
propostas educacionais no ensino de matemdtica de nosso pais como os Parametros
Curriculares Nacionais. Em sequéncia faremos uma rdpida revisdo histdrica da origem dos
problemas de otimizagao apresentando alguns exemplos. Logo apds, daremos uma revisao em
alguns contetidos do Ensino Médio necessarios ao entendimento dos problemas de otimizacao
propostos a se trabalharem com alunos que ainda nd3o tiveram contato com o Célculo
Diferencial. Para cada problema proposto apresentaremos uma ou duas solugdes, sempre
fazendo observacdes a respeito do contetido utilizado e em que momento do ensino pode-se
trabalha-lo. Este trabalho pode fazer parte do material adotado em estudo preparatdrio para
situacdes futuras como resolu¢do de problemas cotidianos, concursos, vestibulares e

principalmente olimpiadas de matemdtica como a Olimpiada Brasileira de Matematica.

Palavras-chave: Resolucao de problemas. Otimiza¢do. Matematica no Ensino Médio.



ABSTRACT

Math is an area of knowledge that originated and developed in the problems that man finds.
Therefore the essence of mathematics is problem solving. In this way, it is necessary for
teaching students to learn to take creativity and participation. With this aim optimization
problems (as well as any other math problems) are fundamental as they enable the student to
put forth the questions and think for themselves, enabling the exercise of logical reasoning
and not just the frequent use of formulations pre-defined. This study presents a proposal to
work with some optimization problems in high school level and using only tools in this stage
of basic education in Brazil. We begin with a brief presentation of ideals to which our study is
based. Such ideals are in current educational proposals in mathematics teaching of our
country as the Parametros Curriculares Nacionais - PCNs. In sequence we will do a quick
historical review of the origin of optimization problems presented some examples. Soon after,
we'll review some content in high school needed to understand the problems of optimization
proposed to work with students who have not had contact with the Differential Calculus. For
each issue we present the proposed one or two solutions, always making comments about the
content used and at what time the school can work it. This work may be part of the material
adopted preparatory study for future situations like solving everyday problems, quizzes,

vestibular and especially math olympics as the Brazilian Mathematical Olympiad.

Keywords: Problem solving. Optimization. Mathematics in high school.
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1 INTRODUCAO

1.1 A proposta

O presente trabalho tem como objetivo principal propor uma adequacao e utilizacao no
Ensino Médio dos chamados problemas de otimizacdo ou problemas de determinagdo de
mdximos e minimos. Tais problemas sdao comumente vistos, em nivel de Brasil, apenas no
ensino superior € somente em cursos que contenham em sua grade curricular a tradicional
disciplina de cdlculo diferencial e integral. Tal disciplina oferece base referencial para a
compreensdo do desenvolvimento cientifico e tecnoldgico desde que foi desenvolvida por
Newton na Inglaterra e Leibniz na Alemanha, hé trezentos anos. No cdlculo diferencial as
solucdes dos problemas de otimizacdo utilizam-se de ferramentas especificas da prépria
disciplina (as derivadas), o que torna invidvel para alunos de Ensino Médio entendé-las antes

de conhecerem a disciplina.

Por outro lado, nos dias atuais faz-se necessario que professores busquem cada vez
mais formas de motivar os alunos a estudar. Esta necessidade torna-se mais forte no que diz
respeito ao estudo de Matematica, haja vista que muitos alunos ja t€ém pré-formado o conceito
de que estudar matemadtica € dificil. Dai, pretendemos neste trabalho descrever e defender a
ado¢ao de uma proposta que possa ajudar o aluno a desenvolver conceitos, procedimentos e
estratégias matematicas que permitam a ele desenvolver estudos posteriores e adquirir uma

formacao cientifica geral.

Com o intuito de iniciar a proposta deste trabalho levantamos as seguintes questdes:

1. Por que trabalhar problemas de otimiza¢do no Ensino Médio € algo novo?

2. Por que trabalhar resolugao destes tipos de problemas € importante?

3. E possivel resolver estes problemas com conhecimentos existentes na grade
curricular do Ensino Médio?

Para estas indagacdes podemos fazer os seguintes levantamentos:

Em nivel de Brasil, a primeira resposta pode ser verificada fazendo-se uma pesquisa
nos atuais livros didaticos adotados pelo MEC ou por instituicdes ndo governamentais do
ramo da educacdo. Neste trabalho nao detalharemos tal pesquisa. Citaremos aqui apenas uma
conclusdo geral acerca do que se pode dizer em relacdo aos problemas de otimizacdo e de

como estao trabalhados.

Os problemas de otimizacao encontrados nos livros analisados sdo de dois tipos:
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e (s puramente algébricos, restritos as situagdes que recaem em uma expressdo do
segundo grau, apresentando “solucdes modelos” condicionadas ao estudo dos pontos
de mdximos ou minimos de uma fun¢do quadratica.

¢ E os geométricos, na maioria envolvendo areas, que também recaem em um problema

de determinar pontos de maximos ou minimos de uma func¢ao quadratica.

Assim, torna-se claro que problemas de otimiza¢do sdo minimamente trabalhados no
Ensino Médio atual do Brasil, restringindo-se, quase que geral, ao de trabalhar situacdes que

recaiam em uma funcao do segundo grau.

Em nivel de exterior, consoante [11], podemos citar como exemplo Portugal, onde ha
muito tempo os problemas de otimizagdo surgiram nos manuais escolares. No entanto,
comentar tal pritica foge a nossa proposta, visto que, neste pais, estes problemas sao
resolvidos, maioritariamente, através do cdlculo da derivada de uma funcdo, conteddos 14

vistos no ensino secundério, uma denominagdo préxima a de Ensino Médio aqui no Brasil.

Quanto a segunda pergunta, afirmamos que, em nossa perspectiva, problemas que
busquem um resultado “dtimo”, isto €, os problemas de otimizacdo, podem vir a ser mais um
instrumento motivador para que alunos do Ensino Médio se interessem por matematica. Um
ponto forte disto sdo os proprios problemas, que na maioria das vezes, deixam
questionamentos que dificilmente venham a ser ignorados ou esquecidos de imediato pelo
aluno. Isto é, na mente do aluno, mesmo que na nao obtencdo da resposta, os problemas de
otimizacdo podem deixar uma vontade de pensar um pouco mais. Por exemplo, falar de
maximizar lucros ou minimizar despesas sempre desperta interesse, ndo somente nos alunos,

mas em muitas pessoas.
Como ja dizia Polya (2006, p. v):

O problema pode ser modesto, mas se ele desafiar a curiosidade e
puser em jogo as faculdades inventivas, quem o resolver por seus proprios
meios, experimentard a tensdo e gozara o triunfo da descoberta.

Por outro lado os problemas de médximos e minimos necessitam de uma base pré-
trabalhada e por isso, constituem uma forma de manter o aluno preso no enfoque do conteido
estudado. Outra vantagem € que o estudo deste tema poderd ser feito evitando o tradicional
padrdo de ensino “defini¢do — exemplos — exercicios” e em vez disso, consoante [2] (p.81)
«

. a aprendizagem de um novo conceito matemadtico dar-se pela apresentacdo de uma

situagc@o-problema ao aluno”.
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A forma de apresentacdo de uma resoluciao de um destes problemas dificilmente se dar
de maneira isolada e sim num conjunto de ideias, o que garante enriquecer e transformar essas

ideias numa forma de estimular e ajudar a desenvolver no aluno o seu raciocinio 16gico.

Ainda em conformidade com [2] (p.81), neste caso cabe ao aluno resgatar todo o
conhecimento adquirido e adequé-lo a situagdo, cabendo ao professor, no inicio do processo,

mediar os contetidos a serem lembrados.

Ou seja, trabalhar problemas de otimizagdo, que, em nossas perspectivas, sao do tipo
que desafiam a curiosidade e a capacidade do raciocinio, pode ser uma forma de aumentar o
interesse pela aprendizagem em matematica.

E notdvel ainda que os problemas de médximos e minimos sempre abordam o
desenvolvimento das habilidades' e competéncias” previstas pelos Parimetros Curriculares
Nacionais [3]. Entre essas habilidades e competéncias estdo as seguintes:

¢ [dentificar o problema (compreender enunciados, formular questdes etc.)

¢ Procurar, selecionar e interpretar informagdes relativas ao problema.

¢ Selecionar estratégias de resolucao de problemas.

¢ Aplicar conhecimentos e métodos matematicos em situagdes reais, em especial em

outras areas do conhecimento.

Nos Parametros Curriculares Nacionais, a aplicagdo da matemadtica e a resolucao de

problemas tém lugar de destaque.

Nao somente em Matemadtica ... a resolucdo de problemas € uma importante
estratégia de ensino. Os alunos, confrontados com situagdes-problema novas,
mas compativeis com o0s instrumentos que jd possuem ou que possam
adquirir no processo, aprendem a desenvolver estratégia de enfrentamento,
planejando etapas, estabelecendo relagdes, verificando regularidades,
fazendo uso dos préprios erros cometidos para buscar novas alternativas;
adquirem espirito de pesquisa, aprendendo a consultar, a experimentar, a
organizar dados, a sistematizar resultados, a validar solucdes; desenvolvem
sua capacidade de raciocinio, adquirem autoconfianca e sentido de
responsabilidade; e, finalmente, ampliam sua autonomia e capacidade de
comunicagio e de argumentag@o. ([3], p.52).

Segundo [4]

'"Habilidades se ligam a atributos relacionados ndo apenas ao saber-conhecer mas ao saber-fazer, saber
conviver e ao saber-ser.

*Competéncias se constituem num conjunto de conhecimentos, atitudes, capacidades e aptiddes que
habilitam alguém para varios desempenhos da vida.
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Outra pergunta que também pode surgir refere-se ao grau de dificuldade encontrado na
solucdo destes problemas: poderd ser ele muito elevado para alunos do Ensino Médio? A
resposta favorece a proposta, visto que problemas que alcancem um nivel de solu¢do mais
elevado s@o propostos todos os anos nas mais diversas olimpiadas de matematica aplicadas a
alunos de Ensino Médio. Assim, com maior razdo, tais problemas servirdo ainda de base
preparatéria para provas que requerem a utilizacdo de solucdes mais elegantes e bem
elaboradas, como as que comumente aparecem em olimpiadas de matemdtica como a

Olimpiada Brasileira de Matematica.

Por fim, ainda com base nos Parametros Curriculares Nacionais [3]

113

. cabe a Matemdtica do Ensino Médio apresentar ao aluno o
conhecimento de novas informagdes e instrumentos necessdrios para que
seja possivel a ele continuar aprendendo”.(1997, p.41)

Antes de responder a terceira pergunta daremos mais algumas informagdes sobre

problemas de otimizagao.
1.2 Um pouco de histéria

Assim como em outras dreas da matemadtica, os problemas de otimizagdo tiveram suas
origens nas aplicacdoes. Pode-se constatar que a histéria dos principais resultados de
otimizacdo € muito curta. Logo ndo € preciso voltar muitos anos para encontrar as aplicagdes

que incentivaram o seu desenvolvimento.

E notével que os problemas de otimizagdo sdo tdo naturais no contexto real, o da
matemadtica. Durante milhares de anos, matemadticos buscavam resolver sistemas de equacdes
para melhorar observacdes astrondmicas na babilonia, para identificar precos no mercado de
comida chinés, para obter a posicdo e velocidade de objetos, etc. A solu¢do deste tipo de
problema contribuiu para o crescimento de algumas dreas da matemadtica, como podemos
citar, por exemplo, a dlgebra e a teoria dos ndmeros. No entanto, a resolu¢do de inequagdes
aparenta ter ficado a margem dos interesses dos mateméticos da época quando comparada
com a resolu¢do de equagdes. Podemos citar pouquissimos casos, isolados, de matemaéticos
que fizeram uso de tal ferramenta. Podemos citar Fourier (1768-1830), que introduziu
inequagdes em mecanica e que relacionou equilibrio mecanico com um tipo de
multiplicadores introduzidos por Lagrange (1736-1813) para equacdes. Dentre outros,
também Farkas (1847-1930) aplicou inequagdes a mecanica, € Minkowski (1864-1909)

também as usou no seu Geometria de Numeros.
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Mas, resultados que se podem considerar hoje como inspiradores do desenvolvimento
deste ramo da matemadtica, s6 vieram surgir no século XX, por volta do final da década de 30

e inicio da década de 40.

Por concordancia com a proposta deste trabalho, nos restringiremos a citar

acontecimentos anteriores a descoberta do calculo.
Dentre os episddios da histéria podemos destacar os seguintes:

¢ Antiguidade: resolugcdo de problemas relacionados a estudos geométricos;

o 300 A. C.: Euclides considerou a minima distancia entre um ponto e
uma linha e provou que o quadrado possui a maior 4rea entre
retangulos dado o perimetro;

o 100 A. C.: Heron provou que a luz viaja entre dois pontos através da

rota com o menor comprimento quando refletida de um espelho;

e Século XVI e XVII: antes do célculo diferencial ndo houve uma grande evolugdo na
otimizacao.
o 1615: Kepler descobriu as dimensdes 6timas de um barril de vinho.
o 1638: Galileu investigou o problema de uma ponte suspensa, mas sem
sucesso.
o 1646: Fermat mostrou que em um ponto extremo o gradiente € anulado.
o 1660: Newton e Leibniz (1670?) elaboraram a analise matematica

baseada no calculo diferencial.
1.3 Alguns problemas de otimizacao antigos

Destacaremos aqui alguns problemas de otimiza¢cdo que foram solucionados ao longo
da histéria da matemaética. Alguns dos problemas apontados sdo de dificil contextualidade
com os contetdos adotados no Ensino Médio atual, e, além disso, a maioria das solu¢des eram
dadas por formulagdes extensas e com bases pré-determinadas, por isso apresentaremos aqui,
no geral, apenas os problemas da época citada, emitindo portanto, suas solucdes. Ressaltamos
ainda que alguns destes problemas poderdo estar entre os exemplos que serdo resolvidos neste
trabalho. Neste ponto do trabalho, nosso principal intuito € mostrar que os problemas de
otimizacdo surgiram muito antes do desenvolvimento do calculo. Além disso, vale mencionar

que o surgimento do cdlculo diferencial tacilitou a solu¢do dos problemas de otimizacdo. No



18

entanto, como € objetivo principal deste trabalho propor a solugdo destes problemas sem uso

de tal recurso, as solucdes utilizando cdlculo diferencial também serdo omitidas.
1.3.1 Problema 1: Problema de Dido

Este € um problema com histdria, e que surge de uma lenda que é conhecida por nés
através de um poema épico latino presente na obra “A Eneida” (Aeneis em latim) escrito por

um dos maiores poetas da Roma antiga, Publius Virgilius Maro, no século I a. C..

Dido era uma rainha da cidade fenicia de Tiro (atual Libano). Dido deixara a cidade,
depois do irmdo ter assassinado o seu marido, com destino a baia da Tunisia, no

Mediterraneo.

Figura 1- Problema de Dido

Fonte — Disponivel em http://ztfnews.wordpress.com/2014/02/26/marlowe-dido-y-el-problema-isoperimetrico/

Dido quando chegou decidiu comprar a terra ao seu patrono, o Rei Jarbas, para que ela
e seu povo pudessem instalar-se, pagando-lhe uma quantia em dinheiro, por uma quantidade

de terra que se conseguisse cercar com uma pele de boi.

Para obter a maior quantidade de terra possivel, Dido cortou a pele de boi em tiras
finas, como mostra uma tela do século VII, na figura 1, e dispds estas tiras de modo a formar
um semicirculo. Fundou assim a cidade de Cartago (que se situa ao lado da atual cidade de

Tunes na Tunisia).
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Muitos pesquisadores sdo da opinido que este problema de drea mdxima conservando
o perimetro, denominado Problema de Dido ou Problema isoperimétrico, foi o primeiro a ser
discutido em literatura cientifica, pelas propriedades isoperimétricas do circulo, pois de todas

as figuras planas com o mesmo perimetro € o que limita a maior area.
1.3.2 Problema 2: Problema de Heron de Alexandria

Deve-se a Heron de Alexandria (10 D.C.-70 D.C.) outro problema, que surge alguns

séculos mais tarde, mas desta vez com o objetivo de encontrar um minimo.

Figura 2 — Problema de Heron

d

P

Fonte — Elaborada pelo autor

“Dados dois pontos A e B, coplanares com uma reta d, e ambos do mesmo lado da
reta, determinar um ponto P, da reta, tal que a soma das distdncias de A a P e de P a B seja

minima.”

Com base nos exemplos citados acima, a terceira pergunta pode ter resposta
afirmativa, visto que, como vimos alguns problemas de otimizacdo ja eram propostos e
solucionados muito antes do surgimento do cdlculo. Mais exemplos podem ser encontrados

em [1].

Resta-nos, agora, mostrar que solu¢des de problemas deste tipo podem ser feitas a

partir de conhecimentos adquiridos no proprio Ensino Médio. Para isso apresentaremos a

(N

seguir alguns problemas de otimizagdo com suas respectivas solu¢des. Mas, antes disso,
necessdrio nos fundamentarmos em algumas bases que facilitardo a compreensao das solucdes

que serdo apresentadas.
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2 FUNDAMENTACAO TEORICA - CONTEUDOS PREVIOS A SEREM REVISADOS
Traremos aqui contetidos pré-requisitos para que o leitor compreenda o nosso trabalho.

2.1 Toépicos de algebra

2.1.1 Desigualdades

Se a e b sdo os numeros reais, a afirmagdo de que a é maior que b significa que a — b
€ positivo, e isso pode ser escrito de varias formas equivalentes:
a>b,a—b>0b<aoub-—a<0.
De forma similar, a afirma¢do de que a é maior do que ou igual a b significa que

a — b € positivo ou zero, e podemos escrever
a=>b,a—b=20b<aoub—-—a<0.
Alguns resultados importantes:
Se a, b, ¢, d e k sdo nimeros reais positivos satisfazendo a = b e ¢ > d, entao:

a) a+c>b+deac > bd;
b) a+k=b+keak = bk;
c) c+k>d+keck>dk;
d) x% > 0, para todo x real;

e) Sec>ded > fentioc > f;
2.1.2 Condicao de existéncia de uma raiz quadrada:
Va existe se,e somente se,a =0
2.1.3 Quadrado da soma de 3 termos
(a+b+c)?=a?+b%+c?+2ab+ 2ac + 2bc
2.1.4 Solucao de uma equaciao do 2° grau.

Dada a equacdo ax? + bx + ¢ = 0, com a, b, ceR, a # 0, temos que

b Vb?%—4ac

=——+
x 2a 2a

2.1.5 Resolucao de um sistema de equacoes de 2 incognitas
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Para resolver um sistema com duas incdgnitas, uma das formas mais comuns € isolar,
numa das equagdes, um termo ou varidvel que apareca nas duas equagdes, € substituir na

outra, a fim de obter uma nova equag¢do com apenas uma variavel.
Exemplo: Resolver o sistema

{x+y=2
x2+2y=4

Solu¢do: Tomemos na primeira equagao o valor de y, isto é, y = 2 — x.

Substituindo esse resultado na segunda equacao obtemos:
x’+2Q2—-x)=4ox*-2x=0x=00ux=2

Assimteremos x = 0ey =2o0u x =2ey = 0.

2.1.6 A desigualdade entre as médias aritmética e geométrica: MA > MG

Denotemos por MA e MG, respectivamente, as médias aritmética e geométrica dos
nimeros positivos a,, s, ..., a,, definidas por

_a1+a2 ++ aTl

MA
n
€
MG ="/a, a;- ... ay.
Entdo MA > MG, com a igualdade ocorrendo se, € somente se, a; = a, = - = ay

Demonstra¢ao: Vamos nos restringir aos casos emquen = 2en = 3.
Casol:n =2

Basta tomarmos a desigualdade (\/E — \/;)2 > 0.

De fato

Vai—-y) ' 20 x—2/ay+y=0 @gzx/x_y-

Assim

a, +a,

s > ./aq.a,
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Caso2:n=3

Podemos supor sem perda de generalidade que a; < a, < a;

Seja MG = %/a, - a, - as. Entdo a; < MG < as.

aias

Apliquemos o resultado do casoem quen =2 aa, e ﬁ, isto é:
a,as
a, + [@a;-a MG)3
MG2 123=( )=MG(=>
2 MG MG
+ 225 4 MG > 3MG I
a MG = )]
Por outro lado
a,as 1
isto €,
a,as a,as
a1+a32MG+ MG =4 a1+a2+a32a2+ + MG (II)
Logo, de (I) e (II) resulta que

a,+a, + as a,+a, + as

a1+a2+a3 2 3MG @T>MG @TZ 3ﬂa1'a2'a3,
ou seja MA = MG.

Observacao: O raciocinio utilizado acima pode ser usado na demonstra¢ao para um n
qualquer, através do processo de indu¢do matemadtica. Mais detalhes podem ser encontrados

em [8].
2.2 Topicos de geometria plana, espacial e analitica.

2.2.1 Retangulo



2.2.2 Triangulo

Foérmula de Heron:

Area do triangulo = \/p(p —a)(p—Db)(p—c),ondep =

Férmula trigonométrica:

Area do triangulo =

Figura 3 — Retingulo de dimensdes a por b.

a

b

Fonte — Elaborada pelo autor.

Area do retangulo = a-b

Perimetro do retangulo = 2a + 2b

Figura 4 - Tridngulo de lados medindo a, b e c.

C

(o

Fonte — Elaborada pelo autor.

Perimetro=a+ b + ¢

absenC bcsenA acsenB

2 2

2.2.3 Desigualdade triangular

23

Em todo triangulo, cada lado tem comprimento menor que a soma dos comprimentos

dos outros dois lados. (ver figura 4)

a<b+c

b<a+c

2.2.4 Teorema do angulo externo

c<a+b
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i.  Em todo tridngulo, cada angulo externo € igual a soma dos internos nao adjacentes:
éC=A+B
ii. Em todo tridngulo, cada angulo externo € maior que cada um dos internos nao

adjacentes: 6C > A e éC > B.

Figura 5 — Teorema do angulo externo

A

éC
B C

Fonte — Elaborada pelo autor.

2.2.5 Circulo e circunferéncia

Figura 6 — Circulo de raio r

Fonte — Elaborada pelo autor.

Area do circulo = nr?
Comprimento da circunferéncia = 2nr

2.2.6 Setor circular

Figura 7 — Setor circular de raio r e angulo 6.

~

)

Fonte — Elaborada pelo autor.
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Sendo k a fracdo que o setor representa do circulo entdo:
Area do setor =k - (Area do circulo) =k-nmr?

Se a medida do angulo @ estiver em radianos entao:

Area do setor = —r2.

Perimetro do setor = 2r + k(2nr).

2.2.7 Relacao entre secante e tangente a um circulo por um ponto

Figura 8 — Segmentos tangente e secante a um circulo por um ponto.

Fonte — Elaborada pelo autor.

O quadrado da medida do segmento tangente é igual ao produto da medida do
segmento secante pela medida de sua parte externa:

(PQ)? = PS - PR
2.2.8 Angulos inscritos em um circulo

Angulo inscrito: é o angulo inscrito que possui seu vértice localizado em qualquer

ponto da circunferéncia e seus lados sejam cordas da circunferéncia.

Figura 9 — Angulo inscrito numa circunferéncia.

Fonte — Elaborada pelo autor.

Propriedade: Se dois ou mais angulos inscritos determinam mesma corda eles sdo

congruentes.



Figura 10 - Angulos inscritos determinando mesmo arco.

Fonte — Elaborada pelo autor.

a=p

2.2.9 Paralelepipedo.

Figura 11 - Paralelepipedo de dimensdes a, b e c.

[EOR AP S

o e s o e L«,“““WW“
&

ﬁgr-*‘* @f 5}

Fonte — Elaborada nelo autor.

Volume do paralelepipedo = abc

Area lateral do paralelepipedo = 2ab + 2bc + 2ac

2.2.10 Cilindro

Figura 12 — Cilindro de raio r e altura h.

=

Fonte — Elaborada pelo autor.

Volume do cilindro = ntr?h
Area lateral do cilindro = 2nrh + 2mr?

2.2.11 Triangulo retangulo

26
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Figura 13 — Tridngulo retangulo de catetos a e b e hipotenusa c.

Fonte — Elaborada pelo autor.

Teorema de Pitagoras: c? = a? + b?

(se

Razdes trigonométricas: 4 cos a

S
S
I

Il

tg a

2.2.12 Distancia entre dois pontos e equacao de uma reta por dois pontos no plano

Dados dos pontos A(xXp,ya) € B(Xg, yg) no plano Oxy entdo a distancia entre A e B é dada

por

\/(xA —xg)%* + (ya — yp)*.

Além disso a equacgdo da reta que passa por esses dois pontos pode ser obtida por

Y—=Ya X7 Xa

Ya—Ys Xa—Xp

2.3 Tépicos de trigonometria
2.3.1 Relacao fundamental da trigonometria
sena + sen’a =1

2.3.2 Lei dos cossenos



Figura 14 — Triangulo ABC.

C

c

Fonte — Elaborada pelo autor.

a? = b%2 + c? — 2bc - cosA
b%? = a? + ¢% — 2ac - cosB

c?2=a?+ b%—-2ab-cosC
2.3.3 Seno da soma de dois arcos

sen(a + b) = sena - cosb + senb - cosa

2.3.4 Tangente da diferenca de dois arcos

tga—tgp
l+tga-tgp

tg(a —p) =
2.3.5 Funcgoes trigonométricas

2.3.5.1 Funcao f(x) = senx:

Figura 15 — Gréfico da fungdo seno.

sin(x) a

Fonte — Elaborada pelo autor.

O dominio da fun¢éo é todo o conjunto R, € a imagem da funcdo é [—1,1].

2.3.5.2 Funcao f(x) = cos x:



Figura 16 - Gréfico da funcio cosseno.

cos(x) p

Y

Fonte — Elaborada pelo autor.

O dominio da fungdo € todo o conjunto R, e a imagem da funcdo é [—1,1];

2.3.5.3 Funcao f(x) = tanx:

Figura 17 - Gréfico da funcdo tangente.

tan(x)

Fonte — Elaborada pelo autor.

O dominio da fungdo é R \{g — km, keZ}, e aimagem da fungdo € todo o conjunto R.

29
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3 PROBLEMAS DE OTIMIZACAO

3.1 Definicao:

Considere uma funcédo f : D — R. Um problema € de otimizacdo quando pode ser escrito na

seguinte forma:

Minimizar ou maximizar f (x)
Sujeitoax € D
onde D € R"

Ressalto aqui que a maioria dos problemas podem ser tratados e resolvidos sem a necessidade

de formular tal funcao.
3.2 Alguns Problemas de Otimizacao que podem ser trabalhados no Ensino Médio.

Aqui apresentaremos alguns problemas e suas solucdes sempre destacando o contetido
base (0 que vai propiciar ao leitor saber em que momento pode-se propor ao aluno resolvé-lo)

e apresentando sugestdes de como melhor trabalhd-los no Ensino Médio.
Problema 1: Encontrar o valor de x que torna minima a expressio x% + 8x + 23.
Solucio: Completando o quadrado temos
x24+8x+23=(x+4)?*+7 >7

desde que
(x+4)?>0.
Entdo o valor minimo da expressdo é 7 = 0 + 7, ocorrendo quando (x + 4)? = 0, isto &,

x+4=0e,assimx = —4.

Observacao: Este tipo de problema pode ser tomado como ponto de partida para
trabalhar os problemas de otimizacdo. E claro que uma situacio problema que recaia numa
expressdo como esta seria o mais ideal. Quanto ao raciocinio utilizado sugerimos deixar
opcional ao aluno utilizd-lo ou aplicar o conhecimento adquirido no estudo da funcado
quadratica, mas sempre reforcando a ideia de que este raciocinio o prepara para situagcdes que

exijam outro conhecimento.
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Problema 2: Paladino quer cercar um terreno de forma retangular, e para isso dispdes de uma

cerca de 40 m. Qual € o maior valor da drea que nosso her6i pode cercar?

Solucao: Sejam a e b os lados de retangulo conforme figura abaixo.

Figura 18 - Retangulo de dimensdes a por b.

b

Fonte — Elaborada pelo autor.

Como o perimetro da cerca é 40, devemos ter 2a + 2b = 40 & a + b = 20. Logo, usando

MA = MG, temos

a+b
10 = > >+Vab = ab < 100.

Logo a drea maxima a ser atingida é de 100 m? e ocorre quando a = b = 10 m.

Observacao: Este problema é ideal para iniciar o trabalho com a aplicacdo da
desigualdade MA > MG. Cabe lembrar que ndo estd descartada a possibilidade do aluno

resolver utilizando a forma mostrada a seguir:
Se A € o valor da drea entao
A=ab=a(20 —a) = —a?+ 20a = 100 — (a — 10)? < 100

desde que
—(a—10)*<0.

Entdo o valor mdximo da expressdo é 100 = 100 — 0, ocorrendo quando (a — 10)? = 0, isto
é, a—10=0e, assim a = 10, e por conseguinte obtem-se b = 10. O aluno também pode

querer recorrer a expressdo que nos dar o valor da abcissa do vértice da pardbola,

)

a—m—lo.

Notadamente as duas dltimas opc¢des ficam abertas se o contexto a ser adotado for

aberto, isto €, ndo exija uma solucao utilizando a desigualdade MA > MG.
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Problema 3: Para x > 0, encontre o menor valor de

16
5x + —+ 21.
X

Solucido: Como x > 0, entdo todas as parcelas desta soma sdo positivas e tem produto
constante. Além disso, desconsiderando a constante 21 ainda temos a mesma conclusdo para

as parcelas restantes. Logo podemos utilizar a desigualdade MA = MG, obtendo:

16
5x + — 16
—* > [5x-— =445
2 X
Isto é,
5x + 7 > 8v5
A igualdade ocorre quando
16, 16 45
Sx=—x‘'=— o x=—
X 5 5

Portanto

16
5x+7+2128\/§+21

isto é, o valor minimo é 21 + 8+/5.

Observacdao: Um questionamento plausivel seria o porqué de nao utilizar a
desigualdade das médias para as trés parcelas. Os alunos que ndo perceberem a resposta

devem ser levados a notarem que, em tal caso, a igualdade estaria condicionada ao sistema

16
5x =—=21
X

que, notadamente, ndo possui solugao.
Outra solucao: Escrevendo

16
5x+7+21=r (D

temos

5x2+ (21 —r)x+ 16 = 0.
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Resolvendo esta tltima equacdo em x obtemos

21 —1r Vr2 —42r +121
x = +
10 10

Assim x existe se r2 — 42r +121 >0

Logor >21+8V5our <21 —8v5.

Mas por (1), r > 21 e, portanto a desigualdade que nos interessa é r > 21 + 8v/5, isto é, o

valor minimo da expressido é 21 + 8v/5.

Observacao: Destacamos aqui que a segunda solugdo, apesar de utilizar a equagdo do
segundo grau, ndo se detém num estudo de func¢do quadratica. Buscar condicdes vdlidas sobre
os elementos estudados (no caso o radicando) foi o que fizemos e, este ¢ um caminho que

sempre podemos tentar segui-lo na resolucdo de problemas de otimizagao.

Problema 4: Para todo nimero x  positivo, minimize a  expressao

24
6x + "
X

Solucdo: Escrevendo
24 24
6x+x—2= 3x+?>x+x—2 (2)

podemos utilizar a desigualdade MA > MG, visto que sendo x > 0, todas as parcelas serdo

positivas. Assim, obtemos que

3x+3x+32C—42L 3

24
3 > [3x-3x- o 6
isto €,
24
3x+3x+—5=18.
x
Além disso, pela desigualdade MA > MG, a igualdade ocorre se, e somente se,

_ 24

3x=3x—ﬁ

ou sejax = 2.



34

Observacao: Aqui novamente chamamos atencdo para o fato de utilizarmos a
desigualdade das médias sempre que pudermos trabalhar com parcelas de soma ou produto

constante. Daf a escolha de escrever (2).

Problema 5: De todos os tridngulos com perimetro dado, mostre que o tridngulo equilatero €

0 que possui maior drea.

Soluc¢ao: Dado um tridngulo ABC com lados medindo a, b e c e perimetro fixado

2p=a+b+c.

Figura 19 — Tridngulo de dimensdes a, b e c.

C

Fonte — Elaborada pelo autor.

Assim, a drea S desse triangulo, usando a férmula de Heron € dada por

S=yr - -b@-0)
Como p é constante, entdo S é maxima quando o produto (p — a)(p — b)(p — ¢) é maximo.

Usando a desigualdade MG < MA temos que

p-a)+(p—-b)+(p—c) 3p—(a+b+c) 3p—2p
3 B 3 3

Vo-a@-bp-c <

Isto €,

3

p-a)lp-bp-o =< (g) (valor maximo).

Assim 4 drea maxima €
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Além disso, pela desigualdade MG < M A, a igualdade ocorre se, e somente se,
p—a=p—b=p-—c,istoé,a=>b = c, ou seja, quando o tridngulo é equilatero.

Observacao: O raciocinio utilizado nesta solu¢do ndo se limita apenas a aplica¢do da
desigualdade MG < MA. A quantidade de contetidos utilizados enriquece esta solugdo. Ha
uma grande variedade de passos que foram seguidos, todos interligados pelo objetivo geral do
problema. Logo, este problema servird de base para outros problemas semelhantes ou para

capacitar o aluno para situacdes futuras no ramo da matematica.

Problema 6: Entre todos os triangulos ABC tendo um determinado angulo A e uma

determinada area S, qual tem perimetro minimo?

Solu¢do: Denotemos por x,y e z os comprimentos dos lados de AB, AC, BC,

respectivamente, e 6 a medida do angulo A.

Figura 20 — Tridngulo de dimensdes x,y e z e angulo 6.

@y«* ,
Ao AN
B

&8

Fonte — Elaborada pelo autor.

Entdo a drea S e o perimetro P sdo dados por

1
S = Exy senf

e P = x + y + z ou ainda, utilizando a lei dos cossenos

z? = x% + y? — 2xycos0, resulta que

P=x+y++/x%2+y2—2xycoss, (1
Agora, note que 6 e S sdo constantes, de modo que o produto

B 2S
xy_sené?

também € uma constante.



36

Logo, pela desigualdade MA > MG, temos que x +y = 2,/xy, e a igualdade ocorre se, e

somente se, x = Y. Isto é, x + y é minimo se x = y.

Como x2y? também é uma constante, temos que x2 + y? é minimo apenas se x> = y% =
x = y. Observando a equagdo final (1), temos que, desde que o termo 2xycosf é uma

constante, P ¢ minimo também no caso x = y.

Portanto, a solucao do Problema acima € requerer que x = Yy, isto é AB = AC, tornando o

triangulo ABC isésceles.

Observacao: Esta resolucdo se baseia nos conhecimentos bdsicos de trigonometria
(férmula trigonométrica da drea de um tridngulo e lei dos cossenos) e da desigualdade
MA = MG. Os dois primeiros sdo trabalhados a partir da série final do Ensino fundamental,
nao sendo, portanto, uma dificuldade representativa que possa surgir ao trabalhar este
problema com alunos destas séries. No entanto torna-se necessdrio, antes de propor tal
problema, trabalhar com as médias e suas desigualdades, ou particularmente, s6 com a

desigualdade MA > MG, o que para esse propdsito basta prové-la para dois termos.
Problema 7: Determinar a drea maxima de um setor circular com perimetro fixado.

Solucio: Inicialmente vamos compreender o problema. Um setor circular tem um
perimetro constituido por dois raios e por um arco de circulo que liga os pontos de
extremidade dos raios. Por exemplo, comparemos as dreas de trés sectores, cada um com
perimetro p = 100 e Angulos centrais 45°, 90 ° e 180 °, respectivamente. Estes sdo setores que
correspondem a um oitavo do circulo, um quarto do circulo e um semicirculo,
respectivamente. Cada vez que os angulos aumentam, os raios se tornam mais curtos, porque

mais do perimetro fixo estd no arco.

i) Alguns estudantes (e professores) t€m uma aversao a trabalhar com radianos. Para estes, a

abordagem poderia ser como se segue:

Seja k a fracdo de um circulo representado pelo setor, onde 0 < k < 1.
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Figura 21 - Setor circular de raio r fragdo k do circulo.

r

Fonte — Elaborada pelo autor.

O perimetro € uma constante e podemos representa-lo como duas vezes o raio, mais a fracao
da circunferéncia, isto €,

p =2r + k(Q2nr)

Logo
_ p
2+ 2km
e
p—2r
~ 2nr

Note que a area do sector pode ser formada quer como uma funcao de r, ou uma funcao de k,
dependendo da substitui¢do de r ou k na equacdo de perimetro. Qualquer uma delas pode ser

usada pra finalizar o problema.

Temos que

Area = knr?

a) Se tomarmos k teremos

. p —2r p
Areaq) = ( 2mr )an - (5_ r)r

E, utilizando a desigualdade MG < MA, obtemos

p_
gt
Assim

2
Area(r) < (g) (&rea maxima),

Com a igualdade ocorrendo se, e somente se,



isto é,

b) Se tomarmos r teremos

: P\ p
A =k (—=—) =k .
reagy = kr (53 5) = ke (4 T 8k + 4k27r2>

Dividindo o numerador e o denominador por krm, obtemos

2
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Area(k) = 4p—
T + 8 + 4k
s
Agora, basta notar que Area(k)é maxima quando a expressao
4
—+ 8+ 4km
km

¢ minima. Além disso, note que esta soma tem produto constante, logo podemos utilizar a

desigualdade MA = MG nas parcelas das extremidades obtendo

% + 4km 4
- > [— =
> = = 4km =4 (%)

isto €,
4
—+4kmr > 8
km
€ assim
4
—+ 8+ 4km = 16.
km
Portanto
2 2 2
Area(k) = 4}9— < % = (g) (4&rea maxima).
T + 8 + 4km

Além  disso, a  igualdade em () ocorre se, e somente

se,
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4—4k k=
= Te k=

€ assim

r="
4

ii) Se quisermos trabalhar com radianos podemos proceder da seguinte forma:

Seja 8rad o angulo central do setor circular de raio r e perimetro fixado

p=2r+ 0r. (x)

Figura 22 - Setor circular de raio r e angulo 6.

r

Fonte — Elaborada pelo autor.

Entao
Area = 272
rea =’
Da igualdade (*) obtemos
__P
2+6
e
- 2r
g=L"""
r

Agora, procedendo como no caso anterior, podemos obter Area com uma funcdo de r ou de

0.

a) Se tomarmos 6 teremos
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E, utilizando a desigualdade MG < MA, obtemos

p_
2 - 2 4
Assim
2
Area(r) < (%) (&rea maxima),

com a igualdade ocorrendo se, e somente se,

B—r=r

2
isto €,

p

=—ef0=2rad
r 2 e ra

b) Se tomarmos r teremos
sreco =5(5) =5(7v4p
rteO=3Gre) T2\at40+02

Dividindo o numerador e o denominador por €, obtemos

2

. 1 p
Area(g) = E 4— .
] +4+0
Agora, basta  notar que Area(g) ¢ maxima quando a  expressao
x +4+6
0

¢ minima. Além disso, note que esta soma tem produto constante, logo podemos utilizar a

desigualdade MA = MG nas parcelas das extremidades obtendo

+6
TZ 0 =2 (%

SIS
YIS

isto é,
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4 +46 = 4
7]
€ assim
4
2 +4+ 40 = 8.
Portanto
, 1 2 1 (p? 2
Areagg) = 5 4}9— < 5(%) = (g) (area maxima).
] +4+0
Além disso, a igualdade em (*) ocorre se, e somente se,
4 0=0=2
—_ = = =
6
€ assim

Observacdo: Ambas as solucdes servem para fortificar o argumento de que a
desigualdade entre as médias aritmética e geométrica € uma ferramenta excelente, e deve ser
sempre tomada como uma das sugestdes na hora de resolver um problema de otimizacao.
Uma boa ideia seria escolher uma situacdo com valores reais dados para as medidas do raio e

do arco. Isto pode tornar o problema ainda mais acessivel ao aluno e/ou professor.

Problema 8: Um quadro estd pendurado numa parede num ponto acima do nivel dos olhos de
um observador. Quao longe da imagem deve ficar o observador para maximizar o angulo de
observacao, isto €, o angulo subtendido no olho do observador pela parte superior e inferior da

imagem?

Solucido: Suponha um quadro de altura m pendurado numa parede a uma altura p, e
um observador, cujo olho estar a uma altura h (h < p), e que o enxerga sob um angulo 6, que
varia de acordo com a distancia d entre o observador e a base da parede, conforme a figura

23. Queremos determinar a distancia d para que o angulo de visdo 6 seja maximo.
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Figura 23 - Observador visualizando quadro na parede sob angulo o.

AT

/ 1
/ A=

d

Fonte — Elaborada pelo autor.

O observador ver o quadro sob o angulo 8 = a — 8, onde a e § sdo os angulos entre a
horizontal a altura do observador e os segmentos que ligam ao topo e a base do quadro,

respectivamente. Logo temos que

tga—tgp
l1+tga-tgf

tg0 =tgla—p) =

Da figuratemosque tga = (m+p —h)/detg f = (p — h)/d.

Assim, fazendoa =m+p—heb=p—h:

b
—d a—>b
b ab
Wi d+7

tg 0 =

+ &l

a
1+3

Sabe-se que tg 8 é crescente no intervalo [0,7/2], portanto maximizar 8 é equivalente a
maximizar tg 6. Por outro lado, para maximizar tg 6 deve-se minimizar a expressdo d +

ab/d, uma vez que a — b é constante. Como a expressdo d + ab/d tem parcelas de produto
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constante, para encontrar d que minimiza esta expressdo podemos utilizar a desigualdade

MA = MG, obtendo

Logo d + ab/d é sempre maior do que ou igual a 2vab, a igualdade ocorre se, e somente se,
d = ab/d, ou seja, quando d = vab. Dai conclui-se que o angulo de visdo 6 é maximo

quandod = /(m+p —h)(p — h).

Outra solucao: Este problema pode ainda ser ilustrado na figura 24, em que Q e R
representam o fundo e o topo da imagem e ST € a linha horizontal, ao nivel do olho do
observador. O problema é localizar o ponto P sobre TS de modo a maximizar o angulo QPR.
Primeiro vamos resolver o problema geometricamente e, em seguida, dar uma formulagdo

algébrica da solucdo.

Figura 24 — Observador observando o quadro.

Fonte — Elaborada pelo autor.
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Uma chave para a solugdo € o circulo que passa pelos pontos Q e R, tangente ao segmento de
reta T'S. O ponto P deve estar localizado no ponto de tangéncia, como mostra a figura 25. Se
K é um outro ponto em TS, mostraremos que QPR < QKR. Seja H o ponto de intersecio do
segmento de reta RK com o circulo, e note que QPR = QHR pela propriedade basica que a
corda QR subtende angulos iguais em quaisquer dois pontos no arco QR. Assim podemos

escrever
QPR = QHR = QKR + HQOK > QKR,

onde utilizamos o teorema do angulo eterno no triangulo QKH. Assim provamos que o angulo
de observacdo € minimizado se o olho do observador estd no ponto de tangéncia P. Esta
solucdo € valida mesmo no caso em que o quadro ndo € plano contra a parede, como ¢
frequentemente o caso, em que o quadro € ligeiramente inclinado para fora da parede de baixo
para cima. Mesmo que o segmento QR ndo seja vertical, existe um tnico circulo passando

através de Q e R, tangente a linha horizontal ao nivel dos olhos do observador.

Figura 25 - Problema do quadro na parede utilizando segmentos secante e tangente a uma circunferéncia.

& ﬁ*‘“ﬁw

K | P s

= g

Fonte — Elaborada pelo autor.

Se quisermos encontra um valor para d = SP, onde o angulo de visdo € mdximo, em termos
de SQ e SR, como na solu¢do anterior, basta utilizar o resultado bésico a partir da geometria
do circulo, em que a tangente SP e a linha secante SQR satisfaz a relagcao de distancia

(SP)? = SQ - SR.
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De posse disto, temos a solucdio SP = ,/SQ - SR e, utilizando as constantes adotadas na

primeira solu¢do obtemos d = \/ SQ-SR = \/ (p—h)-(m+p—h), que é a mesma

resposta ja encontrada.

Observacio: Ambas as solugcdes apresentam uma riqueza de detalhes a serem
abordados durante o processo de solucdo. As duas requerem muita criatividade e raciocinio e
podem chegar a ndo serem desenvolvidas de forma independente pela maioria dos alunos.
Recomendamos que este problema seja trabalhado de modo apresentativo, isto €, servindo de
modelo que mostre que os problemas de otimizacdo ndo sdo dificeis de resolver, mas que
requerem, em algumas vezes, o dominio de varios aspectos da matemética, quer seja algébrico

ou geométrico.

Partindo da adocdo da primeira solucdo, sugerimos, obviamente, trabalhar este
problema com alunos que ja tenham conhecimento de fungdes trigonométricas, em especial a
funcdo tangente, e que ja tenha se familiarizado com as desigualdades das médias. Desta
forma torna-se necessdrio trabalhar tal solu¢do apenas em séries de Ensino Médio que

atendam estes requisitos.

Ja a segunda solucdo auto exige o conhecimento do teorema do angulo externo, bem
como das propriedades entre segmentos tangentes e secantes a um circulo por um ponto.
Sendo assim, € possivel trabalha-la tanto em nivel de Ensino Fundamental (em séries finais)

quanto em nivel de Ensino Médio.

Uma boa ideia € atribuir valores reais as medidas apresentadas na solucdo, isto &,
quantificar a altura em que o quadro estar pendurado e seu tamanho. Isto pode tornar mais

atrativo o problema aos alunos.

Problema 9: Seja P(x) = ax? + bx + ¢ um polindmio quadritico com coeficientes nio

negativos. Mostre que para todo nimero positivo X,
1
P(x)- P (;) > (P(D)".

Solucao: Temos que para a > 0, pela desigualdade entre as médias aritmética e

geométrica,

Q
+
Q|

v

1 1
a-—=1=2>a+—-—=2,

N
Q
Q
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com a igualdade ocorrendo se, e somente se, a = 1. Desde que os nimeros ab, bc e ca sdo
nao negativos, temos que
1 1 1
P(x) -P(—) = (ax* + bx + ¢) (a—2+ b—+ c)
X X X
1 1 1
=a% + b* +c? +ab<x+—>+bc(x+—)+ca<x2 +—2)
X X X

Zaz+b2+cz+2ab+2bc+26a=(a+b+c)2=(P(1))2

A igualdade ocorre se, e somente se, x = 1 ouab = bc = ca = 0, o que, tendo em conta
a condi¢do de a > 0 significa que b = ¢ = 0. Consequentemente, para todo x real positivo
que temos
1 2
P(x)-P (;) > (P(D)
com a igualdade ocorrendo se, e somentese x = loub = ¢ = 0.

Observacao: Este problema € uma aplicacdo direta da desigualdade MA = MG, e
além disso, um pouco fechado, ficando como exigéncia para sua resolu¢do o dominio e a

pratica desse contetdo. Assim aconselhamos trabalha-lo para fins de aprofundamento.

Problema 10: Uma caixa fechada de base quadrada deve ter um volume de 2000 cm3. O
material da tampa e da base deve custar R$3,00 por centimetro quadrado e o material para os
lados R$1,50 por centimetro quadrado. Queremos encontrar as dimensdes da caixa cujo custo

total do material seja minimo.

Solu¢ao: Seja x cm o comprimento de um lado da base quadrada e C(x) o custo total

do material. A 4rea da base é x2cm?. Seja y cm a profundidade da caixa. Veja figura 26.

Figura 26 - Paralelepipedo de base quadrada.

s
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Fonte — Elaborada pelo autor.




47

Como o volume da caixa € o produto da drea da base pela profundidade

, 2000
x°y = 2000 &y = 2 (D

O niimero total de cm? na 4rea combinada da tampa e da base é 2x? e para os lados, é 4xy.

Portanto, o numero de reais no custo total do material é
C(x) =3-(2x%) + 1,5 (4xy).
Substituindo y por seu equivalente em (1), temos:

12000
C(x) = 6x° + o

onde x > 0.

Agora escrevemos

) 6000 6000
) =622+ ——+—— (2)

Como x > 0, entdo todas as parcelas s@o positivas. Logo podemos utilizar a desigualdade

MA = MG, obtendo:

6000 | 6000
Clx) 6X°+——+—— = 6000 6000
= > [6x2- : = 600
3 3 X x

Isto é, C(x) = 1800 (custo minimo). A igualdade ocorre quando

o2 — 6000 _ 6000
x—x—x.

Isto &, 6x3 = 6000 © x = 10, e assim y = 20.

Observacao: A solucio deste problema torna-se simples ao verificarmos que podemos
utilizar a desigualdade das médias. Por outro lado, pode-se questionar ao aluno como chegar

em (2), visto que ha vdrias formas de decompor

12000
X

como uma soma de fracdes. A resposta que se deve esperar deve estd relacionado ao fato de

que a ideia de escrever tal fragdo como uma soma da forma
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deve estar condicionada ao sistema

ter solucdo, o que acontece se, e somente se, @ = b.

Problema 11: Se uma lata de zinco de volume 16w cm3 deve ter a forma de um cilindro
circular reto, ache a altura e o raio do cilindro para que a quantidade de material usado em sua

fabricacdo seja a menor possivel.

Solucio: Seja r cm o raio da base do cilindro, h cm a altura do cilindro e S cm? a drea
da superficie total do cilindro. Veja figura 27. A drea da superficie lateral é 2rrh cm?, a drea

da base é mr?cm?.

Figura 27 - Cilindro de raio r e altura h.

hoem

\\%p—'xﬁni"/ -

Fonte — Elaborada pelo autor.

Logo,

S =2nrh +2nr? (1)

Se V c¢m?3 for o volume de um cilindro entio V = mtr?h.
Assim 16w = nrh (2).

Resolvendo (2) em h e substituindo em (1), obtemos S como uma fungéo de r:
16 , 32m 5
Sy = 2mr (—2) + 2nre = —+ 2nr-.
r r

Escrevendo

l6m 16w )
S =T+T+2T[T'
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Podemos utilizar a desigualdade MA > MG, obtendo:

16w 16w
Sy _ 7t T2t slien 16m

> : 2 =
3 3 > " 27T 8

Isto €, Sy = 24m (4rea minima). A igualdade ocorre quando

l16mr 16w
— = —— =272
r r

Istoé, 2nr3 =16m o r =2e, consequentemente, h = 4.

Logo a menor quantidade de material serd usada na fabricacdo da lata quando o raio for de

2 cm e a altura for de 4 cm.
Observacao: As orientagdes para este problema sdo as mesmas do problema anterior.

Problema 12: Mostre que de todos os triangulos com dois lados dados, o que possui maior

area € o triangulo retingulo com hipotenusa no terceiro lado.

Solucdo: Seja 6 o angulo entre os dois lados dados de medidas a e b. Entao 8 € um
angulo varidvel, e o problema pode ser reformulado da seguinte forma: encontre 6 para que a

area do tridngulo da figura abaixo seja maxima.

Temos que a drea de um tridngulo de lados medindo a e b, e angulo 8 entre eles, é

1
S=§ab -senf.

Figura 28 - Tridngulo com angulo 0 entre os lados medindo a e b.

P

Fonte — Elaborada pelo autor.
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Entdo o problema se reduz a maximizar sen 8. O maior valor de sen 8 € 1, ocorrendo se, e

somente se, 8 = 90° para angulo de um tridngulo.
Logo o tridngulo € retangulo e tem o terceiro lado como hipotenusa.

Observacao: Este problema, embora seja comumente trabalhado em alguns livros de
Ensino Médio, ndo costuma aparecer soba forma de uma situacdo problema. Na maioria das
vezes € dada apenas a expressao envolvendo sen 8, e em seguida pede-se o valor mdximo ou
minimo. Na forma como € proposto aqui, o problema requer um conhecimento que nao se
limita apenas a varia¢do da funcdo seno, o que favorece a pratica do aluno em resolugdes de

problemas.

Problema 13: Um cilindro circular reto deve ser inscrito numa esfera com raio 6 cm. Ache a

razao entre a altura h e o raio r da base do cilindro cuja drea superficial lateral seja maxima.

Solucio: seja 6 rad o angulo no centro da esfera subtendido pelo raio do cilindro e S

a drea da superficie lateral do cilindro.

Figura 29 — Cilindro inscrito numa esfera.

S
\\

}

—

Fonte — Elaborada pelo autor.

Da figura temos que:
r=6-senfe h=2-6-cos®.
Como S = 27mtrh, entdo
S=2m(6 -senf)-(2-6-cos ) =72m-sen (26).

Como 72m € constante, o problema se reduz em maximizar sen26.
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O maior valor de sen20 é 1, ocorrendo se, e somente se, 20 = %rad, isto é, 0 = %rad.
Logo, quando 6 = %rad, r=3v2e h = 6V2.

Assim, para que a drea de superficie lateral seja médxima,

Outra Solucio: De acordo com a figura temos que

2

rh h
S =2nrh = 4n(?> e36=r2%+ (E)

Aplicando a desigualdade MA = MG, obtemos:

isto é, S < 72m.

A drea lateral do cilindro € entdo menor do que ou igual a 72 cm? e serd maxima quando, e

2
. . C h
se, a igualdade ocorrer. A igualdade ocorre quando os termos forem iguais, isto &, 72 = (E) .

Agora basta resolver o sistema

Obtendo, ¥ = 3vV2 e h = 6V2.

Observacio: Na primeira solucdo temos novamente uma utilizacdo do estudo da
funcdo seno, sendo que tal utilizagdo se dar somente apds a construcdo de um raciocinio
prévio, sem o qual o conhecimento de fun¢des trigonométricas seria inutil. No entanto, esta
solucdo depende desse conhecimento para sua conclusio. Assim, a solucdo apresentada, como
outras ja aqui propostas, segue um raciocinio que prepara o aluno para a resolugdo de outros
problemas. J4 a segunda solucdo ndo requer conhecimento de fungdes trigonométricas,

todavia necessita do estudo da desigualdade entre as médias aritmética e geométrica. Tal
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solu¢do, para ser iniciada, requer atencdo apenas para a soma constante e/ou produto
constante (caracteristica principal dos problemas de otimizacdo que podem ser resolvidos

utilizando a desigualdade MA > MG), ambos envolvendo as mesmas varidveis.

Problema 14: a) Dado um nimero a > 0 quanto medem os lados do retingulo de perimetro

minimo cuja drea é a?

b) Justifique matematicamente por que ndo se pode responder a questdo anterior se trocarmos
“minimo” por “maximo”.

Soluc¢ao:
a) Precisamos encontrar as dimensdes do comprimento e da largura de um retangulo com area

fixa a e, de modo que seu perimetro seja o minimo. Sejam x e y as dimensdes do

comprimento e da largura, respectivamente, conforme a figura abaixo.

Figura 30 - Retangulo de dimensdes X por y.

X

Fonte — Elaborada pelo autor.

Entao, temos que
Xy =a
E queremos 2p = 2x + 2y = 2(x + y) tal que 2p seja minimo.

Assim o problema envolve determinar uma soma minima sabendo que o produto € constante,

logo podemos utilizar a desigualdade MA > MG, obtendo

2x + 2

(Z—y) > /2x 2y =2 /xy
e assim

2p = 2x + 2y = 4./xy = 4/a.

Logo o perimetro minimo é 4+v/a.
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Além disso, pela desigualdade MA > MG, a igualdade ocorre se, € somente se, x =, isto &,

o retangulo de perimetro minimo, fixada a 4rea, ¢ um quadrado de lado x =y = Va.

b) Precisamos agora, mostrar que ndo existe retangulo de perimetro maximo com érea a > 0

fixada. Para isto basta observar que, se xy = a, multiplicando x por N tdo grande quanto se

queira e dividindo y pelo mesmo N, a area
—(N-0) (2
A=(N-x) ( N)
é mantida igual a a, porém 0 perimetro
2y
2p = 2Nx +—
p x + N

pode tornar-se maior do que qualquer nimero fixado, ou seja, o perimetro ndo possui um

valor maximo.

Observacao: Nesta solu¢do pode-se observar a beleza da matemética. Além disso, os
argumentos e deducdes sdo de uma simplicidade muito grande, a0 mesmo tempo em que a
constru¢do do raciocinio é feita de modo capacitador, elevando o grau de importancia da

resolucdo do problema.

Problema 15: Achar os pontos sobre a curva y = x? mais préximos do ponto (0,2).

Figura 31 - Gréfico de y = x2.

4

Fonte — Elaborada pelo autor.

Solucao: Se (x,y) € um ponto da curva a distincia a ser minimizada é

Ve =02+ (=22 =yx2+ (y-2)? =y + (y - 2)?

Onde substituimos x? por seu valor y. Para minimizar este radical basta minimizar o

radicando
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32 7
y+(y—2)2=y2—3y+4=< —§> +2

Como temos uma parcela constante, a soma € maxima quando a outra parcela € minima. Mas,

3\ 2
— E >0,
e assim seu valor minimo € 0, ocorrendo quando

X =

3 3 3 3 3 3 - .
Portanto, como y = > corresponde a x = + \/; 0s pontos (— \/;5)6 < \/;,E>esta0 mais

préximos de (0,2) do que qualquer outro ponto sobre a curva y = x2.

N[ W

Observacao: De posse do conhecimento do cdlculo da distancia entre dois pontos no
plano, a solucdo torna-se simples, requerendo do aluno apenas conhecimentos basicos. Vale
lembrar que a expressdo utilizada para o cdlculo da distancia entre dois pontos poderia ser
obtida exclusivamente para esta solugdo, isto €, alunos que nio estudaram geometria analitica

podem resolvé-lo, s requer mais atenc¢ao na hora de elaborar a construgao da resolucao.

Problema 16: Um pedaco de arame com 10 m vai ser cortado em duas partes. Uma delas €
curvada na forma circular e a outra, na forma de um quadrado. Como dividir o fio, de tal

modo que a drea combinada das duas figuras seja a menor possivel?

Soluc¢ido: Se o pedaco a ser usado na forma circular mede x, entdo o pedaco a ser

utilizado na constru¢do do quadrado mede 10 — x, conforme a figura 32.

Figura 32 — Segmento dividido em duas partes.

| 10m |

X 10 — x

Fonte — Elaborada pelo autor.

Assim teremos uma circunferéncia de comprimento x e um quadrado de perimetro 10 — x.



Figura 33 - Perimetro do circulo e do quadrado.

(/P\\)GE"E Ww=4l=10—z

N

Fonte — Elaborada pelo autor.

Logo, sendo r o raio desta circunferéncia e [ o lado deste quadrado, teremos:
2rr=xe 4l=10—x

E assim

e portanto, sendo S a soma das dreas destas figuras temos que

x)z <1O—x)2_4+7r( 10n)2 25 257

S=ar*+1P=m(—=) + = - t—
T ”(Zn 4 1or \* 2+7) 16 2@+

Note que, como

25 257
16 4(4+m)

€ constante, entdo a soma € minima quando a primeira parcela € minima. Mas,

4+n( 10n)2>0
ton ¥ " 2+n) =7

e assim seu valor minimo € 0, ocorrendo quando

_ 10w
x_4+ﬁ

Logo, para que a combinacdo das dreas dessas figuras seja a menor possivel devemos ter

5
4+

r =

10
447

55
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Observacao: O problema também poderia ser resolvido utilizando o estudo da fun¢do
quadratica. Em ambos as solucdes o problema propicia ao aluno de nivel fundamental e/ou
médio a pratica com a dlgebra na hora de reescrever sentencas. Na solu¢do apresentada o
aluno trabalhard a fatoracdo de uma expressdao nao tdo simples (aqui apresentamos um

resultado rdpido, mas o aluno terd que passar por todos os passos até a forma final).

Problema 17: Dividir o nimero a em duas partes de modo que o quadrado de uma dessas

partes subtraido de seu produto deixa o maior valor possivel.

Solucdo: Seja x uma das partes. Entdo, a outra é a — x e seu produto é ax — x2.

Assim, a diferenca que queremos maximizar é:
(ax — x?) — x% = ax — 2x?
Sejartalqueax —2x?  =re 2x?—ax+r =20

Resolvendo esta equacdo quadratica obtemos

e é evidente que a existéncia de x estd condicionada a desigualdade a?—8r =0, e

consequentemente, quandor € maximo devemos ter a?=8r e portanto

_a
*=%

Outra Solucao: Escrevamos

2

ax—2x2=%—2(x—%)2.

2
a P ~ . 2 ) s 7z
Note que, como — ¢ constante, entdo a diferenca ¢ mixima quando a parcela subtraida é

minima. Mas,

e assim o valor minimo subtraido € 0, ocorrendo quando

_a
x—4.
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Observacao: Nada impede de o aluno resolver tal problema com as técnicas aprendidas no

estudo da fungio quadritica, isto é, a expressdo ax? + bx + ¢ tem seu valor maximo quando

b o o . . ~
X == No entanto, os raciocinios utilizados (dispensando férmulas) nas duas solugdes

apresentadas fornecem melhor preparacdo para problemas futuros que ndo recaiam

obrigatoriamente numa expressdo do segundo grau.

Problema 18: Quando uma pessoa tosse, o raio da traqueia diminui, afetando a velocidade do

ar na traqueia. Se r, > 0 € o raio normal da traqueia, a relacdo entre a velocidade v do ar e o

raio r da traqueia € dada por uma fungdo da forma vy = ar?(ry —r), onde a é uma

constante positiva. Determine o raio para o qual a velocidade do ar € maxima.

Solucdo: O raio da traqueia contraida ndo pode ser negativo, nem maior que o raio

normal, 1. Assim, o objetivo é encontrar o méaximo absoluto de v, no intervalo [0, rp].

Temos que

Vi = ar?(ry — 1) = a(=r3 + 1yr?)
Desconsiderando a constante a, tomemos m tal que

13 +rygrl=me —ri+rgr2—-m=0. (D

Seja r = —y uma raiz negativa da equagdo (1). Entdo r + y é um fator do primeiro membro

de (1).
Dividindo (1) por r + y obtemos o quociente
12+ (rp +YIr =y +¥)(= 0) (2)

€ o resto

yA(ro +y) —m.
Como a divisao tem que ser exata devemos

m
Vi ty)=meyh+y) = " (3)
Combinando (2) e (3) obtemos

m
—r2+(r0+y)r—;=0.

ter
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Resolvendo esta tltima equacdo em 7, obtemos:

m
r= +
2 4

e € evidente que a existéncia de r estd condicionada a desigualdade
) m
(rO+Y) _4_2 0)
y
isto é,

<—(rp+ }’)2

< |3
N

e consequentemente, quando m é maximo devemos ter

1
UL

Combinando (3) e (4), obtemos:
1 2
y(ro +y) =7 (o + )%

Resolvendo esta tltima equagdo em y obtemos

y=-"

(ndo satisfaz, pois y > 0, e, além disso, terifamos r = 0)

Logo

T
:r0+y:7‘o+§ozzr
2 2 30

€ o valor do raio para que a velocidade seja médxima, a saber a velocidade maxima é

4a3

") =277
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Observacao: Este ¢ um problema, cuja solucdo apesar de recair num equagdo do
segundo grau, comeca com uma expressdo do terceiro grau que, para chegar até a segunda,
requer um raciocinio que vai muito além do trabalhado no estudo da fungdo quadratica. As
ideias de divisdo utilizadas nesta solucdo sdo indispenséveis, no entanto tais ideias costumam
ser trabalhadas em nivel de ensino fundamental, tornando assim o problema acessivel também
a estes alunos. Uma pergunta que pode surgir € se sempre uma equacao do terceiro grau tem
pelo menos uma raiz negativa, neste caso, dependendo do nivel de ensino em que se trabalhe
pode-se atentar para o fato de que quando dizemos “seja” estamos supondo que exista tal raiz,
isto é, estamos tomando uma raiz imagindria. A observancia de alguma contradicdo ou nao,
no desenvolver da resolucao determinard se a suposicao € verdadeira ou se, no caso de falsa,
alteraria o resultado final da solu¢do. Um 6timo exercicio seria pedir aos alunos para estipular
quais seriam as condi¢des para que uma equagdo cubica tenha pelo menos uma raiz negativa.
E pra aquelas equagdes cibicas que ndo tiverem ao menos uma raiz negativa, verificar se o

resultado da resolucio se alteraria.
Problema 19: Qual o maior retangulo que pode ser inscrito num circulo de raio a dado?

Solucdo: O problema € equivalente a encontrar o maior retangulo que pode ser

inscrito num semicirculo de raio a, conforme a figura abaixo.

Figura 34 - Retangulo inscrito num semi-circulo.
A
de
P i ™,
) RN
N
[ )
3= - 4
B N 9 B
Fonte — Elaborada pelo autor.

Seja CN = x e CA = a. Entdo NP = Vva? — x? e, por conseguinte o retdngulo inscrito tem

dreaigual a 2CN - NP = 2x -Va? — x2 = 2V a?x? — x*.
Entdo para maximizar esta drea basta maximizar a?x? — x*.

Seja r tal que

a’x? —xt*=roex*-ad*x*+r=0e (x*)?—-a’*x*+r =0.

Resolvendo a equacdo quadratica obtemos
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4
N . . . . a . .
Note que a existéncia de x? estar condicionada a desigualdade - r? > 0, e € evidente que

4
z s ~_ Qa .
quando r € maximo entao — = 72 e assim

Logo o retangulo (do problema original) procurado tem base
2CN = 2x = aV2

e altura

2NP = 24/a?2 —x2 =2 az—?

isto €, o maior retangulo que pode ser inscrito num circulo de raio a € um quadrado de lado

av2.

Outra solucio:
2

~ a
Na expressio a’x? — x*, facamos x? = y + —.
2

Assim obtemos a expressao

a? a?\> a*
azxz—x4=a2<y+?>—<y+7> =I—y2

que tem seu valor maximo quando y2=0-y=0 e, assim,
,  a? av2
X =—=>2x=—
2

Observaciao: Ambas as solu¢des mostram mais uma vez a importancia de se resolver
problemas que recaem em equagdes do segundo grau sem recorrer a sentengas pré-
formuladas. O raciocinio utilizado resolve o problema que envolve uma equagdo do quarto
grau da mesma forma que resolvemos problemas envolvendo equacgdes de segundo e terceiro

graus.
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Problema 20: Dividir o nimero a > 0 em dois fatores de modo que a soma de seus

quadrados seja minima.
Solucio: Se x € um dos fatores, entdo o outro é a/x.

Assim a soma que queremos minimizar €

a2 a?
x2+(—) =x* +—.
x x
Seja r tal que
a2
X +==rext-r*+a’=0o x*)?-rx*+a*=0
x

Resolvendo esta equacdo quadratica obtemos

e é evidente que a existéncia de x? estd condicionada a desigualdade 72 — 4a? > 0.

Consequentemente, quandor ¢é minimo devemos ter 72 =4a? e, portanto

r=2a
e assim
, T
x)=—=aex=+a
2
Observacao: Note que foi conveniente desconsiderarmos a solu¢do r = —2a, de fato isto nos
levaria a x2 = —a, o que tornaria impossivel existir um valor real para x.
Outra Solucio: A soma
2 a’
x° + -
X

Contem parcelas positivas cujo produto € constante, logo podemos aplicar a desigualdade

MA > MG, donde obtemos

Onde a igualdade ocorre se, e somente se,



62

a2
x2=—ox=+a
X2

Observaciao: Note que, mesmo apresentando uma expressao quadratica (na verdade
biquadratica), a primeira solu¢cdo ndo aconteceria se dispuséssemos apenas do estudo da
funcdo quadratica. O raciocinio utilizado para finaliza-la € bastante simples e, sendo
visualizado de imediato pelo aluno, ndo serd dispensado em resolu¢des de problemas
semelhantes que venha encontrar no futuro. Quanto a segunda soluc¢do, de posse do
conhecimento da desigualdade MA > MG, também se torna simples a partir do ponto que o

aluno perceba a soma de parcelas com produto constante.

Problema 21: Encontrar o valor de x que torna maximo o valor de

X
1+ x%

Solucio: Note que o valor de x que torna

X
1+ x2

maximo € positivo, e € o mesmo valor que torna

1 1+ x?

1+ x2
minimo.

Seja r tal que

1+ x?
X

=rex?—rx+1=0.

Resolvendo esta equacdo quadrética encontramos

e é evidente que a existéncia de x est4 condicionada a desigualdade % — 4 > 0, isto &, 72 > 4
e consequentemente, quando r é minimo devemos ter 7% = 4, isto é, r = 2 (nfio necessitamos

falar de r = —2. Por que?) e portanto
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N =

Outra Solucio: Note que para encontrar o valor maximo de

X
1+ x2

podemos nos restringir a x > 0. Equivalentemente, para encontrar x tal que

1 1+x% 1
X = =—+x
x x

1+ x2

seja minimo (encontrar X que minimiza sua soma com seu inverso), podemos considerar

x > 0, e assim, sendo as duas parcelas positivas, podemos utilizar a desigualdade MA > MG,

obtendo:
Isto €,
—+ x = 2 (valor minimo)
X
€ assim
X 1 < 1 ] L.
= < — (valor maximo
1+x2 1 n 2 ( )
E X

Por (*), a igualdade ocorre se, e somente se,

—=xeox=1
x

Observacao: A primeira solu¢do ja foi comentada em um problema semelhante. Na
segunda podemos citar um detalhe importante que foi a verificagdo da condicdo x > 0 poder
ser adotada, e assim podermos trabalhar com uma soma de parcelas positivas com produto
constante, e consequentemente utilizarmos a desigualdade MA > MG. O aluno pode ficar

“viciado” a utilizar esta desigualdade sempre que encontrar soma de parcelas com produto
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constante, assim, este problema pode ser utilizado para chama-lo a aten¢do de que sempre a

condic¢ao “parcelas positivas” deve ser satisfeita.

Problema 22: Pretende-se estender um cabo de uma usina de for¢ca a margem de um rio de
900 m de largura até uma fébrica situada do outro lado do rio, 3000 m rio abaixo. O custo
para estender um cabo pelo rio é de R$5,00 o metro, enquanto que para estendé-lo por terra

custa RS4,00 o metro. Qual o percurso mais econdmico para o cabo?

Solucao: Inicialmente vejamos a ilustragdo grafica do problema, a fim de facilitar a

constru¢do da fung¢do custo:

Figura 35 - Ilustracdo do problem 22.

fabrica 3000 - x P
® . - X

900

usina

Fonte — Elaborada pelo autor.

O objetivo € minimizar o custo de instalacdo do cabo. Logo, precisamos construir a funcao

custo, a qual, baseada na figura acima e no enunciado, € dada por:

C(x) = 5v900% + x2 4+ 4(3000 — x) = 12000 + 549002 + x2 — 4x

Como x e 3000 — x ndo podem ser negativos, a regido de interesse (dominio do problema) é

o intervalo [0,3000], onde devemos encontrar minimo absoluto de C.
Desconsiderando a constante 12000, C(x) é minimo quando
r =54/900% + x2 — 4x
¢ minimo. Desenvolvendo temos:
r= 5m—4x®5 9002+ x?=r+4x &

25(900% + x2) =12 + 8rx + 16x? © 9x% — 8rx + 25-900% —r?2 = 0.
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Resolvendo a ultima equagdo, em x, obtemos:

__8r+_V100r2-36-25-9002
187 18 '

X

Assim, a existéncia de x estd condicionada a desigualdade
10072 — 36-25-9002 > 0 & r? > 27007
e consequentemente, quando r é minimo devemos ter 7% = 27002, isto &, r = 2700 .

Logo, quando r € minimo temos

_ 8r 8-2700 1200
Tt 18
Note que ndo utilizamos o valor r = —2700, pois este levaria a x = —1200, o que ndo pode

ocorrer, pois x = 0.

Portanto o custo C(yy € minimo quando x = 1200, isto ¢,
C1200) = 12000 +r = 12000 + 2700 = 14700

Observacao: Notemos que a expressdo a se minimizar ndo € do tipo aqui ja
trabalhada, pois apresenta um expressdo com radical. No entanto, o desenvolvimento é
semelhante aos casos que envolvem expressdes do segundo e terceiro grau. Vale ressaltar que
o problema € bastante acessivel ao aluno, pois se trata de uma situagdo facil de visualizar num
contexto real. Assim podemos trabalhar esse problema a partir das série finais do Ensino
Fundamental. Pode ser necessdrio mostrar a obtenc¢do da expressio da hipotenusa do tridngulo

retangulo da figura.

Problema 23: Determine os valores maximos € minimos de asen 68 + bcos 8, onde a € b sdo

constantes reais.

Solucao: Para nimeros reais a e b, ndo simultaneamente nulos, podemos escrever

asen @ + bcos 0 = +/a? + b? ( c@s 9) @

sen 6 +

a b
JaZ 1 b2 JaZ 1 b2

e existe a satisfazendo

sena =

Va1 b2
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clsa =

a
VaZz ¥ bZ

determinados pela localiza¢ao do ponto

< )
Va? + b2 ’\/az + b2
no circulo unitdrio x2 + y% = 1.

Segue que (1) pode ser escrita como

va?z+ b?(cBsasen 6 + sen aclls §) =/ a? + b%sen(a + 6).

Logo, o méaximo € obtido escolhendo 6 tal que sen(a + 0) = 1 e o minimo de modo que

sen(a +0) = —1.

Assim, o valor maximo de asen 8 + bcos 0 é Va? + b? e o valor minimo é -vVa? + b2. Se a
e b s@o positivos, o valor mdximo pode ser obtido com um tnico valor de 8 satisfazendo

0<6<90°.

Observacao: Esta solucdo requer habilidade na manipulacdo de expressdes algébricas
respeitando as variagdes de seus valores, por exemplo, a introdu¢do dos dois fatores de
produto unitdrio é de tal modo que um deles tenha variacdo coincidente com o valor de sen x,
isto €, € uma escolha que garante que seu valor varie de -1 a 1. Assim, torna-se restrito, a
aplicacdo do problema a alunos que ja tenha estudado funcdes trigonométricas e, além disso,
que tenha trabalhado as expressdes dessas funcdes para soma e/ou diferenca de dois arcos.
Como em outros problemas, sugerimos opcionalmente abordd-lo com valores numéricos para
as constantes a e b, o que pode tornar mais visivel a todos os alunos as alteracdes feitas e seus

objetivos.

Problema 24: Encontre o valor mdximo de 4x + 3vV1 — x2,onde 0 < x < 1.

Solucido: Uma boa ideia seria procurar uma expressao sem o radical que substituisse a
dada. Para isto precisariamos escrever 1 — x2 como um quadrado. Uma forma de fazermos

isto € tomar x = sen y, e sendo 0 < x < 1, podemos restringir 0 <y < /2.
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Assim,

4x +3V1 —x? =4seny + 3,/1 — (seny)? = 4seny + 3,/(cBs y)? = 4seny + 3 cls y,

vistoque 0 < cosy < 1,para0 <y < m/2.
Logo, pelo problema 23, 4seny + 3 clls y < V42 + 32 = 5, ¢ assim,

4x + 341 — x? < 5(valor maximo).

Observacao: Apds a solucdo do problema anterior esta solugcdo torna-se simples,
depois, € claro, de se verificar a substitui¢ao a se fazer. Tal processo ndo é desconhecido por
alunos de nivel médio, por exemplo, na solu¢do de equagdes biquadradas ja se utilizam de
substituicdo com mudanga de varidveis. Aqui combinamos este aprendizado ao do estudo de
funcdes trigonométricas, no caso em questdo, das func¢des seno e cosseno. Detalhes devem ser
observados para evitar erros comuns, como por exemplo, na elimina¢do do radical deve ser
citado o porqué de simplesmente eliminarmos o radical, sem colocar o mddulo, mais um

motivo para relembrar o estudo das funcdes trigonométricas.

Problema 25: Encontre o valor maximo de 4x + V3 — x2, onde 0 < x < /3.

Solucio: Seguindo o mesmo raciocinio da solucdo de problema anterior, procuremos
eliminar o radical. Para isto escrevamos 3 — x? como um quadrado tomando x = v/3sen y.

Além disso, sendo 0 < x < +/3, podemos restringir 0 < y < /2.

Assim,

4x + V3 —x2 = 4/3seny + \/3 - (\/gsen y)z = 4+/3sen y +V/3,/1 — (seny)? =
4+/3seny + 3/ (cBs y)? = 4v/3seny + /3 cls y,

vistoque 0 < cosy < 1l,para0 <y <m/2.

Logo, pelo problema 23,

Waseny +V3cmsy < |(4V3) + V3 = VBT,

e assim,

4x ++/3 — x? < V51(valor maximo).
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Observacao: Um detalhe a ser observado no que diferencia esta solucdo da anterior é
a escolha da substituicio adequada de modo a obter, apds simplificagdes, o radicando

1 — (seny)?.

Problema 26: Mostre que para uma constante a > 0, o valor minimo de asecy — tgy,
0<y<90° é va?—1, ocorrendo se, e somente se, secy =a/Va’?—1 e tgy =
1/vVa? — 1.

Solucio: Se escrevermos m = asecy — tgy entdo o problema torna-se minimizar m.

Da expressdo acima obtemos que a = mcos y + sen y.

A expressdao no lado direito desta equacao se assemelha a funcdo linear de seny e acosy

minimizado antes. A sugestdo foi definir a satisfazendo

m
sen g = ———
V1 + m?
e
1
s g = —,
V1 + m?2

Com0 < a <m/2.Dai

m 1
a=mcosy+seny =41+m? (— cos y + sen —)
Y Y V1 +m?2 Y Y 1+ m?

=1+ m?(senacosy+senyclsa) =+1+m?sen(a+y).

Assim obtemos que
a

V1 + m?2

= sen(a + y).

Logo, para minimizar m, temos que maximizar
a

VI+m?’

isto é, maximizar sen(a + y).

O maéximo valor de sen(a + y)é 1, obtido tomando a + y = m /2, e portanto temos
a —
V1 + m?
m =+ a? — 1 (valor minimo),
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1 1
seny =cllsa = —m—a,
cBsy =sena = m = a1
1+ m? a
As duas ultimas igualdades nos fornecem ,
_ a
secy = ﬁ
e
_ 1
tgy = —az 1

Observacao: A solucdo apresentada utiliza um artificio um tanto dificil de pensar, por
este motivo, recomendamos que este problema seja resolvido pelo professor, a fim de fornecer
ideias para outras solugdes. No entanto, dada a ideia inicial pode-se questionar aos alunos

possiveis formas de continuar o desenvolvimento da solugdo.

Problema 27: Encontre o valor minimo de 5vV9 + 4x2 — 8x.

Solucao: Inicialmente escrevamos

9
549+ 4x2 —8x = 10 /Z+x2—8x.

Agora, para eliminar o radical tomemos para cada x real, um y tal que

3
xX==tgy.

2
Note que y estd bem definido, pois a fung¢do tangente é sobrejetiva.

Substituindo obtemos

59 + 4x2 — 8x = 10 9+(3t )2 8 tgy =
x2=8x =10 |-+ (5tgy) —85tgy =

3
105 1+ (tgy)? —12tgy = 154/(secy)? —12tg y
15
=15secy —12tgy =12 (ﬁsecy — tgy).

Logo, utilizando o resultado do problema anterior, obtemos que
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15
5 9+4x2—8x=12(Esecy—tgy)212

Portanto o valor minimo de 5vV9 + 4x2 — 8x é 9.
Além disso, ainda utilizando o resultado do problema anterior, temos que

1 1 12 4 3

2
(%) ~1 12
isto é, o valor minimo ocorre quando x = 2.

Observacao: Embora a ideia inicial de eliminar o radical pareca um tanto obscura, é
notavel que os argumentos utilizados s@o simples, requerendo apenas o conhecimento de
identidades trigonométricas fundamentais e do estudo da funcdo tangente, considerando, €

claro, que o problema anterior ja tenha sido trabalhado.

Problema 28: Considere a seguinte problema: Dados dois pontos A € B no mesmo lado de

um segmento de reta CD, encontrar o ponto P em CD para que AP + PB seja minimo.

Solucdo: A forma mais rdpida de resolver este problema consiste em tomar em
imagem de espelho da reta CD de um dos pontos A e B, por exemplo, a imagem de espelho A’
de A, como mostrado na figura abaixo. Em seguida, o segmento BA' intersecta CD no ponto

desejado P. Este € o teorema de Heron, também conhecido como O principio da reflexao.

Figura 36 - Solugdo gréfica do problema de Heron.

Fonte — Elaborada pelo autor.
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O conceito de espelho-imagem € quase autoexplicativo: A’ é o ponto tal que o segmento de
linha AA’ € perpendicular a CD e intercepta CD. Para provar que P € o ponto que queremos,

considere qualquer outro ponto Q em CD, como mostrado na figura acima. Entdo AQ = A’Q e

AP = A’P; portanto, temos AQ + QB = A'Q + QB> A'B = A'P + PB = AP + PB,
onde usamos a desigualdade triangular.

Podemos aplicar este resultado geométrico na dlgebra, reformulando o problema em um
ambiente de coordenadas. Tome o eixo Ox sobre a o segmento de reta CD, com origem na
posicdo C, e sejam as coordenadas de A e B, (a,b) e (¢,d),com b > 0ed > 0. Denotando
qualquer ponto em CD por (x, 0), o problema consiste em minimizar a soma das distancias de
(x,00) a (a,b) e (c,d). Isto ¢é encontrar o valor de x que torna
Jx—a)2 +b%+/(x — c)? + d? (1)
minimo.

Usando o resultado geométrico, a dlgebra torna-se simples. As coordenadas de A’ sdo (a, —b),

de modo que a equacdo da reta A'B é

y+b x-a
-b—d a-c

Tomando y = 0 e resolvendo para x, encontramos a coordenada x do ponto P onde A'B

cruza o eixo Xx, ou seja,

_ad +bc (2)
Tt d

Este € o unico valor de x que torna (1) minimo.

Observaciao: Aqui temos uma situacdo onde dlgebra e geometria se combinam em
perfeita harmonia e nos levam a solu¢do do problema. Pelo uso de muitas expressdes
algébricas, recomendamos o que este problema seja proposto a alunos que ja dominem os
conteddos envolvidos, isto €, além da dlgebra bdsica, a geometria plana (desigualdade
triangular) e as nogdes basicas de geometria analitica (distncia entre dois pontos e equagao
de uma reta por dois pontos). Cabe lembrar que o problema se torna mais acessivel se
adotarmos os pontos A e B num plano, com suas respectivas coordenadas dadas, isto €, com
seus valores numéricos e nao algébricos. Neste caso convém continuarmos a tomar como reta

CD o eixo Ox.
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4 CONSIDERACOES FINAIS

Neste trabalho apresentamos uma sugestdo de como trabalhar os problemas de
otimizacdo com conteidos do préprio Ensino Médio. De imediato queremos ressaltar que
nosso intuito aqui nao foi menosprezar o Célculo Diferencial, que é um poderoso instrumento
na matemadtica. Nossa intencio foi simplesmente mostrar que ele ndo é o tnico instrumento. E
notdvel que o célculo diferencial possa trabalhar com mais variedade de funcdes que os
métodos apresentados neste trabalho. Um exemplo interessante disso sdo as funcdes
exponenciais e logaritmicas. O Calculo é a melhor ferramenta para se trabalhar com

problemas de otimizac¢do envolvendo essas fung¢des. Por isso, ndo € por acaso que, no nosso

trabalho, ficaram ausentes problemas que recaiam em fun¢des exponenciais ou logaritmicas.

A maioria dos problemas discutidos neste trabalho sdo mais manejaveis pelos métodos
apresentados aqui do que por calculo. Em muitos problemas ndo existe uma fung¢do simples
para ser submetido ao processo de diferenciacdo. Por exemplo, a formulacdo da funcdo é4rea
em termos de quatro varidveis ndo é uma forma favordvel para resolver o problema utilizando

o Calculo.

Além disso, mesmo quando o Célculo é a ferramenta mais rdpida, os métodos
apresentados aqui ainda levam vantagem por necessitarem de uma base de conhecimento
basica, tornando os problemas acessiveis até mesmo a estudantes com nivel de escolaridade
anterior ao superior. Isso era de se esperar, uma vez que os problemas foram selecionados
para atender a esse fim. Vale ressaltar que alguns dos problemas aqui propostos foram
retirados de livros de Calculo Diferencial e neste trabalho resolvidos com contetidos do

Ensino Médio.

Outro ponto que podemos destacar € a inovagdo que fizemos com a utilizacdo de um
método para determinar maximos ou minimos de expressdes polinomiais de grau maior do

que dois, método até entdo ausentes em nossos livros de Ensino Médio.

Podemos ainda destacar que a proposta de se trabalhar os problemas de otimizagao no
Ensino Médio apoia alguns dos ideais encontrados nos PCN'’s, principalmente no que se
refere ao fato de oferecerem uma oportunidade do professor trabalhar a interdisciplinaridade,
em decorréncia de sua relagdo natural com outras dreas como a fisica, a biologia, o transporte,
dentre outras. Além disso pode se trabalhar o assunto envolvendo uma variedade de

conteidos de matemadtica. Por exemplo, merece destaque a geometria, que € um campo fértil
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para se trabalhar situacdes problemas, a trigonometria, que auxiliam os problemas de
otimizacdo com suas identidades e func¢des, e, ainda pouco trabalhada no Ensino Médio, a
desigualdade entre as médias aritmética e geométrica. Devido a essa “mistura” de contetidos €
possivel trabalhar com os problemas de otimiza¢do em varios momentos do Ensino Médio e,
por vezes, até no ensino fundamental. Nas séries finais do Ensino Médio, em que os alunos ja
viram a maioria dos conteudos base, estes problemas poderiam compor um capitulo a ser
trabalhado. Vale lembrar que os mesmo podem compor o banco de questdes preparatorias
para exames tais como as olimpiadas de matematica, em especial a OBM. Deve-se a isso o
fato de que, mesmo ndo sendo frequentes nestas provas, os problemas de otimizacao requerem
em sua solucdo habilidade semelhante a exigida nos problemas presentes nestas provas. Além
disso, esperamos que este tipo de problema sirva de treinamento para que os alunos possam

adquirir bases para solucionar problemas futuros.

Por fim, nos lisonjeamos com a esperanca de que nosso trabalho serd de alguma
utilidade para os professores matemdticos trabalharem os problemas de otimizagdo com
alunos que ndo tenham avancado ainda no estudo do Célculo Diferencial, e que os amantes da

matemadtica dardo apoio a nossa proposta.
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