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Resumo

Neste artigo apresenta-se parte de um trabalho sobre as relagbes métricas em um tridngulo
qualquer e suas aplica¢6es no calculo das medidas das alturas, medianas, bissetrizes internas e
externas, trianas, rea de um tridngulo qualquer, e estende-se o estudo ao célculo da area de um
quadrilatero qualquer. Destacamos a importancia de se ampliar os conceitos ja trabalhados a

respeito de tridngulos especificos para um tridngulo qualquer.
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1 Introducao

Nesse artigo apresentamos o estudo de alguns conceitos de geometria, mais especificamente no
que se refere as relacbes métricas em tridngulos quaisquer, visto que percebemos esta
deficiéncia nos materiais didaticos disponiveis na atualidade, os quais, em sua maioria,

restringem o assunto apenas a triangulos retangulos.

Em nossa pratica, observamos que quase sempre o estudo da Geometria fica para o final
de lista, na expectativa de uma sobra de tempo para a sua exploragdo com os educandos. Nosso
estudo visa uma generalizagdo de alguns conceitos bem simples trabalhados j& no ensino bésico,
inclusive no Ensino Fundamental, tais como as relagdes métricas em um triangulo, como o
calculo da medida das medianas. Observamos que, além desses contetddos ficarem a espera de
tempo para serem abordados, em sua maioria, estdo restritos apenas a triangulos especificos,
como retangulo, isosceles ou entdo equilatero. No livro de Ary Quintella, "Matematica para a
quarta série ginasial” [9], utilizado por volta de 1970 nos anos finais do Ensino Fundamental,
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percebemos uma abordagem bem abrangente para esses conceitos, 0 que gostariamos de,
através deste, reintroduzir de forma genérica, ou seja, valendo para qualquer tridngulo.
Apresentamos também alguns topicos que, mesmo ndo fazendo parte do curriculo bésico,
poderiam ser apresentados aos alunos a titulo de curiosidade, como é o caso das trianas, um
assunto pouco explorado que pode despertar o interesse dos alunos e motiva-los a explorar as
propriedades das figuras geométricas.

Esse artigo esta dividido em quatro secGes, sendo a primeira com defini¢cdes de alguns
conceitos de geometria que serdo utilizadas na sequéncia; a segunda com demonstracdes
sucintas e teoremas como o Teorema de Stewart, a terceira com a demonstracdo do calculo das
medidas das medianas e outras aplica¢fes, como o ponto notavel e as trianas, e a quarta com

as considerac0es finais.
1 Definicoes

Para facilitar a leitura e um melhor entendimento do que propomos, apresentamos inicialmente

algumas notacdes e definicdes que serdo adotadas no desenvolvimento do trabalho.

Em um tridngulo de vértices 4, B e C, consideramos:

A
AABC — triangulo de veértices A, B e C.
hx — altura referente ao vértice X. b .
. . . hAl \ma
my — mediana relativa ao vértice X.
x —medida do lado oposto ao vértice X. | | B

A
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p = semiperimetro do triangulo.

Definicdo 1 Denotamos por AB a semirreta com origem em A que passa por B em linha reta e
continua na mesma direcdo. A notacdo sera dada sempre por uma seta, da esquerda para a

direita, sobreposta as letras que indicam o ponto de origem e outro ponto qualquer que define

sua direcé@o. Por exemplo, todas as semirretas a seguir representamos por AB.
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Definicdo 2 Sejam A e B dois pontos distintos. O segmento AB é o conjunto formado pelos
pontos A e B juntamente com todos os pontos compreendidos entre A e B. Os pontos A e B séo
chamados extremidades de AB. Denotamos um segmento pelas letras correspondentes aos
pontos de suas extremidades, com uma barra no topo das mesmas. Por exemplo, AB indica a
aparéncia do segmento com extremidades nos pontos A e B, como representado na figura a

sequir:

O nGmero AB é chamado comprimento do segmento AB.
Definicdo 3 Segmentos de reta congruentes sdo segmentos que possuem mesmo comprimento.

Defini¢do 4 Um ponto B é chamado ponto médio de um segmento AC se B estiente Ae C e
AB = BC.

Definicdo 5 Angulo é a regi&o de um plano concebida pelo encontro de duas semirretas distintas
com mesma origem. As duas semirretas sdo chamadas lados do angulo e a origem comum das
semirretas é chamada vértice do angulo. Considerando as semirretas AB e AC, o angulo

determinado por elas seré representado por BAC, CAB.

Y
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Definicdo 6 Angulos congruentes sdo angulos que possuem a mesma medida.

Definicdo 7 Seja 0 angulo AOB. Uma semirreta 0C é uma bissetriz do angulo AOB se:

i) C esta no interior do angulo A0B;

i) AOC é congruente ao angulo BOC (isto é, tem a mesma medida).



Definicéo 8 Sejam P;, P,,..., B, (n = 3) n pontos distintos tais que os segmentos P, P,, P, Ps,

..., P,_1P, € P,P;, possuem as seguintes propriedades:
1) Nenhum par de segmentos se intercepta a ndo ser nas suas extremidades;

ii) Nenhum par de segmentos com extremidade comum est4 na mesma reta.

A reunido dos segmentos P,P,, P,Ps;, ..., P,_,B, e P,P;, é chamado de poligono,

denotado por P,P,P;...PB,.

Os pontos Py, P,, ..., B, sdo chamados os Vvértices do poligono e os segmentos P; P,,

P,Ps, ..., P,_1P, € P,P; sd0 0s seus lados.

Definicdo 9 A soma dos comprimentos dos lados de um poligono é chamada de perimetro do

poligono.

Definicdo 10 Um poligono é convexo se nenhum par de seus pontos estd em semiplanos

opostos relativamente a cada reta que contém um de seus lados.
Exemplos:

i) o poligono P; P, P;P,Ps P, é convexo.
P1

P2

P5 P3

P4

i) o poligono P, P, P;P, PP, € Nd0 convexo ou concavo.



Definicdo 11 Os angulos internos de um poligono convexo P, P,P; ...P,, S&0 P;_1PP; 4, i =
2,...,n—1eosangulos P,_,B,P, e P,P,P,.

Os angulos externos de um poligono convexo sdo os angulos formados pelas semirretas
PQ,ePP.,,i=2,3,...,n—1eassemirretas P,Q , e P,P;, tal que P;,, estaentre P; e Q;;4,
do mesmo modo P; estaentre B, e Q,.

Exemplo: Consideremos o poligono A;A,A3;A,A< e 0s pontos By, B,e, B, e Bs, COMO

representados a seguir:

Os angulos B,A;A,, B,A,As, BsAzA,, B,A,As, BsA-A;, sdo chamados angulos
externos do poligono A;A,A3A,As.
Defini¢do 12 Podemos classificar os poligonos de acordo com o seu nimero de lados. Assim

um poligono de 3 lados é chamado de triangulo; de 4 lados é chamado de quadrilatero; de 5

lados é chamado de pentagono; de 6 lados é chamado hexagono, etc.
Definicdo 13 Em relacdo a medida dos seus lados, os triangulos séo classificados assim:

o Triangulo equilatero: 3 lados congruentes.

o Triangulo isosceles: 2 lados congruentes.
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o Triangulo escaleno: 3 lados com medidas diferentes.

Em relacdo a medida de seus angulos internos, os triangulos sao classificados assim:

o Triangulo retangulo: possui um angulo (interno) reto.

o Triangulo acutangulo: possui os trés angulos internos agudos.

o Tridngulo obtusangulo: possui um angulo interno obtuso.

o Tridngulo equilétero: possui os trés angulos internos congruentes.

Definicdo 14 Cevianas de um triangulo sdo segmentos que tem uma extremidade em um vértice

e outra na reta suporte ao lado oposto a este Vértice.

Definicdo 15 Uma bissetriz interna de um tridngulo € um segmento da bissetriz de um angulo

do triangulo, cujas extremidades séo o vértice deste &ngulo e um ponto do lado oposto.

BB
B
C - -
1o
. AD é a bissetriz do angulo BAC do triangulo ABC.
o Note que todo triangulo possui trés bissetrizes, e estas se interceptam em um unico ponto

denominado incentro.

Defini¢do 16 Uma bissetriz externa de um tridngulo é um segmento da bissetriz de um &ngulo
externo do tridngulo, cujas extremidades sdo o vértice deste angulo e um ponto pertencente ao

prolongamento do lado oposto.

Exemplo: Na figura a sequir AD é bissetriz externa correspondente ao vértice A.
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e No caso de um tridngulo isosceles, a bissetriz externa relativa ao vértice de angulo
diferente é paralela a base do triangulo, portanto a medida da bissetriz externa do
triangulo relativa a este vértice ndo pode ser calculada. Se for triangulo equilatero, todas
as bissetrizes dos angulos externos do triangulo serdo paralelas aos lados opostos
correspondentes, logo também ndo podem ser calculadas as medidas das bissetrizes

externas do triangulo.

Defini¢do 17 A mediatriz de um segmento é a reta perpendicular ao segmento e que contém o

seu ponto médio.

m
A [ ] ] B
M
. m é a mediatriz do segmentoAB.
o Observamos que:
) A mediatriz de um segmento é o conjunto dos pontos que equidistam das extremidades

do segmento.
i) As mediatrizes dos lados de um triangulo se interceptam num Gnico ponto chamado

circuncentro.

Definigdo 18 Seja o tridngulo ABC. Uma mediana de um triangulo € um segmento que une um

veértice ao ponto médio do lado oposto.

As trés medianas de um triangulo se interceptam num uUnico ponto denominado

baricentro.



Exemplo: No triangulo ABC representado a seguir, M é ponto médio de BC, entdo AM

¢ a mediana relativa ao vértice A.

Definicdo 19 Uma altura de um triangulo ABC é o segmento perpendicular que une um vértice
a reta que contém o lado oposto.

O prolongamento das alturas de um triangulo se interceptam num Unico ponto
denominado ortocentro. Unindo-se os pés das alturas em um triangulo, obtém-se um novo

tridngulo denominado tridngulo ortico.

A

Definicdo 20 Um par de trianas-p de um triangulo pode ser definido da seguinte forma:
considerando um triangulo ABC, sejam D e E pontos do lado BC, tais que BD e CE sejam
congruentes e a propor¢do BD/BC seja igual a p. Sendo assim os segmentos AD e AE s&o

chamadas de trianas-p relativas ao lado BC. (ver figura)
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2 Demonstracdes sucintas relacionadas a triangulo

Neste capitulo apresentamos algumas demonstragdes de formulas simples, relacionadas ao
triangulo, sendo este um dos poligonos de maior destaque na Geometria Euclidiana Plana.

2.1 Calculo da relagéo entre lados num triangulo e uma projecéo

Os angulos internos de um triangulo podem ser classificados em: agudo, reto ou obtuso. A
seguir estaremos verificando a relacéo entre os lados de um triangulo considerando essas trés

possibilidades.

o Consideremos primeiramente um tridngulo ABC, de lados com medidas a, b e c, sendo
ABC agudo. Tracemos entdo a altura em relagdo ao vértice A, o ponto de interseccdo dessa
altura com a reta BCchamemos de H, a medida da projecéo de AC sobre BC de n, e a medida

da projecdo do lado AB sobre BC de m.

I
I
I
I
I
1
I
I
|
I
)

Temos agora dois triangulos retangulos: AABH ¢ AAHC. Vamos aplicar a ambos o

Teorema de Pitagoras:
b?> = n? + AH? )
2 = m? + AH? (ID

Nesse caso, em que ACB <90°, m + n = a = n = a- m. Substituindo em (1)

teremos:
b* = (a- m)?>+ AH? = b? = a?- 2am + m? + AH*(III)
Da equacdo (I1) temos m?* = ¢? - AH?, substituindo em (IIT) obtemos:

b? = a?- 2am + c¢*- AH? + AH?

2

= b? = a® + ¢?- 2am



Se isolassemos m ao invés de n, no caso em que ACB < 90°, obteriamos a relacéo:

c¢? = a? + b?- 2an.

. Caso o tridngulo ABC seja retangulo em B, a relacdo dada é direta: b* = a* + ¢?
(Teorema de Pitagoras).
o Seja agora um triangulo ABC obtusangulo em C. Tracemos entdo a altura em relacéo ao

vértice A, interceptando no prolongamento do lado BC em H. Seja também HC = m, que

corresponde a projecdo de AC sobre BC.

Temos agora dois triangulos retangulos: AACHe AABH. Vamos aplicar a ambos o

Teorema de Pitagoras:
b? = m? + AH? > m?* = b*- AH? (D
¢ =(a + m)®>+ AH? (n
Substituindo (I) em (II) teremos:
c2=(a + m)®> + AH* = ¢* = a* + 2am + (b*- AH?) + AH?
= c* =a*+ b* + 2am
Se isolarmos b? na equagdo acima, temos:
= b? = c? —a? — 2am = b? = a? + ¢? — 2(a + m)a, conforme observamos no primeiro
caso.
2.1.1 Classificacdo de um triangulo em retangulo, obtusangulo ou

acutangulo, conhecendo-se as medidas de seus lados

Considere o triangulo ABC de lados com medidas a > b > ¢, sendo BAC o &ngulo interno

oposto ao lado BC e m a projecéo de AB sobre AC. Das relagdes demonstradas no topico 2.1 e

do teorema de Pitagoras decorrem as seguintes conclusdes:
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e Se BAC <90° a?=b%+c?—2bm = a? < b?+ c?. Neste caso, COMO 0S OUtros
angulos s&0 menores ou iguais a BAC, temos que AABC é acutangulo.

e Se BAC >90° a®?=b%*+c*+2bm= a?> b?>+ c? Neste caso, como outros
angulos sao agudos, temos que 0 4ABC é obtusangulo.

e SeBAC =90° a? = b* + 2. Neste caso, temos que 0 4ABC é retangulo em A.
2.2 Teorema de Stewart

Matthew Stewart, matematico do século XVIII, nasceu no ano de 1717 em uma pequena ilha
da Escocia chamada Bute. Educado em Rothesay Grammar School, entrou na Universidade de
Glasgow em 1734, onde estudou a geometria antiga. Em 1746 Matthew Stewart publicou o
teorema, hoje conhecido como Teorema de Stewart, o qual relaciona os comprimentos dos lados

de um tridngulo com o comprimento de uma ceviana.

Teorema de Stewart: Dado um triangulo ABC qualquer, cujos lados tém medidas AB = c,

AC = b e BC = a. Seja D um ponto qualquer do lado BC, com AD = z, vale a relag&o:

b*y + c¢*x - z°a = axy,ondex = CD ey = BD.

Demonstracéo: Dado AABC de lados com medidas a, b, c e d. Seja D um ponto qualquer

sobre o lado BC e E o pé da perpendicular a BC que contém A, conforme indicados na figura.

Consideremos:

AD
CD
DB
ED

Il
IR RN

Considerando os triangulos ACD e ABD, obtemos as seguintes relacdes:
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AACD = b* = x* + z* — 2xm (Multiplicando por y)

= b’y = x’y + z°y — 2xym

AABD = ¢? = y?+ z? + 2ym (Multiplicando por x)
2 —

= c?x = y%x + z%x + 2xym

R {bzy = x%y + z%y — 2xym
c?x = yix + z%x + 2xym

Resolvendo o sistema, obtemos:
= b%y + c*x = x*y + y*x + Z*(x +y)
= b*y + ®x = xy(x+y) + z*(x +y)
Considerando que x + y = a, temos:
= b%y + c*x =xya + z%a
De onde vem a relagdo: b*y + c*x — z*a = axy 0
3 Calculo das medidas das medianas de um triangulo qualquer

Muitos dos problemas envolvendo triangulos estao relacionados as suas medianas. Sendo assim
apresentaremos nesta secdo demonstracdes detalhadas do célculo de suas medidas em um
triangulo qualquer.

3.1 Calculo das medidas das medianas de um triangulo qualquer

Seja o triangulo ABC qualquer de lados AB = ¢, BC = a e AC = b, vamos calcular a medida

da mediana relativa ao lado BC.

Sendo M ponto médio do segmento BC, isto é, CM = MB. Seja AM = m, (a medida da
mediana relativa ao vértice A).
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=CM + MB =a

a
=>CM=MB=§

Vamos olhar para o tridangulo AMC e tracar a altura em relagdo ao vértice A. Seja H 0

ponto de interseccéo da altura com o lado CM.

Considerando HM = x e aplicando a relacdo entre lados no triangulo AMC, segue:
2

AMC agudo = (i): b* = m %+ (%) -2 (g)x

Agora vamos aplicar a relacdo entre lados no triangulo ABM:
2

AMB obtuso (ii): ¢?>= m2 + (%) +2 (g)x

Somando as equacdes (i) e (ii) membro a membro temos:
b2 s o a2 ) a 5 a2 ) a
+cc=my + (E) — (E) X +mg”+ <§) + <§) X

2
a
=>b% +c2= 2mi+ 2

a2
= b? + c2—7 = 2mg?
b2+ 2 —L
»>———t=m
2b% + 2¢* — a? )
= 2 = m,
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1 2 2 2
>my = E\/(Zb + 2c? —a?)
Analogamente, para o calculo das medidas das medianas em relagdo aos lados AB e AC,

vale:

1
= me = E\/(Zaz + 2b2 —¢2)

1
> my = E\/(Zaz + 2c? — bZ)

Caso o triangulo fosse equilatero ou isosceles de base BC, a mediana coincide com a

altura relativa ao vértice A, assim H = M o que implicaem x = 0. Observamos que o resultado

se mantém.
3.1.1 Baricentro

Na Fisica, o centro de gravidade ou baricentro de um corpo é o ponto onde pode ser considerada
a aplicacdo da forca de gravidade de todo o corpo formado por um conjunto de particulas.

Vamos demonstrar a existéncia e unicidade deste ponto t&o importante.

Teorema: As trés medianas de um triangulo qualquer se encontram em um mesmo ponto. Tal

ponto é chamado de baricentro do triangulo.

Demonstracdo: Consideremos um triangulo de vértices A, B e C. Sejam AM e CN as
medianas do AABC relativas aos vertices A e C, denotemos por G;a interseccdo dessas

medianas. Considere Q e R os pontos médios de AG, e CG,, respectivamente.

O quadrilatero MNQR é um paralelogramo.
De fato, pelo teorema da base média temos:

No AABC,AC//MN e AC = 2MN
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No AACG,, AC//QR e AC = 2QR.
Assim QR//MN e QR = MN.

Além disso, sendo G, a interseccdo das diagonais do paralelogramo MNQR, temos:

AGl = 261M e CGl ES ZGlN

Analogamente, vamos considerar as medianas AM e BP e os pontos G, = AM N BP, T
ponto médio de AG, e U ponto médio de BG,. Temos que o quadrilatero MUTP é um

paralelogramo.

De fato, pelo teorema da base média temos:

No ABG,A, UT//BA e UT = BA/2 e no AABC, PM//BA e PM = BA/2. Assim
UT//PM e UT = PM. Além disso, sendo G, a interseccdo das diagonais do
paralelogramo MUTP, temos: AG, = 2G,M e BG, = 2G,P.

Como existe um Unico ponto X sobre AM tal que AX = 2XM, concluimos que G, = G,.
Dessa forma fica provado que as trés medianas se encontram em um mesmo ponto, chamado

apenas de G. O

Como consequéncia, temos que o baricentro divide as medianas numa razao de 2 para
1.

3.1.2 Uma mediana de um triangulo qualquer o divide em duas regides de mesma area

Consideremos o triangulo ABC onde M é ponto médio de BC. Temos que a mediana AM divide

o tridangulo ABC em duas regides de areas iguais.

Demonstracdo: Sejam H, e H pontos de interseccdo das perpendiculares a CB que
passam por C e por B, respectivamente, com a reta paralela a CB que contém A, conforme

indicados na figura.
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Temos que CM = MB, pois M é ponto médio de CB, e CH, = BH, ja que ¢ a altura do
triangulo ABC. Assim os triangulos ACM e AMB possuem a mesma base e mesma altura, logo

tém éareas iguais. O
3.2 Reta de Euler

Leonhard Euler (1707 - 1783) é um dos grandes nomes da matematica. Originalmente seu pai
queria que ele fosse um eclesiastico, porém entregou sua educacdo a um dos matematicos
famosos da época, Jacob Bernouilli, e dai ele se entusiasmou pela matematica. Casou-se e teve
uma familia de 13 filhos. No periodo de 1727 a 1783, ano de sua morte, ele produziu 886
trabalhos de matemaética, produzindo em média 800 paginas de matemaética por ano, apesar de
ter perdido sua visdo em 1771. Ele produziu em todas as areas da matematica da época. Sua
obra € um capitulo na Histéria da Matematica. Varias formulas geométricas e varias

construcdes levam seu nome; aqui apresentaremos a reta de Euler.

Teorema: Num tridangulo ABC que ndo € equilatero, o ortocentro H, o baricentro G e o

circuncentro O sdo colineares. A reta {(H,0) = ¢ (H,G) é conhecida como reta de Euler.

Demonstracdo: Vamos considerar entdo um triangulo ABC escaleno. Seja G o
baricentro e O o circuncentro, pontos distintos (pois nesse caso, a mediana € diferente da

mediatriz). Tomemos a reta ¢ determinada pelos pontos G e O.

A

<@
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Seja H um ponto pertencente a reta 0G tal que GH = 2 GO, e P ponto medio do lado

BC, conforme figura:

Consideremos a mediana e a mediatriz relativas ao lado BC.
Os triangulos GHA e GOP sao semelhantes pelo caso LAL de semelhanca:
*GH' = 2 GO (por construcéo)
« 0GP = H'GA (opostos pelo vértice)
*AG = 2 GP (propriedade do baricentro)
Logo, seus angulos correspondentes, GOP e G HA so congruentes.
Assim a reta suporte que contém o segmento AH é paralela a mediatriz OP.
Consequentemente, H ¢ um ponto pertencente a altura relativa ao lado BC.

Raciocinando da mesma forma, se tomarmos a mediana e a mediatriz relativas ao lado

AC, concluiremos que H é um ponto pertencente a altura relativa ao lado AC.

Como H ¢ a interseccdo de duas alturas do triangulo ABC temos que H é ortocentro do
triangulo ABC. Concluimos assim que, Circuncentro (0), Baricentro (G) e Ortocentro (H) séo

colineares e a Reta ¢ € a Reta de Euler do Triangulo ABC.

Como o Ortocentro de um tridngulo € Unico, por construcdo temos que, o Baricentro

estara sempre entre o Ortocentro e o Circuncentro e GH = 2 GO.

No caso do triangulo ser isdsceles, o circuncentro, o ortocentro, e o baricentro seréo
pontos colineares. A reta definida por esses pontos sera coincidente com a altura relativa ao

angulo definido pelos lados congruentes, conforme indicado na figura.
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No caso do triangulo ser equilatero, os trés pontos: baricentro, ortocentro e circuncentro

coincidem, néo existindo a rela de Euler.
3.3 Propriedades das areas definidas pelas medianas e trianas de um
triangulo

Vamos apresentar as propriedades das areas das regides obtidas em um triangulo qualquer em

duas situagdes: 1°- regides definidas pelas medianas; 2°- regides definidas pelas trianas.
3.3.1 Propriedades das regides definidas pelas medianas de um triangulo qualquer
As medianas de um tridngulo divide o mesmo em 6 triangulos menores de mesma area.

Demonstracéo: Dado o triangulo ABC, sejam as medianas M,, M, e M. como na figura:

A

Mb Mc

6\ 1
C Ma B

As medianas dividem o tridngulo em 6 triangulos menores, 0s quais numeramos de 1 a

Os triangulos 1 e 6 tem a mesma area, pois possuem mesma base e mesma altura; pelo

mesmo motivo, os tridngulos 2 e 3 também tem a mesma area , assim como os tridngulos 4 e 5.
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O triangulo M, BC tem mesma area de M.BC, pois possuem mesma base e, pelo teorema
da base média (pelos pontos médios de dois lados de um tridngulo, passa uma paralela ao
terceiro lado do mesmo), possuem mesma altura. Desse modo, a area do tridngulo 5 é igual a

area do triangulo 2, logo os triangulos 5, 4, 2 e 3 possuem mesma area.

Analogamente se olharmos para os triangulos AM, B e BM,A também possuem mesma

area, logo os triangulos 4 e 1 possuem mesma area.

Pelas igualdades ja demonstradas, temos que as areas dos seis triangulos séo iguais.
Logo, as medianas de um triangulo o dividem em seis outros tridngulos equivalentes. O
3.3.2 Propriedades das areas das regides definidas pelas trianas de um triangulo

Se tracarmos as seis trianas-p no triangulo ABC, verificaremos que elas possuem

algumas propriedades interessantes, Como veremos a seguir.

Teremos 12 triangulos, 3 quadrilateros, 3 pentagonos e 1 hexagono. Vamos numerar
esses poligonos de 1 a 19, representando suas respectivas areas por S1, S2, §3,54,...,519, ¢

marcar 0s pontos de interseccdo das trianas-p, como na figura:
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Por manter a proporcdo p nas seis trianas-p tracadas no triangulo, temos que 0s

segmentos UV, NP,TW,MK e SR sio paralelos ao segmento AB; da mesma forma os

segmentos WR,PL,VS,0M e UT sdo paralelos ao segmento BC, e 0s segmentos

ST,LN,RU,KO e WV so paralelos ao segmento AC, como veremos a seguir:
1) Demonstragdo na forma analitica de que TU//CB:

Vamos introduzir um sistema ortogonal de coordenadas cartesianas de modo que o
ponto C seja a origem, o comprimento de CB sera tomado como unidade de comprimento.
Assim, C = (0,0) e B = (1,0). Consideremos o ponto A = (p,q),E = (r,0), D = (1 —r1,0),

com p, q e r reais.

As equac0es das retas AC, AB, AE e AD sio:

— q
AC:y =—.x
p
—> q
AB:y =——.(x—1
y p_l(x )
—> q
AE:y = (x =
y p_r(x r)
:4_D):y=L.(x—1+r)
p—1+r

Observamos que o segmento GH ¢ paralelo a BC, pois o tridangulo AGH é semelhante ao
triangulo ACB. Sendo assim, 0s pontos G e H possuem mesma ordenada, que vamos denominar

mgq, onde 0 < m < 1. Para determinar as abscissas dos pontos G e H, consideremos o fato de

que pertencem, respectivamente, as retas AC e AB. Desse modo temos:

mq.p
¢G= /X =mp
q
m -1
H= q(lzl )+1:>xH=mp—m+1

Logo os pontos G e H possuem coordenadas G(mp,mq) e H(mp — m+ 1,mq)

Segue que as equacdes das retas CH e BG sio:

Chiy = —1—
'y_mp—m+1'x
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— m
BG:y = a

mp_l.(x—l)

Podemos agora determinar as coordenadas dos pontos de interseccao entre as retas CH eAD,

e entre BG e AE, denotados respectivamente por U e T.

e Calculo da ordenada de U:

U= CHNAD = — T =T
% p—1+r

mp—m+1'x”_ (xy,—14+71)

yy(mp—m+1)  yy(p—1+7)
= =x,=— <+
qm q

1—r

mp—-m+1—pm+m-—rm

_gqmd-—-r)

= Yu 1—rm

e Calculo da ordenada de T:

T = BG N AE = m (xT—l)zyTzi.(xT—r)
m p—r

p—1
mp —1 -r
_, yr(mp )+1=xT=yT(p ),
qm q
yr(mp—1—mp +rm)
= =r—1
qm
gm(r —1)
= = -
YT m—1

Observamos que:

_qm(1l—-r) qm(r—-1)
Yu = 1-rm  r™m—-1

yr
Logo y, =y, = TU//CB
I1) Demonstragdo de que TU//CB, baseada na Teoria das Proporcdes:

Dado o tridngulo ABC e as trianas-p AE, AD, BG,e CH,sendo T =AENBGe U =
CHNAD.
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Por definicdo de trianas-p, temos:
CE_DB _BI AH FC AG _ ( <1)
BC DC AB AB ac _ac P \PS3
Vamos mostrar que TU//CB.

1) Vamos considerar o triangulo ACE com a transversal BG = t. (B—-T-0G)

Sejar//tcomAETePzﬁnr.

No triangulo ACP, pelo Teorema de Tales, temos:

AG BP AG CG
— e = — = —
CG BC BP BC

No triangulo AEP, temos:

TA BP BP TA
—_—— ) — = —
TE BE BE TE
Multiplicando ambos os membros, temos:
AG BP CG TA TE CG BE
—— == —=—.—
BP BE BC TE TA AG BC
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TE AC—AG BC —EC

= .
TA 4G BC
TE /AC EC
) (-2
TA~ \4G BC
TE /1
——(Z=1).1-
= Ta (p )( P)
TE /1-p
—=(=1).a-»
TE (1-p)?
TA p

2) Vamos considerar o triangulo ACB com a transversal CH =t. (C—-U-H)

Sejar//tcomAereP =CBnr.

No triangulo BAP, pelo Teorema de Tales, temos:

AH CP AH BH
—_— ) — = —
BH BC CP BC

No triangulo ACD, temos:

CP AU
CD DU

Multiplicando ambos os membros, temos:

AH CP BH AU DU BH CD
——— =D e ===
CP CD BC DU AU AH BC
DU AB—-AH BC—-BD
—_ — = .
AU AH BC
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=:Zﬁ=(%—gx1—m

DU (1-p
—=(—=).1-
= au ( v >( P)
DU (1 -p)?

AU p

Observamos que

TE_DU _ +5,/5p
—_——
TA AU /!

Como C, E, D e B so colineares, entdo: TU//BC.

Analogamente, temos: MO//WR//PL//VS//UT//CB, UV//NP//KM//TW]/SR//
AB,ST//LN//RU//KO//VM//AC. O

Analisaremos agora as areas de cada um desses 12 triangulos.

e Comparando as &reas dos tridngulos AHU e BIV verificamos que sdo iguais, pois tem a
mesma base, e altura igual, por UV ser paralelo a AB, ou seja, S1 = $3. Do mesmo modo
temos que S5 = 57 e S9 = S11.

e Como NP é paralelo a AB, os tridngulos AIP e BHN possuem mesma area, pois tem bases
iguais e alturas também, assim S1 + 52 + S14 = S3 + §2 + $S13. Como JAvimos que S1 =
S3 concluimos que S14 = S13. Analogamente temos que S15 = S16 e S17 = S18.

e Olhando agora para os triangulos ABT e BAW e partindo de TW ser paralelo a AB,
concluimos que possuem mesma area também. Logo S1 + S2 4+ S3 +S13 + 512 =51 +
S2 4+ 53 4+ 514 + S4. Levando em conta o resultado anterior, no qual S13 = S14, temos
que S12 = S4. Agindo da mesma forma obtemos S4 = S8.

e Como GD é paralelo a AB, os triangulos ABG e BAD tem a mesma area pelo mesmo motivo
anterior: bases iguais e alturas também, ou seja, S1 + S2 + S3 + S13 + S12 + 511 = S1 +
S2 4+ 534+ 514 4+ S4 + S5. Observando o resultado obtido no terceiro item, encontramos
511 = S5, e do mesmo modo S7 = S1 e S3 = S9.
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e As areas também sdo iguais dos tridngulos ABM e BIK, pois sabemos que MK ¢ paralelo a
AB, assim S1+ 512 + 518 = S3 + 54 + S15. Como S1 = S3, e S12 = S4, obtemos
5§18 = §15. Analogamente obtemos que S14 = S17 e S16 = S13.

e Sabendo que FE é paralelo a AB, vemos que os triangulos ABF e BAE tem mesma area.

Logo $10 = S6, verificando do mesmo modo que S2 = S10.
Se compararmos os resultados obtidos, chegamos as seguintes conclusoes:
e S51=53=85=87=59=S511
o S4=58=512
e S13=514=S515=S516 =517 =518
e 52=56=3S510

Podemos visualizar este resultado através da figura, colorindo os poligonos de mesma

area com a mesma cor:

4 Consideracodes Finais

Nesse artigo, demonstramos alguns teoremas importantes relacionados a triangulos, visto que
na maioria dos livros didaticos atuais ndo encontramos tais teoremas, nem calculo das medidas

das medianas de tridngulos quaisquer, quanto mais suas demonstracoes.
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Visando sua aplicacdo em sala de aula, organizamos este material de modo que os
contetidos aqui abordados possam ser trabalhados inclusive no Ensino Fundamental, para que

ndo fiquem restritos apenas a triangulos especificos.

Quando estendemos o estudo geométrico a um nivel genérico, mostramos aos alunos a
beleza da matemaética aplicada a Geometria, além de agucarmos sua curiosidade pelas
generalizacBes de conceitos ja vistos de forma restrita.
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