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” A matemdtica nao € uma caminhada cuida-
dosa através de uma estrada bem conhecida,
¢ uma jornada por terras selvagens e estra-
nhas, onde os exploradores frequentemente se
perdem. A exatidao deve ser um sinal aos
historiadores de que os mapas jda foram fei-
tos e os exploradores se foram para outras

terras”.
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RESUMO

O presente trabalho é uma proposta para localizacao de raizes polinomiais de grau n. E
proposto, através de aulas praticas, a localizacao de raizes polinomiais utilizando o cha-
mado Método de Newton - Raphson. Entende-se que este trabalho preenche um espaco
nao explorado por livros didaticos, pois oferece material a ser utilizado em sala. Para
atingir o objetivo, é introduzido de forma elementar e intuitiva os conceitos de limite e
derivada de uma funcao. E proposto utilizar também o software educacional GeoGebra
pois, além de ser gratuito e acessivel, oferece um tratamento dinamico necesséario a abor-

dagem do trabalho.

PALAVRAS CHAVE: Raizes Polinomiais; Método de Newton - Raphson; GeoGe-

bra na Escola.



ABSTRACT

This work is a proposal for the localization of polynomial roots of degree n. It is propo-
sed the localization of polynomial roots by practical classes, using Newton - Raphson’s
method. This work is supposed to fill in a gap that it is not explored by textbooks, since
it offers material to be used in clas. To achieve the aim it is introduced the concepts of
limit and derivative of a function in an elementary and intuitive way. It is also proposed
to use the education software Geogebra because it besides being free and acessible, it

offers a dynamic treatment that the approach of this work requires.

KEY WORDS: Polynomial roots; Newton - Raphson’s Method; GeoGebra at School.
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Capitulo 1

Introducao

No ensino fundamental, tem-se os primeiros contatos com fungoes matematicas
basicas, como fungoes afins e quadraticas. A partir dessa fase da educacgao basica, algumas
aulas sao dedicadas exclusivamente a descobrir as raizes dessas funcoes. Nesses casos,
através de operacoes algébricas, ou com uso de férmulas, o problema é resolvido. No
entanto, ao ingressar no ensino médio o estudante se depara com problemas nos quais tais
funcoes nao serao mais suficientes para representar as situacoes antes bem compreendidas.
Entao, geralmente no tdltimo ano do ensino médio, é generalizado o conceito de fungao
polinomial de grau n qualquer, o que faz surgir nos estudantes o questionamento de
como encontrar suas raizes e, de preferéncia, utilizando ainda operacgoes algébricas ou
formulas prontas. Infelizmente a abordagem atual dos livros didaticos nao oferece resposta
satisfatéria, se nao pela grande quantidade de conteuidos didaticos, talvez pelo fato da
abordagem exigir conceitos que a maioria dos professores julgam além dos objetivos da
educagao basica. Dessa forma os livros didaticos atuais tratam o tema de forma superficial
em que apenas quando uma funcao polinomial satisfaz determinadas condi¢oes podemos
encontrar suas raizes. Entende-se que encontrar raizes de fungoes polinomiais, para um
grau n qualquer, é uma lacuna que pode perfeitamente ser preenchida a partir de uma
abordagem adequada do tema. Tal abordagem serd feita utilizando o método de Newton-
Raphson que possui como diferencial o poder de enriquecer o aprendizado tendo em vista
que ha utilizacao de novos conceitos matemaéticos além do uso de novas tecnologias no

ensino.



1.1 As origens do Método

O Método de Newton - Raphson tem sua origem com o préprio surgimento do
Calculo, que utiliza conceitos de derivada com interpretacao geométrica da inclinacao
de uma reta tangente em um ponto especifico do grafico. O que é conhecido atualmente
como Método de Newton foi descrito em Méthod of flurions em 1671, sendo o mesmo
publicado em 1736. Porém, em 1690, Joseph Raphson, um membro da Royal Society
de londres, publicou um opusculo, Analysis aequationum universalis, que essencialmente
descreve o mesmo método descoberto por Newton para aproximacoes das raizes reais de
uma equagao. Por essa razao, esse método é hoje também conhecido como Método de

Newton-Raphson,[2].

E importante observar que o Método de Newton-Raphson sera usado no presente
trabalho apenas em funcoes polinémiais, no entanto, é aplicavel tanto para equagoes
algébricas como para equacoes trancendentais. Alids, vale lembrar que originalmente
Newton usou o método para a ctibica 23 — 2z — 5 = 0. A versao atual desse método é o

seguinte:

Se p(x) = 0 tem apenas uma raiz no intervalo [a,b] e se nem p'(x) nem p”(z)
se anulam nesse intervalo, escolhido xo como aquele dos dois numeros a e b para o qual
., : .
p(zo) e p’(x0) tem o mesmo sinal, entdo

P(fKo)
P’ (o)

Ty = Ty —

situa-se mais provimo da raiz do que x.

Essa afirmagao é provada em [4], pg.112-117, ou [13], pg.189-191.

1.2 Calculo no Ensino Médio

No Brasil, ha algum tempo se discute a implantacao do Calculo Diferencial e Integral
no Ensino Médio devido a inegavel importancia dessa disciplina nas mais diversas areas do
conhecimento. Uma das razoes desse movimento talvez seja sua grande importancia nos

anos iniciais de muitos cursos superiores. Alguns pesquisadores tém levantado a questao
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dada sua importancia para as ciéncias e tecnologias modernas. Nesse sentido, Avila (1991,

p.3) justifica seu ensino ao afirmar que:

”0 Cldlculo é moderno porque traz ideias novas, diferentes do que
0s alunos do Ensino Médio encontra nas outras coisas que aprende
em Aritmética, Algebm, Geometria, Trigonometria e Geometria
Analitica. Nao apenas novas mas ideias que tém grande relevancia

numa variedade de aplicagcoes cientificas no mundo moderno”.

Nesse sentido, um dos argumentos dos defensores da nao inclusao do Ensino de
Calculo é quanto a grande extensao dos programas de Matematica. Avila (1991, p.6) con-
sidera um equivoco tal argumento considerando que muitos contetidos sao excessivamente

extensos e inuteis:

70 exemplo mais evidente disso estd no ensino de funcoes. Gasta-
se muito tempo para introduzir uma extensa momenclatura - con-
tradominio, funcao inversa, funcdo composta, funcdao injetiva, so-
brejetiva - num esforco de poucos resultados praticos”.

Avila defende ainda que o ensino do Célculo deve ser acompanhado de varias

aplicagoes tanto a Fisica quanto a Matemaética e, em acordo com o presente trabalho diz:

”Uma importante aplicacao da derivada na propria Matemdtica, e
de muita atualidade nessa época de cdlculos numéricos com auxi-
lio de computadores eletronicos,...trata-se do método de Newton no
calculo numérico, em particular do cdlculo de raizes n-ésimas pelo

método das aproximacoes sucessivas”.

Observa-se porém alguns resultados praticos de tal movimento tendo em vista
que alguns livros didaticos ja dedicam capitulos exclusivos ao ensino de fundamentos de
Calculo introduzindo ideias de limites e derivadas. Entre estes;(BIANCHINI, Edvaldo.
Matematica - vol.3, Ed. Moderna. Sao Paulo, 2004) e (SMOLE, Katia K. Stocco. Ma-
tematica - vol.3, Ed. Saraiva. Sao Paulo, 2005.)

Entende-se que este trabalho pode perfeitamente desempenhar um duplo papel:

localizar raizes de um polindmio qualquer utilizando como ponto de partida conteido



ja ensinado em sala de aula, ao mesmo tempo que introduz conceitos elementares de
Calculo Diferencial, enriquecendo seu aprendizado e colocando-os em contato com novas
tecnologias. Para atingir tal objetivo sera sugerido um cronograma de atividades e tépicos
a serem utilizados em sala de aula, sempre lembrando que cabera ao professor sua selegao e
adequagao a sua realidade. Conforme nosso objetivo é a utilizacao em sala de aula, nosso
texto sera estruturado de forma elementar, deixando o rigor das demonstracées como
leitura complementar ou sugestoes indicadas ao longo texto. Esperando dessa forma
tornar a leitura proveitosa, agradavel e acessivel nao s6 a professores como também a
alunos.

E aos que ainda resistem ao ensino de Célculo no Ensino Médio, fica a mensagem

do Professor Geraldo Avila que em 1991 j4 antecipava:

"Descartar o Calculo no ensino é grave, porque deiza de lado uma
componente significativa e certamente a mais relevante da Ma-
temdtica para a formagao do aluno num contexto de ensino mo-

derno e atual”.

1.3 Descricao do Trabalho

O presente trabalho esté organizado de forma a contemplar teoria e préatica em sala
de aula. Seu principal objetivo é fornecer um material que possa ser utilizado tanto para
introducao de conceitos elementares de Calculo Diferencial quanto para localizacao de
raizes polinomiais. Inicialmente busca-se justificar a necessidade do ensino de Célculo no
Ensino Médio, lembrando que, conforme bem lembra Avila (1991, p.1), até o final dos
anos 50 o Calculo fazia parte do programa da 3* série do chamado curso cientifico, con-
templando o ensino de derivada e aplicagoes a problemas de méaximos e minimos, além de
outros tépicos como o polinomio de Taylor. Dessa forma, aos que defendem seu ensino,
estarfamos nada mais que corrigindo um equivoco cometido ao suprimir seu ensino em

prol da entao denominada "Matemdtica Moderna®”.

No Capitulo 2 é construido um material que tem como objetivo apresentar ao

professor os elementos de Calculo que serao necessarios para uma boa compreensao do

'Movimento de modernizacao do ensino da Matematica que defendia um maior rigor no ensino



funcionamento do Método de Newton - Raphson. O mesmo é feito utilizando o software
educacional GeoGebra, lembrando que, os graficos e construgoes apresentados sao todos
elementares podendo ser perfeitamente construidos sem sua utilizacao. No entanto, é
recomendada sua utilizacao tendo em vista seu carater dinamico e construtivo por parte

dos alunos.

O Capitulo 3 apresenta o objetivo principal de todo o trabalho onde é proposto,
através de aulas praticas, como introduzir os conceitos de limite e derivada de um po-
linémio. Introduzimos a ideia de limite com um polinomio de grau 1(func¢ao afim) nada
impedindo que o professor utilize outro de sua preferéncia, pois 0s passos sao 0s mesmos.
Em seguida é mostrado intuitivamente o significado da derivada de um polinomio. O ob-
jetivo nessa secao ¢ relacionar o conceito de limite com o de derivada. Logo em seguida,
na secao 3.3, procura-se aplicar os conceitos apresentados para localizar raizes polinomi-
ais. Isto serd feito através de aplicagoes simples pois o objetivo é tornar as construgoes

envolventes e estimulantes a todos.

Finalmente, no Capitulo 4 sao feitas as consideragoes finais.
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Capitulo 2

Método de Newton-Raphson

Para resolver uma equacao quadrética az?+bx + ¢ usamos a bem conhecida férmula
de Bhéskara!. Para equacoes de terceiro e quarto grau também existem férmulas para
encontrar suas raizes, embora sejam bastante complicadas. Se p for um polinomio de grau
5 ou maior, nao existe nenhuma férmula pronta?. Uma maneira elaborada de localizar
raizes é utilizando o chamado Método de Newton-Raphson, o qual descreveremos a
seguir para polinomios. Vale lembrar que tal Método utiliza de forma direta o conceito
de derivada e, implicitamente, o fato de que todo polinomio é uma funcao continua. Tais

fatos podem ser consultados no Apéndice.

Comecamos definindo derivada de um polinomio.

2.1 A Derivada de um Polinomio

A derivada de uma polinémio esté diretamente relacionada ao conceito de limite. A

seguir temos a sua definicao.

Definicao 2.1:Dado um poliomio p, definimos a fun¢ao derivada p' no ponto a da

sequinte forma

pla+h) — pla)

/ T
p'(a) = lim

!Bhaskara Akaria: x 1114, India - t 1185, Ujjain, India
2Mariores detalhes podem ser visto na Introducao de [12]
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Graficamente, a derivada de um polinomio p em um ponto especifico a representa
a tnclinacao da reta tangente ao grafico de p no ponto a. Como exemplo, consideramos
o polinoémio p(z) = 2* — 42 + 22 + 4. Com o uso do Geogebra construimos seu grafico e

destacamos as retas 1 e ro tangentes respectivamente nos pontos A(2,0) e B(3,1).

€7 GeoGebro (E=8 HeR =)
Argquive Editar Exibir Opcbes Ferramentas Janela Ajuda
. . @e
« 2 ! ‘
» Janela de Algebra o ~ Janela de Visualizagiio
= Fungio ﬁ
0 f(x) = 1% —ax*+2x-
= Numero
0 a=1
b=4
c=2
O d=4
= Ponto
@ A=(2,0)
o oA=L
@ B=(3,1)
= Reta
@ ery=-2x+4
e gy=5x-14
4
k3 s ) RE 5 s 3 &5 7
< e + f
Entrada: L)

Figura 2.1: Retas Tangentes ao Grafico de p

A inclinacao das retas r; e r9 nos pontos A e B sao respectivamente iguais a
—2 e 5. Vé-se que r; e ry interceptam o eixo x. Isso acontece porque a derivada de p
nos pontos A e B nao sao paralelas ao eixo x, ou seja, nesses pontos sua derivada é nao

nula. Esse fato geométrico é de suma importancia para a eficicia do Método de Newton

- Raphson.

Atravéz da seguinte proposicao mostra-se como encontrar a derivada de um po-

linomio qualquer em um ponto a.
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Proposicao 2.1: Se p(z) = apx™ + an_ 12" + ... + a1z + ag, entao a derivada de p

no ponto a € p(a) = na,a™ ' + (n — 1)a,_1a" 2 + ... + 2aza + a.

Demonstragao: Usando a definicao de derivada no ponto a, tem-se

, . pla+h)—pla)
pla) = lim h B

. lan(a+ )"+ an_i(a+h)" 4+ . 4 ai(a+ h) + a] — [a,a™ + ... + ara + ag]
h—0 h N

lim [an(a+ h)" — ana™] 4+ ani[(a + )" ' —a" |+ . +ayf(a+h)—a]
h—0 h N

’ an[(Na" th+ .. + W+ apa[(")a" 2R+ o+ R + L+ arh B
ho h o

han((Na" 4+ o+ A" Y +an g (") a2+ o+ B + o+ a4
h—0 h

Como todos os termos sao multiplicados por h, obtem-se

lim[(na,a” " 4 ... + a,h" ) 4+ ((n — Dan_1a" 2 + ..+ ap 1 h"72) + ... + ay]

h—0

Logo

p(a) =na,a™ '+ (n — Dap_1a" 2 + ... + 2asa + a;

2.2 Descrevendo o Método

Vamos explicar agora como funciona o Método de Newton-Raphson. A geome-
tria envolvida é mostrada na Figura 2.2, onde a raiz que tentamos encontrar é chamada

Tr.
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Arquivo Editar Exibir OpcBes Ferramentas Janela Ajuda
§ © ---. g
I i { ABC || _a
* ) =] 3 P
I & T
¥
[ERFIEN) L
<
%
x
T
Entrada: f(x) = 24(x - 1.69) - 0.62

B - o el & 2o ol¢ e

Figura 2.2: Primeira Aproximacao

Comecamos com uma primeira aproximacao x;. Uma maneira eficiente de ter
certeza que existe alguma raiz num determinado intervalo, digamos [a, b], é encontrando
os valores de p(a) e p(b). Se os sinais de p(a) e p(b) sdo opostos, pelo fato de p ser uma
fungao continua, o Teorema do Valor Intermediario nos garante que existe ¢ € [a, ]
tal que p(c) = 0. Consideramos entao a reta tangente L & curva p(x) no ponto (x1,p(x1))
Observamos que L intercepta o eixo x em um ponto que vamos denota-lo xs. A idéia por
tras do método é que o intercepto da reta tangente L com o eixo x fica mais préximo da
raiz r que o valor inicial z;. Como a tangente é uma reta, podemos facilmente encontrar

seu intercepto com o eixo X.

Para encontrar uma férmula para x5 em termos de x; usamos o fato de que a

inclinagao de L é p/(x1); assim, sua equagao é
y —p(z1) = p'(z1)(x — 21)

Uma vez que a intesecao de x e L é x4, fazemos y = 0 e obtemos
0 —p(x1) = p'(21) (22 — 71)

Se p'(z1) # 0, podemos resolver essa equacao para zs, que fica:

14



To = 1 —

Usamos entao xs como segunda aproximagao de r.

Repetimos o mesmo procedimento com x; substituindo xs, usando agora a reta

tangente em (z,p(x2)). Isso nos dd uma terceira aproximagao:
T3 =Ty —

Se repetirmos esse processo, obteremos uma sequéncia de aproximagoes 1, £, T3,

conforme figura abaixo.

DB RS (ol W B NS B =
TL®E

I

f
Entrada:

E@ 'i/ o @ @ ﬁ”@ e oo gl

18/01/2014 | |

Figura 2.3: Sequéncia de Aproximagoes

Em geral, se x,, for a n-ésima aproximacao e z,, e f'(z,) # 0, entao a aproximagao

seguinte é dada por

F(zn)
F(zn)

Ln41 = Tn —

15



que é a férmula geral do Método de Newton-Raphson.

Se os numeros z, ficam cada vez mais proximos de r a medida que n cresce,
diz-se que a sequéncia converge para r e escreve-se

lim z, = r
n—oo

E importante observar que embora em fungoes do tipo ilustrado anteriormente as
aproximacoes sucessivas convirja para a raiz desejada, em certas circunstancias a sequéncia

pode nao convergir, conforme figura a seguir.

s

(e

B oo
]

e

Arquive Editar Exibir Opcbes Ferramentas Janela Ajuda

O B EIVe= o)+l PN

Enfrada: sen{a*)

Ko ..

SIS —

27/01/2014

Figura 2.4: Caso em que o Método Falha

Consideramos, nesse caso, um polindémio p e o intervalo [a, b]. Sabemos a priori
que f(a)f(b) < 0. Escolhendo um valor inicial z; usamos o método para encontrar a se-
gunda aproximagao x,. Encontrando x,, 0 usamos para encontrar a terceira aproximagao
r3, que no nosso exemplo, é pior que 1, ou mesmo, nem pertence ao intervalo [a, b].

Entao o Método falha e uma melhor aproximagao inicial x; deve ser escolhida.

16



A seguir, sao dadas as condigoes gerais para a convergéncia do Método. Para

maiores detalhes, sugerimos [4] ou [13].

Proposi¢ao 2.2: Seja p : |a,b] — R, duas vezes derivdvel, com p” continua. Su-
ponha que:

i) p(a)p(b) <0

ii) p'(z) # 0 Vz € [a, b]

iii) p” nao muda de sinal em [a,b]

Entao a sequéncia gerada pelas iteracoes do Método de Newton-Raphson utilizando

Lp+1 = Tn — W
n

converge para o unico zero r de p, isolado em [a,b], se ¢ € [a, ] for escolhido conve-
nientementes.

O item i) nos informa necessariamente que p possui uma raiz no intervalo [a, b],
enquanto ii) nos informa que a derivada primeira nao deve se anular para nenhum valor
de x no intervalo. Caso isso acontega, nao existira intersecao da reta tangente com o eixo
x, condigao necessaria para aproximagao do valor da raiz. Por fim, a condigao iii), sendo
satisfeita, nos garante que o grafico de p sé possui uma concavidade no intervalo [a, b] pois
caso a derivada segunda mude de sinal, a intersecao da reta tangente, com o eixo x, muda

de sentido e, portanto, a sequéncia de aproximacoes nao converge para a raiz procurada.

3Pode-se, por exemplo, fazer zg = a se w1 € [a,b] ou zg = b caso contrério
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Outra utilidade do Método de Newton-Raphson é o calculo aproximado de

{/c. Observamos que encontrar /¢ equivale a determinar a rafz positiva da equagao

" —c=0

dessa forma, tomamos f(r) = 2" — c¢. Entdo, pela Proposicao 2.1, f'(z) = nz" ! e a

formula geral do Método de Newton-Raphson fica

n

mn

— C

Tpn41 — T —
n—1
TLCL'n

2.3 Aplicando o Método

Atravéz dos seguintes exemplos, ilustraremos mais detalhadamente o funcionamento

do Método.

Exemplo 1.

Consideramos o polinémio p(z) = x® + 2z — 4. Pela Proposigao 2.1, p/(z) = 32 + 2.

Localizemos agora uma de suas raizes.

Inicialmente, conjecturamos que existe uma raiz no intervalo [0, 1]. Verifiquemos
se nossa ”suspeita’ procede. Observe que p(0) = 03+2.0—-4=—4ep(l)=134+21—-4 =
—1. Como p(0)p(1) = 4 > 0, ndo podemos afirmar que existe uma raiz de p entre 0 e
1. Mas como p(2) =23 +2.2—4 =8¢ p(1)p(2) = —8 < 0, existe(pelo menos uma) raiz
de p entre 1 e 2. Utilizando entao a férmula geral do Método, com valor inicial z; = 1,

teremos

f(zn) . 3+ 2x, — 4
Tyl = Tp — Tpy1 =Ty — ————
i f'(x) i 322 + 2
Com n =1, temos
xi‘+2x1—4:> . 134+21—4 L9
To=0] — ——5—— r9=1-— =1,
2o 322 42 2 3.12+2

18



Entao, com n = 2, obtemos

23+ 2wy — 4 L, L24212-4
—:>x f— J—
312 + 2 ST 31,22 42

T3 = Ty — ~ 1, 1721

Finalmente, com n = 3, teremos

3 3
3+ 2wy — 4 1,1721 + 2.1,1721 — 4
T3 T2l 70 = 1,1721 —

372 + 2 e 3.1,17212 + 2

Ty = X3 — ~ 1,1795

Resulta que esse quarto valor, x4 ~ 1,1795, ja apresenta uma boa aproximagcao para

a raiz de p.

Exemplo 2.

Aplicando o Método de Newton-Raphson para encontrar uma boa aproximacgao para
v/20. Perceba que isso equivale a determinar a raiz positiva da equagao p(z) = x® — 20.

Pela Preposigao 2.1 p/(z) = 322 Assim, teremos

Tpg1 = Ty — Tyl = Ty — —=—5—
+1 f/<xn) +1 31_721

Escolhendo-se 1 = 3 como aproximagao inicial, tem-se

Ty & 2, 74074074
T3 ~ 2, 71466962
24~ 2, 71441764
x5 A 2, 71441761
16~ 2, 71441761

que ja é uma aproximacgao com oito casas decimais exatas.

Percebe-se que, de x5 para xg nossa aproximacao até a oitava casa decimal
permaneceu a mesma. De forma geral, para uma aproximacao com k decimais exatos
devemos parar as iteracoes quando duas aproximacoes sucessivas &, a T,.+1 Sao iguais até

+

a k-ésima casa decimal. Esse fato pode ser provado e sugerimos [4].
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Capitulo 3

Aplicacao do Método

O material presente nesse Capitulo é a parte mais importante desse trabalho e tem
como principal objetivo servir como material de apoio para o desenvolvimento das ati-
vidades em sala de aula. O GeoGebra desempenha papel importante, porém podera ser
dispensado. Cabera ao professor decidir pelo seu uso. Caso decida usa-lo, o professor
encontrard uma ferramenta valiosa e enriquecedora do aprendizado; se ja faz parte na
sala de aula, podera desenvolver as atividades aqui sugeridas seguindo seu proprio ro-
teiro e ferramentas. As trés atividades aqui propostas visam criar um campo propicio
para fundamentar a localizacao de raizes polinomiais utilizando, para isso, o Método de
Newton-Raphson. Ao mesmo tempo, introduz conceitos elementares de calculo diferen-
cial. O foco desse trabalho sao estudantes do 3° ano do Ensino Médio pois ¢é nesta série
que se estuda polinomios de uma forma mais completa, nada impedindo porém, que esse
material seja aplicado em outras séries. As atividades propostas seguem o seguinte roteiro:
na Atividade 1 é introduzida a idéia de limite de uma funcao. Faremos isso utilizando
um polindmio de grau um; em seguida, passo a passo, é mostrado como configurar o
GeoGebra para compreender a ideia de limite. Outros polindmios mais elaboradas sao
deixados como atividade proposta. Em seguida, na Atividade 2, é mostrado o significado
geométrico da derivada de um polinémio. Utilizamos como exemplo um polindémio de grau
dois, onde é relacionado o conceito visto na Atividade 1 com o de derivada. Finalmente,
na Atividade 3 é relacionado a derivada de um polinomio com a localizacao de sua raiz,

o que é a parte central do trabalho.

Acredita-se que quatro aulas sao suficientes para cada uma das atividades pro-
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postas no entanto, cabera ao Professor essa decisao.

Pretende-se dessa forma alcangar o triplo objetivo de introduzir a ideia de limite
de uma funcao, entender o conceito de derivada de uma funcao, além de localizar raizes
de polinomios. Entende-se que os pré-requisitos necessarios para o bom entendimento
sao os seguintes: raizes polinomiais, construcao de gréaficos de fungoes e equacao de uma
reta. Para atingir nosso objetivo de forma completa, serd necessario também o uso de

calculadoras e computadores, o software GeoGebra, bem como projetor de imagens.

3.1 Parte 1 - A ideia de Limite de uma funcao

Vamos introduzir a idéia de limite de uma fungao utlizando a fungao afim f(z) =
2z + 1(polinoémio de grau 1). Caso utilizar o GeoGebra, seguir os seguintes passos:
1 - Na barra de entrada do GeoGebra, digite: f(x) = 2z + 1;
2 - Marque o ponto A = (2, f(2));
3 - Na barra de ferramentas, selecione controle deslizante; defina o intervalo h; configure

intervalo min: 0 e intervalo max: 1, sua amplitude para 1.5 e incremento 0,001;

7 GeoGebra =l -E- =

Arquivo Editar Exibir Opcbes Ferramentas Janela Ajuda
) o -D. B g
\ e : { ABC

* ) 5 I== ‘%’7 D G

I
pe
b Janela de Algebra » Janela de Visualizagio
= Fungdo
9 f(x) = 2x+1
= Paonto
@ A=(2,5)

Controle Deslizante =]

- s Nome
@ Numero

© Angulo h

& © Inteiro [7] Aleatario (F9)

Intervalo ‘ Controle Deslizante | Animacio

min: |0 max: |1 Incremento: | 0.001

4]
2]
0
2 [ 2 4 & [ 10 12 14 18 18
f
Entrada 3@
==g 7 N 5]
@l oe mXlael o Cewewe

Figura 3.1: Grafico de f(x) =2z + 1.
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4 - Marque os pontos: B = (z(A) — h,0), C = (z(A) + h,0), D = (x(B), f(z(B))),
E = (x(C), f(x(C))), F = (0, f(x(B))), G = (0, f(x(C))) e L = (0, f(2));
5 - Na barra de ferramentas, selecione ”segmento definido por dois pontos, conforme

figura abaixo;

©7 GeoGebra oo ==

Arquive Editar Exibir Opcbes Ferramentas Janela Ajuda

: . e
4]

b Janela de All
= Fungio
-3 Hx) =
= Nimero
@ h=1

/ Reta definida por Dois Pontos
Segmento definido por Dois Pontos

Segmento com Comprimento Fixa

Semirreta Definida por Dois Pontos

Caminho Paligonal

WA N NN

W
BEUILER
e Nwoowm

Vetor Definido por Dois Pontos

Vetor a Partir de um Ponto

-

Entrada:

@ e

S E

ool

Figura 3.2: Grafico de f(x) = 2z + 1 com Pontos Destacados.

6 - Usando essa funcao, ligue os pontos B,D.F e C E,G;
7 - Em seguida, clique sobre h segurando-o com o botao equerdo do mouse. Se preferir,

pode usar a opcao ” Animar”.
Comentdrio 3.1

Conforme os valores de h sao alterados, os pontos G e F se aproximam ou afastam
de L. Mais precisamente, quando h ”tende” a zero, os pontos G e F se ’aproximam”
do ponto L(valor de f(2)). Essa é a idéia central! Dito de outra forma, a medida que
os pontos B ou C se aproximam do abscissa x = 2, os valores que a fungao assume se

aproximam de f(2)(ponto L). Em linguagem matemadtica, escrevemos lin% f(z) =5.
z—
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Teremos uma imagem, conforme figura a seguir.

£ GeoGebre ole =)
Arquive Editar Exibir Opcies Ferramentas Janela Ajuda
]
D
] L) k) S

» Janela de Algebra » Janela de Visualizagdo
= Fungao
w0 f(x) = 2x+1
x
SO gl) = 542 s
= Nimero ¢ h=0098
‘2 h=098 =
= Ponto
A=(2,5)
B=(1.02,0)
C€=(298,0)
D=1(1.02,3.04)
E =(2.98, 6.96)
F=(0,3.04) 54
G=(0,6.96)
L=(0,5)
gmento
a=1.02
b=3.04 “ 4

POPEPOOLEEROD

c-2.98
d=6.96 d

Y
% e . c

-1 / o 2 3 4 5 8 7 3 [ 10 1 12

Entrada: 1@

AEEIREIEFIEE

818 | |
aoums |

= e

Figura 3.3: Gréafico de f(x) = 2z + 1 com Intervalo h Destacado.

Sugestao de atividade
a) Peca que os alunos repitam os sete passos, mas com a fungao g(z) = § + 2;

b) Sugira a fungao quadratica g(z) = —x? + 6z, seguindo os passos de 2 a 7.

3.2 Parte 2 - Entendendo a Derivada

O objetivo dessa atividade é relacionar o conceito de limite ao de derivada. A
principio, vamos utilizar uma fun¢ao nao polinomial - a fun¢ao h(z) = cos(z).
1 - Entre com h(z) = cos(z) na barra de entrada do GeoGebra,
2 - Marque um ponto qualquer sobre o gréafico de h. Em seguida, na barra de ferramen-
tas, marque a opcao ”Reta Tangente”. Clique no ponto marcado sobre o grafico e, em
seguida, em algum outro ponto do gréafico de h.
3 - Em seguida, na barra de ferramentas, procure a opc¢ao ”Inclinagao”. Selecione-a e
clique novamente no ponto marcado inicialmente.
4 - Para um melhor efeito, clique com o botao direito do mouse e selecione a op¢ao ” Ani-

mar”.
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Constroe-se assim uma reta tangente ao grafico de h no ponto escolhido e através da
opcao ”Inclinacao” temos um triangulo retangulo que mostra o valor da tangente no

ponto escolhido, conforme figura a seguir.

7 GeoGebra =l -E- =
Arquivo Editar Exibir Opcbes Ferramentas Janela Ajuda
57 I

F L]
] A
b Janela de Algebra . 0
= Funcio =]
0 Hx) = x* — 10 _e—
L Reta Paralela
1@ h(x) = cos (x)| =

= Nimero
ey a,=08

= Ponto 4-' Bissetriz
@ A=(5.36,0.6)

= Reta _
@ ary=0.8x-3.67
A2

Reta Perpendicular

Wediatriz.

Reta Tangente

‘Q Reta Polar ou Diametral

il Reta de Regressao Linear

4
& Lugar Geométrico -08

< m r (11.22,-1.88)

Entrada 3 3@

e | jole|m|X]lalo ] el

Figura 3.4: Gréfico de h(x) = cos(x) com a Derivada em Cada Ponto.

Vamos considerar agora o polindmio quadrdtico g(z) = —z? + 6x(item b) da
Atividade 1).
1 - Na barra de entrada do GeoGebra, digite a funcao g(z) = —2? + 6x;
2 - Repita os passos de 2 a 7 da Atividade 1;
3 - Na barra de ferramentas, selecione a opcao ”Reta Tangente”. Conforme feito na
funcao h acima, clique sobre o ponto A e em seguida sobre um ponto qualquer do grafico

de g. Construimos assim uma reta tangente ao grafico de g no ponto A

Tudo feito de forma correta, teremos construido o grafico de uma funcao quadratica

com concavidade voltada para cima, conforme figura a seguir.
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Figura 3.5: Gréfico de g(r) = —2% + 6z com a Derivada no Ponto A.

Construiremos agora uma reta secante ao grafico de g, passando pelos pontos A e E.
4 - Selecionamos na barra de ferramentas a opcao ” Reta definida por Dois Pontos”
em seguida, clicamos nos pontos A, e na sequéncia, no ponto E.
Pronto! Movimente agora o controle deslizante h e observe como, conforme h diminui,
a inclinacao da reta secante aos pontos A e E vai se aproximando da inclinacao da reta

tangente ao grafico de g no ponto A.

Comentdrio 3.2

E possivel ainda destacar a inclinagao da reta secante selecionando na barra de
ferramentas a op¢ao ”Inclinagao”, em seguida, clicando no ponto A. Com isso, percebe-se
que, conforme h tende a zero, o "valor”do coeficiente angular da reta secante se aproxima
do coeficiente angular da reta tangente ao ponto A, que é igual a 2. Essa é a principal
ideia da atividade. Mostrar que, conforme um valor x se aproxima do niimero 2(tanto pela
direita como pela esquerda de 2), a inclinagao da reta secante se aproxima da inclinagao

da reta tangente ao grafico de g no ponto x = 2.
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Seu efeito é mostrado na figura abaixo onde as retas tangente e secante sao des-

tacadas.

©7 GeoGebra =N EcR =

Arquivo Editar Exibir Opcies Ferramentas Janela Ajuda
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Figura 3.6: Grafico de g(x) = —z? + 62 Destacando sua Derivada e Secante no Ponto A.

Existe uma notacao toda especial para essa nova funcao que ”deriva” de g e
exibe em cada nimero de seu domimio uma inclinacao particular. Tal fun¢ao é chamada

funcao derivada de g, ou simplesmente, ¢’ . Matematicamente, escrevemos

No nosso caso particular, temos a = 2 e ¢'(2) = 2. Logo,

92+h) —9(2)

/ T
g'(2) = lim

Sugestao de atividade
a) Pega aos alunos que construam o grafico da fungao p(x) = sen(z), em seguida, siga os

passos de 2 a 4 do exemplo introdutério da se¢ao para construir uma reta tangente;
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b) Sugira o polinoémio p(z) = 2% — 10z% + 29z — 20 seguindo os passos de 2 a 4 do

segundo exemplo da secao;

c¢) Usando a defini¢ao de Limite de uma fungao, mostre na sala de aula que ¢'(2) = 2;

2

d) Peca que os alunos encontrem a derivada da fungao f(z) = z* nos pontos z = 1,

x = 2 e x = 3 utilizando a definicao de derivada. Em seguida, use a definicao para

encontrar f’ em um ponto a qualquer. Qual a derivada de f no ponto a = 10?7

3.3 Parte 3 - Usando o Método

Veremos agora como localizar raizes de equagoes polinomiais.

Exemplo 3.

; S AMial _ 723 | 1122 4492 | 19
Consideremos o polinémio' p(z) = &5 + S5 — 360 + o

1 - Digite p(z) = % + 111542 — 4 + % na barra de entrada do GeoGebra.

Com uso de uma calculadora, verificamos se existe uma raiz de p no intervalo,
digamos, [1,10]. Observe que p(1) ~ 0.95 e p(10) = 7. Como p(0)p(3) ~ 6.65 > 0, pelo
Teorema do Valor Intermediario, nao podemos afirmar que existe, nesse intervalo, raiz de
p. Partimos para outro intervalo mais restrito, digamos, [5,10]. Temos que p(5) = —1
e p(10) = 7 e nesse caso, como p(5)p(10) = —7 < 0, concluimos que existe pelo menos
uma raiz de p no intervalo [5,10]. Portanto, o item i) da Proposi¢ao 2.2 esta satisfeito.
Verifiquemos ii) e iii). Mas temos que p'(x) # 0 Vx € [5,10]. Isto pode ser concluido
observando que a reta tangente ao grafico de p em qualquer ponto do intervalo [5,10] nao

_ T

¢ paralela ao eixo x. Por outro lado, p”(z) = & + & > 0,V € [5,10]. Logo, ii) e iii)

também sao satisfeitas e podemos aplicar o Método de Newton - Raphson.

2122 11z 449 .

720 72 360"

2 - Utilizando a Proposi¢do 2.1, concluimos também que p'(x) =

Abaixo, temos o grafco de p no qual destacamos o intervalo [5,10] :

IEscolhemos esse polinémio por seu gréafico ilustrar melhor a aplicacdo do Método
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Figura 3.7: Gréfico de p com Intervalo [5, 10] Destacado

3 - Utilizando a féormula geral do Método, com valor inicial o = 10, teremos

Txd 1122 449, 19
= p(zn) S g . — o _ 720 " 144 " 7360 9
n+1 n p’(l'n n+1 n 2122 1z, _ 449
720 72 360
Com n = 0, temos
7.103 11.102 449.10 | 19
p(xo + - + 5
T =20 — plro) rp =10 — P09~ 7810599
P (20) 21.10 1110 _ 449
720 72 360
Com n =1, temos
7.7,8105993 | 11.7,8105992  449.7,810599 , 19
p(z1) 720 T 144 — 360 T
L2 = xl_p’(xl) > T2 =T,810599— 21.7810599% | 117810599 449 ~ 6, 847204
720 72 360
Com n = 2, temos
7.6,8472043 11.6,8472042 449.6,847204 19
p(z2) 0 144 — 360 9
T3 = 332—p,(x2) > 3 = 6,847204— 2168472042 | 11.6847204 _ 449 ~ 6,612587
720 72 360

Que nos da uma boa aproximacao para raiz de p.
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O grafico a seguir nos mostra as sequéncias de aproximagoes.
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Figura 3.8: Seguéncias de Aproximagoes

Veremos agora um caso em que o Método falha por nao satisfazer a Proposi¢do 2.2.
Exemplo 4.

Consideramos o polindmio ¢(x) = —0,62* + 32® — 32? e o intervalo [1,3]. Tem-se
que g(1) = —0,6 e ¢(3) = 5,4. Como ¢(1) e ¢(3) possuem sinais opostos, o Teorema do
Valor Intermedidrio nos garante que existe uma raiz de ¢ no intervalo [1,3]. No entanto,
o item ii) da Proposi¢ao 2.2 falha pois ¢/(x) = 0 para algum valor de x no intervalo [1,3].
Chegamos a essa conclusao observando que o grafico de ¢ é paralelo ao eixo x em um
ponto do intervalo [1,3]. Quando isto acontece, a intersecao entre a tangente ao grafico

de ¢ e o eixo x se localiza fora do intervalo [1,3], o que fard com que o Método nao funcione.

Seu grafico é mostrado a seguir onde destacamos o intervalo [1,3] juntamente com a

tangente 7.
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Figura 3.9: Gréfico de ¢
Outra forma de chegar a mesma conclusao ¢ fazendo ¢'(z) = —2,423 + 92% — 62 =

0 = x(—2,42% + 92 — 6) = 0. Resolvendo essa equacao, encontramos como uma das
solugbes x ~ 2,88 que pertence ao intervalo [1,3]. Logo, nao podemos aplicar o Método

de Newton - Raphson.

Comentdrio 3.3

Conforme visto nos exemplos, deve-se localizar um determinado intervalo [a,b] no
qual podera existir alguma raiz do polinomio. Trata-se de um processo de tentativas no
qual sugere-se comecar por um intervalo mais restrito possivel; em seguida, verifica-se
se o intervalo considerado satisfaz as trés condicoes da Proposi¢ao 2.2. Feito isto pode-
se aplicar o Método de Newton - Raphson. Importante observar também que existem
polindmios? que nao possuem raizes reais. Neste caso, obviamente a aplicacao do Método
de Newton - Raphson nao sera possivel. No entanto, sempre que o grau de determinado
polinomio é impar, certamente existird pelo menos uma raiz real. Prova-se esse fato
levando-se em consideracao que todo polinomio é uma fungao continua, juntamente com

o Teorema do Valor Intermediario. Esta demonstracao encontra-se no Apéndice.

20 grau de tais polinémios é sempre par
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Capitulo 4

Consideracoes Finais

O objetivo principal desse trabalho foi localizar raizes polinomiais motivado pelo
fato do professor de Matematica ser frequentemente questionado por seus alunos, no de-
correr das aulas de fungoes polinomiais, de como encontrar suas raizes. A principio,
para o aluno, pode parecer frustrante o fato de um polinomio de grau > 5 nao possuir
uma férmula pronta, tal como nao acontece com os polinomios de grau 2. A rigor, em-
bora raizes de polindmios de graus 3 e 4 possam ser encontradas utilizando-se expressoes
radicais complexas(Ver Introdugao de [12]), tais dificuldades nao devem ser encaradas
como obstaculos intransponiveis, mas sim como desafios enriquecedores. Nesse sentido,
na busca por contornar a dificuldade por nao termos uma férmula ”pronta” para encon-
trarmos raizes de polinomios de graus > 3, na visao de nosso trabalho, torna-se necessaria
e natural a introducao de conceitos novos - como limite e derivada - ao estudante do En-
sino Médio. Talvez nesse ponto encontra-se a maior contribui¢ao desse trabalho pois o

caminho torna-se tao enriquecedor quanto o préprio objetivo a ser alcangado.

Outro aspecto relevante desse trabalho é quanto ao uso de tecnologias de ensino.
A mais importante é sem divida o uso do Geogebra pois possibilita uma visao clara e
dinamica dos conceitos de limite e derivada de uma funcao. Por esse motivo, recomenda-

se fortemente seu uso, caso o professor decida utilizar esse trabalho durante suas aulas.

Vale lembrar que nao propoe-se com esse trabalho a inclusao de novos contetidos -
como limites e derivadas - ao ja abarrotado curriculo de Matematica do Ensino Médio mas

sim, oferecer a professores um material que possa servi-lhes de apoio sempre que julgar
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necessario. Isso justifica, por exemplo, o fato de nos limitarmos a funcoes polinomiais,
pois é contetido que ja faz parte da grade curricular e portanto nao demandaria tempo
extra. Deve-se, porém, ressaltar que o Método de Newton - Raphson pode ser utilizado

para localizar raizes de quaisquer fung¢oes, nao apenas polinomiais.
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Capitulo 5
Apendice

O século XVII foi extremamente produtivo para o desenvolvimento da matematica,
gracas, em grande parte, as novas e vastas areas de pesquisa que nela se abriram. Indu-
bitavelmente, porém, a realizacao matematica mais notavel do periodo foi a invengao do
calculo, perto do final do século, por Isaac Newton e Gottfried Wilhelm Leibniz. Com essa
invencao a matematica criativa passou a um plano superior e a historia da matematica
elementar essencialmente terminou. E curioso que o desenvolvimento historico do calculo
seguiu a ordem contraria a daquela dos textos e cursos basicos atuais sobre o assunto: ou
seja, primeiro surgiu o calculo integral e s6 muito tempo depois o calculo diferencial. A
ideia de integragao teve origem em processos somatoérios ligados ao célculo de certas areas
e certos volumes e comprimentos. A diferenciagao, criada bem mais tarde, resultou de
problemas sobre tangentes a curvas e de questoes sobre maximos e minimos. Mais tarde

ainda, verificou-se que a integragao e a diferenciacao estao relacionadas entre si, sendo

cada uma delas operacao inversa da outra.

5.1 Derivada

Inicialmente, observamos que as fungoes afins, ou seja, da forma ¢g(z) = ax + b,
sendo a e b constantes e cujos graficos sao retas, sao fungdes mais simples de serem ma-
nipuladas do que fungoes cujos graficos sao curvas. Por isto, pode ser 1til saber se é
possivel aproximar uma funcao qualquer por outra que seja afim. Intuitivamente, dada
uma funcao f, queremos encontrar uma funcao afim g que mais se pareca com f. Vejamos

um exemplo bem familiar para auxiliar nossa intuicao.
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Consideramos a terra. Durante muitos milhares de anos, pensou-se que a su-
perficie terrestre era plana. A razdo é que o planeta era visto de muito perto. S6 quando
nos afastamos dele, vemos que na realidade a sua superficie é mais parecida com esfera do
que com um plano. Diz-se que Aristételes! reparou isto vendo a sombra da terra sobre a
da Lua para poder perceber que a Terra nao era plana. Ora, se a Terra parece(ou parecia)
plana significa que existe um plano que se parece muito com a Terra. Na verdade, sabemos
que nao é um plano, mas sim varios planos. Para um habitante de Téquio, o plano que
mais parece com a Terra nao é o mesmo que para nés. Isto indica que esta aproximacao
de plano é local, isto é, dependendo do ponto onde nos colocamos percebemos de modo
diferente o objeto simples(reta, plano, etc) que mais parece com o objeto original(curva,

esfera, etc).

Veltemos ao caso de uma funcao real. Dada uma funcao f definida numa vizi-
nhanca de g, queremos determinar a funcao afim g, dada por g(x) = ax + b, que mais se
"pareca’com f nas proximidades de xg. Determinar g significa determinar as constantes
a e b. Isto serd mais conveniente, modificando a constante b e escrevendo a funcao g na

forma g(z) = a(x — zo) + b.

Mas como faremos isto? A resposta depende, claro, do que se entende por ”apro-
ximar uma funcao”. Devemos precisar o que significa g ser a funcao afim que mais se
"parece”com f na vizinhanca de um ponto. E natural de se exigir que a funcao g satisfaca
as seguintes condigoes:

i) g(wo) = f(xo);
i) lim (f(2) — g(z) = 0.

Percebemos que a primeira condigdo é equivalente a b = f(xq) pois g(zo) =
a(xg—x0)+b < g(xo) = f(xo) = b. A condigao (ii) significa que o erro r(x) = f(z)—g(x)
cometido ao aproximar f por g no ponto x fica tao pequeno quanto quisermos bastando
para isto tomar z suficientemente proximo de xy. Substituindo g por sua expressao em

(ii), obtemos

! Aristételes: « 384 A.C., Stagirus, Grécia - T 322 A.C., Chalcis, Grécia
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Jim [f(2) = (a(z = 20) + f(20))] = 0 & lim (f(w0) + alz — 20)) = f(20).
Ou seja, afirmar (ii) é equivalente a continuidade de f em xy. Porém, observe que este
resultado nao implica nada sobre a constante a. Sera que existe algum valor para a que

dé a melhor aproximacao?

Consideremos um exemplo simples, porém esclarecedor. Observe as figuras 5.1
e 5.2 abaixo. Elas mostram duas aproximagcoes afins para a fungao f(z) = z? em duas

vizinhangas de o = 1 cada vez menores.

Figura 5.1: Figura com incremento Figura 5.2: Figura com incremento

h=1,0. h=0,1.

Observe que o grafico da funcao f é mais parecido com o grafico de gy =
2(x — 1) + 1, do que com o de gy = (v — 1) + 1. Fazendo um zoom, ou seja, tomando
valores menores de h, percebemos que quanto mais perto do ponto (1,1) olhamos, maior
serd a semelhanca entre os graficos de f e go. Podemos ter uma ideia dos valores dos erros
ro(z) = f(x) — go(z) e m1(z) = f(x) — g1(z) olhando para o extremo direito de cada um
dos intervalos, isto é, tomando x = 1+ h. Percebemos que (1 + h) se aproxima de zero,

mas comparado com h, nao é tdo pequeno. De fato, (1 + h)/h tende a 1 quanto h — 0.
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Por outro lado, r9(1 + h) é pequeno mesmo comparado com h ja que ro(1+ h)/h tende a
0 quando h — 0. E esta propriedade que formaliza o fato de go ser a melhor aproximagcao
afim de f numa vizinhanca de 1. E ela também que nos indica qual deve ser o coeficiente

angular da melhor aproximacao. Naturalmente, segue a seguinte definicao.

Definigcao 5.1:Seja f: A — R, dizemos que [ é derivdvel em x¢ € A se existe a € R

tal que

oo @) = (@) + ale = 20)

T—xQ xr — xo

=0

A principio, esta definicao difere da definigao classica presente na maioria dos
livros de calculo. A proposicao seguinte resolve esta confusao mostrando que as duas
defini¢oes sao equivalentes. A escolha da defini¢do 5.1 se deve ao fato que ela pode ser
facilmente generalizada para fungoes de mais de duas varidveis. Esperamos com isto su-
avizar as dificuldades que o leitor possa ter com definicao de derivabilidade para fungoes

de duas ou mais varidveis.

Proposi¢cao 5.1: Uma funcao f : A — R € derivdvel em xq € R se, e somente se,

o limite abaizo existe e € finito.

i @) = fao)

T—rTQ Tr — xo

Neste caso, a constante a em 5.1 € unica e igual ao limite acima.

Demonstragao: Observamos que

f(@) = (f(wo) +alz —x0))  flz) — flwo)

r — T r — XIo

Portanto,

L f@) = () el —z0) o f@) = fw)

z—To T — X T—To T — Zo

A defini¢ao seguinte foi feita no Capitulo 2 para o caso particular de polinémios

e serd generalizada para fungoes quaisquer.
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Definicao 5.2: Seja f : A — R. Se f é derivavel em xy € A, entao a derivada de

f em xy é denotada por f’(xq) e definida por

foy) — tim 1) = 1)

T—TQ Xr — ,I’O

Se f é derivavel em todo ponto do seu dominio, entao dizemos simplesmente
que f é derivavel. A funcao f’, definida no conjunto dos pontos onde f é derivavel, que

a cada x associa f’(z) é chamada de derivada de f.

Se f é derivavel em xg, entao a reta de equacao g(z) = f(z) + f'(xo)(x — x0)
é a reta que melhor aproxima o grafico de f numa vizinhanca de xy. Tal reta, como ja

visto, é chamada de tangente ao grafico de f no ponto xg.

5.2 Funcoes Continuas e Teorema do Valor Inter-
mediario

Uma funcao f : A — R diz-se continua no ponto a € A quando é possivel tornar

f(x) arbitrariamente proximo de f(a) desde que se tome z suficientemente préximo de a.

Em termos mais precisos, temos a seguinte definicao.

Definicao 5.3: Seja f: A— R exg € A. Dizemos que f é continua em xy se

Ve>0, 36>0 talquex €A, |r—ax¢<d=|f(x)— f(zo)| <e.

Dizemos, simplesmente, que f : A — R é continua quando f for continua em

todos os pontos de X.

Observe que a definicao de continuidade tem uma relagao muito grande com a de-
finicao de limite. Por esta razao, percebemos facilmente que as funcgoes f,g,h : A — R
dadas por f(z) = k, g(z) = x e h(z) = 2* para todo z € A, sao fungoes continuas.
A rigor, sejam f,g : A — R e ¢ € R. Suponhamos que f e g s@o continuas em

a € A. Entao cf, f+ g, fg e f — g sao fungoes continuas em a. Se além disto,
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g(a) # 0, entdo, f/g também é continua em a. Consequentemente, todo polindémio

p(x) = ap2™ + ap 12"+ ..+ a2 + ayx + ag é uma fungio continua.

Uma das condigoes necessaria a aplicagao do Método de Newton - Raphson utiliza
o fato da continuidade de polinémios juntamente com o Teorema do Valor Intermediario.

A seguir, tem-se mais detalhes.
Inicialmente, precisaremos da seguinte proposi¢cao que enunciaremos como lema.

Lema 5.1: Seja f: A — R continua em a € A. Se f(a) <l € R, entio existe § > 0
tal que f(x) <l para todo v € A, com |x —a|l < §. Analogamente, se f(a) > | temos a

mesma conclusao.

Proposi¢cao 5.2:(Teorema do Valor Intermedidrio) Seja f uma fungao continua

no intervalo [a,b] e f(a) <1 < f(b). Entao existe ¢ € (a,b) tal que f(c) =1l

Demonstragdo: Seja S = {x € [a,b]; f(x) < I}. E imediato que S é ndo vazio (pois
a € S) e limitado superiormente(b é cota superior de S). Sejam ¢ = supS e (zp)neny C S

tal que x — ¢. Temos que f(x,) <! para todon € N e como f é continua em ¢ temos

lim = f(c).

n—aoo

Portanto, f(c) < I. Logo, ¢ < b.
Suponhamos agora que f(c) < [. Pelo Lema 5.1, existe 6 > 0 tal que se x € [a, b]
e |z —c| < 4§, entdo f(z) < l. Como ¢ < b podemos tomar = € [a,b] com ¢ <z < c+ ¢

para obter que f(x) < . Mas isto implica que z € S e z > ¢ = supS, o que é um absurdo.

Mostraremos agora, utilizando o Teorema do Valor Intermediario, que todo po-

linomio de grau impar possui pelo menos uma raiz real.
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Proposicao 5.3: Seja p(r) = a,x™ + ap_ 12" 1 + ... + agz® + a1 + ag, com n impar.

Entdao p possui pelo menos uma raiz real.

Demonstragdo: Temos que lim p(z) = oo e lim p(r) = —oo. Logo, pela Pro-
Tr—>00 T—>r—00

posicdo 5.2, existe ¢ € (oo, —o0) 2 tal que p(c) = 0.

2Obviamente, 0o e —oo nao devem ser interpretados como ntimeros fixos.

39



Bibliografia

[10]

STEWART, James, ”"Cadlculo”, Vol.1 5* Edicao, CENGAGE Learning. Sao Paulo,
2008.

EVES, Howard, ”Introducao a Historia da Matemdtica” Traducao de Higino H. Do-

mingues, Editora da Unicamp. Campinas-SP, 2004.

LIMA, Elon Lages; CARVALHO, P.C.P; WAGNER, Eduardo; MORGADO, A.C.
LIMA, Elon Lages, "A Matemdtica do Ensino Médio”, Vol.1 Colecao do Professor
de Matematica, SBM. Rio de Janeiro, 2006.

LIMA, Elon Lages, "Andlise Real”, Vol.1. Colecao Matematica Universitaria, IMPA.
Rio de Janeiro, 2008.

MAOR, Eli, 7e: a Historia de um nimero” Traducao de Jorge Calife, Editora Record.
Rio de Janeiro, 2008.

LEITHOLD, Louis, O Calculo com Geometria Analitica”, Vol.1 3* Edicao, Editora
HARBRA Itda. Sao Paulo, 1994.

MUNIZ NETO, Antonio Caminha, ”Introducao a Andlise” Tépicos de Matematica
Elementar, Vol.3, SBM. Rio de Janeiro, 2012.

MAOR, Eli, ”e: a Historia de um Numero” traducao de Jorge Luiz Calife — 4° ed,
Record. Rio de Janeiro, 2008.

SPIVAK, Michael, ”Calculus” 3* Edicao, Editora Publish or Perish. 1994.

GUIDORIZZI, Almilton Luis, "Um Curso de Cdlculo” Vol.1, LTC. Rio de Janeiro,
1986.

40



[11] FLEMING, Diva Marilia e GONCALVES, Miriam Boss, "Cdlculo A 7, Ed. MA-
KRON, 5* Edicao. Sao Paulo, 1992.

[12] GONCALVES, Adilson, "Introdu¢ao a Algebra”, IMPA, Rio de Janeiro, 2009.

[13] BARTLE, Robert; SHERBERT, Donald R., "Introduction to Real Analysis” 3rd Ed.,
Copyright. New York, 2000.

41



