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Resumo

O presente trabalho tem como objetivo o estudo sobre a sequéncia de Fibonacci e o nimero
de ouro, destacando o contexto histérico, propriedades, aplicagoes praticas e propondo
atividades didaticas. A questao norteadora foi a seguinte: Quais atividades didaticas
podem ser desenvolvidas com alunos do primeiro ano do ensino médio com a sequéncia
de Fibonacci e o nimero de ouro? A metodologia adotada foi a revisao bibliografica de
materiais relacionados com o tema: livros, artigos, dissertagoes, monografias e também a
utilizagao de alguns websites. Comegamos falando um pouco do contexto histérico, onde
destacamos aspectos sobre a vida de Fibonacci e suas principais obras, depois abordamos
o estudo formal de sua sequéncia, definindo-a e destacando algumas de suas principais
propriedades. Em seguida, falamos sobre o niimero de ouro com sua definicdo e um pouco
do contexto histérico, mostrando sobre sua origem e passagem pelos séculos. Depois
abordamos sobre o retangulo aureo e a espiral aurea. Em seguida mostramos algumas
curiosidades desse nimero e destacamos a sua bela relagdo com a sequéncia de Fibonacci.
Também fizemos uma exposicao sobre os softwares matematicos Maxima e Geogebra,
utilizados nas sugestoes de atividades didaticas. Acreditamos que este trabalho seja uma
relevante fonte de pesquisa para o professor tornar suas aulas mais dindmicas e prazerosas,

mostrando aos discentes aplicabilidades de tais assuntos na vida cotidiana.

Palavras-chaves: Sequéncia de Fibonacci. Razao aurea. Aplicagoes. Softwares matemati-

cos. Atividades did4ticas.



Abstract

This paper aims to study on the Fibonacci sequence and the number gold, highlighting the
historical context, properties, practical applications and proposing educational activities.
The main question was: What learning activities can be developed with students of
the first year of high school with the sequence Fibonacci and the number of gold? The
methodology used in this bibliographic review materials related to the subject: books,
articles, dissertations, monographs and also use of some websites. We started talking a
bit of historical context where highlight aspects of the life of Fibonacci and his major
works, then approach the formal study of its sequence, defining it and highlighting some
of its main properties. Then we talk about the number of gold with its definition and a
little the historical context, showing about its origin and passage through the centuries.
After approach on the golden rectangle and the golden spiral. Then show some curiosities
that number and highlight your beautiful relationship with the Fibonacci sequence. We
also made a presentation on the mathematical software Maxima and Geogebra, used in
didactic activities suggestions. We believe this work is one relevant resource for the teacher
to make their classes more dynamic and enjoyable, showing students the applicability of

such matters in everyday life.

Key-words: Fibonacci sequence. Golden ratio. Applications. Mathematical software.

Didactic activities.
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Introducao

Um dos assuntos da Matematica que é de extrema beleza e riqueza é, certamente,
a sequéncia de Fibonacci e o niimero de ouro. Com relacao a este ultimo sabe-se que é
um numero enigmatico conhecido desde a Antiguidade. O mesmo aparece nas pirdmides
do Egito, nos Elementos de Euclides, nas obras dos Pitagéricos, etc. O niimero de ouro
inspirou o trabalho de muitos artistas famosos, dentre os quais podemos citar Leonardo
da Vinci, que é o autor da famosa obra Monalisa. J4 a sequéncia de Fibonacci é advinda
do problema de reproducao dos coelhos do matematico italiano Leonardo de Pisa. Esta
sequéncia foi posteriormente estudada por muitos outros matematicos, que descobriram
inimeras propriedades interessantes. O que é mais intrigante sobre tal sequéncia é sua
relagdo com o ntmero de ouro, dando origem a uma curva fantéastica, conhecida como
espiral aurea. A sequéncia de Fibonacci e o nimero dourado estao intimamente ligados com
o mundo concreto, tendo varias aparicoes em muitas situacoes da natureza: em arvores,
plantas, animais, etc. Estas apari¢des sao com a sequéncia propriamente dita, com a razao

aurea ou com a espiral aurea, como veremos logo mais a frente.

Na nossa experiénica de docente de Ensino Fundamental por cerca de 10 anos e
Ensino Superior por cerca 5 anos, constatamos que uma questao bastante evidenciada
por muitos alunos é com relacao a aplicabilidade de certos contetdos trabalhados pelo
professor em sala de aula, sendo muito comum as seguintes questoes: Professor, para
que vamos estudar este assunto? Este assunto vai ser usado em que na minha vida? No
decorrer do curso do Profmat, tivemos varias disciplinas relevantes. Dentre estas, uma que
foi de extrema importancia foi a Histéria da Matematica, onde tivemos a oportunidade
de conhecer um pouco melhor sobre o contexto historico da Matematica, desde épocas
mais antigas até os dias atuais. Nela, fomos instigados a apresentar um seminario sobre
algum tema da Matematica. Inicialmente, pensamos em falar sobre as conicas, no entanto,
devido a alguns contratempos, resolvemos falar sobre outro. Decidimos entao falar sobre a
sequéncia de Fibonacci, que no inicio nao sabiamos de praticamente nada. Comegamos
entao a estudar o tema e gostamos enormemente. Percebemos que o contetido era muito
vasto e tinha muitas possibilidades de mostrar inimeras aplicacoes praticas. Além disso, ele
nao é um tema tao conhecido e explorado no ensino basico. Estas razoes foram os impulsos
que nos levaram a escolher abordar sobre o mesmo. Assim, este trabalho foi elaborado
com o proposito de estudar um pouco mais a fundo sobre tal sequéncia e sua ligacao
com o numero de ouro, enfatizando suas aplicagoes, além de propor varias atividades
que podem ser desenvolvidas a alunos do ensino médio com tais contetidos. A pergunta
que nos guiou para a elaboracao do trabalho foi a seguinte: Quais atividades didaticas

podem ser desenvolvidas em sala de aula com alunos do primeiro ano do ensino médio
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referentes a sequéncia de Fibonacci e o nimero de ouro? Para chegarmos a resposta desta
pergunta, adotamos uma metodologia que constitui-se de estudo e analise bibliografica de
publicagdes cientificas relacionados com o tema em questao: livros, artigos, dissertagoes
e monografias. Também, fizemos o uso de alguns websites, de onde retiramos algumas

informagoes e algumas gravuras.

Para alcangarmos nossos objetivos e respondermos a nossa pergunta norteadora,

estruturamos o nosso trabalho em cinco capitulos, como descreveremos logo abaixo:

No primeiro, faremos um estudo sobre a biografia de Fibonacci e suas principais
obras e estudaremos a sua sequéncia, definindo-a e destacando algumas de suas propriedades
elementares. Todas estas propriedades sao demonstradas rigorosamente e muitas dessas
demonstragoes sao feitas com o uso do principio matematico da inducao finita. Além disso,
evidenciaremos a belissima féormula fechada do matematico Binet, que serve para calcular
qualquer nimero de Fibonacci sem conhecimento do anterior. Neste capitulo objetivamos
conhecer um pouco da histéria do matematico Fibonacci e suas principais contribuicoes
matematicas e demonstrar algumas das propriedades mais importantes de sua sequéncia,
além de elucidar o problema de reproducao dos coelhos exposto no seu primeiro livro, o

Liber abaci.

No segundo capitulo, falaremos sobre o niimero de ouro e um pouco de sua historia,
da construcao do segmento, retangulo e espiral aurea e a conexao do mesmo com a
sequéncia de Fibonacci. Também apresentaremos algumas curiosidades e propriedades
deste niimero e sua relacdo com o pentagrama. Os objetivos deste capitulo sao: conhecer
um pouco da histéria do nimero de ouro, definir razao aurea e retangulo dureo, construir
a espiral durea, apresentar algumas curiosidades do nimero de ouro, mostrar a sua relagao

com a sequéncia de Fibonacci e com o pentagrama.

No terceiro capitulo, iremos abordar as aplicagoes da sequéncia de Fibonacci e
do nimero de ouro, destacando aplicagbes no mundo material e mostrando algumas das
inimeras apari¢oes na natureza. Neste capitulo objetivamos mostrar algumas aplicagoes de
tal sequéncia e do nimero dourado, evidenciando o quanto tais assuntos estao relacionados

com o mundo material.

No quarto capitulo, indagaremos sobre os softwares matematicos Maxima e Ge-
ogebra, apresentando um pouco da histéria de cada um deles e destacando algumas
ferramentas que serao utilizadas em varias atividades no capitulo 5. Estas ferramentas
serao descritas minuciosamente, através de varias ilustragoes. Os objetivos deste capitulo
sao: mostrar um pouco da histéria de tais softwares matematios e evidenciar as principais
ferramentas que serao utilizadas no proximo capitulo, além de estimular o uso dos mesmos

em sala de aula, possibilitando aulas dindmicas e prazerosas.

Finalmente, no quinto capitulo, apresentaremos uma série de atividades didaticas
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que podem ser desenvolvidas com alunos do primeiro ano do ensino médio com a sequéncia
de Fibonacci e o niimero de ouro. Varias dessas atividades serao desenvolvidas com os
softwares citados anteriormente. Neste capitulo almejamos apresentar muitas atividades
didaticas, evidenciando seus objetivos, pré-requisitos, recursos a serem utilizados, tempo
de duracao e como as mesmas devem ser desenvolvidas. Também, buscaremos enfatizar o

quanto tais assuntos sao interessantes para serem abordados em sala de aula.

Para encerrarmos, gostariamos de salientar o seguinte sobre as atividades didaticas
propostas: seria interessante o professor aplica-las depois que fez exposigao sobre progressao
aritmética, pois os alunos ja iriam estar familiarizados com o estudo sobre sequéncias

numéricas.
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1 A Sequéncia de Fibonacci

Neste capitulo falaremos sobre a sequéncia de Fibonacci e algumas de suas pro-
priedades. Comegaremos falando um pouco do contexto histérico, onde destacaremos
aspectos sobre a vida de Fibonacci e suas obras, depois abordaremos o estudo formal de
sua sequéncia, definindo-a e destacando algumas de suas principais propriedades. Também
falaremos sobre a formula de Binet. Muitas demonstrages serao feitas usando o principio

matematico da inducao finital.

1.1 Contexto histérico

Leonardo de Pisa’® era considerado o mais notével matematico da idade média.
O ano de seu nascimento é um ponto de discérdia para alguns autores: de acordo com
Contador (2011, p. 133) e Eves (2004, p. 292), o mesmo nasceu em 1175 e morreu em
1250. J& para Boyer (1974, p. 184) e Biembengut (1996, p. 43), ele viveu de 1180 a 1250.
Leonardo era, segundo Ferreira (2007, p. 08), filho de um comerciante italiano chamado
Guilielmo Bonacci, por isso ficou conhecido como Fibonacci®. Livio (2008, p. 112), afirma
que Fibonacci também era apelidado de Leonardo “Bigollo” ou “Leonardi Bigolli Pisani”,
onde “Bigollo” significava “viajante” ou “homem sem importancia’nos dialetos toscano e
veneziano respectivamente. De acordo com Eves (2004, p. 292), Fibonacci recebeu parte
de sua educacdo em Bejaia, norte da Africa, onde seu pai desempenhava uma funcio
alfandegaria, atividade esta que despertou o interesse do mesmo pela aritmética. Ainda de
acordo com o autor, Leonardo fez diversas viagens pelo Egito, Sicilia, Grécia e Siria e teve
a oportunidade de conhecer os métodos matematicos orientais e arabes.

Fibonacci era um matemético tao talentoso que, de acordo com Eves (2004, p.
293-294), chamou a atengao do imperador Frederico II:

Os talentos de Fibonacci chamaram a atencdo do patrono do saber,
o imperador Frederico II, com o consequente convite para participar
de um torneio matemaético na corte. Joao de Palermo, um membro do
séquito imperial, propos trés problemas. O primeiro consistia em achar

O principio da indugéo finita é uma importante ferramenta matematica de demonstragoes de proposigoes
que envolvem nimeros naturais. Ela funciona do seguinte modo: primeiro prova-se o caso base, ou seja,
para n = 1. Em seguida, assume-se a veracidade da proposicao para n e prova-que a mesma ainda
continua valida para o sucessor, isto é, para n + 1. Assim, com a prova para n + 1, conclui-se que para
n a proposi¢ido também é verdadeira. Para mais detalhes, o leitor pode procurar Lima (2013, p. 28),
Vorobiov (1974, p. 12) e Oliveira e Ferndndez (2010, p. 203 & 228).

De acordo com Eves (2004, p. 292), ele era assim chamado porque nascera na cidada de Pisa, na Italia,
que era um importante centro comercial da época e tinha varios entrepostos comerciais espalhados
pelos portos do Mediterraneo.

De acordo com Ferreira (2007, p. 08), Fibonacci seria a forma reduzida de “filius Bonacci”, que queria
dizer filho de Bonacci.
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um ntimero racional z tal que 2 +5 e 22 — 5 fossem ambos quadrados de

numeros racionais. Fibonacci deu a resposta x = %, que é correta, uma
41

vez que (5)2 +5 = (%)2 e (%)2 —5 = (%)2 Essa solugdo aparece
no Liber quadratorum. No segundo problema pedia-se que achasse uma
solucdo da equacio ctibica x2 4 222 + 102 = 20. Fibonacci tentou provar
que nenhuma raiz da equacao pode ser expressa irracionalmente na forma
Va+ Vb ou, em outras palavras, que nenhuma raiz pode ser construida
com régua e compasso. Obteve entdo uma resposta aproximada que,
expressa em notagdo decimal, é 1,3688081075 e que é correta até a
nona casa. A resposta aparece, sem nenhuma discussdo anexa, num
trabalho de Fibonacci intitulado Flos(floracao ou flor) e tem provocado
alguma perplexidade. O terceiro problema, também registrado nesse
ultimo trabalho, é mais facil e pode ser encontrado no Exercicio 8.4.

De volta a Itdlia Leonardo Fibonacci escreveu varios livros, como ilustra Ferreira (2007, p.

10):

Fibonacci escreveu cinco obras: quatro livros e uma que foi preservada
como carta. Os quatro livros de Fibonacci:

e Liber abacci (1202): Foi revisto em 1228. Foi neste livro que Fibonacci falou pela primeira
vez sobre o problema dos coelhos®.

e Practica geometriae (1220): Onde descreve seus conhecimentos sobre Geometria e Trigonome-

tria.

e Flos (1225): Neste Manuscrito Fibonacci apresenta as solugoes de trés problemas que lhe
tinham sido colocados por Jodao de Palermo, um membro da corte do imperador Frederico II.

e Liber quadratorum (1225): E o maior livro que Fibonacci escreveu, no qual aproxima raizes
ciibicas, obtendo uma aproximacao correta até a nona casa decimal.

Segundo Eves (2004, p. 293), no livro Liber abaci, em sua segunda versao surgida

em 1228, apesar de Fibonacci mostrar seus trabalhos em algebra e aritmética, tais como:

métodos de cédlculos com inteiros e fragoes, o calculo de raizes quadradas e cibicas e

a resolucao de equacoes lineares e quadraticas, fica claro a influéncia das algebras de
Al-Khowéarizmi® e Abti Kamil®. De acordo com Livio (2008, p. 111-112), Fibonacci ao

concluir que os nimeros indo-arabicos eram superiores a todos os outros métodos, dedicou

os sete primeiros capitulos de seu livro a explicacoes sobre tais nimeros e suas aplicacoes

praticas. Este livro foi, portanto, muito importante para a popularizacdo dos ntimeros

indo-arabicos, pois Fibonacci defendeu com veeméncia tais niimeros.

A sentenca de abertura do Liber abaci trazia a seguinte mensagem:

“Nouem figure indorum he sunt 9 8 7654321
Cym his itaque nouem figuris, et cum hoc signo 0,

Este problema sera evidenciado com mais detalhes logo abaixo.

Segundo Lintz (1999, p. 423), nada ou quase nada se sabe sobre Al-Khowéarizmi. De acordo com o
autor, o mesmo ¢é originario da regiao chamada de Khawarezm, onde se encontra a cidade de Khiva e
provavelmente nasceu por volta de 780 e faleceu entre 840-833 d.C.

periodo de 850-930 d.C.

De acordo com Lintz (1999, p. 439), Abti Kamil provavelmente era origindrio do Egito e viveu no
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quod arabice zephirum appelatur, scribur quilibet
numeus, ut inferius demonstratur”

(Estes s@o os nove algarismos indianos
987654321

Com esses nove algarismos, e com o sinal 0, que os
arabes chamam de zephirum, pode-se escrever
qualquer nimero, como se demonstrara a seguir.
(EVES, 2004, p. 294)

De todos os temas e problemas tratados no Liber abaci o que mais se destacou e
que ainda hoje cria-se novas aplicagoes é o problema de reproducao dos coelhos, elucidado
por Boyer (1974, p. 186):

Sem duvida o problema no Liber abaci que mais inspirou aos futuros
matematicos foi o seguinte:

Quantos pares de coelhos sdo produzidos num ano, comecando com um
sO par, se em cada més cada par gera um novo par que se torna produtivo
a partir do segundo més?

Solugao do problema:

No instante de tempo zero temos um par de coelhos jovem. Decorrido o primeiro
més, esse par ja esta adulto e fértil. No segundo més, esse primeiro par gera outro par,
ficando com 2 pares. No terceiro més, o par adulto gera outro par jovem, enquanto que o
par de filhotes se torna fértil. Logo, ficamos com 3 pares. No quarto més, cada um dos
dois pares gera um par jovem e o terceiro par se torna adulto e fértil. Temos entao 5 pares.
Seguindo a mesma linha de raciocionio, temos que nos demais meses o nimero de pares

sera 8,13, 21 e assim sucessivamente, como podemos observar na figura abaixo:

Figura 1 — Esquema de reproducgao dos coelhos

1 par de Coelhos

1° Més 1 par de Coelhos
2° Més 2 pares de Coelhos
3° Més 3 pares de Coelhos
4° Més 5 pares de Coelhos
5° Més 8 pares de Coelhos
62 Més 13 pares de Coelhos
7° Més 21 pares de Coelhos
[ Par de Coelhos Jovens [l Par de Coelhos Adultos

Fonte: Ferreira (2007, p. 13)



Capitulo 1. A Sequéncia de Fibonacci 22

Notemos que a solucao desse problema gera uma sequéncia que é amplamente estu-
dada com varias aplicagoes na natureza e recheada de inimeras propriedades interessantes,

como veremos mais adiante. Ela é conhecida como sequéncia de Fibonacci.

1.2 Definicao da sequéncia

Definigao 1.2.1 A sequéncia de inteiros (Fy,) : (1,1,2,3,5,8,13,21,34,55,...), onde Fy =
Frb=1¢ekl, =F, 1+ F,_o, para todon > 2, n € N, recebe o nome de sequéncia de

Fibonacci. Os seus termos chamam-se numeros de Fibonacci.

Segundo Zahn (2011, p. 06), essa sequéncia recebeu o nome de Fibonacci no século
XIX, pelo matemaético francés Edouard Lucas (1842-1891). Esse mateméatico formulou
também uma outra sequéncia que tem muitas associagoes com a de Fibonacci. Tal sequéncia

ficou conhecida como sequéncia de Lucas’.

1.3 Propriedades elementares

A sequéncia de Fibonacci é repleta de propriedades, como enfatiza bem Filho (1988,
p. 110):

A sequéncia de Fibonacci (ou LEONARDO DE PISA, famoso matemédtico
italiano do século XIII) é muito rica em propriedades importantes |...]

Ja para Gundlach (1992, p. 63):

Sao muitas as identidades dedutiveis dos niimeros de Fibonacci, varias
delas oferecendo exemplos ndo 6bvios de demonstra¢des por inducao
matematica, e elas aparecem em diversos ramos da Matematica. Par-
ticularmente interessantes parecem ser as propriedades em teoria dos
numeros, envolvendo nimeros aleatérios, primos, propriedades da fatora-
¢ao e outros topicos.

Neste trabalho iremos estudar algumas dessas propriedades elementares. Para o
leitor interessado em um aprofundamento sobre outras propriedades, sugerimos a leitura

de Vorobiov (1974), Filho (1988) e Hefez (2013).

Propriedade 1.3.1 A soma dos n primeiros numeros de Fibonacci € igual a F 1o — 1.

7 A sequéncia de Lucas é, de acordo com Zahn (2011, p. 22), definida da seguinte forma: L; = 2, Ly =1

e Lpy1=Ln+Lyp_1,Yn > 2.
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Prova:

De fato, temos que:
Fr=F;—-F=F—-1
Fy, =F, — F3
F3=F;—F,
Fo1=F— F,
Fo=Foyo— Fun

Somando membro a membro as igualdades e simplificando, temos que: F} + F; +

Propriedade 1.3.2 A soma dos n primeiros nimeros de Fibonacci com indices impares

é iqual a Fs,.

Prova:

De fato, temos que:

F=F
F;=F—F
F5:F6_F4

F2n71 = FQn - F2n72

Somando membro a membro as igualdades e simplificando, temos que: F| + F5 +
Fs+ ...+ Fop1 = Iy,

Propriedade 1.3.3 A soma dos n primeiros numeros de Fibonacci com indices pares é

tqual a Fy, 1 — 1.

Prova:

De fato, temos que:
Fro=F;,—-—F, =F;—-1
Fy = F5 — F3

Fs = F; — Fj
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F2n72 = F2n71 - F2n73
F2n - F2n+1 - FZn—l

Somando membro a membro as igualdades e simplificando, temos que: F5 + F; +
F@ + ...+ FQn - F2n+1 —1

Propriedade 1.3.4 Quaisquer dois nimeros de Fibonacci consecutivos sao primos entre

St.
Prova:
Vamos provar usando indugao sobre n. Seja P(n) a seguinte proposigao:
mde (Fp, Fry) =1,n>1

Para n = 1 a proposicao é trivialmente verificada pois mdc (Fy, Fy) = mde(1,1) = 1.

Suponhamos agora que mdc (F),, F,,+1) = 1,n > 1, mostraremos que mdc (F, 11, Fy,12) =

1.

Temos que:

mde (Fpi1, Frie) = mde (Foqq, Fiy + Fogq).

Usando o lema de Euclides: mdc (a,b) = mdc (a,b — na) e a hipétese de indugao,
vem que:

de(Fn+17Fn+2> = mdc<Fn+17Fn+Fn+1) = mdc(Fn+17Fn+Fn+l_Fn+l) =

mdc (i1, F) = mdce (F,, F,11) = 1, como queriamos provar.
Propriedade 1.3.5 (F})> + (Fy)” + (F3)* + ... + (F,)’ = FyFpy1,¥n > 1.

Prova:
Vamos fazer a prova usando indugao sobre n.
Para n = 1, temos que: (F1)2 =1=1.1 = F|F,. Logo o caso base é verdade.

Suponhamos agora que (F1)2+ (F2)2+ (F3)2—|—. ) .—|—(Fn)2 = F,F,1,Yn > 1. Iremos
provar que: (Fy)* + (Fy)* + (F5)" + ...+ (F)" + (Fa1)” = Foy1 Fura, Vn > 1

Usando a hipotese de indugao, temos que:

(F)2H(F)H(F3) . () (Frs1)? = FuFra+(Fog1)? = Fopt (Fr + Fop) =

F, 1 F, 2, como queriamos provar.

Propriedade 1.3.6 F,, ., = F,, 1F, + F..1F,,, para todon > 1 e para todo m > 1.
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Prova:
Faremos a prova usando inducao matematica sobre n.

Para n = 1, temos que: Fy, 11 = F,_1 + F, = F,, 1 F1 + F3 F,. Logo o caso base é

verdade.

Supondo agora que para algum n > 1, F,,., = F,,_1F, + F,,.1F},, mostraremos

que Fm+n+1 = mean+1 + FnJrQFm-
Temos que:

Fm—i—n—i-l:Fm+n+Fm+n—1:Fm—an+Fn+1Fm+Fm+n—l:Fm—an+Fn+1Fm+
Fm—an—1+FnFm: m—l(Fn+Fn—1)+Fm(Fn+l+Fn> :Fm—an+l+Fan+27 cOomo

queriamos provar.

1.4 Formula de Binet

Como vimos, a sequéncia de Fibonacci é recorrente, ou seja, para se encontrar um
certo termo, é preciso que se saiba quem sao os dois termos anteriores a este. No entanto,
existe uma féormula fechada para se calcular os nimeros de Fibonacci. Esta formula é
conhecida como férmula de Binet, que segundo Gundlach (1992, p. 63), foi descoberta
por este matematico no ano de 1843 e tornou explicita a conexao entre os nimeros de

Fibonacci e a razao atrea®.

Teorema 1.4.1 Para todo n > 1, tem-se que F,, = \% {(1+2‘/5)n - (1_\@)”}, onde (F,)

¢ a sequéncia de Fibonacci.

O numero 1+2 2 & conhecido como niimero de ouro, como veremos mais adiante.

Prova:

Vamos provar usando inducao matematica sobre n.

Para n = 1, temos que F} = \}g{(l?/g)l_ (1—2\/5)1} — %{%21%/5} _

% (M) \}5 <\/5> = 1. Logo, o caso base é verdade.

Supondo agora que F, = L {(H—‘/g)n — ( 5)n} para algum n

NG
n+1
provar a veracidade para o sucessor, isto é, que Fj, 14 % {(1?[) — (

1, iremos

)

Temos que:

Foo = F,+ Fo = 2 {(158)" - (52

) _
A7) - (1;“5)} {(52) (55) - (52) (Fa)) =5 (499) 1+ 25
( ) (v 2l = 5 (5 [89] 3 (5)" ().

razao aurea sera estudada com detalhes no préximo capitulo.

%\ Sl-
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Mas:

3+v5 _ (3+\/5) (17\/5) — =226 _ 1456

1+v5 1+v5/) \1-v5 —4 2

e

3-v5 _ (3—\/5> (Hx/ﬁ) — —242V56 _ 15

1-V5 1-v5/) \1+v5 —4 2

Assim:

Fus = s = 3 (58] B ()" [ = ()" [
35 (90) 98] = 5 (350) =5 (499 = B {(359)" - (99)" } como

queriamos provar.
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2 O ndmero de ouro

Neste capitulo falaremos sobre o niimero de ouro e algumas de suas peculiaridades.
Iniciaremos com sua definicdo e um pouco de sua histéria. Em seguida, mostraremos
algumas de suas curiosidades e destacaremos a sua bela relacdo com a sequéncia de
Fibonacci. Por tultimo, abordaremos sobre o retangulo dureo, a espiral durea e a sua

conexao com o pentagrama.

2.1 Definicdo e um pouco de sua histéria

Definicao 2.1.1 O numero de ouro, também conhecido como proporcao durea, nimero
aureo, seccao durea, propor¢ao de ouro, € um niumero irracional representado pela letra
grega ¢ (phi), cujo valor é:

) ~ 1,6180339887498948482045868343656 . . .

1445
2
Segundo Livio (2008, p. 16), foi o matematico americano Mark Barr quem deu o
nome de Fi a razao aurea, isso em homenagem a Fidias, que foi um escultor grego que
viveu entre 490 e 430 a.C. De acordo com o autor, as maiores realizacoes de Fidias foram

o “ Partenon de Atenas” e a estatua de “Zeus” no templo de Olimpia.

Este niimero, que é muito misterioso e enigmatico, é conhecido desde da anti-
guidade. Conforme Mendes (2007, p. 36), o primeiro registro sobre o nimero de ouro
aparece na obra “Os Elementos”, de Euclides'. Este define ai o que chama de “divisdo em
extremos” e “racio médio”?. Segundo Neto (2013, p. 66), os egipcios também utilizavam
o numero de ouro na construcao das piramides. De acordo com o autor, cada bloco da
piramide ¢ aproximadamente 1,618 vezes maior que o bloco do nivel acima e as cAmaras
no interior dessas piramides foram projetadas de tal forma que seu comprimento fosse
aproximadamente 1,618 vezes a sua largura. De acordo com Zahn (2011, p. 25), um dos
primeiros registros sobre o nimero de ouro estd no papiro de Rhind, que segundo ele, é
um documento onde constam 85 problemas copiados por um escriba chamado Ahmes, de
um trabalho mais antigo ainda. No seu texto h& a citacao de uma tal “razao sagrada”

Veja na figura 2 abaixo tal papiro:

L De acordo com Roque e Carvalho (2012, p. 82), Euclides viveu por volta de 300 a.C. e escreveu varias

obras, dentre as quais se destaca Os Elementos, que sdo formados por 13 livros, que expde resultados
de diversos tipos, organizados sistematicamente e muitos deles atribuidos ha outros gedmetras. Ainda
de acordo com os autores, o texto completo dos Elementos encontra-se, hoje, disponivel de forma
gratuita no site: <www.dominiopublico.gov.br>.

2 A divisdo em extemos serd definida logo mais abaixo, quando falarmos de razio durea.
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Figura 2 — Papiro Rhind

Fonte: <http://www.sitedecuriosidades.com/im/g/2F671.jpg>. Acesso em: 22 jul. 2014

De acordo com intimeros autores, o nimero de ouro também era conhecido pelos

Pitagoricos, quando construiram o Pentagrama

Conforme Contador

J& para Livio (2008,

3.

A razado aurea fascinou os antigos gregos e, por razoes estéticas, foi
largamente usada por artistas e arquitetos. Ela é conhecida desde os pita-
goricos (século V a.C.). Essa razdo foi descoberta no pentdgono regular,
que exibe segmentos divididos na razao aurea. Talvez esse tenha sido o
motivo que levou os discipulos de Pitdgoras a adotarem o pentagrama
(pentdgono regular estrelado) como simbolo de sua seita. (LAURO, 2005,
p. 07)

(2011, p. 151-152):

Ele e seus seguidores conheciam bem, nao s este fato, mas outros tantos
referentes a esse poligono, dai talvez o motivo do encanto deles pelo
pentagrama. O fato é que tragando as diagonais dessa figura, obtemos o
pentagrama ou a estrela de cinco pontas, suas intersecgoes determinam
um novo pentagono em seu centro. Dentro desse novo pentigono, com o
mesmo procedimento, podemos formar outra estrela, menor, mas cujas
proporgdes sdo as mesmas da primeira. O processo pode ser repetido
infinitas vezes e as proporgoes sempre continuam as mesmas. Trata-se na
verdade, de uma propriedade fascinante. Para Pitdgoras o mais fascinante
ainda era saber que todas essas linhas se organizam segundo a propor¢ao
aurea.

p. 49):

O pentagrama é uma figura de cinco pontas, obtidos a partir de um poligono regular de cinco lados.

De acordo com Lauro (2005, p. 07), o pentagrama foi escolhido como simbolo da seita dos discipulos de
Pitagoras. Logo mais abaixo, enfatizaremos a relagdo entre o pentagrama e ¢ e no capitulo 5, iremos
descrever os passos para a obtencao de tal figura geométrica.


http://www.sitedecuriosidades.com/im/g/2F671.jpg
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Muitos pesquisadores [...], sugerem que os Pitagéricos foram os primeiros
a descobrir a Razao Aurea e a incomensurabilidade. Esses historiadores da
Matematica afirmavam que a preocupacao pitagérica com o pentagrama
e o pentagono, combinada com o conhecimento geométrico que havia
no meio do século V a.C., tornou plausivel que os pitagéricos, e, em
particular Hipaso de Metaponto, tenham descoberto a Razdo Aurea e,
através dela, a incomensurabilidade.

Muitos artistas e arquitetos usaram a razao aurea em suas obras, com o objetivo de
obter harmonia, beleza e perfei¢ao. No tocante a arte, de acordo com Neto (2013, p. 62),
um exemplo é a famosa pintura Monalisa do famoso pintor italiano Leonardo da Vinci, que
utiliza o nimero de ouro nas relagoes entre seu tronco e cabeca e também entre elementos

do rosto. Veja na figura abaixo, a Monalisa:

Figura 3 — Monalisa

Fonte: Freitas (2008, p. 28)

Com relacao a arquitetura, com o mesmo objetivo de obter harmonia, beleza e
perfeicao, muitos arquitetos usaram em suas construgoes o nimero de ouro. Lauro (2005,
p. 08), menciona que um dos mais famosos exemplos é o Partenon, construido no século
V a. C pelo arquiteto e escultor Fidias. Queiroz (2007, p. 35), enfatiza que o arquiteto
suico-francés Le Corbusier (1887 - 1965), criou um modelo de padrées de dimensoes
harménicas a escala humana, chamado de Modulador. Segundo Contador (2011, p. 162), a
estatura média do ser humano escolhida como padrao por Le Corbusier foi 1.75 m, que

depois foi mudada para 1.83 m, estatura baseada na estatura dos policiais ingleses. Ainda
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de acordo com o autor, o modulador era nada mais que uma tabela inspirada no nimero

de ouro para uso da Arquitetura. Na figura abaixo, temos o Paternon, na Grécia e o

Modulador:

Figura 4 — O Paternon

Fonte: Queiroz (2007, p. 35 )

Bem, o que vimos foi um pouco da historia do enigméatico nimero de ouro, pois tal
histéria é tao vasta que poderiamos dedicar varias paginas abordando sobre tal assunto. O
leitor interessado em estudar profundamente sobre o assunto, sugerimos a leitura de Livio

(2008) e Contador (2011).
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O que ha de especial com o nimero de ouro, é sua aparicdo em intimeras situagoes

da natureza, como veremos no capitulo 3.

2.2 A razao aurea

Definicao 2.2.1 Diz-se que um ponto divide um segmento de reta em média e extrema
razao ou em segdo daurea, se o mais longo dos segmentos é média geométrica entre o menor
e o segmento todo. A razdo entre o maior segmento e o menor segmento chama-se razao

dureaq.

Em outras palavras, dado um segmento AB de medida a + b, seja C' um ponto

entre A e B tal que AC = a > CB = b, como mostra a figura abaixo:

Figura 6 — Segmento dividido na razao aurea
@ @ @
A e c b B

Fonte: feita pelo autor no Geogebra

Assim, temos que:

&—l—b_&

a b

Desenvolvendo esta expressao, obtemos:

a®> =ab+ b’

Dividindo ambos os membros por b%, segue-se que:

Como ¢ = ¢, temos que:

> —p—1=0

Agora resolvendo esta equagao, encontramos:

1+46
2

¢
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Como ¢ = § é sempre positivo, devemos ter que ¢ = 1*—2‘/5

No capitulo 5, mostraremos os passos para a divisao de um segmento na razao

jurea.

2.3 Poténcias de ¢

Vamos desenvolver algumas poténcias de ¢ e observar os seus resultados:

2
o 2= (1+2\/5) _ 1+2\4/5+5 _ 1+2\/§+4+1 =1+ 2+i¢5 — 14+ 1+2x/5 =1+6¢

o P =¢’0=(1+0)d=0+¢"=0+1+¢=1+2¢

o M'=00=(1+20)p=0+20*=0+2(1+¢)=¢+2+2p=2+3¢
o P’ =0¢'0=(2+30)p=20+30>=2¢p+3(1+¢)=3+5¢

o =00 =(3+50)p=30+5¢0>=30+5(1+¢)=5+8¢

Observando as poténcias acima, podemos perceber uma relagao entre essas poténcias

e a sequéncia de Fibonacci, que é dada pela seguinte proposicao:

Proposicao 2.3.1 Para qualquer natural n > 2, tem-se que: ¢" = F,,_1 + F,, ¢, onde (F,)

¢ a sequéncia de Fibonacci.

Prova:

Vamos provar usando inducao matematica sobre n.

Para n = 2, temos que ¢ = Yoo — 2 2

1+ % =1+ ¢ = F| + Fy¢. Logo, o caso base ¢ verdade.

(1+2\@)2 — L42vE45 _ 142VEHddl _ | 2425 _

Supondo agora que ¢" = F,,_, + F,,¢, iremos provar que ¢"! = F, + F,, 1 ¢.
Temos que:

Pt =" = (Foor + Fpd) ¢ = Fooi9o+ F¢> = Foio+ F,(1+¢) = Foq0 +
F,+ F.¢p=0¢(F,.1+F,) + F,=F,+ F,.1¢, como queriamos provar.

2.4 Relac3o entre ¢, ¢° e ;)

Existe uma relacdo interessante entre ¢, ¢? e é Vejamos:

Na secdo anterior, vimos que ¢? = 1 + ¢. Agora, desenvolvendo %, temos que:

T T 1B T 1515 —4

_ 1 2 2 1-v5 _ 2-26 _ —1+V5 __
= = J2r5—0,618...

=
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Note que 0,618...=1,618... — 1, isto é,é:gb—l.

Assim, concluimos as seguintes relacdes entre ¢, ¢? e +:

¢

¢’ =1+¢
=¢p—1

=

2.5 Outras expressoes que geram ¢

O ntmero ¢ pode ser gerado por outras expressoes interessantissimas. Vejamos:

Sabemos que ¢? = 1+ ¢. Dividindo ambos os membros dessa igualdade por ¢, vem
que: ¢ =1+ % Substituindo o valor de ¢ no lado direito dessa ultima equacao, temos que:

=1+ H% Novamente, substituindo o valor de ¢ no lado direito dessa tltima equacgao
s

L —. Continuando indefinidamente este processo, chegamos a
1+1
s

agora, obtemos: ¢ = 1+ "

seguinte equacao:

1+—1
L

Agora, de ¢? = 1+¢, concluimos que: ¢ = /1 + ¢. Substituindo o valor de ¢ no lado
direito dessa tltima equacao, temos que: ¢ = /1 + /1 + ¢. Agora, substituindo novamente

o valor de ¢ no lado direita dessa ultima equacgao, obtemos: ¢ = \/ 1+4/14++V1+ 0.

Continuando este processo indefinidamente, temos a seguinte expressao:

¢:\/1+\/1+\/1+...

2.6 Relacdo entre o niimero de ouro e a sequéncia de Fibonacci

Como vimos, a sequéncia de Fibonacci apresenta diversas propriedades interessantes.
Além de apresentar estas propriedades, a mesma tem uma relacdo muito intima e simples
com o numero de ouro, como veremos logo abaixo.

Consideremos uma sequéncia (r,), n > 2, definida como a taxa de crescimento do
nimero de coelhos entre o (n + 1)-ésimo e o n-ésimo més, ou seja, r, = F}—:l, n > 2, cujos
termos sao: 2/1,3/2,5/3,8/5,...,isto é, 1,2,1.5,1.666...,1.6,...

Colocando esses valores em um grafico (Veja figura abaixo), onde o eixo horizontal

representa o indice n da sequéncia e o eixo vertical os correspondentes valores de 7,



Capitulo 2. O numero de ouro 34

percebe-se que os temos dessa sequéncia tendem para um valor compreendido entre 1.5 e
2.

Figura 7 — Quocientes entre os nimeros de Fibonacci

Fonte: Ferreira (2007, p. 26)

De fato, este valor nada mais é que o nimero de ouro, como provaremos a seguir.

Prova:

Seja r, = F};“, n > 2. Como F,, 1 = F, + F,_1, temos que:

Fo+Fp— F,_

Fy
Seja lim,, o 7, = L. Como lim,, .o, 7r,_1 = L, segue-se que: L = 1 + %, ou seja,

I?-L—-1=0.

Resolvendo esta equacao vem que:

_ 1+V5

Como r,, > 0, Vn, podemos concluir que L = 1+T‘/‘F’ = ¢, como queriamos provar.

Segundo Contador (2011, p. 139), Fibonacci ndo percebeu a notavel relacdo acima
entre a sua sequéncia e o numero de ouro. De acordo com Gundlach (1992, p. 62), a relagao

acima foi estabelecida no ano de 1753 pelo matematico Robert Simpson:

A notével relacao entre a sequéncia de Fibonacci e a “razao durea” foi
estabelecida pela primeira vez pelo mateméatico escocés Robert Simpson,
em 1753. Simpson provou que:

Fn+1
F,

2.7 O retangulo aureo, a sequéncia de Fibonacci e a espiral aurea

Definicao 2.7.1 O retdangulo dureo* é um retangulo no qual a razdo entre as medidas de

seus lados é o numero de ouro, ou seja, se x ey sao, respectivamente, o maior e o menor

4 Neste trabalho nio descreveremos os passos para a construcio de um retangulo dureo. No entanto,
para detalhes dessa construgdo o leitor pode procurar Lauro (2005, p. 05) e Biembengut (1996, p.
27-28).
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lado, tem-se que:

O retangulo aureo é considerado uma figura esteticamente agradavel. Segundo
Huntley (1985, p. 70), o psicélogo alemdo Gustav Fechner fez, no ano de 1876, uma
pesquisa na qual fez varias mensuragoes da razao de retdngulos que sdo vistos comumente,
tais como cartas de baralho, janelas, capas de livros, etc e descobriu que as medidas se
aproximavam de ¢. Ainda de acordo com o autor, o psicologo testou preferéncias pessoais
extensivamente e concluiu qua a maioria das pessoas prefere um certo retangulo cujas

proporcoes estao entre as do quadrado e as do duplo quadrado.

Como vimos, este retangulo exerceu enorme influéncia em obras arquitetonicas e
em pinturas. O que existe de mais fascinante com o retangulo aureo, é sua relacdo com a
sequéncia de Fibonacci, dando origem a chamada espiral aurea ou espiral de Fibonacci,

como mostraremos logo abaixo.

2.7.1 Construcao da espiral durea

Tomemos um quadrado de lado [ = 1. Agora coloquemos dois destes quadrados, um
sobre o outro, obtendo um retangulo de lados 1 e 2. A partir do lado maior construimos
um quadrado de lado 2 na parte esquerda dos quadrados de lado 1. Note que os dois
quadrados de lado 1 junto com o de lado 2 formam um retdngulo de lado 3. A partir
deste lado tragemos, na parte debaixo, um outro quadrado, obtendo um retangulo de
lados 3 e 5. Agora, € s6 repetirmos o procedimento e formarmos outros quadrados de lados
5,8,13,21 e assim sucessivamente, onde cada lado do quadrado é igual ao maior lado do
retangulo anterior. Agora, com o auxilio de um compasso, tracemos um quarto de circulo
nos quadrados de lados: [ = 21,1 =13,1 =8,l =5,l =3,l =2 e [ =1, obtendo a espiral

aurea, como ilustram as figuras abaixo:
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Figura 8 — Retangulos aureos obtidos com a sequéncia de Fibonacci

a1 I I

G F E L

DT

H B
F J K
Q R

Fonte: feita pelo autor no Geogebra

Figura 9 — Obtencao da espiral aurea

fal 1) i

G F

H

L\TOFH
=

]

Fonte: feita pelo autor no Geogebra

Livio (2008, p. 140) destaca a relagdo entre a espiral e a razao durea:
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A espiral logaritmica e a Razdo Aurea caminham de maos dadas. Exa-
mine de novo a série de Retangulos Aureos obtidos quando removemos
quadrados de um retdngulo dureo [...]. Se vocé ligar os pontos sucessivos
onde esses “quadrados rodopiantes” dividem os lados em Razoes Aurea,
obterd uma espiral logaritmica que se enrola para o interior na diregao
do pdlo [...], que foi chamado caprichosamente de “o olho de Deus”.

A espiral construida acima é uma curva muito interessante que é dotada de um

aspecto curioso, como enfatiza Bez (1997, p. 50):

Um outro fato interessante que deve ser colocado sobre esta espiral é de
que se fotografdssemos suas convolugoes proximas aos poélo e em seguida
amplidssemos esta foto de modo que tivesse o mesmo tamanho da espiral
do desenho acima, notariamos que a foto se encaixaria perfeitamente,
haja visto que teriam a mesma forma.

Huntley (1985, p. 101) também faz mengao ao aspecto da espiral citado acima:

A espiral possui outra propriedade interessante digna de nota. Por mais
diferentes que dois segmentos da curva possam ser em tamanho, eles
nao sao diferentes em formato. Suponhamos que, com a ajuda de um
microscépio, fosse tirada uma fotografia das convolugoes, proximas ao polo
O, pequenas demais para serem vistas a olho nu. Se fosse adequadamente
ampliada, essa copia poderia ser encaixada exatamente em uma espiral
do tamanho da Figura 7.6. A espiral ndo possui ponto terminal: ela pode
crescer para fora (ou para dentro) indefinidamente, mas seu formato nao
se altera.

Um fato muito curioso é que a espiral 4urea tem intimeras apari¢oes na natureza,
como ilustra Livio (2008, p. 138):

A natureza ama espirais logaritmicas. De girasséis, conchas do mar e
redemoinhos a furacoes e galdxias espirais gigantes, parece que a natureza
escolheu esta forma magnifica como seu “ornamento” favorito. O formato
constante da espiral logaritmica em todas as escalas de tamanho se revela
com beleza na natureza na forma de minusculos fésseis ou de organismos
unicelulares como foraminiferas.|...]

No préximo capitulo veremos mais exemplos da espiral &urea na natureza.

2.8 O pentagrama e o numero de ouro

Definicao 2.8.1 O pentagrama é uma figura geométrica de cinco pontas, obtidas a partir

de um pentdgono reqular quando sdo tracadas as suas diagonais.

Veja na figura abaixo o pentagrama:
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Figura 10 — O pentagrama

Fonte: feita pelo autor no Geogebra

O pentagrama esta intimamente relacionado com a razao aurea, como ilustra a

proposicao abaixo:

Proposicao 2.8.2 Em um pentagrama, a razao entre a diagonal e o lado do pentdgono é

tgual ao numero de ouro.

Prova:

No pentagrama da figura 9, consideremos o triangulo ABC'. Provaremos que

BC __
a6 = ¢

Primeiro, notemos que o tridngulo ABC' é isosceles e que o angulo A mede 108°,
pois se trata de um angulo interno de um pentdgono regular. Agora, tracando uma
perpendicular de A até o ponto GG do lado BC, temos dois tridngulos congruentes: ABG e
ACG. Consideremos o triangulo AGC. Notemos que este é um tridngulo retangulo, onde

o angulo GAC mede 54°, como ilustra a figura abaixo:



Capitulo 2. O numero de ouro 39

Figura 11 — Triangulo retangulo

Fonte: feita pelo autor no Geogebra

Agora, aplicando relagoes trigonométricas no triangulo AGC, temos que:

sin (54°) = §C, isto ¢, GC' = ACsin (54°). Dai, 2GC = BC = 2ACsin (54°). Logo,

BC — 2sin (54°) = 1,618033989. .. = ¢, como queriamos provar.

AC
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3 Aplicacoes da sequéncia de Fibonacci e do

numero de ouro

A sequéncia de Fibonacci e a razao aurea tem muitas aplicagdes. Neste capitulo
iremos mostrar apari¢oes da mesma e do nimero dourado na natureza e em outras situagoes

do mundo material.

3.1 A sequéncia de Fibonacci e o nimero de ouro na natureza

Muitos pensam que a Matematica ¢ uma Ciéncia muito complicada, restrita a
poucas pessoas e distante do mundo concreto. Muitos chegam até a indagar: para que
estudar Matematica? No entanto, sabemos que a mesma é uma Ciéncia muito interessante
e é uma ferramenta importantissima em muitas situagoes praticas. Ela também estd muito
relacionada com o mundo natural, como bem enfatiza Contador (2011, p. 203):

Muitas vezes pensamos que a Matematica pertence somente aos livros
didaticos, aos cursos e as aplicagdes técnicas, cujos conceitos muitas vezes
fogem do homem comum. Passa despercebido em nosso dia-a-dia, mas
ao observarmos o mundo natural ao nosso redor, de imediato verificamos
uma grande quantidade de Matematica presente em tudo, desde os mais
simples detalhes. Nao sei ao certo se a Natureza sabe contar, mas uma
coisa é indiscutivel, ela segue padroes matematicos em tudo que faz e
sdo esses padrdes que permitem ao fisico, ao arquedlogo, ao bidlogo, ao
profissional de pesquisas em geral descobrir seus segredos e muitas vezes,
porque nao, até imita-la.

Com a sequéncia de Fibonacci e o nimero de ouro nao é diferente. Estes assuntos
estao intimamente relacionados com a natureza. Eles aparecem em iniimeras situagoes,
seja na forma da sequéncia numérica propriamente dita, razao durea ou através da espiral
de Fibonacci, como por exemplo, nos troncos de arvores, em folhas, frutos, animais, etc. A

seguir, veremos algumas dessas aparicoes.

3.1.1 Nautilus marinho

O Nautilus é uma espécie de molusco oriundo do sudoeste do Oceano Pacifico. Na

sua concha ha a descri¢ao perfeita da espiral aurea.
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Figura 12 — Nautilus marinho
:/“"\ \
%

-

Fonte: Freitas (2008, p. 38)

3.1.2 Animais

Em alguns animais podemos observar claramente a espiral de Fibonacci. Como
exemplos, temos o antilope e o camaledo, como ilustram as figuras abaixo. No caso do
antilope, se os seus chifres continuassem crescendo indefinidamente, o resultado seria o
aparecimento da espiral de Fibonacci. J4 no caso do camaledao, quando o rabo deste animal
esta contraido, percebe-se claramente também umas das representagoes mais perfeitas de

tal espiral.

Figura 13 — Antilope e camaledo

Fonte:  Freitas (2008, p. 38) e  <social.stoa.usp.br/articles/0015/6376/
ApresentacaoRazaoAurea.ppt>. Acesso em: 21 jul. 2014

3.1.3 Arranjo de folhas

Conforme Zahn (2011, p. 41), as folhas da bromélia obedecem a regra de formagao
da espiral aurea. De acordo com muitos bidlogos, este arranjo é relevante na captacao

uniforme de raios solares e no escoamento das aguas das chuvas.


social.stoa.usp.br/articles/0015/6376/ApresentacaoRazaoAurea.ppt
social.stoa.usp.br/articles/0015/6376/ApresentacaoRazaoAurea.ppt
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Figura 14 — Folha da bromélia

Fonte: Passi e Rodrigues (2013, p. 14)

3.1.4 Ramos e troncos de plantas

Segundo Mendes (2007, p. 53), existem varias plantas que descrevem os niimeros
de Fibonacci no crescimento de seus galhos. A Achillea ptarmica é, conforme Neto (2013,

p. 71), um exemplo de planta onde o crescimento de seus ramos descreve a sequéncia de
Fibonacci.

Figura 15 — Planta
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Fonte: Queiroz (2007, p. 21)

3.1.5 Pétalas de flores

Segundo Livio (2008, p. 133), em muitas flores a contagem e o arranjo das pétalas
apresentam numeros de Fibonacci e ligagbes com a razao aurea. As flores abaixo tem

respectivamente 3,5, 13 e 21 pétalas, que sao nimeros da sequéncia de Fibonacci.
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Figura 16 — Flores

Fonte: <www.mat.uc.pt/~mat0839/A%20Matematica%20a%20Natureza.pptx>. Acesso
em: 21 jul. 2014

3.1.6 Sementes

Nas sementes da pinha e do girassol, podemos encontrar os nimeros de Fibonacci.
Na pinha, as sementes crescem e se dispoe em duas espirais: de acordo com Mendes (2007,
p. 56), tem-se 8 espirais para a direita e 13 para a esquerda. Ja no girassol, de acordo com
Livio (2008, p. 133), a quantidade de espirais depende do tamanho do girassol. Segundo o
autor, o mais comum ¢é que existam 34 espirais em um sentido e 55 no outro, contudo,
girassois com quociente de espirais 89/55,144/89 e até 233/144 ja foram vistos. Na figura

abaixo, temos a pinha e o girassol:

Figura 17 — Sementes da pinha e do girassol

Fonte: <www.mat.uc.pt/~mat0839/A%20Matematica%20a%20Natureza.pptx>. Acesso
em: 21 jul. 2014


www.mat.uc.pt/~mat0839/A%20Matem�tica%20a%20Natureza.pptx
www.mat.uc.pt/~mat0839/A%20Matem�tica%20a%20Natureza.pptx
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3.1.7 Corpo humano

O nimero de ouro aparece como razao de medidas em intimeras partes do corpo

humano. De acordo com Neto (2013, p. 49), algumas dessas medidas sdo:

A altura do corpo humano e a medida do umbigo até o chao.

A altura do cranio e a medida da mandibula até o alto da cabeca.

A medida da cintura até a cabeca e o tamanho do térax.

A medida do ombro a ponta do dedo e a medida do cotovelo a ponta do dedo.

A medida do cotovelo até o pulso e a medida do seu pé.

e A medida do seu quadril ao chao e a medida do seu joelho até o chao.

Essas propor¢oes anatomicas foram bem representadas pelo “Homem Vitruviano™!,

como ilustra a figura abaixo:

Figura 18 — O homem vitruviano

g o= g0
#1041 = 11:12
1514 = 14:1%
1516 = 1817 = 0,510,

Fonte: Queiroz (2007, p. 34)

Bem, estes foram alguns exemplos de observacoes da sequéncia de Fibonacci na
natureza. No entanto, estas observacoes nao param por ai. Existem muitas outras situagoes

em que podemos perceber a mesma.

1 De acordo com Freitas (2008, p. 24), o engenheiro e arquiteto romano Marcos Vitruvio Polido publicou,
em 10 volumes, no século I a.C, um grande manual de engenharia e arquitetura, denominado De
Architectura, no qual desenha o homem vitruviano, que é uma figura humana de bracos abertos.
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3.2  Aplicacoes da sequéncia de Fibonacci

Os niimeros de Fibonacci aparecem em muitas situagoes praticas. Abaixo, faremos

a exposicao de algumas dessas aplicagoes.

3.2.1 A sequéncia de Fibonacci e o Teorema de Pitagoras

A sequéncia de Fibonacci estd intimamente relacionada com o teorema de Pitagoras.

Vejamos:

e Se um triangulo retdngulo tem catetos de medida 1, temos que sua hipotenusa ao

quadrado é 2.

e Se um triangulo retangulo tem catetos de medidas 1 e 2, temos que sua hipotenusa

ao quadrado é 5

e Se um triangulo retangulo tem catetos de medidas 2 e 3, temos que sua hipotenusa

ao quadrado é 13

e Se um triangulo retangulo tem catetos de medidas 3 e 5, temos que sua hipotenusa

ao quadrado é 34

Observando os resultados encontrados, temos que todos sao nimeros de Fibonacci.
Sera verdade que sempre que um tridngulo retangulo tem catetos cujos valores sao niimeros
consecutivos da sequéncia de Fibonacci, a sua hipotenusa ao quadrado também é um

numero de Fibonacci? A resposta é sim e ela é dada pela seguinte proposicao:

Proposicao 3.2.1 A soma dos quadrados de dois niumeros consecutivos da sequéncia de

Fibonacci é um nimero de Fibonacci, isto €, Fp, 1 = (Fn)2 + (Fn+1)2, Vn > 1.

Prova:

Vimos que umas das propriedades dos nimeros de Fibonacci é: F,, = Fp,_1F, +
F, 1 F,,Vn>1eVm > 1. Tomando m = n + 1, temos que:
Frin = Fing1)y4n = Fonp1 = FoFy + Fopn B = (Fn)2 + (Fn+1)2, como queriamos

provar.

3.2.2 Conversao de milhas para quilédmetros

Uma milha é uma unidade de medida que equivale a 1609 metros, ou seja, 1,609
quilémetros. Note que este nimero ¢ bem préoximo do nimero de ouro cujo valor é 1, 618.

Assim, por exemplo, para converter 5 milhas em quilometros, basta olhar para o préximo
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numero de Fibonacci depois do 5, que é o 8, pois como sabemos o niimero 5 é um nimero

de Fibonacci.

Outro exemplo: suponhamos que queiramos transformar 30 milhas em quilémetros.
Como devemos fazer, usando o método acima, uma vez que 30 nao é um numero de
Fibonacci? A resposta é simples: basta decompor o 30 como soma de niimeros de Fibonacci.
Observe que 30 = 1 + 8 4+ 21. Agora ¢ s6 aplicar o método citado acima. Logo, 30 milhas

equivale a aproximadamente: 2 + 13 + 34 = 49 quilémetros.

3.2.3 A sequéncia de Fibonacci na Fisica

Na éptica dos raios de luz, conforme Contador (2011, p. 191), podemos verificar a
presenca da sequéncia de Fibonacci. Vamos considerar duas placas de vidro, de indices de
refragao diferentes, justapostas uma sobre a outra. Sabemos que um raio de luz que incida
sobre esse conjunto pode sofrer reflexdes e desvios. Assim sendo, vamos contar o niimero
de caminhos possiveis de um raio de luz aumentando gradualmente o nimero de reflexdes

nesses caminhos.

Figura 19 — Raios de luz
Numero de reflexdes:

VA
==

Numero de caminhos:

1 2 3

Fonte: Ferreira (2007, p. 41)

AE A
g NN

Ao analisarmos a figura acima, verificamos que o nimero de caminhos obedece
a sequéncia de Fibonacci. Assim, denotando por n o nimero de reflexdes e por F (n) o

niumero de caminhos, temos que F' (n) representa os nimeros de Fibonacci.
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3.2.4 Triangulo de Pascal

O triangulo de Pascal, em homenagem ao matematico Blaise Pascal?, ¢ um triangulo
numeérico infinito formado por niimeros binomiais (Z), onde n representa o ntmero da
linha (posi¢do horizontal) e k representa o nimero da coluna (posigao vertical), iniciando

a contagem a partir do zero. Veja a figura abaixo:

Figura 20 — Triangulo de Pascal

Soma dos mimeros nas diag onais
do Triingulo de Pascal

1* diagorial: 1

2% dagonal: 1

3 dagonal: 1+1=2

A diagonal 2+1=3

5 diagonal) 1+3+]1=3

67 diagonal’ 3+d+1=8

7 dagonal: | +6+5+1=13
8 dagonal: 4+10+6+1=11

Fonte: <http://www.educ.fc.ul.pt/icm/icm99/icm31/pascal.htm>. Acesso em: 11 jul. 2014

Olhando a soma das diagonais do triangulo acima, podemos ver facilmente que
cada soma ¢ um numero da sequéncia de Fibonacci. Essa notavel relagao é dada pela

seguinte proposicao:

Proposicao 3.2.2 No triangulo de Pascal, a soma dos elementos da n-ésima diagonal é
um numero de Fibonacci, isto €, se D,, € essa soma, entdo ela verifica a relagio D1 = Dy =1
e Dn = Dn—l + Dn_g,Vn Z 3.

Prova:

De fato, observando o triangulo de Pascal, claramente vemos que:

2 Segundo Contador (2011, p. 141), Blaise Pascal nasceu em Clermont-Bernard a 19 de agosto de 1623.
Ainda de acordo com o autor (p. 145), esse tridngulo ja era conhecido bem antes de Pascal, porém,
devido ao fato de Pascal ter descoberto novas propriedades e aplica¢gbes do mesmo no estudo das
probabilidades, acabou recebendo o seu nome.


http://www.educ.fc.ul.pt/icm/icm99/icm31/pascal.htm
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D= () (1) () () oz
o Do = (") + (") + () + (%) + ¥ >3
e D= () (7 () (7)o

Do D= () () () () () () () )
(e (0 () (74 3 059 ()4 () (50 -

Agora, usando a relacao de Stifell: (”:[ = (Z) + (p +1), obtemos que:

Docict Do = (1) + () + (107) + (57 + (1) 4 (57) + (10) + () +
(59 4= () + ()4 ()4 ()

Como ("72> = =2 = (.nfl)!l = ("71), concluimos que:
+

w

bS]

0 0l(n—2)!

D, 1+ D, 5= (”51> + ("Iz) + (”;3) (”34) +---=D,, como queriamos provar.

3.2.5 Problemas de combinatdria com recorréncias

Em alguns problemas de combinatéria envolvendo recorréncias, o resultado encon-
trado é a sequéncia de Fibonacci. Por exemplo: determine o niimero de modos de cobrir

um tabuleiro 2 X n com dominds 2 x 1 iguais.

Solucgao:

e Se o tabuleiro é 2 x 1, ha somente 1 modo: colocar o dominé na posicao vertical.

e Se o tabuleiro é 2 x 2, ha somente 2 modos: colocar dois dominés na posicao horizontal

ou dois na vertical.

e Se o tabuleiro é 2x 3, ha somente 3 modos: colocar trés dominés na posigao vertical ou
dois na posic¢ao horizontal e um na vertical ou novamente dois na posi¢ao horizontal

e um na vertical.

e Se o tabuleiro é 2 x 4, hd somente 5 modos: colocar quatro dominds na posicao
vertical ou o 1° e o ultimo na vertical e dois na horizontal ou quatro na horizontal
ou o 3° e 0 4° na vertical e dois na horizontal ou o 1° e o 2° na vertical e dois na

horizontal. E assim sucessivamente.
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De um modo geral, se x,, ¢ o nimero de modos, temos que se comegarmos por 2 X 1
(posicao vertical), ha z(,—1) modos de cobrirmos e se comegarmos por 2 X 2 (na posicao
horizontal), héd (,_2) modos. Assim, temos que o niimero de modos é: x,, = T(—1) + T(n—2),

que é a sequéncia de Fibonacci.
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4 Softwares matematicos

No capitulo 5 apresentaremos sugestoes de atividades didaticas que podem ser
desenvolvidas com a sequéncia de Fibonacci e o nimero de ouro. Em muitas dessas
atividades usaremos os softwares Maxima e o Geogebra. Por isso, faz-se necessario a
aquisicao de conhecimentos acerca destes softwares matematicos. Neste capitulo iremos
apresentar tais softwares, dando uma base de conhecimentos muito relevante para a
manipulagdo dos mesmos. Vale ressaltar que nao abordaremos todos as ferramentas que
esses programas detém, mas elucidaremos as principais que serao usadas nas propostas de

atividades didaticas e até algumas outras.

4.1 O software Maxima

4.1.1 Histérico

O Maxima é um software livre e gratuito que pode ser baixado e utilizado sem a
necessidade de registro e pagamentos mensais. Ele é um software para calculos matematicos
muito similar ao MatLab e ao Mathematica, que pode ser compilado em muitos sistemas
operacionais, tais como: Windows, Linux e MacOS X. E um software CAS (Computer
Algebra System - Sistema de Computagao Algébrica) para manipulacido de expressdes
simbélicas e numeéricas, calculos de limites, diferenciagao e integragao, matrizes, fungoes,

graficos em duas e trés dimensoes, dentre outros contetudos.

O software Maxima teve sua origem nos Estados Unidos, tendo como seu antecedente
o Macsyma, que era um sistema legendario de algebra do computador desenvolvido nos

anos de 1960 no Instituto de Tecnologia de Massachusetts, como bem elucida Santos (2009,
p. 11):

O MAXIMA ¢ derivado do sistema Macsyma, o lendério sistema de
algebra computacional desenvolvido entre os anos de 1968 e 1982 no
Instituto de Tecnologia de Massachusetts (MIT) como parte do
Projecto MAC. O MIT enviou uma cépia do coédigo fonte do Macsyma
para o Departamento de Energia em 1982, sendo que essa versao é agora
conhecida como Macsyma DOE. Essa cépia foi mantida pelo Professor
William F. Schelter da Universidade do Texas entre 1982 e 2001, ano do
seu falecimento.

Segundo Riotorto (2006, p. 03), desde o ano de 1982 até 2001, William Schelter
na Universidade do Texas manteve uma versao deste programa, a qual se conhecia com o
nome de Maxima para diferencid-la da versao comercial. Ainda de acordo com o autor,

no ano de 1998 Schelter conseguiu do DOE permissao para distribuir Maxima sob a
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licenca GNU-GPL. Assim, muito mais pessoas comecaram a se direcionar para o Maxima.
Atualmente, o projeto esta sendo liderado por um grupo de desenvolvedores oriundos de

varios paises.

O download do software é muito simples e pode ser feito pelo site oficial do Maxima:
<http://maxima.sourceforge.net>. Acesso em: 22 set. 2014., onde 14 se encontra

todos os passos para sua execucao.

4.1.2 Janela inicial do Maxima

Tendo instalado o programa, ao abri-lo aparecera a seguinte tela:

Figura 21 — Janela inicial do Maxima

[ wxMaxima 13.04.2 [ néo salva® ]

Arquivo Editar Célula Maxima Equagdes Algebra Calculo  Simplificar Gréfico  Numérico  Ajuda

Ce®ex $Dal&elro e
= ‘

Dica do dia ==

L

Vocé sabia que...

'Vocé pode selecionar varios células com o
mouse - clique e arraste desde algum ponto
entre células ou dos marcadores a
eesquerda - ou com o teclado - segure Shift
enquanto move o cursor horizontal - € entdo
operar na seleco. Isso é (ifil quando vocé
quer apagar ou calcular miliplas células.

m

ElMostr des oricer

Bem-vindo a0 wxMaxima Pronto para entrada do usudrio

Fonte: feita pelo autor no Maxima

Nesta tela ha informagoes sobre a versao e outras informacoes sobre o programa.
Ao fechar a telinha aparecerd a linha de comando onde devem ser digitados os comandos
e onde irdo aparecer os resultados apos inserir dados nas janelas que abrem quando sao
escolhidas determinadas opgoes. Ao entrar com algum dado, aparecerd em sua frente (%il).
Esse ‘i’ no meio significa INPUT, ou seja, indica entrada de informacoes, que aparecera na
cor azul. Ao digitar os comandos shift e enter concomitantes, aparecerd (%ol), na cor

preta, onde o ‘o’ de OUTPUT representa a saida de dados.

Na figura abaixo ha um exemplo, onde entramos com a simples operacao 5 + 5:


http://maxima.sourceforge.net
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Figura 22 — Simples operacao
L mtaims 12042  ndo s I

Arquivo  Editar Célula Maxima Equagdes Algebra Calculo  Simplificar  Gréfico  Numérice  Ajuda

D@dex ol e >o |®

(%11) 545;
($01) 10

Fonte: feita pelo autor no Maxima

4.1.3 Operacoes basicas

No Maxima, as operagbes elementares sao representadas por: Adigao (+), subtracao
(—), multiplicagao (x), divisao (/), raiz quadrada ( digita o comando sqrt) e potenciac¢ao
(digita o acento circunflexo). Assim, para se fazer uma operagio elementar, basta inseri-la,
usando os seus respectivos simbolos e depois da o comando shift e enter. Veja um exemplo

abaixo, onde foi inserida a seguinte expressao:
8 3
4455+ (v4)

Figura 23 — Operacoes basicas
[ waMarima 13.04.2 [ néo salvo” T I

Arquivoe  Editar Célula Maxima Equagdes Algebra Calculo  Simplificar  Grafice  Mumérico  Ajuda

L@dax XDe| e > o @
(%12) 445%5-8/2+(sqgrt(4))"3;
(%c2) 33

Fonte: feita pelo autor no Maxima

4.1.4 Constantes especiais e principais comandos do Maxima

No Maxima, ha algumas constantes predefinadas que devem ser sempre inseridas
pelo simbolo %. Sao elas: %m, %e, %i. Os comandos float € numer servem para se
calcular os valores dessas constantes e de outras expressoes, como por exemplo /2. Ou
seja, estes comandos forgam o programa a calcular valores nos quais inicialmente nao se
obtém. J& o comando % quando usado serve para se resgatar o valor anterior. Na figura

abaixo veremos alguns exemplos:
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Figura 24 — Constantes especiais

1 wAMEHMa 13042 |10 S2v0" | T T
Arquivo  Editar  Célula  Maxima Equagdes A\gebra Calculo  Simplificar  Grafico  Numérico  Ajuda

AR EIRIEEE |@

($13) %pi;
(%03) =

(%il6) %i;
(3016) %i

(%316) %e;
(%306) %e

(%2119%) %e, numer;
(%cl3%) 2.71828182845%045

(3120) float (%pi);
(%020) 3.141592653589793

(%121) %pi, numer;
(%021) 3.141592653589793

(%118) float (%e);
(%cl8) 2.71828182845%045

11w 13,042 [ o savo* | S T T
Arquivo Editar Célula Maxima Equagies Algebra Calculo Simplificar Gréfico Numérico Ajuda

UEdexldD0 e >o @
(%126) sgrt(2)s
(3028) 2

(%127) float (%):
{(%027) 1.414213562373085

(%128) sgrt(2), numer;
{%028) 1.4142135623730895

31) float (%);
{%031) 3.886485497600761

f (%130) sqrt(3)+10~(1/3);

Fonte: feitas pelo autor no Maxima

Além dos comandos citados acima, existem outros, como podemos ver na tabela

abaixo:

Tabela 1 — Comandos especiais

Comando Descricao
> Maior
>= Maior ou igual
< Menor
<= Menor ou igual

= [gualdade

# Negacao da igualdade

Para dar valores as variaveis

Fonte: feita pelo autor

Vejamos mais alguns exemplos abaixo:
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Figura 25 — Outros exemplos

11 WXMIAXIMA L3.U4.£ | NAO0 SaIvo™ | gy

Arquivo Editar Célula Maxima Equagdies Algebra Calculo Simplificar Gréfico Numérico  Ajuda

[E® & % DEIGIe>0 -

(%135) x:4;
(%033) 4

(%137} y:9;
(%037) 9

(8138) x+3;
(%038) 7
(%8039) 22

(2140) x~2+y"3;
(2040} 745

(%141} sgrt(x)+sart(y);
(%041) 5

[
[
E (3135) xe2vys
[
[

Fonte: feita pelo autor no Maxima

4.1.5 Trabalhando com expressdes algébricas

No Maxima, os comandos factor, ratsimp e expand, servem respectivamente
para fatorar, simplificar e expandir uma dada expressao algébrica. Estes comandos aparecem
na parte superior em Simplificar. Basta digitar o comando e depois a expressao ou digitar

a expressao e usar o comando %. A figura abaixo mostra alguns exemplos:

Figura 26 — Expressoes algébricas

ey P S ——
JE@¥do#dDE 6 >0 @
[o(zi6) x~2-yr2;

(206) x?-y?

[ (2i7) factor(®);
(207) —(y-x)(y+x)

%18) factor(2%x"3+x"2-2%x-1):
(%09) (x-1Nx+1)(2 x+1)

7 (2i10) (273+u72-5%m+3) / (2~2-2%x+1) ;
3

xex?-5x+3

xl-2x+1

¥
b
o
h

ratsimp(%);
(%0ll) x+3

' si12) (x+y) »5:

(2012) (y+x)°

F (%113) expand(%);

(3013) o +5xyi+10x po+10 x% pl45 x® yx®

Fonte: feita pelo autor no Maxima

Uma observagao a ser feita é que se a expressao tiver raizes complexas, se deve usar

o comando de fatorar complexos, na parte superior em Simplificar: o camando é gfactor.
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A figura abaixo ilustra alguns exemplos:

Figura 27 — Raizes complexas

1 wHMIEIMa 13062 | 140 SVO ) T

Arquivo  Editar Célula Maxima Equacées Algebra Calculo  Simplificar Gréfico Numérico  Ajuda
DEdoexldbDo|E 0/>o | @

F'sits) xoz+y~2;

(3015) 2 +x?

F (%i1€) factor (%)
(3016) 2 +x?

' (3i17) gfactor (%) ;
(2017) (y-%i x)(y+3%1 x)

F (%2i20) factor (x"3+2%x™2+25*x+50) ;
(2020) (x+2)(x%+25)

4 (2121) gfactor (x"3+2%x"2425%x+50);
(2021) (x+2)(x-5%1)(x+5 %1)

Fonte: feita pelo autor no Maxima

4.1.6 Trabalhando com equacdes e funcoes

Resolver uma equacao no Maxima é muito simples: basta dar o comando solve e
depois digitar a equacao ou inserir a equacao e depois usar o comando %. A ferramenta
solve é encontrada na parte superior em Equacoes: Resolver. Ao clicar nesse comando
aparecera uma telinha onde se deve digitar a equacao e sua variavel. Abaixo ilustraremos

alguns exemplos:

Figura 28 — Equagoes

Arquivo  Editar Cél‘u\a T\«‘Iaxima Equagdes Algebra Calculo Simplificar Gréfico Numérico  Ajuda
UB¥ox X000 >0 @

? (%132) solve (x+2=4);
{%032) [x=2]

4 (%¥133) solve (x"2-4);

(3033) [x=-2,x=2]

(3134) 3*x"2-6%x-9=0;
(%034) 3 x2-6x-9=0

™

' (2i33) solve (%) :
(%035) [x=3,x=-1]

(%137} solve ((x+2) /x+x=5);

(3037) [x=2-~2 ,x=n2+2]

Fonte: feita pelo autor no Maxima

Ja no caso de fungoes, também é bastante simples: o modo de insercao é bem
parecido com o que fazemos normalmente. A tnica diferenca é que se deve inserir os :
antes do sinal de igual. Por exemplo, se formos inserir uma fungao f de trés varidveis,

faremos o seguinte: f(x,y, z) := e depois do igual colocamos a respectiva fungao. Exemplo:
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f(z,y,2) := x+y+ 2. Para calcular determinado valor da fungao é s6 substituir as vardveis
pelos valores e depois d4 o comando shift e enter. Exemplo: f(1,2,3). Na figura abaixo

hé alguns exemplos:

Figura 29 — Funcgoes

M wxMaxima 13.04.2 | maxima.wxm® |

Arquive Editar Célula Maxima Equagdes Algebra Calculo  Simplificar  Grafico  Mumérico  Ajuda
= E e Y —
D@dex 00| 6 >0 @

i1) f(x,y,z) i=x+y+z;

(%0l) filx,y,z):i=x+y+t=

r (%13) glx,yrz)i=g™243%y+2%z;
(303) glx,y,z):=x>+3 y+2 z

Fo(si4) £(1,2,3):
(304) &

' (2i5) g(-1,0,3);
(%05) 7

F (%i6) £(2,3,4)+g(3,5,0);
(%06) 33

Fonte: feita pelo autor no Maxima

Na tabela abaixo aparecem as principais fun¢des do Maxima:

Tabela 2 — Principais fungoes

Descrigao Funcao
Cosseno de x, Cosseno hiperbdlico de x cos(x), cosh(x)
Seno de x , Seno hiperbélico de x sin(x), sinh(x)
Tangente de x, Tangente hiperbdlica de x tan(zx), tanh(z)

Arco-seno de x, Arco-cosseno de x, Arco-tangente de x | asin(zx), acos(zx), atan(zx)
Fatorial de = x!
Logaritmo natural de x log(x)
Exponencial de z exp(x)

Fonte: feita pelo autor

Observacoes:

1. Os logaritmos no Maxima nao sao calculados diretamente em outras bases se nao
for a base e. Por isso, para se calcular o logaritmo em outra base que nao é a base

e, faz-se necessario fazer uma mudanca de base do logaritmo dado para a base e.
log(10)

Exemplo: Para calcular o log510, deve-se fazer logs10 = OR

2. A fungdo trigexpand(%) é usada para expandir somas e diferencas de fungoes

trigonométricas. J4 a fungao trigreduce(%) serve para reduzir.
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Na figura abaixo temos alguns exemplos das obervacoes feitas acima:

Figura 30 — Logaritmos

DU WHIVIBXIME L3.U4.2 | Maxima.wxm- |

Arquive  Editar Célula Maxima Equagtes fllgebra Calculo  Simplificar  Grafico  Numérico  Ajuda

(@dex ¥00cle/>o @
' (2i8) Llog(10)/log(5);
i 1og(10)
($08) ———
log(3)

' (2i5) float(%);
(308) 1.430676558073393

4 (%110) trigexpand(sin(atb));
(%010) cos(a)sin(b)+sin{a)cos(b)

I (%111) trigexpand(tan(a-b)):

tan(b)-tan(=a)
(2011)

tan(a) tan(b)+1

4 (%112) trigreduce (cos (u) *cos (v)+sin(u) *sin(v));
(%012) cos(v-u)

Fonte: feita pelo autor no Maxima

4.1.7 Trabalhando com sistemas de equacoes

Dado um sistema de equagoes em que o numero de equacoes é igual ao nimero de
incégnitas, para resolvé-lo no Maxima é muito simples: basta dar o comando solve() e
dentro dos parénteses escrever as equagoes do sistema entre colchetes. Veja os exemplos

na figura abaixo:

Figura 31 — Sistemas de equacoes

w0 wiMaxima 13.04.2 [ maxima.wxm® |

Arquive Editar Célula Maxima Equagies Algebra Céleule  Simplificar  Grafico  Mumérico  Ajuda
E¥eXKD0| &> o | @

(%115) solve([x+2%*y=8,x-2%y=4]1);
(2013) [[y=1,==6]]

(%116) solve ([x+y+4*z=0, y-z+2*x=8, z+3*x-2*y=4]);

(s016) [T 18 26 46 ;
%0 Z=—— = X5
7 YT 17

Fonte: feita pelo autor no Maxima

4.1.8 Trabalhando com matrizes

A inser¢ao de uma matriz A no Maxima é feita da seguinte forma: A:matrix([vetor
da 12 linha], [vetor da 22 linha], ... , [ vetor da n-ésima linha]). A tabela abaixo

mostra os principais comandos usados nas operacoes matriciais:
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Tabela 3 — Principais fung¢oes matriciais

Descricao Comandos
Soma ou subtracao de matrizes | A+ B, A— B
Produto de matrizes A.B
Matriz inversa invert(A) ou A™?
Matriz transposta transpose(A)
Célculo do determinante determinant(A)

Fonte: feita pelo autor no Maxima

Na figura abaixo ha alguns exemplos de operac¢oes com matrizes:

Figura 32 — Operagoes com matrizes

p wamaxiina e | nas SRS T T T
Arquive  Editar Célula Maxima Equagdes Algebra Célcule  Simplificar  Grafico  Mumérico  Ajuda

D@8dex XDE| & &> o | ©
_7 (%$il) A: matrix ([1,2,3]1,[-4,5,11,[1,1,-11);:
_1 2 3_
(¥01) -2 5 1

i 1 -1

s (%¥12) B: matrix ([0,1,5]1,[-4,3,01,[0,5,-21);

[1] 1 5
(%02) |-24 3 o
[1] 5 -2

¥ (3i3) a+B;
1 3 8

(%03) |-8 8 1

507y |~ & 2
(%07) 3

4 (%19) transpose (&);
1 -2 1
(%c0%) |2 5 1

3 1 -1

F (%¥111) determinant (&) ;
(%01l) -39

Fonte: feita pelo autor no Maxima
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4.1.9 Trabalhando com graficos

4191 Graficos em 2D

No Maxima, os graficos aparecem em um programa anexo ao mesmo: o gnuplot
graph. Um gréfico de duas dimensoes é implementado da seguinte forma: plot2d(fungao,
[eixo, inicio, final]). Este comando pode ser obtido na barra de ferramentas do Maxima,
indo em Grafico e depois grafico 2D. Aparecera uma janelinha onde se deve digitar a
funcao, o intervalo de variacao das variaveis e a escolha do formato do gréafico. Na figura

abaixo hd o exemplo do grafico da fungdo f(x) = 22, variando no intervalo [—5, 5].

Figura 33 — Exemplo de grafico 2D

1 wxMaxima L3.U4.2 | maximawxm” |7
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Variavel: ¥ De: O Para: O [ escala logaritmica

Marcagbes: 10
Formato:  gnuplot -

Opgies: -

Arguivo:

S atenl i .S SN & |

Arquivo  Editar Célula Maxima Equacfes Algebra Calculo  Simplificar  Grafico  Numérico  Ajuda
= 7 EJS WP
I@daexXDO| &6 >o | @

(%3i4) plet2d([x"~2], [x,-5,51,
[plot format, gnuplsot])$

’@ Gnuplot (window id : 0) e x )
Hrezaaaly?

25 T T T

20 b

A2

0961913, 26.0910

Fonte: feitas pelo autor no Maxima
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4.19.2 Graficos em 3D

O programa gerador de graficos 3D é o gnuplot. A implementcao é feita da
seguinte forma: plot3d(fungao, [eixol, iniciol, fim1], [eix02, inicio2, fim2]). Este
comando pode ser obtido indo na barra de ferramentas e escolher grafico e depois grafico
3D. Aparecera uma janelinha onde se deve digitar a fungao, os intervalos de variagao e o
formato. Na figura abaixo, temos o exemplo do grafico da fun¢ao f(x,y) = x + 2y, onde

tanto o x quanto o y variam no intervalo [—5, 5].

Figura 34 — Exemplo de grafico 3D

S WAIIGAING L0TE | ARG ]

Arquivo  Editar Célula Maxima Equagdes Algebra Célculo  Simplificar  Grifico  Numérice  Ajuda
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Expressdo x+2*%y
Varidvel:  x De: -5 Para: 5
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Grade: 30 = x 30 =
Formato:  embutido -
Opedes: + [V]pm3d
Gréfica para arquivo:

[ wxMaxima 13.04.2 [ maxima.wxm® ] ™ ™ F ™

Arquivo  Editar Célula Maxima Equagdes Algebra Célculo  Simplificar  Grafico  Numérice  Ajuda
= &
CEdoXIXDO| &> o K2

|i (%¥16) plot3d(x+2*y, [x,-5,5]1, [y¥,-5,5], [plot_format,gnuplot])$

(& Gnuplot (window id : 0) [= | B [t
HerHe@aaly?

2Fy+x

view: 60.0000, 30.0000 scale: 1.00000, 1.00000

Fonte: feitas pelo autor no Maxima
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4.2 O software Geogebra

4.2.1 O que é o Geogebra?

O Geogebra é um software livre de Mateméatica que engloba geometria, dlgebra
e calculo. Segundo Hohenwarter (2006, p. 04), o0 mesmo é por um lado um sistema de
geometria dindmica, que permite a construcao de coisas mais simples, como pontos e
segmentos até construgoes mais aperfeicoadas, como por exemplo, as coOnicas, que através
de certas fungoes, podem modificar-se dinamicamente. Ainda de acordo com o autor, o
mesmo permite a insercao de equacoes e coordenadas, permitindo a determinagao de
derivadas e integrais de funcoes e a identificacao de pontos singulares de uma funcao,
tais como raizes e extremos. O seu idealizador foi o professor Markus Hohenwarter da

Universidade de Salzburgo na Austria.

Para se baixar e instalar este programa ¢é muito simples: o download pode ser
feito na pagina oficial do Geogebra: <http://www.geogebra.org/cms/download>.

Acesso em: 22 set. 2014., onde se encontra todos os passos para sua execugao.

4.2.2 Janela inicial e ferramentas

A janela inicial do Geogebra é dividida em duas partes: a parte algébrica (a
esquerda) e a parte geométrica (a direita). Na parte superior ha a barra de ferramentas e

na parte inferior ha a caixa de entrada, como podemos ver na figura abaixo:

Figura 35 — Janela inicial do Geogebra

B Geoticlea
Amuivo  Editar  Exibir Opgdes Janela Ajuda

e dof L] o -
S N

| Barra de ferramentas |
Ve Area de
Janela de trabalho
Algebra _ - _ ———
Campo de
/ entrada

|

Modo? Maver Kiy=1i1

= FIF o |

A

!‘?_ .

Fonte: Sa (2010, p.01)
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Na barra de ferramentas, cada icone tem diversas opgoes. Para acessd-las basta

clicar na parte inferior, onde ha um pequeno triangulo. Veja na figura abaixo:

Figura 36 — Ferramentas do Geogebra
B [l =]

Fonte: feita pelo autor no Geogebra

Caso nao se queira trabalhar com a janela de algebra, basta ir em exibir e depois

janela de algebra, que a mesma saira da tela.

Logo a frente, exploraremos algumas dessas ferramentas.

4.2.3 Trabalhando com pontos

Para se inserir um ponto, basta ir em ferramentas: Pontos, novo ponto. Na figura

abaixo temos o exemplo de insercao dos pontos A e B.

Figura 37 — Insercao de pontos

b LeoueDra ————

Arquivo Editar Exibir Disposicies OpcBes [Ferramentas| Janela Ajuda

[% / . . C Configurar Barra de Ferramentas ... Ponto Médio ou Centro
' ) o »
] n -~ %< | Selecione dois pontos, um segmento, um circulo ou uma conica

Criar uma Nova Ferramenta ...

Transformacbes
Objetos Especiais
Interface Grafica
Gerais

Personalizadas

%9 Geoliebra —

Arquivo Editar Exibir Disposicies Opces Ferramentas Janela Ajuda

LEc- M- ox o

Fonte: feita pelo autor no Geogebra

| Her M~ o~ ~x [&] Gerenciar Ferramentas ..
Movimento L4
Pontos 4 MNovo Ponto
)
Retas, Segmentos, Semirretas e Vetores Ponto em Objeto Clique na Janela de Visualizagao ou sobre um objeto
Retas Especiais e Lugar Geométrico L Vincular / Desvincular Ponto
Poligonos L . )
. Intersecdo de Daois Objetos
Circulos e Arcos L] L
N Ponto Médio ou Centro
Cénicas )
Medidas ) Namero Complexo
3
3
3
3
3
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4.2.4 Trabalhando com segmentos e suas medidas

Para se inserir um segmento de reta, basta ir em ferramentas: Retas, segmentos,
semiretas e vetores: segmento definido por dois pontos ou segmento com comprimento fixo.
No primeiro caso, basta clicar em dois pontos e o segmento serd criado. J4 no segundo,
coloca-se a medida que ser quer. Na figura abaixo ha o exemplo da obtencao de um

segmento de reta AB de medida 5 cm:

Figura 38 — Construcao de um segmento AB

£ et T . T —

Arquivo Editar Exibir Disposicies Opgles [Fenamemas]Janela Ajuda
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Arraste ou selecione um ou mais objetos (Esc)
Criar uma Nova Ferramenta

Gerenciar Ferramentas .

Objetos Especiais Wetor a Partir de um Ponto

Interface Grafica
Gerais

Movimento 4
Pontos 4
Retas, Segmentos, Semirretas e Vetores * Reta definida por Dois Pontos
Retas Especiais e Lugar Geométrico Segmento definido por Dois Pontos
Poligonos Segmento com Comprimento Fixo
Circulos e Arcos Selecione primeiro um ponto e, depois, digite o comprimento do segmento
Semirreta Definida por Dois Pontos
Cénicas
Caminho Poligonal
Medidas
Transformac@es Vetor Definido por Dois Pontos
»
3
»

Personalizadas

{7 GeoGebra —

)

Arquivo Editar Exibir DisposicBes OpcBies Ferramentas Janela Ajuda

LEc- B —

‘% Segmento com Comprimento Fixo
9] Selecione primeiro um ponto e, depois, digite o comprim

A
.
( 1'% Segmento com Comprimento Fixo ﬂ
Comprimento
5 [a]

sesen T

Arquivo Editar Exibir D ¢ Opciies Ferramentas Janela Ajuda
.
) ) g — o ] ) ) ) ) ]
Licr - — -

Fonte: feita pelo autor no Geogebra
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Pode-se também obter a medida de um dado segmento. Para isso, basta ir em
ferramentas: medidas: distancia, comprimento ou perimetro. Depois disso é s6 clicar nas

extremidades do segmento para se obter o resultado. Veja na figura abaixo um exemplo:

Figura 39 — Obtendo a medida de um segmento

€ GeoGebra

Arquivo Editar Exibir Disposicies Opcies Ferramentas Janela Ajuda

A E
F GeoGebra - —
Arquive Editar Exibir Disposicies Opcles [Ferramentas| Janela Ajuda
Configurar Barra de Ferramentas ... Segmento com Comprimento Fixo
»
o Selecione primeiro um ponto e, depois, digite o comprimento do segmento

Criar uma Nova Ferramenta ...

Gerenciar Ferramentas

Movimento

Pontos

Retas, Segmentos, Semirretas e Vetores
Retas Especiais e Lugar Geométrico
Poligonos

Circulos e Arcos

Cénicas

Medidas Angulo
Transformages Angulo com Amplitude Fixa
Objetos Especiais

Distancia, Comprimento ou Perimetro
Interface Gréfica

Area
Gerais Inclinag3o Selecione dois pontos, um segmento, um poligono ou um circulo
Personalizadas

Criar Lista

£ GeoGebra -

Arquivoe Editar Exibir Disposicies OpcGes Ferramentas Janela Ajuda

[ .

L Her B> A~ N Pequeno v

Fonte: feita pelo autor no Geogebra

4.2.5 Trabalhando com retas paralelas e perpendiculares

Para se inserir uma reta perpendicular a um segmento, basta ir ferramentas: retas
especiais e lugar geométrico: reta perpendicular. Ai é s6 clicar no ponto onde se quer que a
reta passe. Ja para inserir uma reta paralela a um segmento, basta ir na mesma ferramenta
descrita acima e no final clicar em reta paralela. Depois é s6 clicar no segmento dado que

aparecera a reta podendo colocé-la onde quiser com o mouse. Na figura abaixo temos um
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exemplo de um segmento de reta AB, uma reta perpendicular a AB passando por A e

uma reta paralela ao segmento AB:

Figura 40 — Construcao de reta perpendicular e paralela a um segmento

Distan o e T T T T WS T W W —
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S B ATEE ) Mediatriz Selecione primeiro o ponto e, depais, uma reta (ou segmento, ou semineta, ou vetor)|
.A Cénicas ) Bissetriz
Medidas )
N Reta Tangente
Transformacies L
)
)
)
b
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5 ENDE
) &l

Lﬁt'-'

Fonte: feita pelo autor no Geogebra

4.2.6 Trabalhando com angulos

Para se construir um certo angulo, deve-se ir em ferramentas: medidas, angulo com
amplitude fixa. Depois, é sé clicar em dois pontos na tela. Aparecera uma telinha onde se
deve digitar o valor do angulo que se quer. Basta entao digitar o valor e d4 ok. Na figura

abaixo, ha o exemplo da construgdao de um angulo de medida igual a 45°:
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Figura 41 — Construcao de angulos
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Fonte: feita pelo autor no Geogebra

Também, podemos obter a medida do dngulo entre duas retas. Para isso, deve-se

ir em ferramentas: medidas, angulo. Depois é s6 clicar nas retas, que aparecera o angulo
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entre as mesmas. A figura abaixo exemplifica isso:

Figura 42 — Obtendo a medida do angulo entre duas retas
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Fonte: feita pelo autor no Geogebra

4.2.7 Trabalhando com poligonos

Para a construcao de um poligono, deve-se ir em ferramentas: poligonos, poligono.
Feito isso, é s6 ir na area de trabalho do programa e construir o poligono desejado. Na

figura abaixo, foi feita a construgdo de um poligono de 5 lados:
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Figura 43 — Construgdao de um poligono
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Fonte: feita pelo autor no Geogebra

Agora, para se construir um poligono regular, deve-se ir na mesma ferramenta
descrita acima e selec poligono regular. Ao dar dois cliques na area de trabalho, aparecera
uma telinha, onde se deve digitar o nimero de lados do poligono desejado. Veja na figura

abaixo, a construcao de um pentagono regular:
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Figura 44 — Construgao de um poligono regular
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Fonte: feita pelo autor no Geogebra
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4.2.8 Trabalhando com circulos e arcos

Para se construir um circulo, deve-se ir em ferramentas: circulos e arcos, circulo
dados centro e raio. Feito isso é s6 clicar na tela. Aparecera o ponto, que serd o centro
do circulo e também uma telinha, onde se deve digitar o valor do raio. Digitado o valor,
aparecera o circulo. Na figura abaixo, temos o exemplo da construcao de um circulo de

centro A e raio 5:

Figura 45 — Construgdao de um circulo
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Para o uso do compasso, basta ir em ferramentas: circulos e arcos, compasso. Dai é
so clicar duas vezes na tela que aparecera o circulo com abertura igual a distancia que se

foi dada entre dois cliques. Veja na figura abaixo, exemplos de uso dessa ferramenta:

Figura 46 — Usando o compasso
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Fonte: feita pelo autor no Geogebra

Para a construcao de arcos, basta ir em ferramentas: circulos e arcos. Ai se tem
duas opgoes de escolha: arco circular dados centro e dois pontos ou arco circular definido
por trés pontos. No primeiro caso, o primeiro clique na tela produz o centro e o segundo
determina o raio. Dai entdao é s6 contruir o arco, parando em um terceiro ponto. Ja no
segundo caso, basta clicar nos trés pontos onde se quer que o arco passe. Na figura abaixo,

temos exemplos de construgoes dos dois tipos de arcos:
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Figura 47 — Construcao de arcos
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Arquivo Editar Exibir Disposices Opcles [Fenamemas] Janela Ajuda
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1— ﬁ c- D T T [&] Gerenciar Ferramentas ...
Movimento 4
Pontos »

<
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o

Retas Especiais e Lugar Geométrico

Poligonos 3

Circulos e Arcos 4 Circulo dados Centro e Um de seus Pontos
Cdnicas Circulo dados Centro e Raio

Medidas Compasso

Transformacies Circulo definido por Trés Pontos

Objetos Especiais i
Semicirculo Definido por Dois Pontos
Interface Grafica
Arco Circular dados Centro e Dois Pontos
Gerais

Arco Circular definido por Trés Pontos - -
Personalizadas \Selecmne 0 centro e, depois, dois pontos|

Setor Circular dados Centro e Dois Pontos

Setor Circular definido por Trés Pontos

G owoers T

Arquivo Editar Exibir Disposicies Opgles Ferramentas Janela Ajuda
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Fonte: feita pelo autor no Geogebra
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5 Sugestoes de atividades didaticas

Em muitas escolas, a Matemaética é ensinada de forma mecénica e arcaica, onde
o professor apenas reproduz o conteudo do livro didatico e enche os alunos com uma
série de atividades e mais atividades, causando o desinteresse por grande parte dos
mesmos, especialmente aqueles que tem dificuldades com a matéria. Isto preocupa a autora
Biembengut (1996):

O resultado é que a Matemédtica vem causando grande angustia e frustra-
¢a0 nos alunos, professores e familias. Essa matéria se tornou a campea
das reprovagdes nos sistemas escolares. Porque tao poucos alunos gostam,
apreciam e se dao bem com a Matematica? Sem duvida, o problema nao
estd com os alunos, nem com os professores, mas sim na maneira como
a Matematica é organizada nos curriculos, como é motivada e como é
cobrada dos alunos e professores. (BIEMBENGUT, 1996, p. 10)

Concordamos que a Matematica para ser aprendida, tem que realmente ser praticada.
No entanto, existem outros meios através dos quais os alunos podem ganhar mais estimulos
e motivacao para estuda-la. Um desses meios é, sem sombra de dividas, a aproximagao do

conteudo com a realidade, mostrando que a mesma esta presente no nosso cotidiano.

O contetdo sobre nimeros de Fibonacci e razao aurea é, com toda certeza, uma
oportunidade riquissima para o professor trabalhar a conexao da Matematica com o dia-a-
dia. Dessa forma, neste capitulo apresentaremos uma série de atividades didaticas voltadas
para alunos do ensino médio (1° ano) referentes ao niimero de ouro e a sequéncia de
Fibonacci. Todas as atividades, com excegao da atividade 5.22 (essa atividade é para certo
conteudo especifico) podem ser aplicadas para a clientela voltada acima, pois sao alunos
que ja possuem um grau de maturidade matematica muito grande. Vale ressaltar ainda
que, como sao sugestoes, quem ira aplica-las em sala, podera implementa-las de acordo
com sua realidade. A maior parte das atividades sao desenvolvidas em grupos, buscando
a discussao dos conceitos envolvidos e também a integragao entre os discentes, uma vez
que esses requisitos sao fundamentais no processo de ensino aprendizagem. Em muitas
delas, é bem provavel que os discentes nao completem corretamente, mas o importante
é que tenham iniciativa e motivacao e tentem resolvé-las. Por isso, cabera ao professor
ser um orientador do conhecimento, visando sempre buscar a motivacao e participagao
dos alunos, como elucida os PCNs (Parametros Curriculares Nacionais) de Matematica do
ensino médio:

Sem pretender estabelecer qualquer hierarquia de prioridades, rapida-
mente descreveremos alguns aspectos, conceitos ou instrumentos didaticos
partilhados no ensino de todas as ciéncias e no da Matematica, come-
cando por consideragdes sobre o papel do professor, que, conhecendo
os conteidos de sua disciplina e estando convicto da importancia e da
possibilidade de seu aprendizado por todos os seus alunos, é quem se-
leciona contetdos instrucionais compativeis com os objetivos definidos
no projeto pedagodgico; problematiza tais contetidos, promove e media
o didlogo educativo; favorece o surgimento de condicbes para que os
alunos assumam o centro da atividade educativa, tornando-se agentes do
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aprendizado; articula abstrato e concreto, assim como teoria e pratica;
cuida da continua adequacao da linguagem, com a crescente capacidade
do aluno, evitando a fala e os simbolos incompreensiveis, assim como as
repeticoes desnecessarias e desmotivantes. (PARAMETROS. .., 2000, p.
51)

Em muitas atividades pretendemos familiarizar o aluno com a histéria da Matema-
tica, com o intuito de demonstrar a sua importancia no ensino da disciplina. Também,
como ja dito anteriormente, em muitas delas faremos o uso dos softwares matematicos
descritos no capitulo 4. Essas atividades buscam o contato do discente com a tecnologia,
visando sua importancia no processo de ensino aprendizagem, além de possibilitar aulas

descontraidas e motivantes.

Ainda, sobre as atividades didaticas que serdao expostas a seguir, ressaltamos o
seguinte: como sao muitas as sugestoes, é bem dificil de se trabalhar todas em sala de
aula. As mesmas nao foram feitas em sequéncia de aulas. Sdo apenas sugestoes de como
se trabalhar com tais assuntos e foram elaboradas com o objetivo de dar uma gama de
possibilidades para o professor. Sendo assim, cabera a ele, fazer uma selecao das atividades

que queira trabalhar em sala de aula.

5.1 Introduzindo a sequéncia de Fibonacci

A atividade que apresentaremos a seguir tem os seguintes objetivos: introduzir a
sequéncia de Fibonacci, relacionar a Matematica com o concreto e promover a discussao e
participacao ativa dos alunos. Para a execugdo da mesma serdao necessarios os seguintes
itens: lapis, borracha, quadro negro, pincel atomico e atividade impressa. O tempo previsto
para a execugao da mesma é 2h/aula e faz-se necessario que os alunos tenham um prévio

conhecimento de sequéncias numéricas e do principio da contagem.

A atividade sera desenvolvida da seguinte forma: inicialmente o professor comegarda
indagando que o contetido da aula sera a sequéncia de Fibonacci, aproveitara para falar
brevemente sobre este matematico e depois dara uma breve revisada do que é uma sequéncia
numérica. Feito isso, o mesmo pedira para que os alunos da sala se dividam em 4 grupos e
explicara que a atividade tem a ver com o contetido e que a mesma servira para ele definir
formalmente a sequéncia. Entao o professor distribuira a atividade e dara um tempo para
que os discentes possam discutir a solu¢ao da mesma. Nesta etapa, ¢ bem provavel que os
alunos sentirdo um certo grau de dificuldade. Assim, cabera ao professor ser um orientador,
esclarecendo duvidas e mesmo ajudando um pouco para que o objetivo seja alcancado. Em
seguida, pedird para que cada grupo apresente os resultados encontrados. Depois dessa
etapa, o professor fard a correcdo da atividade no quadro negro e em seguida a definicao

formal da sequéncia de Fibonacci, elucidando seu carater recorrente.

Atividade:
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Determine o nimero de modos de se cobrir os tabuleiros de dimensoes dadas abaixo,

usando dominéds de dimensoes 2 x 1 iguais.

*

*

*

*

*

Tabuleiro 1: dimensodes 2 x 1

Tabuleiro 2: dimensodes 2 x 2

Tabuleiro 3: dimensoes 2 x 3

Tabuleiro 4: dimensodes 2 x 4

Tabuleiro 5: dimensodes 2 x 5

Solucgao:

e No caso de um tabuleiro 2 x 1 ha apenas um modo de dispor o dominé: coloca-lo na

posicao vertical.

No caso de um tabuleiro 2 x 2 ha apenas dois modos de dispor os dominés: colocar

dois na posicao vertical ou colocar dois na posi¢cao horizontal.

No caso de um tabuleiro 2 x 3 ha apenas tés modos de dispor os dominés: colocar
trés na posigao vertical ou colocar o primeiro na posicao vertical e dois na horizontal

ou colocar o tultimo na posigao vertical e dois na horizontal.

No caso de um tabuleiro 2 x 4 ha apenas cinco modos de dispor os dominds: colocar
todos na posicao vertical ou colocar o primeiro e o ultimo na posicao vertical e dois
na horizontal ou colocar o terceiro e o quarto na posicao vertical e dois na horizontal
ou colocar os quatro na posicao horizontal ou colocar o primeiro e segundo na posicao

vertical e dois na horizontal.

No caso de um tabuleiro 2 x 5 ha apenas oito modos de dispor os dominds: colocar
todos na posicao vertical ou colocar o primeiro, o quarto e quinto na posicao vertical
e dois na horizontal ou colocar o primeiro, o segundo e o 1ltimo na posicao vertical
e dois na horizontal ou colocar o primeiro, o segundo e terceiro na posicao vertical e
dois na horizontal ou colocar o primeiro na posicao vertical e os quatro na horizontal
ou colocar o terceiro na posi¢ao vertical e quatro na horizontal ou colocar o terceiro,
o quarto e quinto na posi¢ao vertical e dois na horizontal ou colocar o dltimo na

posicao vertical e quatro na horizontal.
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Notemos que o nimero de modos de cobrir os tabuleiros sdo termos da sequéncia
de Fibonacci: 1,2, 3,5, 8.

5.2 Jogo de bingo com os nimeros de Fibonacci

Com este jogo objetiva-se identificar os nimeros de Fibonacci, efetuar operacoes
elementares com os nimeros de Fibonacci, promover a descontragao e participagao dos
discentes e estimular a discussdo em grupo. A mesma terd a duracdo de 1h/aula, os
recursos envolvidos serao: 1apis, borracha, cartelas de bingo, quadro negro, pincel atémico
e é necessario que o aluno tenha o conhecimento da sequéncia de Fibonacci e de operagoes

elementares com numeros inteiros.

O desenvolvimento dessa atividade serd do seguinte modo: o professor ird dividir
a sala em 5 grupos, distribuird uma cartela de bingo para cada grupo e explicara que
eles terao que ir marcando os nimeros de acordo com as operagoes que ele for sorteando
e que os mesmos terao um tempo para efetuar as operacoes. A fim de estimular mais a
participagao, o professor podera ofertar um prémio para a equipe ganhadora. Vence a

equipe que conseguir preencher totalmente a cartela.

Logo abaixo temos o exemplo de algumas operacoes com os nimeros de Fibonacci

sorteadas pelo professor e também de uma cartela.

e Operacao 1: F; + 5, =2

e Operagao 2: Fy+ F3=5

e Operagdo 3: F§ =4

e Operagao 4: Fg— Fy =7

e Operacao 5: 3F5+ Fy =14

e Operacao 6: F7 =13

e Operacao T: F4lj-6F5 =1

e Operagao 8: VFi + Fy =3

Exemplo de cartela de bingo:



Capitulo 5. Sugestoes de atividades diddticas 7

Tabela 4 — Cartela de bingo

Cartela Boa

de bingo | sorte!

2 3
4 7
14 )

Fonte: feita pelo autor

5.3 Explorando a biografia de Fibonacci

Os objetivos desta atividade sdo: promover conhecimento acerca do matemético
Fibonacci, despertar o interesse do aluno pela Histéria da Matematica e promover a

integracao, discussao e participacao entre os discentes.

Esta atividade serd intra e extraclasse e acontecera do seguinte modo: o professor
pedird para que a sala se divida em 5 grupos e que cada grupo elabore um painel sobre a

biografia de Fibonacci. O professor ir4a marcar um dia para a apresentagao dos painéis.

5.4 Introduzindo as propriedades da sequéncia de Fibonacci

Esta atividade tem os seguintes propositos: introduzir as propriedades dos niimeros
de Fibonacci, promover a participagao ativa e a discussao em grupos. Esta atividade
terd a duragao de 2h/aula e requer que os alunos tenham o conhecimento da sequéncia
de Fibonacci, do calculo do maximo divisor comum entre dois niimeros e de operagoes
elementares com nimeros inteiros. Para sua execucdo os recursos serao os seguintes: lapis,

borracha, atividade digitada, calculadora, quadro negro e pincel atomico.

A atividade desenvolver-se-a4 do seguinte modo: o professor iniciara dizendo que a
atividade objetivara a introducao das propriedades dos nimeros de Fibonacci e que os
mesmos tentem determinar qual a relagao que ha entre os resultados obtidos e a prépria
sequéncia, ou seja, tentem desvendar qual o padrao obedecido pela mesma. Em seguida
entregara a atividade digitada para cada grupo e darda um tempo para que os mesmos
discutam as solugoes. Feito isso, todos apresentarao as conclusoes obtidas. Depois disso,
o professor farda a exposicao das propriedades dos nimeros e também a explicagdo das

mesmas, usando uma linguagem que seja acessivel aos discentes.

Atividade:

e Escreva os dez primeiros nimeros de Fibonacci.

e Calcule o maximo divisor comum entre: I} e Iy, Fy e F3, ..., Fy e Fyp.



Capitulo 5. Sugestoes de atividades diddticas 78

e Calcule: F1+F2, F1—|—F2—|—F3, F1+F2+F3—|—F4 gereey F1+F2+F3—|—F4—|—F5—|—F6+
F; + Fg + Fy + Fyp.

e Calcule: F1+F3, F1+F3+F5, F1+F3+F5+F76F1+F3+F5+F7+F9.
e Calcule: F2+F4, F2+F4+F6, F2+F4+F6+F8eF2+F4+F6+F8+F10.

A atividade descrita acima sera referente as propriedades listadas abaixo. Contudo,

o professor podera expor outras propriedades, se achar conveniente.

Propriedade 1: O maximo divisor comum ente F,, e F,, ., é igual a 1, para todo
n & N.

Propriedade 2: A soma dos n primeiros nimeros de Fibonacci é igual Fj, o — 1.

Propriedade 3: A soma dos n primeiros niimeros de Fibonacci com indices impares é

igual Fy,.

Propriedade 4: A soma dos n primeiros nimeros de Fibonacci com indices pares é

igual F2n+1 — 1.

5.4.1 Introduzindo as propriedades da sequéncia de Fibonacci usando o soft-

ware Maxima

Esta atividade ¢ similar a anterior. Porém, objetiva-se também o contato do discente
com a tecnologia, enfatizando a importancia da mesma para o ensino aprendizagem.
Também, busca-se a execug¢ao de uma aula descontraida e dindmica. A mesma tera a
duragao de 2h/aula e para sua execugao nao é preciso que os alunos conhecam o software.
Os recursos utilizados serao: lapis, borracha, atividade digitada, quadro negro, pincel

atomico e computadores.

A atividade sera realizada do seguinte modo: o professor entregara uma atividade
digitada (atividade igual a da atividade anterior) e pedird que os alunos executem no
software os calculos pedidos e que procurem descobrir padroes nos resultados encontrados.
Caso os alunos desconhecam o software, o professor ira explicar as ferramentas necessarias
para a execucao da mesma. Os comandos para esse fim neste software sdo bem simples
e acreditamos que os alunos entenderao com facilidade. Mesmo assim, no decorrer da
atividade o professor ficara alerta esclarecendo as duvidas que por ventura aparecam.
Depois que os discentes tiverem os resultados em maos, o professor ird fazer uma discussao
e em seguida a exposicao e explicacao das propriedades no quadro negro, usando uma

linguagem que seja acessivel aos discentes.

Passos da atividade no software Maxima
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1. Primeiramente vamos calcular o maximo divisor comum entre dois niimeros conse-
cutivos da sequéncia. Para isso, v4 em Calculo: Maximo divisor comum. Aparecera

uma telinha onde se deve digitar os valores que se quer. Veja na figura abaixo:

Figura 48 — Célculo do mdc entre dois niimeros consecutivos de Fibonacci

B p— —— -
Arquive Editar Célula  Maxima Equacdes Algebra Simplificar  Gréfico Numérico  Ajuda

OE®eX 00| c|Q o

Integragéo Risch...

Mudar variavel...
Diferenciar.

Encontrar limite...

Encontrar minime

Obter série...

Aproximagio de Padé...

Caleular soma...

Calcular produto.

Transformada de Laplace..
Transformada inversa de Laplace.
Maximo divisor comumm..
Minimo mittiplo comurm...
Dividir polinémies...

Fragdes parciais...

Frago continua

10 wxMaxima 13.04.2 | néo salvo | e

Arguivo  Editar Célula Maxima Equagdes Algebra Calculo  Simplificar  Grifico  Numérico  Ajuda

LEedaexldDOlael>o @

MDC

Polindmio 1: 1

Polinmio 2: | 1]

11 WXMEXIMa 13.u4.2 | N30 SaVO™ f

Arquivo Editar Célula Maima Equagdes Algebra Calculo Simplficar Grifico Numérico  Ajuda

LEdexldD0lael>o @

E -—> ged(1, 1);

(2i2) ged(2,1);
(g02) 1

(¥13) ged(3,2);
(%03) 1

(%14) ged(5,3);
(%04) 1

(3i5) ged(8,5);
(205) 1
(3i6) ged(13,8):
(206) 1

E ——>  ged(21,13);
(2i8) god(34,21);
(208) 1

(219) ged(55,34);
(209) 1

Fonte: feita pelo autor no Maxima

2. Agora, vamos fazer a soma dos n primeiros nimeros de Fibonacci até o décimo
termo. Para isso, é s6 digitar normalmente os valores no programa, dando no final o

comando shift e enter. Veja na figura abaixo:
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Figura 49 — Soma dos n primeiros nimeros de Fibonacci
1 wMaima 13042 [niesahe’] & T T

Arquive Editar Célula Maxima Equagdes Ngebra Calcule  Simplificar  Grafico  Numérice  Ajuda
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(3i1) 141;
($01) 2

(3i3) 14142;
($03) 4

($i4) 1414243;
($04) 7

($i5) 141424345;
($05) 12
($06) 20

($i7) 1414243+5+8+13;
($07) 33

($i8) 1414243+548+13421;
($08) 54

(%19) 14142434548+13+21434;
($09) 88

(2111) 141+243+548+13+21434455;
(%0ll) 143

[
[
[
[
[
[
[
[

Fonte: feita pelo autor no Maxima

3. Agora, vamos fazer a soma dos n primeiros nimeros de Fibonacci com indices impares
até o nono termo. Para isso, é s6 digitar normalmente os valores no programa, dando

no final o comando shift enter. Veja na figura abaixo:

Figura 50 — Soma dos n primeiros nimeros de Fibonacci com indices impares

M wxMaxima 13.04.2 [ ndo salvo® |

Arquivo Editar Célula Maima Equacdes Algebra Cilculo Simplificar Grafico  Numérico  Ajuda

DEdex Doz e >o | @

($1i1) 1+2;
(%0l) 3

($12) 1+42+45;
(%0Z2) &

(%03) 21

($14) 1+42+45+13+34;
(%04) 55

E (813) 1+2+5413;

Fonte: feita pelo autor no Maxima

4. Agora, vamos fazer a soma dos n primeiros numeros de Fibonacci com indices pares
até o décimo termo. Para isso, é s6 digitar normalmente os valores no programa,

dando no final o comando shift e enter. Veja na figura abaixo:
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Figura 51 — Soma dos n primeiros nimeros de Fibonacci com indices pares

M wxMaxima 13.04.2 [ ndo salvo® ]

Arquive Editar  Célula Maxima Equacdes Algebra Calculo  Simplificar Grafico  Numérico  Ajuda
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(%15) 1+3;
(%05) 4

(%i6) 1+3+8;
(%06) 12
(%17) 1+3+8+21;
(%07) 33

(%18) 1+3+8+21+55;
(%0B8) 88

Fonte: feita pelo autor no Maxima

5.5 Apresentando a formula de Binet no software Maxima

Com esta atividade pretendemos alcancar os seguintes objetivos: apresentar a
formula de Binet, promover a discussao e participacao em grupos, promover o uso da
tecnologia, enfatizando sua importéncia no ensino aprendizagem e criar uma aula dinamica
e prazerosa. Ela terda a duragdo de 2h/aula, os materiais envolvidos serdo: lapis, borracha,
atividade digitada, quadro negro, pincel atomico e computadores. Para sua execucao ¢é
preciso que os alunos detenham os seguintes conhecimentos: niimeros irracionais e suas

operagoes elementares, sequéncia de Fibonacci, nimero de ouro, produtos notaveis.

A atividade ocorrera do seguinte modo: primeiramente o professor explicara que o
objetivo da aula é apresentar a férmula do matematico Binet e que na sua execucao, eles
fiquem atentos e obervem os resultados encontrados. Feito isso, o professor entregara a
cada aluno uma atividade digitada e pedira para que os mesmos executem no software
os calculos pedidos e observem os resultados encontrados. Se os alunos desconhecem o
software, o professor ira explicar as ferramentas necessarias para a execug¢ao da mesma.
As ferramentas empregradas sao bem simples e acreditamos que os alunos entenderao
facilmente. O professor disponibilizard um tempo para a resolugao da mesma e ficara
alerta, esclarecendo as duvidas. Finalizada a atividade, todos apresentarao as conclusoes
obtidas. Depois disso, o professor fara, de forma simples e clara, a explicacdo no quadro

negro da férmula de Binet, explorando outros exemplos.

Atividade:

e Dada a férmula B, = % {(HQ‘/E)H — (1_2\/5>n}, calcule o valores de By, By, B3, By, Bs, Bg

e observem os resultados encontrados.

Passos da atividade no software Maxima:
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1. Primeiramente se deve inserir a férmula B,, = % {(1+2‘/5)n — (%ﬁy} no software

e em seguida, com o uso do comando float(), calcular o valor da mesma para

n=1,n=2n=3n=4,n=>5en=06. A figura abaixo ilustra isso:

Figura 52 — Férmula de Binet
s 1304215 v T

Arquive Editar  Célula Maxima Equaes Algebra Caleule  Simplificar  Grafico Numérico  Ajuda

L@ exliDO @@ >0 |@
(3i1) 1/ (sgrt(5))*{((l+sgrt(5))/2)"*n - ((l-sgrt(5))/2)*n};
" WE-nTn”
!
(%01)
- g
(#¥124) float (1/ (sgrt(5))*{ ((1l+sgrt(5))/2)"1 —((l-sgrt(5))/2)"1});
(%024) 0.44721355549%96 {2.236067977495879 )}
(%125) float (1/ (sqrt(5))*{((l+sqgrt(5))/2)"2 - ((l-sgrt(5))/2)"2});
(%025) 0.44721355549596 (2.236067977495979}
(¥126) float (1/(sqrt(5))*{ ((1+sqgrt(5))/2)*3 - ((1l-sqrt(5))/2)*3});
(5026) 0.44721359549996 {4.47213595499958 }
(3127) float (1/ (Sgrt(5))*{ ((l+sqrt(5))/2)~4 - ((1-sqrt(5))/2)"4});
(3027) 0.44721359549996 {6.708203932499369 }
(#128) float (1/ (sgrt(5))*{ ((1l+sqrt(5))/2)"5 —((l-sgrt(5))/2)"5});
(%028) 0.447213595499%9¢ {11.1803398687458895 )
(%1238) float (1/(sqgrt(5))*{((l+sqgrt(5))/2)"6 - ((l-sgrt(5))/2)"6});
(%02%) 0.44721355549596 {17.88854381999832 )

Fonte: feita pelo autor no Maxima

2. Podemos notar, pela figura acima, que mesmo usando o comando float(), os resulta-
dos da férmula nao ficaram bons. Assim, os alunos deverao fazer essas contas através

de uma calculadora, obtendo a sequéncia de Fibonacci.

5.6 Determinando o niimero de ouro

Com a execucao desta atividade sao almejados os seguintes objetivos: determinar o
numero de ouro, promover a integracao, a discussao e iniciativa dos alunos em atividades
grupais. Essa atividade terd uma duracao de 2h/aula. Os recursos envolvidos sdo os
seguintes: lapis, borracha, régua, atividade digitada, quadro negro e pincel atomico. Sao
prerrequisitos os seguintes contetidos: razao aurea, resolucao de equagoes do 2° grau,

fatoragdo de expressoes, segmentos e suas medidas e propriedades das proporgoes.

A atividade serd do seguinte modo: inicialmente o professor comecara dizendo que
a atividade objetiva determinar o nimero de ouro. Em seguida dividira a sala em 4 grupos
e entregard a atividade para cada um dos grupos. O professor ficara alerta, esclarecendo e
orientando os discentes com tal atividade, buscando obter os objetivos previstos. Depois
de um certo tempo, cada grupo apresenta os resultados encontrados. Feito isso, o professor
corrigira a atividade no quadro negro, explicando com detalhes para os alunos todos os

passos e aproveitara para explicar que o nimero ¢ é irracional.

Atividade:
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e Desenhe um segmento AB de medida a + = e insira um ponto C' ente A e B obtendo

o segmento C'B de medida z, tal que AC =a < CB ==«

e Monte a proporcao abaixo e aplicando propriedades das proporgoes, resolva a equagao
do 2° grau em x:
AB _ CB
CB — AC
e Obtido o valor de z, coloque a letra a em evidéncia e observe o ntimero entre

parénteses.

5.7 Apresentando outras expressoes que determinam ¢ com o soft-

ware Maxima

Nesta atividade buscaremos alcancar os seguintes objetivos: apresentar duas féormu-
las que geram o nimero de ouro, promover a discussao e participacao em grupos, promover
o uso da tecnologia, enfatizando sua importancia no ensino aprendizagem e criar uma
aula dindmica e prazerosa. Ela terd a duragdo de 2h/aula, os materiais envolvidos serao:
lapis, borracha, atividade digitada, quadro negro, pincel atémico e computadores. Para sua
execucgao é preciso que os alunos detenham os seguintes conhecimentos: niimeros irracionais
e suas operacoes elementares, o nimero de ouro e propriedades, resolucao de equagoes do

segundo grau e resolucao de equagoes irracionais.

O desenvolvimento da atividade sera do seguinte modo: primeiramente o professor
explicara que os alunos irdo receber uma atividade que devera ser executada no software e
por isso eles fiquem atentos e observem os resultados encontrados. Feito isso, o professor
entregara a cada aluno uma atividade digitada e pedird para que os mesmos executem
no software os célculos pedidos. Se os alunos ja sabem manipular o software, a atividade
seguird normal. Caso contrario, o professor antes ird explicar as ferramentas necessarias
para a sua execuc¢ao. O professor darda um tempo para a resolucdo da mesma e ficara alerta,
esclarecendo as duvidas. Finalizada a atividade, todos apresentarao as conclusoes obtidas.
Depois disso, o professor fard, de forma simples e clara, a explicacdo no quadro negro das

duas expressoes que geram o nimero ¢.

Atividade:

1. Insira no software Maxima as seguintes operagoes abaixo e observem os resultados

encontrados:
a) 141

b) 1+ Hl%
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f) V141
g) 1+ 1+ V1

h) \/1+\/1+\/1+\/T

Passos da atividade no software Maxima:

1. No software se deve digitar cada expressao usando o comamndo float(), pois caso

contrario, as expressoes nao darao resultados na forma decimal. A figura abaixo

ilustra essas operagoes:

Figura 53 — Outras expressoes que calculam ¢

31 wxMaxima 13,042 [ ndo sahvo™ [ il

Arquivo  Editar  Célula

DEdexino&e o

Maxima Equagdes Algebra Calculo  Simplificar Gréfice Numérico  Ajuda

|®

(3i1)
(%o1)

1+1/1;
2

float (1+1/(1+1/1));
1.5

float (1+1/ (1+1/ (1+1/1)))
1.666666666666667

float (141/ (1+1/ (1+1/(1+1/1))) )
1.6

sgre (1) ;
1

float (sgrt (l+sqgrt(1)));

0) 1.414213562373085

float (sgrt(l+sgrt(l+sqgrt(l))));
1.553773974030037

float (sgrt (l+sqrt (1+sgrt (1+sart(1)))))
1.598053182478618

float (sgrt (1+sqgrt (1+sgrt (1+sart (1+sgre(1))))));
1.611847754125252

Fonte: feita pelo autor no Maxima

A atividade descrita acima é referente as seguintes expressoes que geram o numero

¢:\/1+\/1+\/1+\/T+...
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5.8 Relacionando as poténcias de ¢ com a sequéncia de Fibonacci

Nesta atividade buscaremos alcancar os seguintes objetivos: relacionar as poténcias
do niimero de ouro com a sequéncia de Fibonacci, promover a participagao, a discussao e
o trabalho em equipes. Ela terd a duracao de 2h/aula e para sua execugao é requerido
do aluno os seguintes itens: opera¢oes com nimeros reais, o desenvolvimento de produtos
notaveis, conhecimento do niimero de ouro, nogoes de sequéncias niimericas e sequéncia de
Fibonacci. Os recursos envolvidos serao os seguintes: lapis, borracha, atividade digitada,

quadro negro e pincel atomico.

O desenvolvimento desta atividade serd do seguinte modo: inicialmente o professor
alertara que o objetivo da mesma é a busca da relagao entre as poténcias do niimero aureo
com a sequéncia de Fibonacci e que no decorrer da mesma eles prestem atencao, tentando
buscar alguma conexao com a sequéncia de Fibonacci. Em seguida, dividirda a sala em
4 equipes e entregara para cada uma a atividade digitada. O professor dara um tempo
para que as equipes possam responder a mesma. Neste periodo, o professor ficard alerta,
esclarecendo as eventuais dividas. Finalizada a atividade, todos apresentarao os resultados
encontrados e a partir dai, o professor corrigira a atividade no quadro negro e explicara de
forma bem detalhada e com uma linguagem bem acessivel, a relagdo entre as poténcias de

¢ e a sequéncia.

Atividade:

e Sabendo-se que ¢ = ”T\/g, calcule o valor das poténcias abaixo e verifiquem os

resultados encontrados:

Esta atividade é referente a seguinte propriedade do ntimero de ouro:

¢n:Fn—1+Fn¢an21

5.9 Relacionando ¢, ¢* e }D

Nesta atividade almejaremos alcancar os seguintes objetivos: identificar a relacao
entre ¢, ¢? ¢ i, promover a participacao, a integracao e a discussao em grupos. A mesma

terd a duragao de 1h/aula, os recursos envolvidos serao: lapis, borracha, atividade impressa,
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quadro negro e pincel atomico. Para sua execucao os alunos terao que ter conhecimento
os seguintes assuntos: nimero de ouro, operacoes com numeros irracionais, produtos
d t t d , , dut

notaveis, racionalizacao de denominadores.

A atividade ocorrera do seguinte modo: primeiramente o professor enfatizara que
a atividade terd o préposito de estabelcer uma relacao entre ¢, ¢* e é e que 0S mesmos
observem os resultados encontrados. Dito isso, o professor dividira a sala em 4 equipes,
entregara a atividade para cada uma e dard um tempo para que eles possam resolvé-
la. Neste periodo o professor ficara disponivel para esclarecer as duvidas. Terminada a
atividade, todos apresentam suas conclusoes. Em seguida, o professor corrigira a mesma no

quadro negro, de forma bem detalhada, explicando a relagao estabelecida ente os niimeros.

Atividade:

e Sabendo-se que ¢ = 1+—2‘/5, calcule o valor das operagoes abaixo e verifiquem os

resultados encontrados:

a) ¢*
b) L

A atividade descrita acima refere-se as seguintes relagdes com o nimero ¢:

¢'=1+¢
¢ 1

—=¢-1

;=9

5.10 Estabelecendo a conexao entre a sequéncia de Fibonacci e o

numero de ouro

Nesta atividade objetiva-se o seguinte: integracao entre os alunos, discussao em
grupos e determinacao da conexao entre a sequéncia de Fibonacci e o ntimero aureo. Para
a execucao da mesma serao necessarios os seguintes materiais: 1lapis, calculadora, atividade
impressa, quadro negro e pincel atémico e é requerido do discente o prévio conhecimento da
sucessao de Fibonacci, de niimeros racionais e suas operagoes elementares e manipulacao

com a calculadora.

Esta atividade terd uma duragdo de 2h/aula e seu desenvolvimento ocorrera da
seguinte maneira: primeiramente o professor indagara que a aula abordara uma relacao
entre os numeros de Fibonacci e o niimero de ouro. Em seguida, pedira para que se formem
4 equipes e distribuird uma atividade impressa para cada grupo. Entao o professor ird pedir

para que cada grupo preencha a atividade escrevendo os 10 primeiros nimeros de Fibonacci
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e posteriormente calculem os quocientes entre cada nimero posterior e o seu antecessor,
observando os resultados encontrados. Terminada a atividade, cada grupo apresenta os
resultados encontrados. Uma vez terminada as apresentacgoes, caberd ao professor corrigir a
mesma no quadro negro e em seguida estabelecer formalmente a conexao entre a sequéncia
e o numero aureo, demonstrando com uma linguagem acessivel que a sequéncia gerada

pelos quocientes entre os termos Fj, 1 e F, converge para o nimero de ouro.

Atividade:

e Preencha a tabela abaixo com os 10 primeiros niimeros de Fibonacci e em seguida
calcule a razdo entre o nimero seguinte e o anterior, observando os resultados

encontrados.

Tabela 5 — Razdo entre os ntimeros de Fibonacci

» . . . F,
Numeros de Fibonacci: F,, | Quocientes: —~
n
Py _
F 7=
Fy
Fy _
F3 =
Fy
Fo _
F5 fg =
Fy
Fs _
F7 ﬁ =
Fy
Fg % =
Fio

Fonte: feita pelo autor

5.10.1 Establecendo a conexao entre a sequéncia de Fibonacci e o niimero de

ouro usando o software Maxima

Esta atividade é similar a anterior. Porém, objetiva-se também o contato do discente
com a tecnologia, enfatizando a importancia da mesma para o ensino aprendizagem.
Também, buscar-se-4 a execuc¢ao de uma aula descontraida e dinamica. A duragao da
mesma serd de 2h/aula e para a sua execu¢do nao é preciso que os alunos conhegam o
software. Os recursos envolvidos serao os seguintes: lapis, borracha, atividade impressa,

quadro negro, pincel atéomico e computador.

A atividade sera realizada do seguinte modo: o professor entregara uma atividade
digitada (atividade igual a da atividade anterior) e pedird para que os alunos executem

no software os calculos pedidos e observem os resultados encontrados. Se os alunos ja
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sabem manipular o software, a atividade seguird normal. Caso contrario, o professor antes
ira explicar as ferramentas necessarias para a sua execucao. As ferramentas empregadas
sao bem simples e acreditamos que os alunos entenderao facilmente. Contudo cabera ao
professor ficar sempre observando e esclarecendo as eventuais duvidas. Depois que os
discentes tiverem os resultados em maos, o professor ird fazer uma discussao e em seguida
explicara formalmente a conexao existente entre a sequéncia e o niimero de ouro no quadro

negro.

Passos da atividade no software Maxima:

1. Para a insercao dos quocientes entre os nimeros de Fibonacci no Maxima, é preciso
usar o comando float(), pois caso contrario, o valor de alguns quocientes ficarao
na forma de fracao. Basta digitar este comando, em seguida a fragdo que se quer

calcular e depois da o comando shift e enter. Veja na figura abaixo:

Figura 54 — Razao entre os nimeros de Fibonacci no Maxima
[t 13,042 [ s T

Arquive Editar Célula Maxima Equagdes Algebra Clculo Simplificar Gréfico  Numérico  Ajuda
UEF o aD0| &[>T | @

(3i1) float(1/1);
(301) 1.0

(3i2) float(2/1);
(302) 2.0

(313) float(3/2):
(203) 1.5

(314) float(5/3);:
(%04) 1.666666666666667

(315) float(8/5);

(305) 1.6

(306) 1.625

(317) float(21/13):
($07) 1.615384615384615

(316) float(34/21):
($08) 1.619047619047619

(312) float(55/34):
($09) 1.617647058823529

%110) float (8%/55):
%010) 1.618181818181818

Bem-vindo ao wxMaxima

[

[

[

[

F (316) float (13/8);
[

[

[

&

Fonte: feita pelo autor no Maxima

5.11 Explorando a razao aurea no corpo humano

Com esta atividade pretendemos mostar uma aplicacao pratica de obtencao da
razao aurea, promover a socializagdo e discussao entre os discentes e demonstrar a relagao
entre a Matemética e o mundo material. A mesma terd uma duragao de 2h/aula e os

recursos utilizados serao: lapis, borracha, calculadora, fita métrica e atividade digitada.
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Para a sua execucao, é requerido do aluno conhecimento sobre os niimeros racionais e suas
operagoes elementares, do nimero de ouro, do sistema métrico e também da manipulacao

da calculadora.

Os passos para a execucao da atividade sao os seguintes: de inicio o professor
indagara que a aula ird demonstrar uma aplicagao pratica da razao aurea. Depois dividira
a sala em 4 equipes, pedindo que cada equipe escolha uma pessoa para participar da
atividade. Em seguida, o professor entregara a atividade e explicara que eles devem obter
as medidas que se pedem e que devem fazer a divisao da maior medida pela menor. No
final todos apresentam os resultados obtidos e o professor mediara a discussao, elucidando

que os resultados encontrados sdo aproximagoes da razao aurea.

Atividade:

Obter a medida da altura da pessoa e a altura do umbigo até o chao.

Obter a medida da cintura até a cabeca e o tamanho do térax.

Obter a altura do cranio e a medida da mandibula até o alto da cabeca.

Obter a medida do ombro a ponta do dedo e a medida do cotovelo a ponta do dedo.

Obter o tamanho dos dedos e a medida da dobra central até a ponta.

Obter a medida do seu quadril ao chao e a medida do seu joelho até o chao.

5.12 Explorando a razao aurea em objetos do dia-a-dia

Com esta atividade pretendemos mostrar uma aplicacdo pratica de obtencao da
razao aurea, promover a socializacdo e discussao entre os discentes e demonstrar a relacao
entre a Matemaética e o mundo material. A mesma terd a duracdo de 1h/aula e os recursos
utilizados serao: fotos 3 x 4, identidades, cartdes de banco, carteira de trabalho, carteira
de motorista, quadros, régua e papel oficio. Para a sua execucao, é requerido do aluno
conhecimento sobre os niimeros racionais e suas operagoes elementares, do niimero de ouro,

do sistema métrico e também da manipulagao da calculadora.

A atividade acontecerda da seguinte maneira: de inicio o professor indagara que
a aula ird demonstrar uma aplicagao pratica da razao durea. Depois dividira a sala em
4 equipes, pedindo que cada equipe obtenha as medidas dos lados dos objetos e depois
calculem a razao entre as mesmas. No final todos apresentarao os resultados obtidos e o
professor mediara a discussao, enfatizando que os resultados encontrados sao aproximagoes

da razao aurea e que a mesma esta presente em nosso cotidiano.
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5.13 Construindo um segmento aureo

Esta atividade tem os seguintes propdsitos: construir um segmento aureo, desenvol-
ver a coordenacao motora, utilizar adequadamente os instrumentos de medida. A mesma
terd a duragao de 1h/aula e serd realizada individualmente. Os recursos utilizados serdo:
lapis, borracha, régua, compasso, esquadro, folha de oficio, calculadora, quadro negro
e pincel atomico. Para sua execucgao é necessario que os alunos detenham os seguintes
conceitos de geometria: ponto, segmento de reta, circulo, arcos, tridngulo e seus elementos,
numeros racionais e suas operagoes elementares, manipulacao da calculadora e defini¢ao

de segmento aureo.

A atividade serd do seguinte modo: primeiramente o professor falard que o objetivo
da aula é a construcao de um segmento aureo e que a construgao sera feita conjuntamente.
Dito isso, o professor entregara a cada um uma folha de oficio e iniciard os passos para
a construcao do mesmo. Esses passos serao descritos detalhadamente pelo professor no
quadro negro. Caso os alunos tenham alguma duvida, o professor devera orientéd-los. Uma
vez construido o segmento, o professor poderd pedir para que os alunos obtenham sua

medida e verifiquem o resultado encontrado.

Passos para construgao do segmento aureo:

1. Construa um segmento de reta AB;

2. Obtencao do ponto médio do segmento AB: coloque a ponta seca do compasso no
ponto A e com um abertura maior que a metade do segmento trace um arco em
cima e embaixo do segmento AB. Agora, com a ponta seca em B e usando a mesma

abertura, faga mais dois arcos em cima e embaixo do segmento AB;

3. Una os pontos de interse¢do dos arcos por uma reta e marque o ponto M, médio de

AB;
4. Usando o jogo de esquadros, trace uma reta perpendicualar a AB;

5. Usando a ponta seca do compasso em B, abra-o até o ponto M e em seguida trace

um arco até que este cruze a reta perpendicular a AB e marque o ponto C/
6. Una o ponto C' ao ponto A, obtendo o tridngulo ABC

7. Coloque a ponta seca do compasso no ponto C' e abra-o até B. Em seguida, trace um

arco até que este se encontre na hipotenusa do tridngulo ABC' e marque o ponto F;

8. Agora, com a ponta seca do compasso em A abra-o até o ponto E e trace um arco
até que este encontre o segmento AB no ponto F. O ponto F' é o ponto tal que o

segmento AB ficou dividido em média e extrema razao.
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5.13.1 Construindo o segmento aureo usando o software Geogebra

Esta atividade é similar a anterior. Porém, objetiva-se também o contato do
discente com a tecnologia, enfatizando a importancia da mesma para o processo de ensino
aprendizagem. Também, busca-se a execucdo de uma aula descontraida e dindmica. A
mesma terd a duracdo de 2h/aula e para a sua execugao nao é preciso que os alunos
conhegam o software. Os recursos envolvidos serao os seguintes: lapis, borracha, atividade

digitada, quadro negro, pincel atomico e computadores.

Esta atividade devera ser executada depois que o professor fez a construcao do
segmento aureo com régua, compasso e esquadro. A mesma sera realizada do seguinte
modo: o professor ird fazer lenta e detalhadamente a contrucao do segmento no Geogebra
e os alunos irao repetir no software os passos executados pelo professor. Caso algum aluno
tenha duvida, o professor interrompera a aula até que a davida do mesmo tenha sido

sanada.

Passos para a construcao do segmento aureo no Geogebra:

1. Primeiramente vamos construir um segmento de reta. V4 em ferramentas: retas,
segmentos, semiretas e vetores, segmento definido por dois pontos e construa o

segmento AB.

Figura 55 — Construindo um segmento de reta AB

€3 GeoGebra

Arquivo_Editar Exibir Disposigies Opgdes (Femamentas) Janela Ajuda
N Al Configurar Barra de Ferramentas | mover
o . . Amaste ou selecione um o mais objetos (ESc)
2 -  Criar uma Nova Ferramenta 2
e [&] Gerenciar Feramentas
Wovimento »
Pontos »
Retas, Segmentos, Semirretas e Vetorss »  Reta definida por Dois Pontos
Retas Especiais ¢ Lugar Geométrico | Segmento definido por Dois Pontos
Poligonos ) Segmento com Comprimento Fixo
Circulos e Arcos )
Semireta Definida por Dois Pontos
Cénicas )
Caminho Poligonal
Vedidas )
Transformacbes ) Vetor Definido por Dois Pontos
Objetos Especiais ) Vetora Partir de um Ponto
Interface Grafica >
Gerais >
Personalizadas >
€7 GeoGebra
Arquivo Editar Exibir Disposighes Opgbes Femamentas Janela Ajuda
A . [N o) 4 X a2 Segmento definido por Dois Pontos
o et @7 CO) el N #eey 222 | 21| setecone das pontos

Fonte: feita pelo autor no Geogebra
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2. Agora vamos obter o ponto médio do segmento AB. Para isso, va4 em ferramentas:
circulos e arcos, compasso. Em seguida clique no ponto A até o ponto B e obtenha

um arco. Faca o mesmo de B para A.

Figura 56 — Obtendo o ponto médio do segmento de reta AB

€7 GeoGetra
Arquivo Editar Exibir DISDGS\QEES DD(}EES Ferramentas| Janela Ajuda

. ‘\:' G Configurar Barra de Ferramentas L Segmento definido por Dois Pontos
e N .| Selecione dois pontos
= ¢ Criar uma Nova Ferramenta =
v

L#c- - Gerenciar Ferramentas
Movimento 3
Pontos L4
Retas, Segmentos, Semirretas e Vetores »
Retas Especiais e Lugar Geométrico »
Poligonos 4
Circulos e Arcos 4 Circulo dados Centro e Um de seus Pontos
Cdnicas ) Circulo dades Centro e Raio
Medidas L Compasso
Transformagdes ) Circulo definido por Trés P
< r Selecione um segmento ou dois pontos para definir o raio e, depois, o centro
Objetos Especiais ) .
Semicirculo Definido por Dois Pontos
Interface Grafica )
Arco Circular dados Centro e Dois Pontos
Gerais ) .
Arco Circular definido por Trés Pontos
Personalizadas ¥
Setor Circular dados Centro e Dois Pontos
Setor Circular definido por Trés Pontos
- ]
©F GeoGebra

Arguivo Editar Exibir Disposiches OpcBes Ferramentas Janela Ajuda

Compasso
Selecione um segmento ou dois pontos para definir o raio e, depois, o centro

Entrada

Fonte: feita pelo autor no Geogebra

3. Va agora em ferramentas: retas, segmentos, semiretas e vetores, segmento definido
por dois pontos e trace o segmento C'D unindo os pontos de intersecao entre os

circulos.
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Figura 57 — Obtendo o ponto médio do segmento de reta AB

7 Geolebra

Arquivo Editar Exibir Disposices Opcdes Ferramenlas]Janela Ajuda

Configurar Barra de Ferramentas ] Compasso
]

Selecione um segmento ou dois pontos para definir o raio e, depois, o centro
Criar uma Mova Ferramenta ..

Gerenciar Ferramentas
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Pontos

Retas, Segmentos, Semirretas e Vetores Reta definida por Dois Pontos

Retas E e Lugar definido por Dois Pontos

Poligonos Segmento com Comprimento Fi

Selecione dois pontos
Semireta Definida por Dois Pontos

Circulos e Arcos

Cénicas
Caminha Poligonal
Medidas
TransformagBes Vetor Definido por Dois Pontos

Vetor a Partir de um Ponto

Objetos Espacials

Interface Grafica
Gerais

Personalizadas

1A 5

Fnirada

£ GeoGebra

Arquivo Editar Exibir Disposicies Opcles Feramentas Janela Ajuda

BEEEFNEE
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Segmento definido por Dois Pontos
- Selecione dois pontos

Entrada:

—= T = s T

Fonte: feita pelo autor no Geogebra

4. Na intersecao do segmento AB com o segmento C'D identifique o ponto E. Para

isso, va em ferramentas: pontos, novo ponto e clique na intersecao para obté-lo.
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Figura 58 — Identificando o ponto de interse¢ao do segmento AB com o segmento C'D

¥ GeoGebra
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Medidas
Transformaces

Mimero Complexo

Objetos Especiais

Interface Grafica
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Personalizadas
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Entrada:

€7 GeoGebra

Arquivo Editar Exibir Disposiciies OpgBes Ferramentas Janela Ajuda

“'V! 7 ]

Liic-M- s~ o

Hovo Ponto
5| Clique na Janela de Visualizagdo ou sobre um objeto

Entrada
Fonte: feita pelo autor no Geogebra
5. Agora iremos tragar uma reta perpendicular ao segmento AB. Para isso, va em

ferramentas: retas especiais e lugar geométrico, reta perpendicular. Depois é s6 clicar

no ponto B para a reta aparecer.
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Figura 59 — Tracando uma reta perpendicular ao segmento AB
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Fonte: feita pelo autor no Geogebra
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6. Agora, com o compasso, ponta seca em B, abra-o até o ponto E e trace um arco,

marcando o ponto F' na reta perpendicular ao segmento AB.

Figura 60 — Construindo um ponto F' na reta perpendicular a AB

. Geoliebra
Arquivo Editar Exibir Disposicies Opcdes (Ferramentas| Janela Ajuda
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Interface Grafica )
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Personalizadas L[|
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Entrada
7 GeaGebra
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Novo Ponto
Clique na Janela de Visualizagio ou sobre um objeto

)
A

Entrada:

Fonte: feita pelo autor no Geogebra

7. Trace o segmento F'A, usando a ferramenta de segmentos ja descrita acima.
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Figura 61 — Construindo o segmento F'A

€7 GeoGebra

Arquivo Editar Exibir Disposicies Opcdes

LHc- -

ramentas Janela Ajuda

g | Seamento definido por Dois Pontos
| Selecione dois pontos

Entrada

Fonte: feita pelo autor no Geogebra

8. Com o compasso, ponta seca em [, abra-o até o ponto B e trace um arco, marcando
o ponto GG na hipoteunsa AF.

Figura 62 — Construindo o ponto GG na hipotenusa AF

€7 GeoGebra

Arquivo Editar Exibir Disposicies Opcdes Feramentas Janela Ajuda

Hovo Ponto

Clique na Janela de Visualizagio ou sobre um objeto

Entrada

Fonte: feita pelo autor no Geogebra

9. Com o compasso, ponta seca em A, abra-o até o ponto GG e trace um arco, marcando

o ponto H no segmento AB. Pronto, o segmento AB ficou dividido em média e
extrema razao.
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Figura 63 — Construindo o ponto H no segmento AB
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Entrada:

Fonte: feita pelo autor no Geogebra

10. Agora, vamos verificar se realmente o segmento ficou dividido na razao durea. Para

isso, vamos obter as medidas dos segmentos AB e H B e depois, com a calculadora,

calcular o valor de %. Va em ferramentas: medidas, distancia, comprimento ou

perimetro. Em seguida, clique nos pontos A e H, obtendo a medida de AH e nos
pontos H e B, obtendo a medida de HB.
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Figura 64 — Verificando se o segmento AB ficou dividio em média e extrema razao
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Entrada

Fonte: feita pelo autor no Geogebra

. ., . AH _ 536 ~
11. Note que de fato, o segmento ficou divido na razao aurea, pois 45 = 333 — 1,61,

que é uma aproximacao do nimero de ouro.

5.14 Construindo a espiral aurea

Esta atividade tem os seguintes propositos: construir a espiral aurea, desenvolver
a coordenacao motora, utilizar adequadamente os instrumentos de medida. A mesma
terd a duragao de 1h/aula e serd realizada individualmente. Os recursos utilizados serdo:
lapis, borracha, régua, compasso, folha de oficio, quadro negro e pincel atémico. Para sua

execugao ¢ necessario que os alunos tenham os seguintes conceitos de geometria: ponto,
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segmento de reta, circulo, arcos, triangulos e seus elementos, retangulo, quadrado e espiral

jurea.

A atividade serd do seguinte modo: primeiramente o professor falard que o objetivo
da aula é a construcao da espiral aurea e que a construcao sera feita conjuntamente. Dito
isso, o professor entregara a cada um uma folha de oficio e iniciard os passos para a
construcao da mesma. Esses passos serao descritos pelo professor no quadro negro de forma

bem detalhada. Caso algum aluno tenha alguma duvida, o professor deverd orienta-lo.

Passos para construcao da espiral aurea:

1. Construa dois quadrados de lado 1, um sobre o outro, obtendo um retangulo de
lados 2 x 1;

2. Do lado direito desse retangulo construa um quadrado de lado 2, obtendo um

retangulo de lados 3 x 2;

3. Embaixo do retangulo de dimensoes 3 x 2 construa um quadrado de lado 3 obtendo

um retangulo de lados 5 x 3;

4. Do lado esquerdo do retangulo de lados 5 X 3 construa um quadrado de lado 5

obtendo um retangulo de lados 8 x 5;

5. Na parte superior do retangulo de dimensoes 8 x 5 construa um quadrado de lado 8

obtendo um ratangulo de dimensoes 13 X §;
6. No lado direito do retangulo de dimensoes 13 x 8 construa um quadrado de lado 13;

7. Agora, usando o compasso trace um quarto de circulo nos quadrados obtidos,

originando a espiral aurea.

5.14.1 Construindo a espiral durea usando o software Geogebra

Esta atividade ¢ similar a anterior. Porém, objetiva-se também o contato do
discente com a tecnologia, enfatizando a importancia da mesma para o processo de ensino
aprendizagem. Também, busca-se a execu¢do de uma aula descontraida e dinamica. A
duragao da mesma serd de 2h/aula e para a sua execugdo nao é preciso que os alunos
conhecam o software. Os recursos utilizados serao os seguintes: lapis, borracha, atividade

digitada, quadro negro, pincel atomico e computadores.

Esta atividade devera ser executada depois que o professor fez a construcao da
espiral aurea com régua e compasso. A mesma sera realizada do seguinte modo: o professor
ird fazer lentamente e detalhadamente a construgao da espiral aurea e os alunos irao
repetir no software os passos executados pelo professor. Caso algum aluno tenha duvida, o

professor interrompera a aula até que a divida do mesmo tenha sido sanada.
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Passos para a construgao da espiral Aurea no Geogebra:

1. Primeiramente, para facilitar a construcao, va em exibir: eixos e malha, para aparecer

o sistema de coordenadas cartesianas.

Figura 65 — Exibindo eixos e malhas

D o I N N
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Janela de Visualzacio 2 Cirl+Shift+2
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Teclado
Campo de Entrada 4
Barra de ~erramentas 4
Barra de Navegagio para Passos da Construcio »
@ Afualizar Janelas CirkF
Recalcular Todos os Objetos Cir+R

Pec N WY T A A AT T W

Amuivo Editar Exibir DisposicBes Opcles Ferramentas Janela Ajuda
"I_. Movar
| Arraste ou selecione um ou mais objetos (Esc)

3 [

Entrada

Fonte: feita pelo autor no Geogebra

2. Agora, vamos construir um quadrado de lados de medida 1. V4 em ferramentas:
retas, segmentos, semiretas e vetores, segmento com comprimento fixo. Em seguida,
clique na origem no sistema. Aparecera uma tela. Nela digite o niimero 1. Feito isso,

aparecera um segmento de medida 1.
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Figura 66 — Construcdo de um segmento de medida 1
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Fonte: feita pelo autor no Geogebra

3. Para a construgao do quadrado citado acima, va em ferramentas: poligonos, poligono
regular. Em seguida, clique no ponto A e depois no ponto B. Ird aparecer uma
janelinha, onde deve-se digitar 4, identificando que o poligono que se quer é um

quadrado. Feito isso, aparecera o quadrado.
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Figura 67 — Construgao de um quadrado de lado 1
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Fonte: feita pelo autor no Geogebra
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4. Vamos agora construir um quadrado igual ao anterior na parte inferior deste primeiro.
Para isso, usaremos novamente a ferramenta de poligonos descrita acima. Em seguida,
clique no ponto B e depois no A. Aparecerd um novo quadrado na parte inferior do
primeiro. Notemos que com os dois quadrados, obtemos um retangulo de medidas
1 x 2.

Figura 68 — Construindo outro quadrado de lado 1

Poiigono Regular
.| selecione primeiro dois pontos e, depois, digite o nimero de vértices

OEe-O- —-

5

Fonte: feita pelo autor no Geogebra

5. Agora, vamos construir na parte direita do retangulo de medidas 1 x 2, um novo
quadrado de lado 2. Usaremos a mesma ferramenta de poligonos descrita acima,
clicando no pontos C' e F, obtendo tal quadrado. Notemos que com a insercao deste

novo quadrado, teremos agora um retangulo de dimensoes 2 x 3.

Figura 69 — Construindo um quadrado de lado 2

7 GeoGes
Arquivo Editar

bir Disposicies Opgbes Ferramentas Janela Ajuda

Fonte: feita pelo autor no Geogebra

6. Agora, no retangulo de medidas 2 x 3, iremos construir, na sua parte superior, um
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quadrado de lado 3. Para isso, usaremos a mesma ferramenta de poligonos citada

acima, clicando nos pontos D e H, obtendo um retangulo de dimensoes 3 x 5.

Figura 70 — Construindo um quadrado de lado 3
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Fonte: feita pelo autor no Geogebra

7. Agora, no retangulo de medidas 3 x 5, construiremos, no seu lado esquerdo, um
quadrado de lado 5. Usaremos a mesma ferramenta de poligonos citada acima,

clicando nos pontos F e J, obtendo agora um retangulo de dimensoes 5 x 8.

Figura 71 — Construindo um quadrado de lado 5
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Fonte: feita pelo autor no Geogebra

8. Agora, no retdngulo de medidas 5 x 8, construiremos, no seu lado inferior, um
quadrado de lado 8. Usaremos a mesma ferramenta de poligonos citada acima,

clicando nos pontos E e J, obtendo agora um retangulo de dimensoes 8 x 13.
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Figura 72 — Construindo um quadrado de lado 8

Poligono Regular
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Enfrada:

Fonte: feita pelo autor no Geogebra

9. Agora, no retangulo de medidas 8 x 13, construiremos, no seu lado direito, um
quadrado de lado 13. Usaremos a mesma ferramenta de poligonos citada acima,
clicando nos pontos I e N, obtendo agora um retangulo de dimensoes 13 x 21.

Poderiamos construir novos quadrados, mas paremos por aqui.

Figura 73 — Construindo um quadrado de lado 13

p GeoGebr
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Fonte: feita pelo autor no Geogebra

10. Agora, iremos tracar a espiral aurea. Para isso, vd em ferramentas: circulos e arcos,

arco circular dados centro e dois pontos. Depois clique nos pontos I, N e P do
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quadrado INOP.

Figura 74 — Tracando a espiral no quadrado INOP
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Fonte: feita pelo autor no Geogebra

11. Tragaremos agora um arco no quadrado LM NG, continuando a espiral. Usaremos

a mesma ferramenta de arcos descrita acima, clicando nos pontos G, L e N do

quadrado LM NG.



Capitulo 5. Sugestoes de atividades diddticas 108

Figura 75 — Tracando a espiral no quadrado LM NG
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Fonte: feita pelo autor no Geogebra

12. Tracaremos agora um arco no quadrado LFEJK, continuando a espiral. Usaremos a

mesma ferramenta de arcos descrita acima, clicando nos pontos E, J e L.

Figura 76 — Tragcando a espiral no quadrado LEJK
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Fonte: feita pelo autor no Geogebra

13. Tragaremos agora um arco no quadrado JDH I, continuando a espiral. Usaremos a

mesma ferramenta de arcos descrita acima, clicando nos pontos D, H e J.
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Figura 77 — Tracando a espiral no quadrado JDH I
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Fonte: feita pelo autor no Geogebra

14. Tracaremos agora um arco no quadrado CFGH, continuando a espiral. Usaremos a

mesma ferramenta de arcos descrita acima, clicando nos pontos C', F' e H.

Figura 78 — Tracando a espiral no quadrado CFGH
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Fonte: feita pelo autor no Geogebra

15. Tragaremos agora um arco no quadrado AEF B, continuando a espiral. Usaremos a

mesma ferramenta de arcos descrita acima, clicando nos pontos B, A e F.
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Figura 79 — Tracando a espiral no quadrado AFF' B
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Fonte: feita pelo autor no Geogebra

16. Finalmente, tracaremos agora um arco no quadrado DABC| finalizando a espiral.
Usaremos a mesma ferramenta de arcos descrita acima, clicando nos pontos B, C'
e A. Pronto, esta pronta a espiral. Podemos agora tirar o sistema de coordenadas.

Basta ir em exibir: eixos e depois malha.
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Figura 80 — Tracando a espiral no quadrado DABC
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Fonte: feita pelo autor no Geogebra

5.15 Pesquisando sobre o nimero de ouro e a sequéncia de Fibo-

nacci na natureza

Os objetivos desta atividade sao os seguintes: promover conhecimento sobre o
aparecimento dos nimeros de Fibonacci e da razao aurea na natureza, estimular o interesse
do aluno pela Histéria da Matematica, proporcionar a integragao entre os discentes e
perceber que a Matematica ¢ um Ciéncia muito interessante e que estd muito relacionada

com o mundo concreto.

Esta atividade sera intra e extraclasse. O professor pedird para que a sala se divida
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em 5 grupos e que cada grupo elabore um painel sobre as apari¢coes da sequéncia de
Fibonacci e da razao aurea na natureza. O professor ird marcar um dia para a apresentagao

dos painéis.

5.16 Seminarios sobre a sequéncia de Fibonacci e a razao aurea

Os objetivos destas atividades sdao os seguintes: reconhecer a sequéncia de Fibonacci
e o numero de ouro, enfatizar suas principais propriedades, estimular a participacao ativa
dos alunos, estimular o gosto pela Historia da Matematica, demonstrar que a Mateméatica
estd intrisicamente relacionada em situacoes praticas, entender as aplicacoes da sequéncia
de Fibonacci e do niimero de ouro no mundo material. Esta atividade serd intra e extraclasse
e o prerrequisito é o conhecimento de sequéncias numeéricas, niimeros racionais e suas
operagoes elementares, razao e propor¢ao, nogoes de geometria: ponto, reta, circulo, arcos,

retangulos, tridngulos, quadrados.

A atividade se desencadeara da seguinte forma: primeiramente o professor falara
de forma breve sobre a sequéncia de Fibonacci e o niimero de ouro e sobre o préprio
matematico. Depois disso, ird dividir a sala em 4 equipes e cada equipe ficara responsavel
de pesquisar sobre os seguintes temas: defini¢do da sequéncia e suas propriedades basicas,
biografia de Fibonacci, razao aurea e sua histéria e aplicagoes da sequéncia. O professor
ird marcar alguns horarios na propria aula ou mesmo fora dela para orienta-los. Com a
pesquisa, os alunos irao apresentar seminarios para toda a turma. Durante os seminarios,
o professor podera intervir, fazendo algumas observac¢oes ou mesmo acrescentando algo.
Também o professor propora que cada equipe traga um painel para ser exposto em sala de

aula.

5.17 Video aula sobre a Sequéncia de Fibonacci e o nimero de

ouro no mundo material

Com esta atividade busca-se a apresentacao das apari¢oes da sequéncia e do niimero
de ouro na natureza e em outros contextos, tais como: arte, musica, cinema, etc, além de
promover uma aula descontraida e dinamica e elaboracao de um relatério individual. Esta
atividade terd a duracdo de 2h/aula e é requerido do alunos os seguintes prerrequisitos:

conhecimento da sequéncia de Fibonacci e do nimero de ouro.

A atividade desenrolar-se-a4 do seguinte modo: o professor ira explicar que a turma
assistirda uma video aula sobre a sequéncia de Fibonacci e o nimero de ouro e suas aplicacoes
em situagoes concretas, bem como suas apari¢oes na natureza e que sera importante que
os mesmos fiquem atentos e prestem muita atencao, pois sera cobrado a elaboragdo de um

relatorio sobre o entendimento do contetido exposto. Assim, os discentes deverao assistir
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calmamente ao video e irem anotando as partes principais. Depois de terminada a video
aula, o professor fard uma breve discussao do contetido abordado na mesma e em seguida

pedira para que cada aluno faga um relatorio sobre o contetido exposto.

Uma opgao de video aula pode ser encontrada no seguinte site: <https://www.
youtube.com/watch?v=XM-00HsjkV8>. Acesso em: 22 set. 2014.

5.18 Seminarios sobre o nimero de ouro

Com estas atividades, buscaremos os seguintes objetivos: aprofundar o conhecimento
sobre a razao aurea, despertar o gosto do aluno pela Histéria da Matemaética, possibilitar a
integracao e o trabalho em equipes, conhecer a histéria do niimero de ouro e suas principais
propriedades, construir o segmento e retangulo aureo e perceber a aparicdo da razao
aurea na vida pratica. Para o desenvolvimento dessas atividades, o discente devera ter
um conhecimento prévio superficial dado pelo docente sobre este assunto e nocoes de

geometria: ponto, reta, circulo, arcos, retangulos, tridngulos, quadrados.

Esta atividade serd intra e extraclasse e sua execugao serda do seguinte modo: depois
de introduzir e falar um pouco sobre o nimero de ouro, o professor ird pedir que se formem
3 grupos em sala e cada grupo ficara responsavel em pesquisar e elaborar um semindrio
sobre os seguintes temas: o nimero de ouro e sua histéria, o retangulo e a espiral aurea
e aplicacoes da razao aurea na natureza. O professor ird marcar horarios de orientacao
com os alunos para esclarecimento de eventuais dividas e marcara também os dias de
apresentacao dos semindrios. Durante a apresentacao dos mesmos, o professor podera
intervir, complementando ou perguntando acerca do contéudo. O mesmo pode ser feito

pelos demais alunos.

5.19 Explorando a sequéncia de Fibonacci na natureza

Com esta atividade buscar-se-a identificar os nimeros de Fibonacci nas flores,
estimular a participacdo e discussao em grupos, relacionar a Matematica com a natureza,
mostrando a praticidade da mesma. A atividade serd intra e extraclasse e requer que se

saiba sobre a sequéncia de Fibonacci.

O desenvolvimento da atividade obedecera os seguintes passos: o professor ira
dividir a sala sala em 4 grupos e cada um dos grupos ira pesquisar os varios tipos diferentes
de plantas, identificando seus nomes, contando suas pétalas e com as informacoes fazer a
montagem de um painel. O professor ird marcar um dia para as equipes apresentarem os

resultados coletados. Neste dia, o professor enfatizara a aparicao dos nimeros nas mesmas.


https://www.youtube.com/watch?v=XM-o0HsjkV8
https://www.youtube.com/watch?v=XM-o0HsjkV8
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5.20 Explorando a espiral aurea na natureza

Esta atividade tem os seguintes propédsitos: identificar a espiral aurea na natureza,
estimular a participacao e discussao dos alunos, relacionar a Matematica com a natureza,
elucidando sua importancia na vida pratica. A atividade serd intra e extraclasse e faz-se

necessario que os alunos conhecam a espiral durea.

A atividade sera desenvolvida do seguinte modo: o professor ird dividir a sala em 4
grupos e cada grupo ird pesquisar e elaborar um painel sobre a aparicao da espiral aurea
na natureza. O professor ird marcar uma data para que os alunos possam apresentar os

painéis e neste dia, o mesmo fard uma discussao mais aprofundada sobre este tema.

5.21 Explicando a conversao de milhas pra quilometros usando a

sequéncia de Fibonacci

Com esta atividade sao almejados os seguintes objetivos: conhecer a milha, trans-
formar milhas em quilometros e vice-versa, explicar a relacao entre a sequéncia e essa
transformacao, estimular o trabalho e participacao em equipes, mostrar uma aplicagao
pratica da sequéncia de Fibonacci. Para o desenrolar da mesma, é necessario que os alunos
tenham conhecimento da sequéncia de Fibonacci e dos niimeros racionais, bem como suas
operacoes. Os materiais necessarios serao: lapis, borracha, calculadora, atividade digitada,

quadro negro e pincel atomico.

A atividade terd a duracao de 2h/aula e serd desenvolvida da seguinte forma:
incialmente o professor explicard para a turma o que é uma milha e enfatizara que o
fator de conversao de milha para quilometro é 1,609, que é uma aproximagao do nimero
de ouro. Portanto, se um ntmero é de Fibonacci, para se calcular uma aproximacao em
quiléometros do mesmo, basta olhar quem é o préximo nimero da sequéncia. E para se
obter uma aproximacao em milhas, basta olhar o nimero anterior. Feito estas explicacoes,
o professor ira dividir a sala em 4 grupos e entregara a cada grupo uma atividade digitada.
O professor dard um tempo para a resolu¢ao da mesma e em seguida fard a corre¢do no

quadro negro.

Atividade:

Transforme 13 milhas em quilémetros.

Transforme 21 quilometros em milhas.

Transformar 34 milhas em quilémetros.

Transformar 89 quilometros em milhas.
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Transformar 144 milhas em quilometros.

Transformar 233 quilémetros em milhas.

Quantos quilémetros sdo 21 milhas?

Qual medida ¢ maior: 8 milhas ou 13 quilémetros?

Quantas milhas sao 12 quilometros?

Quantos quilémetros sao 25 milhas?

5.22 Explorando a sequéncia de Fibonacci no tridangulo de Pascal

Com esta atividade pretende-se: identificar a sequéncia de Fibonacci no triangulo
de Pascal, estimular a participacao e colaboragao em grupos, mostrar uma aplicacao
da sequéncia de Fibonacci. Para o desenvolvimento da mesma requer-se que os alunos
conhecam a sequéncia de Fibonacci e também o triangulo de Pascal. Os materiais usados

serdao os seguintes: lapis, borracha, papel oficio, quadro negro e pincel atdémico.

A atividade terd a duracdo de 1h/aula e serd executada do seguinte modo: primei-
ramente o professor ird dividir a sala em 4 grupos e entregara uma folha de oficio para
cada grupo. Entao, o professor pedira para que eles construam o tridangulo de Pascal com
10 linhas e que em seguida obtenham os valores das somas dos elementos das diagonais,
observando os resultados encontrados, buscando alguma conexao com algum contetdo ja
estudado. Finalizada a atividade, o professor fara a corre¢do no quadro negro e explicara

esta aplicagao da sequéncia de Fibonacci.

5.23 Identificando retangulos aureos

Esta atividade tem os seguintes propositos: identificar retdngulos dureos, promover
a participagao, a discussdo e o trabalho em grupos. Ela terd a duracdo de 1h/aula e requer
que os alunos tenham conhecimento do retangulo aureo, de ntimeros racionais e suas
operacoes, da manipulagao da calculadora e do sistema métrico. Os recursos envolvidos

serao: lapis, borracha, calculadora, régua, atividade digitada, quadro negro e pincel atomico.

A atividade sera executada do seguinte modo: inicialmente o professor falard que
os alunos devem fazer as medidas das dimensoes de cada retangulo e identificar quais sao
aureos. Em seguida, dividira a sala em 4 grupos e entregara a cada grupo uma atividade
digitada. O professor dard um tempo para a execucao da mesma e ficard disponivel
para tirar davidas que eventualmente possam ocorrer. Terminada a atividade, todos

apresentarao os resultados obtidos e o professor fara a correcdo da mesma no quadro negro.

Atividade:
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e Obtenha as medidas das dimensoes de cada retangulo abaixo e identifique quais sao

retangulos aureos:

Figura 81 — Identificando retangulos aureos
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Fonte: feita pelo autor no Geogebra

5.24 ldentificando segmentos que estao divididos na razao aurea

Com esta atividade buscaremos alcancar os seguintes propdsitos: identificar segmen-
tos que estao divididos em média e extrema razao, promover a participacao, a discussao
e o trabalho em grupos. Ela terd a duragao de 1h/aula e requer que os alunos tenham
conhecimento do segmento aureo, de niimeros racionais e suas operagoes, da manipula-
¢ao da calculadora e do sistema métrico. Os recursos envolvidos serdo: lapis, borracha,

calculadora, régua, atividade digitada, quadro negro e pincel atomico.

O desenvolvimento da atividade serd do seguinte modo: inicialmente o professor
falarda que os alunos devem fazer as medidas dos comprimentos de cada segmento e
identificar quais estao divididos na razao durea. Em seguida, dividira a sala em 4 grupos
e entregard a cada grupo uma atividade digitada. O professor dard um tempo para a

execucao da mesma e ficard atento as possiveis davidas. Finalizada a atividade, todos
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apresentarao os resultados alcancados e o professor fara a correcao da mesma no quadro

negro.

Atividade:

e Em cada segmento dado abaixo, obtenha as medidas do maior e do menor segmentos

que o compoe e determine se 0 mesmo esta dividido na razao durea:

Figura 82 — Identificando segmentos aureos

\ W Z
® © o
VW = 2 WZ =4
S T u
@ — © —— 0
A B C
@ —— o0—O
B=3 BC=1

D E F
@ © 0

G H I
o o — 0
GH =8 =5
J K L
° o — o
JK=6 KL =3
M N (@)
° o S °
MN = 5 NO = 2.5

P Q R
[ — O — ]

PQ =3 QR =3

Fonte: feita pelo autor no Geogebra

5.25 Construindo o Pentagrama

Esta atividade tem os seguintes propdsitos: construir o pentagrama, identificar a
razao aurea na sua construgao, desenvolver a coordenacao motora, utilizar adequadamente
os instrumentos de medida. A mesma terd a duragdo de 1h/aula e serd realizada individu-

almente. Os recursos utilizados serao: lapis, borracha, régua, compasso, transferidor, folha
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de oficio, calculadora, quadro negro e pincel atomico. Para sua execucao é necessario que
os alunos tenham os seguintes conceitos de geometria: ponto, segmento de reta, circulo,
arcos, pentagono, angulos, diagonais e lados de um poligono e conhecam também razao,

razao aurea e o pentagrama.

A atividade serd desenvolvida do seguinte modo: primeiramente o professor falard
que o objetivo da aula é a construcdo do pentagrama e que a construcao serd feita
conjuntamente. Dito isso, o professor entregara a cada um uma folha de oficio e iniciara os
passos para a construcao do mesmo. Esses passos serao expostos pelo professor no quadro
negro de forma bem explicada. Caso algum aluno tenha alguma duavida, o professor deverd
orienta-lo. Terminada a construcgao, o professor pedira para que os alunos obtenham a
medida da diagonal e do lado do pentagono e que calculem a razao entre os mesmos e
observem o resultado encontrado. O professor podera também pedir para que os alunos
repitam o processo no pentagono que ficou no interior da primeira figura, enfatizando que

o processo de construgao ¢ infinito.

Passos para a construcao do pentagrama:

1. Construa, como o auxilio do compasso, um circulo perfeito;

2. A partir do ponto central e com auxilio de um transferidor, divida o circulo em 5

partes iguais de angulo de 72°;

3. Ligue cada um dos pontos aos dois pontos opostos. Esta pronto o pentagrama;

5.25.1 Construindo o pentagrama usando o software Geogebra

Esta atividade é similar a anterior. Contudo, com sua exucucao, objetiva-se também
o contato do discente com a tecnologia, enfatizando a importancia da mesma para o
processo de ensino aprendizagem. Também, almeja-se a execugao de uma aula descontraida
e dindmica. A atividade terd a duragao de 2h/aula e para a sua execugao nao é preciso que
os alunos conhegam o software. Os recursos envolvidos serao os seguintes: computadores,

atividade digitada, quadro negro e pincel atomico.

A atividade devera ser executada depois que o professor fez a construcao do
pentagrama usando régua, compasso e transferidor. A mesma sera realizada do seguinte
modo: o professor ird fazer lentamente e com detalhes a construcao do pentagrama no
software e os alunos irdo repetir os passos executados pelo professor. Caso algum aluno
tenha duavida, o professor interrompera a aula até que a duvida do mesmo tenha sido

sanada.

Passos para a construcao do pentagrama no Geogebra:
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e Na parte superior da tela, v4 em ferramentas, depois circulos e arcos e circulo dados

centro e raio.

Figura 83 — Construindo um circulo
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e Ao clicar na tela aparecera uma telinha pedindo para inserir o valor do raio. Exemplo:

raio igual a 5.

Figura 84 — Inserindo o valor do raio
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Fonte: feita pelo autor no Geogebra

e Ao digitar o valor aparecera o circulo de raio dado.
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Figura 85 — Circulo de raio 5
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e e 7. , A . o .
e Agora vamos dividir o circulo em 5 angulos de 72° cada, pois % = 72°. Para isso,

va em ferramentas, ponto, novo ponto e insira um ponto B no circulo.

Figura 86 — Inserindo um ponto B no circulo

€ GeoGebra
ATquNvo_Ediar_ Exitir Disposigies Opgies [Ferramentas) Janela Auda

Nz FG ‘Configurar Barra de Ferramentas 7] HovoPonto
Jie =3 | Cliue na Janela de Visualizago ou sobre um objeto
=& criarumaNova Ferramenta

Lic- M- o~ m- &) Gerenciar Ferramentas
Movimento ,
Pontos > NowPonto
Retas, Segmentos, Semitetas e Vetores Ponto em Objeto
g Janeia & 5 abjeto]
Poligonos. .
° Intersegao de Dois Ojetos
el Ponto Wédio ou Centro
Conicas

Nimero Complexo

Wedidas
Transformagdes

Objetos Especiais
Interface Gréfica »
Gerais

Personalizadas

€ GeoGebra
ATquio_Ediar_ Bxivir Disposigies Opgles Ferramentas Janela Auda

LA elo)<lN]

T

as2

| ovoponto
.} Ciiaue na Janeta de Visualzagio ou sobre um odjeto

ABC

Fonte: feita pelo autor no Geogebra



Capitulo 5. Sugestoes de atividades diddticas 121

e V4 agora em ferramentas, medidas, angulo com amplitude fixa. Em seguida, clique
no ponto A e depois no B. Ira aparecer uma janelinha para se colocar o valor do

angulo. E s6 colocar o valor de 72° e d4 ok.

Figura 87 — Construindo um angulo de 72°
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Fonte: feita pelo autor no Geogebra

e Agora podemos aplicar o mesmo procedimento para obtermos os outros angulos.
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Figura 88 — Obtendo os outros angulos de 72°
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e Agora, vamos unir os pontos obtidos. V4 em ferramentas, retas, segmentos, semiretas

e vetores, segmento definido por dois pontos. Agora é so unir cada ponto aos dois

opostos e obter o pentagrama.

Figura 89 — Pentagrama
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5.26 Relacionando a sequéncia de Fibonacci com o Teorema de
Pitagoras

Com esta atividade pretendemos alcancar os seguintes objetivos: relacionar a
sequéncia de Fibonacci com o teorema de Pitagoras, promover a discussao e participacao
em grupos. Ela terd a duracao de 1h/aula, os materiais envolvidos serao: 1apis, borracha,
atividade digitada, quadro negro e pincel atomico. Para sua execugao é preciso que os alunos
detenham os seguintes conhecimentos: niimeros racionais e suas operagoes elementares,

Teorema de Pitagoras, sequéncia de Fibonacci.

A atividade ocorrera do seguinte modo: primeiramente o professor explicara que
0 objetivo da aula é mostrar a relagao entre o Teorema de Pitagoras e a sequéncia de
Fibonacci e que na sua execucdo, eles fiquem atentos e busquem relacionar os resultados
encontrados com a sequéncia. Feito isso, o professor dividira a sala em 4 grupos e entregard
a cada equipe uma atividade digitada. O professor dard um tempo para a resolucao da
mesma e ficara alerta, esclarecendo as duvidas. Terminada a atividade, todos apresentarao
as conclusoes obtidas. Depois disso, o professor fara, de forma simples e clara, a explicagao

no quadro negro da relacao entre o teorema de Pitagoras e a sequéncia.

Atividade:

e Nos triangulos abaixo, use o teorema de Pitagoras e encontre a medida do quadrado

da hipotenusa, observando os resultados encontrados:

Figura 90 — O teorema de Pitagoras e a sequéncia de Fibonacci

BC =13

Fonte: feita pelo autor no Geogebra
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A atividade descrita acima é referente a seguinte propriedade dos niimeros de

Fibonacci:

e O quadrado da hipotenusa de um tridangulo retangulo cujos catetos sdo ntimeros

consecutivos da sequéncia de Fibonacci é um ntimero de Fibonacci.

5.27 Explorando a irracionalidade do nimero de ouro

Esta atividade tem os seguintes objetivos: apresentar o nimero de ouro, conhecer o
numero de ouro e sua histéria e estimular o gosto do aluno pela Histéria da Matematica.
Ela sera extraclasse e acontecera do seguinte modo: quando o professor estiver falando
do conjunto dos niimeros irracionais, aproveitara para falar sobre o nimero de ouro e em
seguida pedira para que os alunos pesquisem sobre a histéria do mesmo e lhe entreguem

um trabalho escrito.
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Conclusao

Como vimos, a sequéncia de Fibonacci foi oriunda do problema de reproducao de
uma populagao de coelhos exposto por Leonardo de Pisa, no ano de 1202, em seu primeiro
livro Liber abaci e que a mesma é muito rica em propriedades interessantes. Inicialmente
falamos do contexto histérico, destacando aspectos da vida de Fibonacci e evidenciando
suas obras mais relevantes. Em seguida, passamos a estudar sua sequéncia propriamente
dita, mostrando algumas de suas intimeras propriedades e evidenciando a férmula de
Binet. Também conhecemos o niimero de ouro e evidenciamos o retangulo e a espiral
aurea, obtendo sua construcao. Mostramos também a notavel conexao entre a sequéncia de
Fibonacci e o niimero de ouro e enfatizamos a relagdo entre este niimero e o pentagrama.
Vimos varias aplicagoes da mesma no mundo material, mostrando que ela esta intimamente
relacionada em muitas situacgoes praticas. Como no ultimo capitulo iriam ser utilizados
os softwares Maxima e Geogebra, destinamos um capitulo a evidenciar muitas de suas
ferramentas, descrevendo-as minuciosamente. Por fim, encerramos com uma coletanea
de atividades didaticas destinadas a serem desenvolvidas em sala de aula com alunos do

primeiro ano do ensino médio, apresentando todos os seus passos detalhadamente.

Dessa forma, por tudo que foi exposto, podemos concluir que este trabalho é
de extrema relevancia, pois possibilitou um conhecimento muito rico sobre a sequéncia
de Fibonacci e o nimero de ouro, bem como sua relacao e propriedades, mostrando
varias aplicagoes interessantes no mundo material, além de sugerir inimeras atividades
que os professores podem desenvolver em sala de aula. Também, no capitulo sobre os
softwares matematicos, apresentamos muitas ferramentas importantes sobre os mesmos,
possibilitando assim uma opcao de contato preliminiar com os mesmos. Com isso, desejamos
que os professores que nao tenham conhecimento de tais softwares se sintam estimulados a
estuda-los e adota-los em sala de aula. No tocante as atividades, vimos que as mesmas
buscam a discussao, integragdao e participacao ativa dos alunos. Além disso, muitas
almejam aproximar os discentes com a Historia da Matematica e o contato com a tecnologia,
buscando assim uma fuga das aulas mecanicas, onde o professor é o centro do conhecimento
e somente reproduz o que esta no livro didatico, através da exposicao do contetiddo no
quadro negro e em seguida com a aplicagdo de exercicios, nao levando em conta, por
conseguinte, o prévio conhecimento dos alunos e a capacidadade de investigagao por parte

dos mesmos.

Finalizando, podemos dizer que o estudo sobre o tema foi bastante prazeroso e
aprendemos grandemente sobre o mesmo. Ele é um tema muito amplo e é claro que ficou
muitos pontos dos quais nao falamos. No entanto, pelo que escrevemos, esperamos que

ele seja uma relevante fonte de pesquisa para muitas pessoas que queiram conhecer tais
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assuntos e que as atividades propostas venham de fato a serem aplicadas em sala de
aula pelos professores de ensino médio, devido ao fato de acreditarmos que as mesmas
sao munidas de uma vasta riqueza e possibilidade de aproximacao da Matematica com o
mundo concreto. Esperamos também inspirar outros trabalhos com este tema, dessa vez
com aplicagoes das atividades propostas em sala de aula e os resultados obtidos com as

mesmas.
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