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Resumo

O objetivo deste trabalho é apresentar algumas das importantes contribuicoes
mateméticas atribuidas a Pitagoras e aos pitagoricos. A metodologia empregada
foi a pesquisa bibliografica, levando em consideracao aspectos da historia do grego
Pitagoras. Para isto, foram utilizadas referéncias de varios autores que escrevem
sobre a Historia da Matemaética. A principio falaremos sobre a figura mitica de
Pitagoras de Samos, as fontes histéricas que o mencionam e a fundacao da escola
criada por ele; em seguida, abordaremos as principais descobertas mateméaticas
que lhes foram atribuidas como, por exemplo, um famoso teorema da Geometria
plana que leva seu nome, o Teorema de Pitagoras, principal resultado atribuido
aos pitagoricos, que tem suas aplicagoes em varias areas do conhecimento e cuja
inspiracio levou ao famoso “Ultimo Teorema de Fermat”. Discorremos também
sobre propostas de ensino, em sala de aula do ensino bésico, referente aos temas:
Teorema de Pitdgoras e Niumeros irracionais, visando contribuir para a melhoria
do ensino da Matematica.

Palavra-chave: Pitagoras, Escola pitagorica, Teorema de Pitagoras, Grandezas
irracionais, Poliedros, Miusica, Matemética - Estudo e Ensino.



Abstract

The objective of this paper is to present some of the important contributions
mathematical attributed to Pythagoras and the Pythagoreans. The methodology
was the literature, taking into account aspects of the history of the Greek Pytha-
goras. For this, references were used by several authors who write on the History
of Mathematics. At first we’ll talk about the mythical figure of Pythagoras of Sa-
mos, the historical sources that mention and the school foundation created by him;
then discuss the major mathematical discoveries assigned to them, for example, a
famous theorem of Geometry flat that bears his name, the Pythagorean theorem,
the main attributable the Pythagoreans, which has applications in various areas
of knowledge and whose inspiration led to the famous “Fermat’s Last Theorem”.
We discuss also teaching proposals, in the classroom of basic education, the topics:
Theorem Pythagoras and Irrational numbers, to contribute to the improvement of
mathematics teaching.

Keyword: Pitagoras, Escola pitagorica, Teorema de Pitagoras, Grandezas irraci-
onais, Poliedros, Misica, Matemética - Estudo e Ensino.
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Introducao

Desde os tempos remotos o homem se utiliza da Matemética para resolver
problemas. Seja de natureza pratica como o calculo de areas de terrenos agricolas,
conforme era feito na demarcacao de terras as margens do rio Nilo ou de natureza
tedrica como a busca pela resposta do ultimo teorema de Fermat.

Os filosofos e matematicos gregos foram os primeiros a ver a Matematica como
algo além de uma ferramenta para contagem e calculos simples. Os grandes ide-
alizadores da abstracao e sistematizagao da Matematica foram Tales de Mileto e
Pitagoras de Samos. As descobertas de Tales e Pitagoras sdo muito importantes
para a ciéncia, é tanto que ainda hoje sao ensinadas nas escolas.

Os Parametros Curriculares Nacionais (PCNs) indicam que o processo de en-
sino e de aprendizagem na disciplina de Matematica pode ter uma contribuigao
significativa quando se recorre a Historia da Matemaética, pois, desse modo, ela
ganha vida e surge como uma criacao humana em resposta a suas necessidades.
Isso possibilita ao aluno comparar a Mateméatica do passado com a do presente,
desenvolvendo valores favoraveis para uma melhor aprendizagem.

“E'm musitas situagées, o recurso a Historia da Matemdtica pode es-

clarecer ideias matemdticas que estao sendo construidas pelo aluno,
especialmente para dar respostas a alguns “porqués” e, desse modo,
contribuir para constituicdo de um olhar mais critico sobre os obje-
tos de conhecimento”. (BRASIL, 1997, p. 46)

Contar e entender a histoéria sao meios importantes para favorecer o aprendizado
e possibilitar novas descobertas e redescobertas como é o indicado nos Parametros
Curriculares Nacionais (PCNs).

O presente trabalho tem por objetivo abordar sobre a mateméatica do grego
Pitagoras e da escola por ele fundada - A ESCOLA PITAGORICA - discorrendo
um pouco sobre a historia dessa escola e apresentando, em seguida, algumas de suas
importantes contribuicoes para o desenvolvimento da Matemaética como ciéncia,
mostrando, desta forma, sua heranca cientifica, desde sua época até os dias de
hoje.

Este trabalho foi dividido em trés partes e esta organizado da seguinte maneira:
a primeira parte inicia-se na secao 1 com um pouco de histéria mostrando as
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fontes de informagoes a respeito de Pitagoras e, em seguida, a formacao da escola
pitagorica.

Na segunda parte, secao 2, sao apresentadas as principais contribuigoes atri-
buidas a escola pitagorica, as quais sao: O raciocinio postulacional e a matematica
demonstrativa, a aritmética pitagorica, o teorema de Pitagoras, a descoberta das
grandezas irracionais, identidades algébricas, resolucao geométrica de equacoes
quadraticas, os poliedros regulares e a misica de Pitagoras.

E na terceira parte, secao 3, fazemos as consideracoes finais concluindo este
trabalho.



1 Um pouco de histéria

No século VI a.C., Pitagoras de Samos foi uma das figuras mais influentes e,
no entanto, misteriosas da Matematica. Como nao existem relatos originais de
sua vida e de seus trabalhos, Pitagoras esta envolto em lendas fantasiosas e mitos,
tornando dificil para os historiadores separar o fato da ficcao. No entanto, seus
seguidores espalharam suas crencas e feitos por todo o mundo grego e, consequen-
temente, por todo o ocidente.

Os pitagoricos viam a figura do ntimero como a esséncia de todas as coisas. O
principio metafisico de que tudo é ntimero ou pode ser representado por ntmeros foi
o pilar da filosofia pitagorica que baseava-se na suposicao de que a causa tltima das
véarias caracteristicas do homem e da matéria sao os ntimeros inteiros. Isso levava
a uma exaltacao e ao estudo dos niimeros e da aritmética, junto com a geometria,
a musica e a astronomia, que constituiam as artes liberais basicas do programa de
estudos pitagorico. Esse grupo de matérias tornou-se conhecido na Idade Média
como quadrivium , ao qual se acrescentava o trivium, formado de gramatica, logica
e retorica. Issas sete artes liberais vieram a ser consideradas como a bagagem
cultural necessaria de uma pessoa educada(EVES, 2004).

1.1 Fontes de informacoes a respeito de Pitagoras

Embora muitos conhecessem as aspiracoes de Pitagoras, ninguém fora da Ir-
mandade conhecia os detalhes ou a extensao do seu sucesso. Cada membro da
escola era forcado a jurar que nunca revelaria ao mundo exterior qualquer uma de
suas descobertas matematicas. Mesmo depois da morte de Pitdgoras, um membro
da Irmandade, que quebrou o juramento, foi afogado. Ele revelou, publicamente,
a descoberta de um novo soélido regular, o dodecaedro, contruido a partir de doze
pentagonos regulares. sta natureza alternativa secreta da Irmandade Pitagorica
contribuiu para os mitos que se criaram em torno de estranhos rituais que seriam
praticados. E também explica por que existem tao poucos relatos confidveis de
suas conquistas matematicas.

11
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Para EVES (2004), a principal fonte de informagoes a respeito dos primeiros
passos da matemética grega é o chamado Sumdrio Eudeminiano de Proclo. Esse
sumério consiste nas paginas de abertura do Comentdrio sobre Euclides, Livro I,
de Proclo e ¢ um breve resumo do desenvolvimento da geometria grega desde seus
primeiros tempos até Euclides. Embora Proclo tivesse vivido no século V d.C.,
mais de um milénio depois da mateméatica grega, ele ainda teve acesso a muitos
trabalhos historicos e criticos que de entao para ci se perderam, salvo alguns
fragmentos e alusoes preservados por ele proprio e outros. Dentre esses trabalhos
estd um resumo de uma historia aparentemente completa de geometria grega, ja
desaparecida a época de Proclo, cobrindo o periodo anterior a 335 a.C., e escrita
por Eudemo, um discipulo de Aristoteles. O nome Sumdrio Eudeminiano se deve
a esse trabalho anterior.

O préximo matematico ilustre a ser mencionado no Sumdrio Eudeminiano é
Pitagoras, envolto numa névoa de tal misticismo por seus seguidores que pouco se
sabe sobre ele com algum grau de certeza. Ao que parece Pitadgoras nasceu por
volta de 572 a.C. na ilha egéia de Samos, leste do mar Egeu. Fala-se também na
possibilidade de ter sido discipulo de Tales, ja que era apenas cinquenta anos mais
novo que este e morava proximo a Mileto.

Segundo BOYER (1974), varias bibliografias de Pitdgoras foram escritas na
Antiguidade, mas se perderam. E dificil separar histéria e lenda no que se refere
a Pitagoras, pois ele representa tantas coisas para o povo - filésofo, astronomo,
matemético, abominador de feijao, santo profeta, milagreiro, mégico, charlatao.
Que foi uma das figuras mais influentes é dificil negar. Pois seus seguidores, seja
iludidos, seja inspirados espalharam suas crencas por quase todo o mundo grego.

Para KAHN (2007) as principais fontes sobre Pitagoras sao as obras de Dio-
genes Laércio, Porfirio e Jamblico. Ainda segundo KAHN, a obra moderna mais
fundamental sobre o assunto foi “Tradi¢ao e Ciéncia no Antigo Pitagorismo”, es-
crito por Walter Burkert! em 1962, que relata o quao radicalmente a descricao
tradicional da doutrina pitagoérica foi alterada ou inventada pelos seguidores ime-
diatos de Platao.

KAHN cita que na literatura da antiguidade, Pitagoras é tido como o fundador
da Matematica, da Miusica, da Astronomia e da Filosofia. Nas palavras de Jam-
blico, ele foi o "principe” e pai da filosofia divina (Kanh, 2007). Mas nem todos
o aprovavam, nas palavras de Heréaclito, “seu saber ¢ grande, mas sua sabedoria é
fraudulenta” (HERACLITO, apud KAHN, 2007).

!Estudou a cosmologia e filosofia de Pitagoras, relatados por Aristételes até os tempos de
Filolau, em meados e fim do século V (KAHN, 2007).
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1.2 A formacao da escola pitagoérica

Pitagoras adquiriu suas habilidades matematicas em suas viagens pelo mundo
antigo. Algumas historias tetam nos fazer crer que Pitagoras teria ido até a India
e a Inglaterra, porém o mais certo é que ele aprendeu muitas técnicas matematicas
com os egipcios e babilonios. Esses povos antigos tinham ido além da simples con-
tagem e eram capazes de célculos complexos que lhes permitiam criar sistemas de
contabilidade sofisticados. De fato os dois povos viam a Mateméatica como uma fer-
ramenta para resolver problemas praticos. A motivacao que conduziu & descoberta
de algumas leis basicas da Geometria era a necessidade de refazer a demarcacao
dos campos, perdida durante as enchentes anuais do rio Nilo. Observou-se que 0s
egipcios e babilonios faziam seus célculos na forma de uma receita que podia ser
seguida cegamente. Tais receitas passadas de geragao a geracao sempre produziam
a resposta correta, e assim ninguém se preocupava em examinar, ou questionar, a
logica subjacente daquelas equacoes. O importante para essas civilizacoes era que
os calculos davam certo. Por que davam certo era irrelevante.

Depois de vinte anos de viagens, Pitdgoras tinha assimilado todo o conheci-
mento matematico do mundo conhecido. Entao ele velejou para seu lar, a ilha de
Samos, no mar Egeu, com o propoésito de fundar uma escola devotada ao estudo da
filosofia e voltada para a pesquisa da matematica que acabara de conhecer. Queria
entender os nimeros e nao meramente utiliza-los. Mas, durante sua auséncia, o
tirano Policrates tinha transformado a outrora liberal Samos em uma sociedade
intolerante e conservadora. Policrates convidou Pitagoras a fazer parte de sua
corte, mas o filosofo percebeu que o objetivo da oferta era meramente silencia-lo e
recusou a honra. Depois deixou a cidade e foi morar em uma caverna, numa parte
remota da ilha.

Pitagoras nao apreciava o isolamento e acabou subornando um menino para
ser seu primeiro aluno. A identidade do garoto é incerta, mas alguns historiadores
sugerem que ele também se chamava Pitdgoras. Pitdgoras, o mestre, pagava ao
seu aluno trés ébolos para cada aula a que ele comparecia. Logo percebeu que, a
medida que as semanas se passavam, a relutancia inicial do menino em aprender se
transformava em entusiasmo pelo conhecimento. Para testar seu pupilo, Pitagoras
fingiu que nao podia mais pagar o estudante e que teria de interromper as aulas.
Entao o menino se ofereceu para pagar por sua educacao. O pupilo tornara-se
discipulo. Infelizmente este foi o tinico adepto que Pitadgoras conquistou em Samos.
Ele chegou a estabelecer temporariamente uma escola conhecida como Semicirculo
de Pitagoras, mas suas ideias de reforma social eram inaceitaveis e o filésofo foi
obrigado a fugir com sua mae e seu dnico discipulo.

Pitagoras partiu para o sul da Italia, que era entao parte da Magna Grécia.
Ele se estabeleceu em Crotona onde teve a sorte de encontrar o patrono ideal em
Milo. Milo era o homem mais rico de Crotona e um dos homens mais fortes de
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toda historia, tratava-se de um homem de proporcoes hercileas, que fora doze
vezes campedao nos jogos olimpicos. Além de sua capacidade como atleta, Milo
também apreciava e estudava a Filosofia e a Matematica. Ele cedeu uma parte
de sua casa para que Pitdgoras estabelecesse sua escola. Seguro em seu novo
lar, Pitdgoras fundou a Irmandade Pitagorica - um grupo de cerca de seiscentos
seguidores, capazes nao apenas de entender seus ensinamentos, mas também de
contribuir criando ideias novas e demonstracoes (SINGH, 2000).



2 Principais contribuicoes
atribuidas a escola pitagorica

2.1 O raciocinio postulacional e a matematica de-
monstrativa

A Idade do Ferro que se anunciava trazia consigo mudancas abrangentes. O
surgimento de uma nova civiliagao se deu nas cidades comerciais espalhadas ao
longo das costas da Asia Menor e, mais tarde, na parte continental da Grécia,
na Cilicia e no litoral da Ttalia. A visao estatica do Oriente antigo tornou-se
insustentavel e, numa atmosfera de racionalismo crescente, o homem comecou a
indagar como e porqué.

Pela primeira vez em matematica o homem comecou a formular questoes como

e por que os dngulos da base de um tridngulo isdsceles sao iguais?

e por que o didmetro de um circulo divide esse circulo ao meio?.

Algumas experiéncias como o método demonstrativo foram se consubstanci-
ando e se impondo, e a feicao dedutiva da Matemaética, considerada pelos doutos
como sua caracteristica fundametal, passou ao primeiro plano. Assim, a Matema-
tica, no sentido moderno da palavra, nasceu nessa atmosfera de racionalismo.

Em Matematica o conceito de prova ou demonstracao é muito mais rigoroso e
poderoso do que o que usamos em nosso dia a dia e até mesmo mais preciso do
que o conceito de prova em outras ciéncias.

A diferenca entre prova cientifica e prova matemaética é ao mesmo tempo sutil
e profunda. Ela é crucial para que possamos entender o trabalho de cada mate-
matico, desde Pitagoras.

A ideia da demonstracao matematica classica comeca com uma série de axio-
mas, declaragoes que julgamos serem verdadeiras. Entao, através da argumentagao
logica, passo a passo, é possivel chegar a uma conclusao.

15
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Segundo LIMA (Nameros e Fungoes Reais, 2013), na apresentacdo de uma
teoria matematica, toda definicdo faz uso de termos especificos, os quais foram
definidos usando outros termos, e assim sucessivamente. FEste processo iterativo
leva a trés possibilidades:

a) Continua indefinidamente, cada definicao dependendo de outras anteriores,
sem nunca chegar ao fim.

b) Conduz a uma circularidade, como nos dicionarios.

¢) Termina numa palavra, ou num conjunto de palavras que nao sdo definidas,
isto é, que sao tomadas como representativas de conceitos primitivos. Exemplos:
ponto, reta, conjunto.

Evidentemente, as alternativas a) e b) nao convém a Matematica. A alternativa
c) é a adotada.

Para podermos empregar os conceitos primitivos adequadamente, é necessario
dispor de um conjunto de principios ou regras que disciplinem sua utilizacao e esta-
belecam suas propriedades. Tais principios sao chamados aziomas ou postulados.
Assim como os conceitos primitivos sao objetos que nao se definem, os postulados
sao proposicoes que nao se demonstram.

Uma vez feita a lista dos conceitos primitivos e enunciados os postulados de
uma teoria matematica, todas as demais noc¢oes devem ser definidas e as afirma-
coes seguintes devem ser demonstradas. Nisto consiste o método postulacional ou
aziomatico.

As proposicoes a serem demonstradas chamam-se teoremas e suas consequén-
cias imediatas sao denominadas coroldrios. Uma proposicao auxiliar, usada na
demonstracao de um teorema, é chamada um lema.

Segundo EVES (2004), em algum momento entre Tales, 600 a.C., e Euclides,
300 a.C., concluiu-se a nogao de discurso logico. O método postulacional ou axio-
mdtico tornou-se a verdadeira esséncia da matemaéatica moderna e grande parte do
desenvolvimento da geometria, segundo esse modelo, deve-se aos pitagoricos. Sem
duvida uma das maiores contribui¢oes dos gregos primitivos foi o desenvolvimento
desse método de raciocinio postulacional.

A Escola Pitagorica revigorou a mateméatica com sua busca zelosa pela verdade
através da demostragao matematica.

2.2 A aritmética pitagoérica

Para DOMINGUES (1991), nao resta davida de que os pitagoricos viam o papel
dos niimeros no mundo de uma maneira muito especial. Dai nao ser surpresa que
a aritmética teorica tenha nascido entre eles. Como a escola tratava a Matematica
de uma maneira muito filosofica e abstrata, desvinculada das exigéncias da vida
pratica, era natural que separassem o estudo teérico dos niimeros, que chamavam
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“aritmética”, dos calculos praticos, que denominavam “logistica”’, preocupando-se
apenas com o primeiro desses aspectos.

2.2.1 Os ntimeros pares e impares

Ainda segundo DOMINGUES, aos pitagoricos deve-se a distingao entre ntiime-
ros pares e impares. Os seguintes teoremas, entre outros, eram conhecidos por
eles:

» A soma de dois nimeros pares é par;

» O produto de dois nimeros impares é impar;

» Quando um numero impar divide um nimero par, também divide sua me-
tade.

2.2.2 Os ntmeros amigaveis

Segundo EVES (2004), Jamblico, um influente filésofo neoplatonico que viveu
por volta de 320 d.C., atribui a Pitagoras a descoberta dos nliimeros amigaveis.

Definicao 2.1. Dois niimeros se dizem amigdveis se cada um deles € igual a soma
dos divisores prdprios' do outro.

Por exemplo, 284 e 220 (par atribuido a Pitadgoras), sdo amigaveis por que os
divisores proprios de 220 sao 1, 2, 4, 5, 10, 11, 20, 22, 44, 55 e 110 cuja soma ¢é
284, ao passo que os divisores proprios de 284 sao 1, 2, 4, 71 e 142 cuja soma ¢é 220.

Esse par de niimeros alcancou uma aura mistica, e rezava a supersticao posterior
que dois talismas com esses niimeros selariam uma amizade perfeita entre os que
0S usassem.

Parece que nenhum novo par de nimeros amigaveis foi descoberto até que o
grande especialista francés em Teoria dos Niumeros Pierre de Fermat anunciou
em 1636 um novo par formado por 17296 e 18416. Estabeleceu-se recentemente,
porém, que se tratava de uma redescoberta e que esse par fora encontrado antes
pelo arabe al-Banna (1256 - 1321) no fim do século XIII ou comego do século XIV,
talvez usando a férmula do arabe Tabit ibn Qorra.

Tabit ibn Qorra (826 - 901) inventou a seguinte regra para determinagio de
nlimeros amigaveis:

Teorema 2.1. Sep=3-2"—1,¢q=3-2""1—1,r=9-22""1 —1 sd0 trés primos
impares, entao 2"pq e 2"r formam um par de numeros amigdveis.

LOs divisores proprios de um nimero positivo N sdo todos os divisores positivos de N exceto
o proprio N
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Dois anos apoés a participacao de Fermat, o matematico e filésofo francés René
Descartes deu um terceiro par. Um estudo sistemético dos niimeros amigéaveis foi
empreendido pelo matemético suico Leonhard Euler que, em 1747, deu uma lista
de trinta pares, ampliada por ele mais tarde para mais de sessenta.

2.2.3 Os ntimeros perfeitos, deficientes e abundantes

Também se atribuem aos pitagoricos os numeros perfeitos, deficientes e abun-
dantes(EVES, 2004).

Definicao 2.2. Numero perfeito € aquele niimero cuja soma dos divisores proprios
resultam no proprio numero.

E o caso dos nimeros 6 e 28.
Divisores proprios de 6 sao: 1,2 ¢ 3 , somando 1+ 2+ 3 = 6.

Divisores proprios de 28 sao: 1, 2,4, 7e 14 , somando 1 +2+4+ 7+ 14 = 28.

Definicao 2.3. Um nimero é deficiente se a soma de seus divisores proprios é
MENOT que 0 Proprio NUMero.

E o caso, por exemplo do niimero 15.

Divisores proprios de 15 sao: 1, 3 e 5, somando 1 +3+5=9 < 15.

Definicao 2.4. Um nimero é abundante se a soma de seus divisores proprios €
mator do que ele mesmo.

E o caso, por exemplo, do niimero 12.
Divisores proprios de 12 sao: 1,2, 3,4 e 6, somando 1+2+3+4+6 = 16 > 12.

A medida que os ntimeros inteiros se tornam maiores, a tarefa de encontrar ni-
meros perfeitos se torna mais dificil. Até 1952, conheciam-se apenas doze niimeros
perfeitos, todos pares, dos quais os trés primeiros sao 6, 28 e 496.

Pitagoras era fascinado pelos niimeros perfeitos, mas ele nao se contentava em
meramente colecionar esses niimeros especiais, ele queria descobrir seu significado
mais profundo. Uma de suas descobertas foi que a perfeicao estava associada ao
nimero 2.

Os ntimeros 4 = 22, 8 = 23, 16 = 2, etc. sao conhecidos como poténcias de 2 e
podem ser escritos como 2", onde n é natural. Todas estas poténcias chegam perto,
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mas falham em ser nimeros perfeitos, porque a soma de seus divisores é sempre
uma unidade menor do que o proprio ntimero. Isso os torna apenas levemente
imperfeitos:

22 =4 Divisores 1,2 Soma =3
23 =8 Divisores 1,2,4 Soma =17
24 =16 Divisores 1,2,4,8 Soma = 15
20 =32 Divisores 1,2,4,8,16 Soma = 31

A dltima proposicao do livro IX dos Elementos de Euclides prova que se 2" — 1
¢ um nimero primo, entao 2" (2" — 1) ¢ um ntumero perfeito.

Os numeros perfeitos dados pela formula de Euclides sao ntimeros pares, e
Euler provou que todo nimero perfeito par tem essa forma. A existéncia ou nao
de ntimeros perfeitos impares é uma das célebres questoes abertas da Teoria dos
Ntmeros.

2.2.4 Os ntmeros figurados

Na época de Pitagoras ainda se contava através do uso de pedrinhas ou de
marcas de pontos na areia. Por outro lado eram os pitagoricos observadores atentos
das formas geométricas.

Segundo EVES (2004), parece haver uma concordancia universal quanto a que
os numeros figurados se originaram com os membros mais antigos da escola. Esses
niimeros, que expressam o nimero de pontos em certas configuracoes geométricas,
representam um elo entre a Geometria e a Aritmética.

e Niumeros Triangulares

Os nameros 1, 3, 6, 10, 15, 21, ... sao chamados triangulares porque cor-
respondem & distribuicao de pontos num plano na forma de triangulos, do
seguinte modo:

]
& A
o o0 000
® &% 000 0000
o 00 000 0000 00000
O 00 000 0000 00000 000000
T[:] 'Tf:-'j Tﬁ;:fj T;:]U I‘j:l‘j ”GZE]\

Figura 2.1: Numeros Triangulares



A aritmética pitagorica 20

Se indicarmos por 7}, o enésimo numero triangular, vale a férmula:
1
Cn:1+2+m+n:§Mn+U.
e Nimeros Quadrados

Os niameros que resultam de dispor pontos num plano de modo a formar
quadrados, conforme a figura 2.2, chamam-se nimeros quadrados:

Y11

o889 esoeee

89 poe® sessese

08 see soee seseee

e 99 gsee® eeee eeeee
Q.=1 Q.=4 Q,=9 Q,=16 Q.=25

Figura 2.2: Numeros Quadrados

Muitos resultados interessantes sobre nimeros figurados podem ser obtidos
de maneira puramente geométrica e informal. Indicando por ), o enésimo
numero quadrado e dividindo seus pontos, como na figura 2.3, observa-se que

XX &

Figura 2.3:

1 1 1

Para passar de um ntimero quadrado a outro os pitagoricos procediam se-
gundo o esquema da figura 2.4

Figura 2.4:
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donde
Qn+(2n+1)=Quin=>n"+2n+1)=(n+1)>

Outra propriedade interessante dos nimeros quadrados é
1+34+5+--+(2n—1)=n>

de acordo com a Figura 2.5.

e Nuameros Pentagonais

Os numeros que resultam de dispor pontos num plano de modo a formar
pentagonos, conforme a figura 2.6, chamam-se nimeros pentagonais:

%
L] L]
o % #%0°0 %
% %700 2058
. e 0 0
%« 0o%e 0%0e o“ccoe
e Ce CoO® ooce oocoe
P,=1 P,s5 P,=s12 P.=22 P,=35
(a)
Figura 2.6:

O enésimo nimero pentagonal, P,, é dado pela soma dos termos da PA

3n—1 3 -1
Pn:1+4—|—7+"'+(3n—2):%ZR—F%:TL—F:ﬂTw1).

(Resultado que pode ser observado na Figura 2.6b)

e Nuameros Hexagonais

Os nameros que resultam de dispor pontos num plano de modo a formar
hexagonos, conforme a figura 2.7, chamam-se nimeros hexagonazis:
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.'IIII I.
.-'il 'l. .IG'DCJE-DO I-
.l'.'. ..DGDD{'.'J .. I{'}C‘D‘:'CJ% Dﬁ -'
.I'l. .GD{JG .- Ggﬂ% ﬂﬂ.- DGD GC? {}DGGI.
L (o] ] lal ] (alalal ] [¢laTaTel |
H,=1 H,=6 H,=15 H.=28 H,=45%

Figura 2.7: Numeros Hexagonais

No caso dos nimeros hexagonais, o enésimo nimero hexagonal H,, é dado

pela soma

(I1+4n—3)n
2

H,=1+4+5+9+ - +[4n-1)+1] = =2n* —n.

2.2.5 Os nimeros primos

Definicao 2.5. Um nimero natural maior do que 1 que s6 possui como divisores
positivos 1 e ele proprio é chamado de nimero primo. (HEFEZ, 2013)

Segundo MELO (2014), é possivel que os primeiros estudos sobre os nimeros
primos venham da Escola Pitagorica, que ja compreendia a ideia de primalidade e
estudava os nimeros perfeitos e os niimeros amigaveis. Os ntimeros primos eram
chamados por eles de lineares, por serem representados por pontos agrupados em
linha. J& os niimeros nao-primos poderiam ser representados por pontos formando
retangulos, dando a ideia de que os nimeros lineares (primos) seriam os geradores
desses outros.

Outro fato chamativo era que, para os pitagoéricos, o nimero dois nao era
considerado um niimero primo. Para eles, o niimero um e o nimero dois nao
seriam ntmeros verdadeiros, mas geradores de niimeros impares e pares.

Quando Os Elementos de Euclides apareceram ja muitos dos resultados impor-
tantes sobre niimeros primos tinham sido provados.

Quantos serao os nimeros primos? Essa pergunta foi respondida por Euclides
no livro IX dos FElementos.

Utilizaremos a mesma prova dada por Fuclides, onde pela primeira vez se regis-
tra o uso de uma demonstragao por reducao ao absurdo em matematica (HEFEZ,
2013).

Teorema 2.2. Ezxistem infinitos nimeros primos.
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Demonstracao de Euclides

Suponha que exista apenas um niimero finito de nimeros primos py,- -+ , p.
Considere o nimero natural

n=pips - -pr+ L

Pelo teorema fundamental da aritmética?, o niimero n possui um fator primo p
que, portanto, deve ser um dos py,--- , p,., € consequentemente, divide o produto
p1p2- - -pr. Mas isso implica que p divide 1, o que é absurdo. [

2.3 O Teorema de Pitagoras

Para EVES (2004), a tradi¢ao ¢ unanime em atribuir a Pitdgoras a descoberta
independente do teorema sobre triangulos retangulos hoje universalmente conhe-
cido pelo seu nome.

Teorema 2.3. O quadrado sobre a hipotenusa de um tridngulo
retingulo € igual & soma dos quadrados sobre 0s catetos.

SINGH (2000) cita que o teorema de Pitagoras fora impresso em milhoes, se
nio bilhées, de mentes humanas. E o teorema que toda crianca inocente deve
aprender. Esse teorema ja era conhecido pelos chineses e babilonios, mais de
um milénio antes, mas sua primeira demonstracao geral pode ter sido dada por
Pitagoras.

Alguns historiadores discordam da confiabilidade da atribuicao de que Pita-
goras tenha realizado a demonstracio do teorema. E que Plutarco (I d.C.), que
¢ a fonte historica mais antiga, ao mencionar que Pitdgoras tenha realizado tal
feito, sacrificou um touro para comemorar (KAHN, 2007), ato que contrariava os
principios de respeito aos animais nao-humanos que ele pregava.

2.3.1 Possivel demonstragao de Pitagoras

Muitas conjecturas tém sido feitas quanto a demonstracao que Pitagoras po-
deria ter dado, mas ao que parece foi uma demonstracao por decomposicao como
a que se segue, ilustrada na Figura 2.8.

Dado um triangulo retangulo de catetos a e b e hipotenusa ¢, consideremos
os dois quadrados da figura 2.8, cada um de lados iguais a a + b. O primeiro

2Todo ntimero natural maior do que 1 ou é primo ou se escreve de modo tinico (a menos da
ordem dos fatores) como produto de nimeros primos (HEFEZ, 2013, p. 141).
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b a
a a
b
b b
a
b a
Figura 2.8:

quadrado estd decomposto em seis partes - a saber, os dois quadrados sobre os
catetos e quatro triangulos retangulos congruentes ao triangulo dado.

O segundo quadrado estd decomposto em cinco partes - a saber, o quadrado
sobre a hipotenusa e quatro triangulos retangulos congruentes ao triangulo dado.

Subtraindo-se as parte iguais em ambas as figuras, conclui-se que o quadrado
sobre a hipotenusa é igual a soma dos quadrados sobre os catetos.

Para provar que a parte central da segunda decomposicao é efetivamente um
quadrado de lado ¢, precisamos usar o fato de que a soma dos angulos internos de
um triangulo retangulo é igual a 180°.

Figura 2.9:

De fato, baseado na figura 2.9, como consequéncia das congruéncias, temos
/FEB=/GFC =/DGH = ZFEHA, cuja medida representaremos por «; além
disso, /HEA = /FFB = /FGC = ZGHD , cuja medida representaremos por 3.
Como os triangulos HAE, EBF, FCG e GDH sao triangulos retangulos, temos:

a+ [ =90°.
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EVES (2004) cita que o Sumdrio Eudeminiano atribui esse teorema sobre tri-
angulos em geral aos pitagoricos. EE como uma demosntragao desse teorema requer,
por sua vez, o conhecimento de certas propriedades sobre retas paralelas, credita-se
também aos pitagoricos o desenvolvimento dessa teoria.

Elisha Scott Loomis, professor de Matematica em Cleveland, Ohio (Estados
Unidos), durante 20 anos colecionou demonstragoes desse teorema, organizou num
livro, ao qual chamou “The Pythagorean Proposition” (A Proposi¢io de Pitagoras).
A primeira edicao, em 1927, continha 230 demonstracoes. Na segunda edicao,
publicada em 1940, este ntimero foi aumentado para 370 demonstracoes. Algumas
recebem até nomes: a mais bela prova, a prova mais curta, a demonstracao do
presidente, etc.

2.3.2 Outras demonstracoes do teorema de Pitigoras

» A prova mais curta do Teorema de Pitagoras

Dado o triangulo ABC| retangulo em A (Figura 2.10), a altura AD (perpendi-
cular a BC), relativa a hipotenusa, origina dois triangulos semelhantes ao proprio
triangulo, em vista da congruéncia dos angulos (BAD C, complemento de B,
C'AD = B, complemento de C’) Portanto, temos:

AABC ~ AABD = £ ="
a C

AABC ~ AACD = 2 — %
a

As expressoes acima fornecem ¢? = an e b?> = am. Adicionando-as membro a
membro, obtemos b + ¢ = am +na = a(m +n) = a - a = a?

Figura 2.10:

» A demonstracao de Henry Perigal
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Segundo LIMA et al.(Temas e problemas elementares, 2013), Henry Perigal
publicou em 1873 a demonstragao que se pode apreciar na Figura 2.11. Trata-se
da forma mais evidente de mostrar que a soma das areas dos quadrados construidos
sobre os catetos preenche o quadrado construido sobre a hipotenusa.

Figura 2.11:

Perigal corta o quadrado construido sobre o maior cateto por duas retas pas-
sando pelo seu centro, uma paralela & hipotenusa do triangulo e outra perpendi-
cular, dividindo esse quadrado em quatro partes congruentes. Essas quatro partes
e mais o quadrado construido sobre o menor cateto preenchem completamente o
quadrado construido sobre a hipotenusa.

Vamos provar que o quadrado (); é realmente congruente com o quadrado )1,
baseado na Figura 2.12.

H

Figura 2.12:

Sejam AC' =be AB = c os lados dos quadrados construidos sobre os catetos.
Como as quatro pecas interiores ao quadrado ACEF sao congruentes, facamos
AG = DFE = z.
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Sendo BC' DG um paralelogramo, BG = C'D, ou seja, c+x = b—x = ¢ = b—2x.
ComoHJ=GF =CDeHI=DF temoslIJ=HJ-HI =b—x—x=b—2x =c.
Portanto Q1=@)5, como queriamos demonstrar. []

2.3.3 A reciproca do teorema de Pitagoras

Os antigos egipcios faziam uso de uma corda com treze nds, igualmente es-
pagados, de modo a determinar um angulo reto (Figura 2.13). Ao avaliarmos o
emprego da corda de treze nos, fica claro que os egipcios também sabiam que um
triangulo de lados 3, 4 e 5 possui um angulo de 90°. Certamente eles ja conheciam
o Teorema de Pitagoras e sua reciproca. Segundo LIMA et al.(Temas e Problemas
Elementares, 2013), o Teorema de Pitdgoras ja era conhecido na China cerca de
600 anos antes de Pitagoras e ha provas concretas de que os babilonios antigos
também conheciam esse teorema. Muitos tabletes de barro datados do periodo de
1800 a 1600 a.C. foram encontrados, decifrados, e hoje se encontram em diversos
museus. Um deles, chamado Plimpton 322, esta na Universidade de Columbia. Os
pesquisadores descobriram que esta tabela continha ternos pitagoricos.

Figura 2.13: Modelo da corda de 13 nés dos antigos egipcios

Na verdade, tanto egipcios como chineses e babilonios conheciam e utilizavam
na pratica a reciproca do teorema de Pitagoras, que diz:

Teorema 2.4. Se a, b e ¢ sdo reais positivos com a®> = b> + c2, o tridngulo de
lados a, b e ¢ € retdngulo.

Demonstragao

Consideremos o triangulo ABC com AB = ¢, BC' = a e CA =0 (Figura 2.14).

1° caso: A < 90°



O Teorema de Pitagoras 28

Imaginemos que b < ¢. Assim, o ponto D, projecao de C sobre AB cai no
interior do lado AB. Sejam AD =x e CD = h.

Figura 2.14:

Como o triangulo ADC' é retangulo, temos b* = h? + 2.
Como o triangulo BDC' é retangulo, temos:

a® = h*+ (c — )

a’? =0 — 2>+ —2cx + 22

=0+ =2z

ou seja, a® < b + 2.
2° caso: A > 90°

Agora, o ponto D cai fora do lado AB.
Os mesmos calculos que fizemos no caso anterior nos levam a a? = b*> +c*+2cz,
ou seja, a® > b% + 2.

Demonstramos entao que em um triangulo ABC, de lados a, b e c,
A=90°=a’=b"+¢
A<90° = a® < b* +
A>90° = a® > b+

Para WAGNER (2011), é importante que desde cedo o aluno conheca a dife-
renca entre uma proposicao e a sua reciproca.
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2.3.4 Os ternos pitagoricos

Segundo SINGH (2000), um dos rejeitados a ingressar na Irmandade Pitagorica
foi um candidato chamado Cilon que ficou furioso com sua humilhacao e rejeicao, e
vinte anos depois ele se vingou. Durante a sexagésima Olimpiada (510 a.C.) houve
uma revolta na cidade de Sibares. Telis, o lider vitorioso na revolta, comecou uma
barbara campanha de perseguicao contra os partidarios do governo anterior, o que
levou muitos deles a buscarem refiigio em Crotona. Telis exigiu que os traidores
fossem mandados de volta para receberem sua puni¢ao em Sibares. Mas Milo e
Pitagoras convenceram os cidadaos de Crotona a enfrentar o tirano e protegerem
os refugiados. Telis ficou furioso e imediatamente reuniu um exército de 300 mil
homens e marchou sobre Crotona. Milo defendu a cidade com 100 mil cidadaos
armados. Depois de setenta dias de guerra, a lideranca superior de Milo levou-o a
vitoria.

Apesar do fim da guerra, a cidade de Crotona ainda estava tomada pela agi-
tacao devido as discussoes sobre o que deveria ser feito com os espolios da guerra.
Temendo que as terras seriam dadas para a elite pitagorica, o povo de Crotona
comegou a protestar. J& havia um certo ressentimento entre as massas porque
a Irmandade continuava a ocultar suas descobertas, mas nada aconteceu até que
Cilon surgiu como porta-voz do povo. Ele alimentou os temores, a paranoia e a
inveja da multidao, liderando-a num ataque para destruir a mais brilhante escola
de matemética que o mundo ja vira. A casa de Milo e a escola adjascente foram
cercadas, todas as portas trancadas e bloqueadas para que ninguém escapasse, €
entao o incéndio comecou. Milo abriu caminho e escapou, mas Pitagoras morreu
com muitos de seus discipulos.

Depois da morte de seu fundador, a Irmandade deixou Crotona. Mas as per-
seguicoes continuaram e muitos membros tiveram que se refugiar no estrangeiro.
Esta emigracao forcada encorajou os pitagoricos a espalharem seu credo matema-
tico pelo mundo antigo. Os discipulos de Pitagoras estabeleceram novas escolas
e ensinaram aos seus alunos os métodos da prova logica. Além de ensinarem sua
prova do teorema de Pitagoras, eles também explicaram ao mundo o segredo de
encontrar os ternos pitagoricos que consiste em encontrar inteiros a, b e ¢ que pos-
sam representar os catetos e a hipotenusa de um triangulo retangulo de tal modo
que a® + b? = 2. Por exemplo, a = 3, b = 4 e ¢ = 5 formam um terno pitagérico
ja que 32 + 42 = 52

Credita-se aos pitagoricos a formula
m*—1, m?+1

) =
m?—1 m?+1

2 72

m? + (

na qual o terno ordenado (m, ), para todo m impar, constitui um

terno pitagorico.
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Talvez observando o gnémon (pontos a direita e acima do angulo reto tracado
na Figura 2.15) que fecha o ntimero n? tem 2n + 1 pontos e que este nimero
representa dois lados de um quadrado.

1
e o o ' @
"""""" n 3
e o (o0 ! @
————— 1 1 :
o o o i@
Figura 2.15:

Os pitagoricos devem ter experimentado fazer 2n + 1 = m? (o que implica m
fmpar, pois se o quadrado de um ntimero é impar, o proprio nimero também o é).
Dai segue que

e portanto:

n+1=

Como (n+ 1)*> =n? + 2n + 1, entao:

m*+1, m?>—1,

(= ()

Donde

2.4 QOutros conhecimentos associados ao teorema
de Pitagoras

2.4.1 Generalizacao do teorema de Pitagoras

O Teorema de Pitagoras afirma que a area do quadrado construido sobre a
hipotenusa de um triangulo retangulo é igual a soma das areas dos quadrados
construidos sobre os catetos.

Vamos imaginar figuras semelhantes quaisquer construidas sobre os lados de
um triangulo retangulo.
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Figura 2.16:

Sejam C', A e B as areas de figuras semelhantes construidas sobre a hipotenusa
c e sobre os catetos a e b de um tridngulo retangulo como da Figura 2.16.

Sabemos que a razao entre as areas de figuras semelhantes é igual ao quadrado
da razao de semelhanca. Entao:

C c, C B
=W T ep
A a, A B
-G T eTR
Portanto,
¢ B A
TR @

Pela propriedade das proporcoes, sendo ¢? = a+b?, concluimos que C' = A+ B.

Isto significa que, se figuras semelhantes sao construidas sobre os lados de um
triangulo retangulo, a drea da figura construida sobre a hipotenusa € igual 6 soma
das dreas das figuras construidas sobre os catetos.

2.4.2 Do Teorema de Pitagoras ao tltimo Teorema de Fer-
mat

O Teorema de Pitagoras e sua infinidade de ternos foram abordados no livro
O diltimo Problema, de Eric T. Bell, que despertou a atencao de um jovem inglés
chamado Andrew Wilis. Embora a Irmandade tivesse conseguido um entendimento
quase completo dos ternos pitagoricos, Wilis logo descobriria que a equacio a? +
b? = 2, aparentemente inocente, tinha um lado negro, isto ¢, que no caso mais
geral, citado abaixo, ainda nao tinha sido demonstrada e que havia desafiado as
mentes mais brilhantes da Matematica, como por exemplo, Leonhard Euler.
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Na equacgao de Pitadgoras os trés nimeros, a, b e ¢ sao todos elevados ao qua-
drado
a> +v* =
Contudo, o livro descrevia uma equacgao parecida na qual a, b e ¢ sao elevados ao
cubo
@+ 0=l
Encontrar nimeros inteiros que satisfacam a equacao cibica parece impossivel.

Na equagao original, “ao quadrado”, o desafio era arrumar os ladrilhos de dois
quadados e formar um terceiro quadrado maior conforme a Figura 2.17.

o

L |

Figura 2.17:

Na versao “ao cubo” o desafio é rearrumar dois cubos formados por “cubinhos
menores”, para formar um terceiro cubo, maior. O mais préoximo que alguém
ja chegou de um arranjo perfeito foi aquele em que falta ou sobra um cubinho
(exemplo, Figura 2.18).

Figura 2.18: mostrando que 6% + 8 =93 — 1 = 216 + 512 = 729 — 1

Além disso, se a poténcia mudar de 3 (cubo) para qualquer outro nimero mais
alto n, entao a descoberta de uma solucao se torna igualmente impossivel.

Pierre de Fermat nascido em 20 de agosto de 1601, na cidade de Beaumont-
de-Lomagne, no sudoeste da Franca, era um verdadeiro estudioso amador de ma-
teméatica. Enquanto estudava o Livro Il da Aritmética, Fermat encontrou toda
uma série de observagoes, problemas e solucoes relacionadas com o Teorema de
Pitagoras e os ternos pitagoricos. Ele ficou impressionado com a variedade e a
quantidade de ternos pitagéricos e estava ciente de que, séculos atras, Euclides



Outros conhecimentos associados ao teorema de Pitagoras 33

tinha feito uma demonstracao provando que, de fato, existe um ntmero infinito de
ternos pitagoricos.
O ultimo teorema de Fermat, como é conhecido, declara que

at+ bt =c"

nao tem solu¢ao no campo dos ntimeros inteiros para n maior do que 2.
Na margem de sua Aritmética, ao lado do problema 8, Fermat escreveu uma
nota de sua observagao:

“E impossivel para um cubo ser escrito como soma de dois cubos ou
uma quarta poténcia ser escrita como wma soma de dois nimeros
elevado a quatro, ou, em geral, para qualquer nimero que seja ele-
vado a uma poténcia maior do que dois ser escrito como a soma de

duas poténcias semelhantes.”

Depois dessa nota na margem, esbogando sua teoria, Fermat colocou um comen-
tario adicional que iria assombrar geragoes de matematicos:

“Fu tenho uma demonstracdo realmente maravilhosa para esta pro-

posi¢cao, mas esta margem € muito estreita para conté-la.”

Suas proprias palavras sugerem que ele estava satisteito com sua demonstragao
mas nao se daria ao incomodo de escrevé-la, quanto mais publica-la, como, de fato,
nunca o fez.

Em 23 de junho de 1993, em uma Conferéncia no Instituto de Matematica
Isaac Newton em Cambridge, Andrew Wiles, passados 356 anos desde a apresen-
tacao do teorema, faz o antncio da descoberta de sua demonstracao. Infelizmente
havia uma pequena falha, Wiles entao se afasta por mais um ano, a fim de corrigir
o erro e apresentar a nova demonstracao reformulada. Apo6s a correcao do erro
detectado, foram necessarios mais alguns meses para a apreciacao da demonstra-
¢ao, que possuia cerca de 200 paginas, e ap6s um periodo de suspense, em 1995
a demonstracao é finalmente aceita, sendo porém tao técnica que apenas alguns
poucos no mundo inteiro eram capazes de compreendé-la.

2.4.3 O teorema de Pitagoras em sala de aula

O grande desafio dos educadores é tornar a Matematica mais atrativa e interes-
sante e fazer com que os alunos despertem o interesse em busca do conhecimento.
Semelhantemente, é desafiador formar cidadaos autdénomos, com capacidade de
pensar, raciocinar, resolver problemas, cidadaos que, através dos conhecimentos
matematicos, possam entender a realidade que os cerca e transforma-la de forma
positiva.
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O livro didético é a principal ferramenta utilizada pelo professor no seu pla-
nejamento de aula, exercendo um papel muito importante no processo de ensino-
aprendizagem. Por esse motivo, o professor deve dispor de vérios livros de qua-
lidade, que se adequem & realidade cognitiva e cultural de seus alunos. Sabemos
que, muitas vezes, por falta de tempo para ler e pesquisar, o professor acaba utili-
zando o livro que a escola, quando publica, escolhe por meio do PNLD - Programa
Nacional do Livro Didatico.

A maior parte dos livros didaticos de matematica abordam o assunto “Teorema
de Pitagoras” estritamente pratico, com pouquissima contextualizagao histérica
e trazem, quase sempre, uma tunica demonstracao, por meio de semelhanca de
triangulos.

Uma proposta na apresentacao deste tema, a fim de mostrar maneiras diferentes
de aprender e ensinar matematica, seria:

e fazer uma apresentacao historica a respeito do triangulo retangulo e do per-
sonagem Pitagoras de Samos;

e fazer algumas demonstracoes do Teorema de Pitagoras, utilizando-se também
de recursos visuais como um software geométrico, audio-visuais e material
concreto, como por exemplo, a demonstracao de Perigal, vista na secao 2.3.2,
na forma de quebra-cabeca;

e resolver e propor exercicios com aplicacoes no dia a dia, fazendo uso da
interdisciplinaridade, e que tenham alguma significacao para o aluno, com o
objetivo de estimular o aprendizado e despertar o interesse;

e familiarizar o aluno com o Teorema de Pitdgoras através de metodologias
diferenciadas, propondo atividades ludicas como, por exemplo, dindmicas de
? 3 ?
grupo e jogos interativos.

Tudo isso tendo em vista a importancia e necessidade de diversificarem-se os
processos de ensino e de aprendizagem em sala de aula de matematica, conforme
enfatizam os Parametros Curriculares Nacionais.

“E consensual a ideia de que ndo existe um caminho que possa
ser identificado como tdnico e melhor para o ensino de qual-
quer disciplina, em particular, da Matemdtica. No entanto,
conhecer diversas possibilidades de trabalho em sala de aula é
fundamental para que o professor construa sua prdatica. Dentre
elas, destacam-se a Historia da Matemdtica, as tecnologias da
comunicacdo e 08 jogos como recursos que podem fornecer 0s
contextos dos problemas, como também os instrumentos para
a construgao das estratégias de resolugao”. (BRASIL, 1998,

p.42)
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2.5 A descoberta das grandezas irracionais

Os nimeros mais simples sao os inteiros positivos: 1, 2, 3, etc, usados para
contar. Mas as necessidades da vida diaria requerem, além da contagem de objetos

individuais, a medicao de vérias quantidades, como comprimento, que levaram a
1

introducao de fragoes como CHELVE etc. Definindo-se, assim, um nimero racional
. p . , . . . ,

como o quociente =, ¢ # 0, de dois nimeros inteiros, o sistema dos ndmeros
racionais ¢ suficiente para propositos praticos envolvendo medicoes, uma vez que
ele contém todos os inteiros e todas as fragoes.

Podemos pensar nos niimeros naturais como representados por pontos de uma
reta (Figura 2.19), cada ponto separado do anterior por uma unidade de compri-
mento.

o —p—
—

Figura 2.19:

Podemos representar os niimeros racionais na mesma reta (Figura 2.20) e pen-
sar neles como medindo fragoes de comprimento.

5. & 8
5 5 s
5 o e 0 e o B e 2 B e o e
0 2z 41 2 3
5 s -
5
Figura 2.20:

No inicio dos tempos modernos, algebristas italianos inventaram os nimeros
negativos que também podem ser representados na reta.
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As fragoes de denominador ¢ podem ser representadas pelos pontos que dividem
cada um dos intervalos unitarios em ¢ partes. Entao para cada nimero racional,
h& um ponto da reta. Para os primeiros matematicos parecia evidente que todos
os pontos da reta seriam usados dessa maneira. Deve ter sido um choque descobrir
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que h& pontos da reta que nao correspondem a nenhum nimero racional. Essa
descoberta foi uma das grandes realizagoes dos pitagoricos.

Uma enorme crise, que abalou os alicerces do pitagorismo e, por algum tempo,
toda a estrutura da matematica grega, surgiu quando entre os pitagéricos, alguém
observou que o lado e a diagonal de um quadrado sao segmentos de reta incomen-
suraveis, isto é, nao ha nenhum nimero racional que corresponda ao ponto P da
reta no caso em que OP é igual a diagonal de um quadrado cujos lados medem
uma unidade (Figura 2.21).

Figura 2.21:

Novos numeros tiveram que ser inventados para serem associados a esses pontos;
e nao sendo racionais, vieram a ser chamados niumeros irracionais. A descoberta
desses nimeros assinala um dos grandes marcos da Historia da Matematica.

Para provar que o comprimento da diagonal de um quadrado de lado unita-
rio ndo pode ser representado por um namero racional, basta provar que v/2 é
irracional.

Suponhamos que v/2 seja um namero racional, isto é, que

ﬂ:ﬂ = m:n\/§ = m? =22
n

Mas esta tltima igualdade ¢ absurda, pois na decomposicao de m? em fatores
primos o expoente do fator 2 é par enquanto que em 2n? é fmpar.

Por algum tempo, v/2 foi o tnico numero irracional conhecido. Mais tarde,
segundo Platdo, Teodoro de Cirene (c. 425 a.C.) mostrou que v/3, v/5, V7, V/8,
\/E, \/ﬁ, \/ﬁ, \/ﬁ, \/ﬁ, V15 e v/17 também séo irracionais. Por volta de 370
a.C., o “escandalo” fora resolvido por Eudoxo, um brilhante discipulo de Platao e
do pitagorico Arquitas, através de uma nova definicao de proporgao. O magistral
tratamento dos incomensuraveis formulado por Eudoxo aparece no quinto livro
dos Elementos de Euclides, essencialmene coincide com a exposicao moderna dos
numeros irracionais dada por Dedekind em 1872.
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2.5.1 Os numeros irracionais em sala de aula

E realmente necessario ensinar os nimeros irracionais na Educacio Basica?

O ensino dos numeros irracionais ¢ essencial nas ultimas séries do nivel fun-
damental e no ensino médio, porque ¢é preciso construir o conjunto dos nimeros
reais a fim de poder prosseguir com o estudo da Matemaética. Nao ha como in-
troduzir o tema das fungoes e dos seus graficos, sem passar pela identificacao do
conjunto numérico dos reais com a reta geométrica; nao ha como fazer geometria,
trigonometria ou logaritmos, progressoes geométricas ou matematica financeira,
sem reconhecer os irracionais.

Tratar este assunto nos niveis fundamental e médio, certamente, nao é muito
facil para os alunos, por apresentar um certo grau de abstracao. Porém as di-
ficuldades em compreender e conceituar adequadamente o conjunto dos niimeros
irracionais, infelizmente, também atinge parte dos professores.

Um estudo realizado por BOFF (2008) com cerca de 130 professores da rede

estadual de ensino de Foz do Iguaci e Regiao exemplifica a situagao.

2
BOFF (2008) relata que alguns professores afirmaram que - é um nimero

"

irracional, pois quando fazem a divisao na calculadora resulta em 0,285714... “e
como os decimais nao se repetem, dois sétimos é irracional”.

Um estudo realizado por COSTA (2008), também em Foz do Iguact e Regiao,
um professor diante da afirmacao: “quaisquer que sejam os nimeros irracionais o
e B, pode-se concluir que o + 3 ¢é irracional”, justificou que a afirmativa nao é
verdadeira, pois: “V24+ V7T =+1v2+7=+9 = 3 finalizando com a contestacao:

trés é racional”.
De acordo com COSTA (2008), um professor ofereceu a fracdo — como exem-

plo de nimero irracional, ao ser indagado como ele havia chegado a tal conclusao
o professor respondeu: “em forma de fragao é racional, mas se dividirmos ¢ irracio-
nal”. Fica nitido que este professor ndo sabe conceituar, e nao entende o significado
de ntimero irracional.

Na verdade, o que ocorre na maioria dos cursos de licenciatura em matemética,
segundo GOMES (2006), ¢ uma divisdo das disciplinas em especificas e pedago-
gicas. Nas disciplinas ditas de contetdo especifico, temos um ensino baseado na
transmissao de conhecimentos (giz ou pincel e quadro negro), no desenvolvimento
da habilidade de efetuar demonstragoes, esta herdada do formalismo e da influén-
cia dos bacharelados. Entretanto as avaliacoes sao efetuadas por meio de provas
onde sao cobradas resolucoes de exercicios padroes, muitos dos quais semelhantes
aos solucionados em sala de aula. Segundo os resultados mais recentes oriundos
da psicologia cognitiva esta visao é inadequada, e sua existéncia constitui um pro-
blema a ser superado. Torna-se necessario relacionar a teoria e a pratica muitas
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das vezes, tao distante nas discussoes das licenciaturas. E preciso criar mecanis-
mos nos cursos de formacgao que levem o professor formador de professores a ter
consciéncia de que esta formando professores para a educacao basica.

» Segmentos comensuraveis e incomensuraveis

Definimos segmento de reta como o conjunto dos pontos entre dois pontos
dados de uma reta, incluindo estes. Vamos indicar a medida ou comprimento do
segmento de reta AB por |AB).

Dado um segmento de reta AB, se for possivel obter n — 1 pontos interme-
didrios Ai, Ao, As, ..., A,,_1 sobre o segmento AB de tal modo que os n segmen-
tos AAy, A1Ay, AsAs, ..., A1 B tenham a mesma medida do segmento unitario
u (Ju| = 1), entdo |AB| = n, conforme ilustramos na figura 2.22.

Figura 2.22:

Se o segmento AB nao contém u um ntimero exato de vezes, vamos admitir que
seja possivel encontrar um segmento menor, digamos v, tal que v esteja n vezes
contido em u e m vezes contido em AB, com m e n inteiros. Nesse caso, v é um
submuiltiplo comum de AB e wu.

Quando existe esse segmento comum, dizemos que AB e u sao segmentos
comensuraveis.

1 m
n

1
Como u=nwv = v=—u=v=—, temos que [AB| = m-v =m-— =
n n n

Sendo m e n numeros inteiros, — é o quociente entre dois inteiros e também

¢ a medida do segmento de reta AB@ Dizemos que o resultado desta medicao, ou
seja, o numero que expressa esta medida, é um ntimero racional.

Nem sempre porém, escolhida a unidade de comprimento u, o segmento de reta
que se quer “medir’ e o segmento u sdo comensuraveis. E o que ocorre quando u
é o lado de um quadrado e AB é sua diagonal, conforme ja falado.

Dois segmentos de reta nao comensuraveis se dizem incomensuraveis.

As muitas dificuldades tanto por parte de alunos como de professores é por
falta de entender as definicoes de nimero racional e irracional.
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Podemos listar trés maneiras de se definir um ntmero irracional de modo a
oferecer, aos alunos e professores, condicoes de atingir os objetivos.

1*) Dizemos que um ntmero ¢ irracional quando representa a medida de um
segmento incomensuravel com a unidade.
2*) Um namero irracional é um nimero real que nao pode ser colocado na

m - o
forma — , onde m e n sdo nimeros inteiros com n # 0.

n

3*) Um namero é irracional, se sua representacao decimal for infinita e nao-
periddica (a representacao decimal de um nimero X é um simbolo da forma
X = ag, a1a0a3a4...a,....)

Alguns livros didaticos apresentam textos atualizados e dao especial cuidado a
historia dos niimeros, como forma de contextualizar os irracionais. Iniciam com a
histéria da crise da irracionalidade pela qual passaram os gregos na época de Pita-
goras. Trabalham o conceito de incomensurabilidade de forma intuitiva, medindo
e calculando razoes entre seguimentos, entre o comprimento de uma circunferéncia
e seu diametro, relembrando o nimero pi, e entre o comprimento da diagonal do
quadrado e o lado, para chegar a raiz de 2. Utilizam o Teorema de Pitagoras para
o calculo de diagonais, justificando o aparecimento das raizes inexatas. Tratam
da historia de pi e do Teorema de Pitdgoras. Definem finalmente nimero irra-
cional como niimeros nao racionais, aqueles que tém representacao infinita e nao
periodica.

Textos com esta abordagem sao bem recentes e sinalizam uma evolugao na
diregao da valorizacao da histéria dos ntimeros e das questoes geométricas que
deram origem aos irracionais. Ao mesmo tempo, mostram a preocupacao dos
autores em explicitar a crise da irracionalidade e convencer os alunos da existéncia
dos nimeros irracionais, recorrendo para isto, ou a nocao de incomensurabilidade
ou ao calculo por aproximacoes sucessivas.

2.6 Identidades algébricas

As identidades algébricas sao expressoes matematicas que envolvem as opera-
¢oes fundamentais e algumas fungdes, as quais sao validas para quaisquer conjuntos
de ntimeros.

EVES(2004) relata que os gregos antigos idearam processos algébricos engenho-
sos para efetuar operacoes algébricas, imbuidos da ideia de representacoes de um
nimero por meio de um comprimento. Atribui-se aos pitagoéricos parte considera-
vel dessa algebra geométrica que se acha espalhada por varios dos primeiros livros
dos Elementos de Euclides. Assim, o livro II dos Elementos contém varias propo-
sicoes que em realidade sao identidades algébricas envolvidas numa terminologia
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geométrica. Parece bastante certo que essas proposicoes tenham sido desenvolvidas
pelos primeiros pitagoricos, através de métodos de decomposigao.
Dentre essas proposic¢oes citamos o hoje conhecido “quadrado da soma de dois
termos”
(a+b)* = a® + 2ab + b*

Geometricamente, decompondo o quadrado de lado a+ b em dois quadrados e dois
retangulos de areas a2, b2, ab e ba, como mostra a figura 2.23.

a b

b b
a b
Figura 2.23:

O enunciado de Euclides para essa proposicao é: Dividindo-se uma reta em
duas partes, o quadrado sobre a reta toda € igual a soma dos quadrados sobre as
partes juntamente com o dobro do retdngulo contido pelas partes.

2.7 Resolucao geométrica de equacoes quadraticas

EVES(2004) cita que os gregos, em sua algebra geométrica, se utilizaram de
dois métodos principais para resolver certas equacoes simples - o método das
proporcoes e o método da aplicagcao de areas. Ha indicios de que ambos
esses métodos se originaram com os pitagoricos.

O método das propor¢oes permite a construcao de um segmento de reta z dado
pora:b=c:xoupora:x=x:b em que a,b, c, sao segmentos de reta dados.
Isto &, o método das propor¢oes fornece solucoes gométricas das equagoes (Figura
2.24).

ar = be e x? = ab.

X X
b

a c a b

Figura 2.24:
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Para explicar o método da aplicacao de areas, considere a Figura 2.25. Segundo
BECKER(2004), algumas construgoes geométricas encontradas no Livro II de Os
Elementos, tratam da resolucao de equacoes quadraticas.

Para analisar a validade das construgoes, faremos o uso de conceitos de geo-
metria moderna.

¥ s G
X \
b § a—x
A . -1 B
H_—
.-’"f/
E - a
c K D
Figura 2.25:

Um dos exemplos de equacao que apresentaremos, seguida da construgao geo-
métrica que fornece as suas solucdes, é a equacao quadratica z2 + ax — a? = 0.

Esta equacao surge na proposi¢ao 11 do Livro II, cujo problema ¢é dividir um
segmento AB, de modo que o retangulo sobre o segmento todo e uma das partes,
possua a mesma area que o quadrado construido sobre a outra parte do segmento
(Fig. 2.25). Ou seja, achar H de modo que a(a — z) = 2. Em outras palavras,
achar a raiz positiva x (ou AH) da equagao quadratica z2 + ar = a®.

Na figura, construimos o quadrado ABDC sobre o segmento AB = a. Dividi-
mos AC ao meio em E. Tracamos EB e estendemos CA, com centro em E e raio
EB tracamos o arco encontrando o ponto F, desta forma EF = EB. Construimos
o quadrado FGHA. Entdo, afirmamos que H é o ponto procurado (de maneira que
r = AH ¢é a raiz positiva de 22 + ax — a®> = 0.)

a

Sabemos que AB=ae FA = 3 pelo Teorema de Pitagoras no AAEB:

5a2 5
AB2+AE2:EBZ:>EBQ:%:>EB:(Z§
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EB=FF =FA+AF = AF=AH =x = = af

Q
w%
SN

a
2 2

Sabemos que a equacao quadratica citada anteriormente, possui uma solucao
negativa. No entanto, Euclides cita apenas a solugao positiva em Os Elementos,
devido ao fato de que para ele nao existiam os niimeros negativos, sendo assim a
outra solucao era considerada “falsa”. Sabemos que AF é raiz da equacao porque
é igual a AH, sendo assim a solucao “falsa” ou negativa é dada pelo segmento

CF = QT\/E + g
Além disso, nao vamos nos esquecer do problema inicial que impulsionou a
resolucao da equacao quadréatica em questao, para Euclides o problema consistia
em encontrar um ponto H de modo que as areas do retangulo HBDK e do qua-
drado FGHA fossem iguais, mas na verdade o problema recaia em uma equac¢ao
quadrética. Analisando o pensamento grego, pela visao de Fuclides, podemos per-
ceber que as solucoes sao dadas por segmentos, que possibilitam a construcao dos
quadrilateros desejados. E provavel que Euclides nio estava pensando na solucio
de equacoes quadraticas, mas sim na solucdo de um problema envolvendo areas.
Porém, hoje sabemos que estas construcoes nos possibilitam encontrar as solugoes
para equacoes quadraticas. Além disso, esta construcao nos permite construir o
V5 —1
2

“nimero de ouro”, basta tomarmos AB = a = 1 e assim obter AH = , ou

seja, a conhecida razao aurea.

2.8 Os poliedros regulares

Poliedro &€ uma reuniao de um ntumero finito de poligonos planos chamados
faces, onde:

e cada lado de um desses poligonos é também lado de um, e apenas um, outro
poligono.

e A intersecao de duas faces quaisquer ou é um lado comum, ou é um vértice
ou é vazia.

e ¢é sempre possivel ir de um ponto de uma face a um ponto de qualquer outra,
sem passar por nenhum vértice (ou seja, cruzando apenas arestas).

(LIMA et al., A Matematica do Ensino Médio, vol. 2, 2006).

Todo poliedro (no sentido da definigdo acima), limita uma regiao do espago
chamada de interior desse poliedro. Dizemos que um poliedro é convezro se qual-
quer reta (nao paralela a nenhuma de suas faces) o corta em, no maximo, dois
pontos.
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Figura 2.26: Um poliedro convexo e um nao convexo.

“Um poliedro convexo é regular quando todas as faces sao poligonos regulares
iguais e em todos os vértices concorrem o mesmo nimero de arestas”(LIMA et al.,
A Matematica do Ensino Médio, vol. 2).

Segundo EVES (2004), os poliedros regulares sao designados de acordo com o
ntimero de faces que possuem. Assim, ha o tetraedro com quatro faces triangu-
lares, o hexaedro, ou cubo, com seis faces quadradas, o octaedro com oito faces
triangulares, o dodecaedro com doze faces pentagonais e o icosaedro com vinte
faces triangulares (Figura 2.27).

AN

TETRAEDRC e PR

& @

DODECAEDRO ICOSAEDRD

Figura 2.27: Poliedros regulares.

Os primérdios da histoéria dos poliedros perdem-se nas brumas do passado. Ha
um inicio de tratamento matematico desses solidos no Livro XIII dos Elementos
de Euclides. O primeiro escolio desse livro observa que se “ira tratar dos solidos
de Platao, assim chamados erradamente, porque trés deles, o tetraedro, o cubo e
o dodecaedro se devem aos pitagoricos, ao passo que o octaedro e o icosaedro a
Teeteto”.
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De qualquer maneira Platao, em seu Ttmeu, apresentou uma descri¢cao dos cinco
poliedros regulares e mostrou como construir modelos desses sélidos, juntando
triangulos, quadrados e pentiagonos para formar suas faces.

2.9 A mausica de Pitagoras

PEREIRA (2013) diz que a relagio entre matemética e musica se evidencia de
forma cientifica primeiramente com Pitagoras, que foi o primeiro a realizar uma
experiéncia registrada na historia da ciéncia, no sentido de isolar algum dispositivo
para observar fenémenos de forma artificial. Trata-se do experimento feito com
o monocoérdio, instrumento composto por uma unica corda estendida entre dois
cavaletes fixos sobre uma prancha ou mesa, possuindo ainda um cavalete movel
colocado sob a corda para dividi-la em duas se¢oes (Figura 2.28).
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Figura 2.28: Monocoérdio de Pitagoras

O monocordio, ao ser tocado na modalidade “corda solta”, isto é, presa apenas
pelas extremidades, produzia um som, uma nota musical que serviria de referéncia
para que pudesse determinar as outras. As ‘“novas” notas encontradas por ele foram
determinadas a partir de proporcoes numéricas bem definidas: (Figura 2.29)

e A Tonica3, de razdo 1:1 — comprimento c

3¢
e A Quarta, de razao 3:4 — comprimento T

3Em Mdsica, a primeira nota de uma escala ou de um acorde ¢ denominada tonica ou funda-
mental.
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2c
e A Quinta, de razao 2:3 — comprimento 3

c
e A Oitava, de razao 1:2 — comprimento 5

Do

—
e
—

—_—

Figura 2.29: Notas encontradas por Pitagoras

Segundo SINGH (2000), Iamblicus, um estudioso do século IV, descreve como
Pitagoras descobriu os principios béasicos da harmonia musical.

Certa vez ele estava dominado pela ideia de descobrir se poderia criar um
instrumento mecanico para ampliar o sentido da audigao, que fosse preciso e en-
genhoso. Por algum ato divino de sorte, aconteceu de pitdgoras passar por uma
oficina de um ferreiro e ouviu os martelos golpeando o ferro e produzindo uma
harmonia variada, cheia de reverberacoes, exceto por uma combinacao de sons.

De acordo com Tamblicus, Pitagoras correu imediatamente para dentro da forja
a fim de investigar a harmonia dos martelos. Ele percebeu que a maioria dos mar-
telos podia ser usada simultaneamente para gerar sons harmoniosos, enquanto
qualquer combinac¢ao contendo um martelo particular produzia um ruido desagra-
dével. Ele analisou os martelos e descobriu que aqueles que eram harmoniosos
entre si tinham uma relagao matematica simples - suas massas eram pProporgoes
simples, ou fracoes, umas das outras. Ou seja, martelos que possuissem a metade,
dois tercos ou trés quartos do peso de um determinado martelo produziriam sons
harmoniosos. Por outro lado, o martelo que gerava desarmonia quando golpeado
junto com os outros tinha um peso que nao apresentava qualquer relagao simples
com o peso dos outros.

Pitagoras descobrira que as relagoes numéricas simples sao as responsaveis pela
harmonia na miusica. Tocando simplesmente uma corda temos uma nota padrao
(tonica), que é produzida pela vibragdo da corda inteira. Prendendo a corda em
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determinado ponto de seu comprimento ¢ possivel produzir outras vibracoes ou
notas, como ilustrado na Figura 2.30.
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Figura 2.30:

2.9.1 A escala musical pitagoérica

Segundo PEREIRA (2013), nao se sabe ao certo em que nota estava afinado
o monoco6rdio, mas, na verdade, isso nao tem importancia, pois o que realmente
interessa é a relacao entre a corda tocada solta (tonica) e as outras notas obtidas
pressionando o monocérdio em determinadas posicoes e fazendo vibrar a corda
pressionada nessas posicoes. Essas notas consoantes sao, na escala ocidental atual,
a oitava, a quinta e a quarta, relativas a tonica.

A oitava é a nota obtida ao tocar a corda na metade do seu comprimento e que
o ouvido humano interpreta como sendo a mesma nota. A primeira e a oitava sao
identificadas por nés como sendo notas naturalmente equivalentes.

Pode-se fazer uma analogia com o violao, por exemplo. Quando tocamos uma
nota na 12¢ casa do violao, obtemos a oitava da nota tocada com a corda solta.
E a 12% casa pressionada corresponde & corda pressionada na metade do seu com-
primento, ou seja, na razao 1:2. Exatamente como descobriu Pitagoras ha 2500
anos!

A partir dessa descoberta, estava, entdo, formada a primeira escala musical, a
mais elementar e a que serviu de base para a miisica grega: a escala formada pelos
quatro sons descobertos por Pitagoras, que hoje sabemos que eles representam a
12, a 4%, a 5% e a 8% na escala atual*. Como consequéncia, surgiu o tetracordio, uma

4d6, ré, mi, fa, sol, 14, si, do
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espécie de lira com quatro cordas, cada uma contendo uma nota daquela escala.

Pitagoras também verificou que o som produzido pelo monocérdio quando pres-
sionado em outros pontos sendao esses mostrados acima produziam outros sons,
porém dissonantes, nao apraziveis. Pode parecer abstrato, mas, mesmo um leigo
em Misica é capaz de comprovar esse fato, da seguinte maneira:

e Tome um violao, escolha uma corda e meca-a com uma régua.

Toque-a e “sinta” a sonoridade.

e Agora tome dois tercos da corda, prenda-a e toque novamente.

O segundo som pareceré, digamos, concordante com o primeiro.

e Por fim, escolha uma fragao distinta da anterior.
Por exemplo, trés sétimos. Toque a corda.

Este tiltimo nao parecera consoante com o primeiro, mas dissonante.



3 Consideracoes Finais

Pitagoras de Samos e seus seguidores deixaram muitas contribui¢cdes no campo
da Matemaética. Fizemos, neste trabalho, a apresentacao de alguns dos importantes
conhecimentos matematicos desenvolvidos por eles. Dissertamos sobre a figura
misteriosa de Pitagoras e a fundagao de sua escola.

O pitagorismo perdurou por cerca de 200 anos, cujos membros somavam quase
600 pessoas. Embora nao haja provas concretas da maioria dos feitos de Pitago-
ras e de seus discipulos, é impossivel negar que todo o conhecimento matematico
produzido pela Irmandade Pitagorica contribuiu notavelmente para a Historia da
Humanidade, pelo seu interesse pelo estudo da Matematica, sendo também eles
os primeiros a produzir demonstracoes rigorosas sobre as verdades matematicas.
Suas ideias e crencas foram difundidas por toda a Grécia, inspirando os mate-
maticos das geragoes futuras. Segundo BOYER (1974), atribui-se aos pitagoricos
parte consideravel da Algebra Geométrica encontrada nos primeiros livros de Os
Elementos, de Euclides. Por isso, embora Tales de Mileto seja conhecido como o
“primeiro matematico”, Pitagoras é conhecido como o “Pai da Mateméatica”.

Devemos aos pitagoricos o método do raciocinio postulacional. A aritmética
e a geometria deles causaram diversos problemas de Teoria dos Numeros ainda
hoje nao solucionados. Falamos sobre sua principal descoberta, o teorema que
leva o nome de Pitagoras, o qual inspirou o famoso “Ultimo Teorema de Fermat”
demonstrado em 1994 pelo matematico britanico Andrew Wiles.

Discorremos também sobre algumas propostas de ensino quanto ao Teorema
de Pitagoras e aos nimeros irracionais.

Concluimos, enfim, que a matemética deixada pela Escola Pitagorica é, de
fato, uma deslumbrante pagina da historia da Matematica, e suas descobertas
certamente dominarao a mente de muitos por varias geracoes.
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