Universidade Federal de Goias AAA
Instituto de Matematica e Estatistica A AAA
U FG Programa de Mestrado Profissional em

3

PROFMAT

Matematica em Rede Nacional

Equacoes Diferenciais Ordinarias Lineares Com
Coeficientes Constantes e Derivacao da
Equacao Caracteristica

Ricardo da Silva Santos

Goiania,

2015






Ricardo da Silva Santos

Equacoes Diferenciais Ordinarias Lineares
Com Coeficientes Constantes e Derivacao da
Equacao Caracteristica

Trabalho de Conclusao de Curso apresentado ao Instituto de Matematica e Estatistica
da Universidade Federal de Goias, como parte dos requisitos para obtencao do grau de
Mestre em Matematica.

Area de Concentraciao: Matematica do Ensino Basico

Orientador: Prof. Dr Ole Peter Smith

Goiania,

2015



Ficha catalografica elaborada automaticamente
com os dados fornecidos pelo(a) autor(a), sob orientagédo do Sibi/UFG.

da Silva Santos, Ricardo

Equacdes Diferenciais Ordinarias Lineares Com Coeficientes
Constantes e Derivacdo da Equagéo Caracteristica [manuscrito] / Ricardo
da Silva Santos. - 2015.

XLVII, 47 f.

Orientador: Prof. Dr. Ole Peter Smith.
Dissertacdo (Mestrado) - Universidade Federal de Goias, Instituto de
Matematica e Estatistica (IME) , Programa de Pés-Graduagdo em
Matematica, Goiania, 2015.

Bibliografia.

Inclui lista de figuras.

1. EDOs. 2. Lineares. 3. Coeficientes Constantes. 4. Equacao
Caracteristica. |. Peter Smith, Ole, orient. Il. Titulo.




Ricardo da Silva Santos

Equacdes Diferenciais Ordinarias Lineares com
Coeficientes Constantes e Derivacido da
Equac¢ao Caracteristica

Trabalho de Conclusdo de Curso defendido no Programa de Mestrado Profissional em
Matematica em Redc Nacional — PROFMAT/UFG, do Instituto de Matematica ¢
Estatistica da Universidade Federal de Goias, como requisito parcial para obten¢io
do titulo de Mestre em Matematica, area de concentragfio Matematica do Ensino

Bésico, aprovado no dia 27 de margo de 2015, pela Banca Examinadora constituida
pelos professores:

Prof. Dr. Ouc 1 crer oaunm
Instituto de Matematica ~ Hetatigtica-UFG
P

Prof, Dr. M ecconello

Prof. Dr. Durval José Tonon
Instituto de Matematica e Estatistica-UTFG



Todos os direitos reservados. E proibida a reproducéao total ou parcial deste trabalho

sem a autorizacao da universidade, do autor e do orientador.

Ricardo da Silva Santos graduou-se em Mateméatica pela Universidade Federal de
Goias em 2011, durante a graduagao foi monitor das disciplinas de Calculo Diferencial
de Geometria Analitica, ja atuou como professor substituto do Estado de Goias e atual-
mete é professor substituto do Instituto Federal de Goias-Campus Goiania, atuando no
Ensino Médio e Superior, e professor na Faculdade Noroeste ministrando Matemética

Financeira e Matematica Bésica.



“Sonhos, desejamos alcancar
ser alguém com poder maior do que vocé ji tem”
Ishikawa Keiju (Dragon Ball Z)



Agradecimentos

Agradeco primeiramente a Deus.

Agradeco a minha familia pelo suporte e apoio em todos os momentos de dificul-
dades durante o curso.

Agradeco ao meu Orientador Ole Peter Smith, pelas ideias, orientacoes e todas as
demais contribuicoes no meu trabalho.

Agradeco a todos meus amigos do PROFMAT, em especial a Pamella, PH , Phzinho
e Robinho pela convivéncia e momentos de descontracao durante o curso.

Agradeco ainda aos amigos do Mestrado Académico e Doutorado Académico em
especial ao Pedro, Marcos Tulio Bala, Dassael, Thiago Preto pela amizade, zoacao e
companheirismo.

Agradeco também a CAPES pelo suporte financeiro que foi de fundamental impor-
tancia para a conclusao do curso.

E a todos que foi de alguma forma importante nesse trabalho e nesse curso que

agora me foge da memoria.



Resumo

Este trabalho foi dividido em 3 capitulos. No primeiro temos algumas defini¢oes
basicas para o estudo de Equacoes Diferenciais, e resultados bésicos como a féormula
de Euler e Wronskiano.

No segundo capitulo, falamos sobre Equacoes Diferenciais Lineares de Primeira
Ordem, além de comentarmos sobre o que vem a ser Problema do Valor Inicial (PVI),
e o Teorema da Existéncia e Unicidade para EDO’s.

No terceiro e principal capitulo, trabalhamos com métodos de resolucao de uma
Equacao Diferencial Ordinaria Com Coeficientes Constantes. Em especial, apresenta-
mos um método nao tao usual na literatura Matematica pra resolver EDOs Lineares,

que é através da Derivacao da Equagao Caracteristica.

Palavras-chave

Equacoes Diferenciais Ordinarias, Equacao Caracteristica, Coeficientes Constantes.
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Abstract

This work was divided into three chapters , the first we have some basic defini-
tions for the study of differential equations, and basic results as Euler’s formula and
Wronskian .

In the second chapter, we talked about Differential Equations of First Order Linear,
and commenting on PVI, and the Theorem of Existence and Uniqueness for ODEs.

In the third and main chapter, we work with resolution methods Differential Equa-
tions. In particular, we present a unnusual in mathematics literature to solve Linear

Differential Equations, which is by Equation Characteristic.

Keywords

Ordinary differential equation, Characteristic Equation, constant coefficients.
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Introducao

Neste trabalho falaremos sobre Equacoes Diferenciais Ordinéarias o qual denotaremos
por EDO, principalmente sobre métodos resolutivos de EDOs Lineares Com Coeficiente
Constantes.

O trabalho, esta dividido em trés capitulos, no primeiro abordaremos as prelimina-
res onde estao algumas definicoes e alguns resultados importantes como por exemplo,
a Formula de Euler Para Numeros Complexos, as defini¢oes basicas de EDO, além do
Teorema de Existéncia e Unicidade de EDO.

No Segundo Capitulo, falamos basicamente de EDOs de primeira ordem, definicoes
método de resolucao e etec, além disso provamos um teorema importante sobre Solucao
Completa de uma EDO Nao-Homogénea.

No Terceiro e Ultimo capitulo, falamos sobre o enfoque principal do trabalho, que
sao as EDO’s Lineares Com Coeficiente Constantes, vemos um método que para resol-
ver cada EDO homogénea tem uma relagao com encontrar as raizes de um Polinomio
equivalente, e ainda utilizando o Teorema de Solucao Completa do capitulo anterior,

resolvemos EDOs Lineares Com Coeficiente Constantes Nao-Homogénea.

13



Capitulo 1

Preliminares

Nesse primeiro capitulo definiremos alguns falaremos alguns conceitos bésicos como a
Formula de Euler para Numeros Complexos tipos e Ordem de Equacoes Diferenciais,
além dos conceitos de Independéncia Linear e utilizaremos o Wroskiano para verificar

quando duas funcgoes sao linearmente independentes.

1.1 Numeros Complexos e Propriedades

Inicialmente, iremos falar sobre um conceito que utilizaremos muito nesse trabalho
todas as vezes que formos trabalhar com nimeros complexos que é a Férmula de Euler.

Desde o Ensino Médio, estudamos niimeros complexos, e vimos que todo ntimero
z = x + yi onde i representa a unidade imaginéria, pode também ser representado da
forma polar z = r(cos @ + isin§) onde r = |z| e § = arctan <%>

Recordemos a expansao de Taylor em torno da origem, da seguinte funcao:
oo
xn
=
= nl
Entao:

% pn 2 93 g4 g5
w N~ 8t 6t i
‘ _; L A S TR TR

Separando a parte real e a parte imaginaria ficamos com:
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Figura 1.1: Representagao de um Ponto em Forma Polar.

Mas recorde também que:

e ainda,

, 6 6 0
Das equagoes (1.1), (1.2) e (1.3), temos que:

¢ = cosf + isin6

A equagao (1.4) é chamada de Formula de Euler para Nameros Complexos
Exemplo 1. Temos que:

- T T V3 )
€' =cos— +isin— = — +
6 6 2

DN | =

1.1.1 Operacoes na forma trigométrica

J& vimos que z = r(cosf +isinf) onde r =| z |.

(1.2)

(1.3)

15
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Tomemos os nimeros complexos na forma trigonométrica z; = ry(cos; + isin )
e 2o = ra(cos by + isinbsy)

Vejamos as seguintes operacoes na forma trigonométrica.

Multiplicacao

Fazendo o produto entre z; e z5 obtemos:

2129 = [ri(cosO + isin6y)].[ra(cos by + isinby)]
2129 = riral(cos by cos by — sin by sin Oy) + i(cos Oy sin Oy + sin Oy cos O]

2129 = rira(cos(0y + 02) + isin(0 + 6s)).

Divisao

Fazendo a divisao entre z; e z9 obtemos:

zi [ri(cost +isin6,)]

z  [ra(cosfy +isinfy)]
2z r1_72°2 [cos 01 + @ sin 6;][cos O — i sin Os]
2929 r5
2122

—= = n [(cos 01 cos Oy + sin By sin 6y) + i(sin 01 cos B — cos b sin By)).
2929 T2

Portanto, temos que:

ZL— Meos(y — 0,) + isin(6, — 65)).

zZ2 ()

Potenciacao

Calculando 22 = z;2;.

Temos:

212 = 1%(cos(20;) + i sin(26,).

Analogamente provamos por inducao que:

21 = r{(cos(nby) + isin(nb).
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Em particular tomando r; = 1 temos:

[cos 0 4 isin 0]" = (cos(nf) + isin(nh)). (1.5)

A equacao (1.5) é chamada formula de Moivre.

1.2 Equacoes Diferenciais

Ao estudarmos derivada em Célculo, aprendemos que dado uma fungdo, y = f(x),

d
entao a derivada, f'(x) = d_y’ também é uma funcao de x.
x

. 2 ~
Para exemplificar pensemos no exemplo, y = e*, entao:

d d
Y _ ope® ou Y = 2zy
dx

Porém o nosso problema aqui é o inverso do Célculo, ou seja, o nosso problema, nao
¢ dada uma fungao y = f(z) encontrar f'(x). Mas o problema é: dado uma equagao

d
como d_y = 2zy, determinar alguma maneira de encontrar a fungao y = f(z) que
x

satisfaca a equacao.

Definicao 1. Uma equagao que contém as derivadas ou diferenciais de uma ou mais
varidveis dependentes, em relacao a uma ou mais varidveis independentes, € chamada

de Equacao Diferencial.

A partir de agora, iremos classificar os diversos tipos de Equacoes Diferenciais.

1.2.1 Tipos de Equacoes Diferenciais

Umas das primeiras classificacoes que faremos, depende se a funcao desconhecida de-
pende de apenas uma variavel independente ou de diversas (mais do que uma) variaveis

independentes.

Definicao 2. Se uma Equacao Diferencial possui apenas uma varidvel independente,

dizemos que a equacdo ¢ uma Equagao Diferencial Ordinaria (EDO).

Exemplo 2. A equacao a sequir é um exemplo de EDQO, pois possui apenas uma va-

ridvel independente.
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Exemplo 3. A equacao abaizo, possui duas varidveis dependentes, porém € uma EDQO

pois tanto u quanto v depende de x, ou seja, possui apenas uma varidvel independente.

du n dv 0
de  dr
Definicao 3. Se uma Equac¢ao Diferencial possui derivadas parciais de mais de uma

varidveis independentes, dizemos que a equacao € uma Equagao Diferencial Parcial

(EDP).

Exemplo 4. Note que na equacao abaizo, temos derivadas parciais em relagcao a va-

ridvel x, a varidvel y e a varidvel z.

ou Ov Ow

— ===,
oxr Oy 0z
ou seja, a equacgao acima € uma EDP.

Exemplo 5. Observe ainda, que podemos ter EDP com apenas uma varidvel depen-

dente, como no caso da equacao abairo:

Py Py _
o3 022

1.2.2 Ordem de uma Equacao Diferencial

Uma outra caracterizagao importante para as Equacoes Diferenciais é quanto a Ordem

da Equacao.

Definicao 4. A Ordem de uma Equacao Diferencial é a ordem da maior derivada

que aparece na equagao.

Exemplo 6. A EDO abaizo € de terceira ordem, pois é a maior ordem da derivada.

d3y dy

—Z 49 =
dx3 dx

Exemplo 7. A EDP a sequir € de primeira ordem:
de dy

v du

X

0
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1.2.3 Equacoes Diferenciais Lineares e Nao-Lineares

Uma outra classificacao muito importante das equagoes diferenciais é a que as divide

em lineares e nao lineares.

Definicao 5. Uma equacao Diferencial Ordindria € dita linear quando podemos escrevé-

la da sequinte forma:

A dn_l d
an(2) T2 + a1 (2) K o+ (@) + ao(a)y = g(o)

dx™
Ou seja, uma EDO é linear se a variavél dependente e todas as suas derivadas forem

do primeiro grau e cada coeficiente depender apenas da variavel independente.

Se uma equacgao nao for linear, dizemos que ela é nao-linear.

Exemplo 8. A equacao:

dsy d2y dy
3 2 _ . x

é uma EDO linear de Ordem 3.

Exemplo 9. Podemos também utilizar uma nota¢ao “mais compacta” pra representar
as EDOs.

i—2i+x=0,

Onde o ponto sobre a func¢ao x representa a derivada de x em relagao at, isto €,

de s
dt’" di2

T =
Portanto o exemplo (9) é uma EDO linear de 2° ordem

Exemplo 10. Por outro lado, temos que:

dy _ dy

2 2

—r"—5 +dr—+5y =0

dz? + dx Ty

¢ uma EDO nao-linear de 2° ordem, pois a varidvel dependente y possui um expoente

mator do que 1.

A classificacao para EDPs é a mesma para EDOs.
Por mais diversificado que sejam o estudo das equacoes diferenciais, nesse trabalho

enfocaremos apenas nas Equacoes Diferenciais Ordinarias Lineares.
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1.3 Solucao de uma EDO

Definiremos agora solu¢ao de uma EDO, que ser& basicamente o nosso objeto de estudo

no terceiro capitulo do trabalho.

Definigao 6 (Solugdo de Uma EDO). A solug¢io da EDO € qualquer func¢io y = f(x)
que € definida em [a,b] e tem derivadas até ordem n neste intervalo e que satisfaz a

equacao diferencial.

1.4 Equacgoes Diferenciais Ordinarias Lineares

Para provar propriedades importantes de EDO linear, isolaremos de um lado da igual-

dade pela a derivada de mais alta ordem, ou seja:

vy _ o,y Py A
dx™ x4 de’ dz?’ 77 dant

O nosso objetivo é encontrar solucoes para as equacoes diferenciais, para isso, iremos
falar de um teorema muito importante, o Teorema de Existéncia e Unicidade de uma
EDO.

Teorema 1 (Existéncia e Unicidade de EDO). Tomemos

d™y dy d*y avt

— =F = =, —— 1.6

d:(jn (:’U7 y7 d{]j" dx2 Y ) d:]jnil )7 ( )

e (y07 Lo, L1, L2y -+, xnfl) cQC Rn—i—l
Se:
i) Q for aberto;
dy d? avt
ii) F (x, Y, %, d—xz’ o W) for continua em €Q;
d d2 dn—l .-

iii)As derivadas parciais de F (;1:, Y, %, d—xz’ cey W) em rela¢ao a vy, %v fl%’, cey din,ll

forém continuas em 2.
Entao por qualquer elemento (yo, To, T1, T2y ..., Tn_1) € QL C R™*! passa exatamente

uma solucao mazximal para 1.6.

Demonstragao: Ver [4].
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1.4.1 EDOs Homogéneas e Nao-Homogénea

Para procurarmos solugoes de EDOs lineares mais adiante nesse trabalho, sera impor-

tante saber se a equacao diferencial € homogénea ou nao.

Definicao 7. Uma EDO linear é dita homogénea se:

y y dy
an(x)% + an_l(:zc)d%ni1 + ...+ al(x)% + ap(z)y =0,

Ou seja, ela é homogénea se na defini¢ao 5 tivermos g(z) = 0.

n n—1

Exemplo 11. A EDO

Py ,dPy dy

3 2 T

8 _ 28 5.0 5y =
s T d? Ydg TV

€ nao homogénea, pois g(x) = e* # 0

Exemplo 12. Por outro lado, a EDO abaixo ¢ Homogénea

1.5 Independéncia Linear

Agora iremos falar sobre funcoes linearmente independentes, pois no terceiro capitulo
serd de fundamental importancia para garantir que uma solugao é a solucao completa

da EDO linear-homogénea.

Definicao 8. Dizemos que duas funcoes f e g sao linearmente independente em um
intervalo I, se kyf(x) + kog(x) = 0 entdo ky = ky = 0, k1, ks € R.

Exemplo 13. Tome as func¢oes f(x) = x e g(x) = bx sao linearmente dependentes
POLS:
Para k1 = —5 e ko = 1 temos que se =5f(x) + g(x) = 0.

Exemplo 14. As fungdes f(x) = cosx e g(x) = sinx no intervalo [0, 7] sao linear-
mente independentes.

Em particular, tomemos x = g
k; cos (g) + ko sin (g) =0 = kysin (g) =0= ky=0.
Entao temos que ko = 0, logo:

kicos(z) =0 = k; = 0.
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1.5.1 Wronskiano

Definicao 9. Definimos para fi, fo, ..., fn : I — R onde f1, fo, ..., [ sao diferencidveis

até a ordem n, o Wronski(_mo de ordem n:
Al@) o folx) oo fal2)
filte)  folx) - fu(z)

W<f17 fas oo, fn)<x) =

() @) e V()

Teorema 2. Duas funcgoes sao linearmente dependentes em um intervalo I, se o seu

Wronskiano for zero para todo x € I.

Exemplo 15. As funcées f(x) = 3z e g(x) = €, sao linearmente independentes, pois:

f(x) g(x)
W(f,9) =
f'(x) ¢'(x)
Entao temos que:
3r e’
W(f.g9)=
3 €
Logo, temos que:
W(f,g) =3ze* —3e” =3e"(z — 1) #0
Entao sao linearmente independentes.
Exemplo 16. Por outro lado as fun¢oes h(x) = bz e t(x) = 3z sao linearmente
dependentes, pois:
or  3x
Wi(h,t) =
5 3

Entao:
W(h,t) = 152 — 15z = 0.
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1.6 Teorema Fundamental do Calculo
Veremos agora um dos teoremas mais importantes do Célculo Diferencial e Integral.

Teorema 3 (Teorema Fundamental do Célculo). Seja f uma funcao continua definida

em um intervalo [a,b]. Se F for a fun¢ao definida para x em [a,b], portanto

F(z) = / o

entao

Vz € [a,b].

Demonstragao: Ver [1].



Capitulo 2

EDOs Lineares de Primeira Ordem

Neste capitulo iremos abordar as equagoes diferenciais lineares de primeira ordem,
aprenderemos um método para resolver qualquer equacao diferencial de primeira ordem,
e ainda mais veremos o que é um Problema de Valor Inicial (PVI) e por fim ainda

aprenderemos como obter a solucao completa de uma EDO Linear e Nao Homogénea.

Definicao 10. Temos que uma EDO linear de primeira ordem, é da sequinte forma:

dy +p(x)y = q(x),z € 1, (2.1)

dx
onde p,q sao continuas em I, onde I € um intervalo aberto qualquer.

O teorema a seguir, apresenta uma maneira de resolver qualquer EDO linear de

primeira ordem.

Teorema 4. Em 2.1 a solucao completa € da forma:

Y= ep(m)/ " @q(z)dx + Ke @ (2.2)

Onde: P(t) = [ p(t)dt

Demonstragdo. De maneira mais sucinta, escrevamos (2.1) como y' + p(z)y = q(z).

Suponhamos que exista u(x) # 0 tal que:

24
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w(@)y' +u(@)p(z)y = u(z)q(z). (2.3)
e ainda que:
, d
u(@)y’ + u(z)p(e)y = ——(u(@)y). (2.4)

Mas se y # 0 e u(x) # 0, entao de 2.4 utilizando a regra do produto, temos:

u(x)y' +u(x)p(r)y = u(x)y' + ulz)'y. (2.5)

Da onde obtemos que:

M@M@yzwﬂyzéu@):M@

Mas, observe que:

d u'(x)

—I = = .

) = T = p(a)
Integrando a igualdade anterior, aplicando o Teorema Fundamental do Calculo,

obtemos

In(u(z)) = /p(:c)dx + K. (2.6)

Portanto:
u(x) = el P@dTK (2.7)

De (2.3) e (2.4), temos que:

o (u(z)y) = ul@a(e).

Integrando a equacgao anterior, obtemos:

u(x)y = /u(az)q(az)daz + K.

Entao:

(2.8)
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Yy = efp(x)dI/ efp(x)dzq(a:)da: + Ke~ Jrl@dz, (2.9)

Tomando, P(z) = [ p(z)dz temos:

y = ep(z)/ @ q(x)dr + Ke P@1de, (2.10)
como queriamos demonstrar. O
A expressao (2.10) é chamada soluc¢ao geral de uma EDO linear de Ordem 1.

Exemplo 17. Resolva a equag¢ao

dy 5
— —2y=2x".
T y=u
Solugao: Colocando a EDO na forma padrao, obtemos
dy 2y _ a
de '
2 2d
Neste caso p(z) = —, entdo: P(x) = 2 2In(x)
x x

Desta forma, a solucao completa da FDO é:
y = _6—21n($)/621n($)x4dx + 6—21n(g;)dx

Entao:

Onde x € R € uma constante que poderd ser determinada com as condicoes iniciais.

Observagao 1: Na figura (2.1) vemos as infinitas solug¢oes para a EDO acima,
mas note que uma curva por mais que variemos o k nunca tocard na outra. FEsse
fato,significa que fixando um ponto qualquer zy # 0 existe uma tnica curva que satisfaz
tal propriedade, veremos mais na frente que isso acontece pois a EDO que calculemos
satisfaz o Teorema de Existéncia de Unicidade de EDO em todo o plano exceto no
ponto x = 0.

Observacao 2: Vale salientar, que nao é interessante “decorar” a formula, todas as
vezes que chegar em uma equacao dessa forma, utilizar o mesmo processo da demons-

tragao pra chegar no resultado.
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Figura 2.1: Grafico da funcao —é + K272 com K variando, x # 0.

2.1 Problema de Valor Inicial

d
A questao fundamental aqui é: Sera que dado um problema Y f(z,y), serd que
sempre existe solugdo que passa por um ponto (zg,yo)? Se existir serd que é sempre
unica? A resposta, para as duas questoes é, em geral Nao!

Vejamos alguns exemplos:

Exemplo 18. Considere a EDO juntamente com a condicao inicial a sequir

dy
ar - oV

y(0) = 0.
2
As fungoesy =0 ey = 16 satisfaz tanto a EDQO, quanto a condicao inicial.

Vejam geometricamente na figura 2.2:

Neste caso, temos um exemplo com mais de uma solu¢ao para o Problema do Valor
Inicial.

Agora, o teorema abaixo, nos da condi¢oes suficientes para garantir existéncia e

unicidade de solugoes.
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Figura 2.2: As duas solugoes da EDO no ponto x = 0.

Teorema 5. Considere o problema de valor inicial.

dy
y(wo) = yo

flz,y) e % forem continuas em um intervalo aberto I, I = (a,b) contendo o ponto

T = xg, entdao existe uma tunica solucao para o problema de valor inicial.

Exemplo 19. O Teorema 5 nos garante que existe um intervalo contendo, a condi¢ao

wictal, x =0 onde y = 3e* € a unica solu¢ao para o Problema de Valor Inicial:

dy
dx
y(0) = 0

Considere a funcao, y = 3e*. Afirmamos que y(zx) € solu¢ao do Problema de Valor

Inicial.
De fato,
y=3e" =yl =3e" =y ey(0) =3.
Como f(z,y) = y e % = 1 sao continuas em todo o plano, entdao satisfaz as

hipéteses do Teorema (5) para qualquer I.
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2.2 Solucao Completa de uma EDO-Linear

Nao-Homogénea

Um teorema de fundamental importancia para o trabalho, é a relacao entre uma solucao

da EDO homogénea e da EDO nao-homogénea.

Teorema 6. Considere a EDO linear nao homogénea:

mn

d"y
d n

dn—ly

Tt Tt an(® )@Mo(x)y:g(x) (2.11)

() == Iy

+nl()

Seja y, uma solugao particular da EDO acima, e y. a solu¢ao completa da EDO ho-

mogénea correspondente. A equa¢do y, + y. € solu¢io completa de (2.11).

Demonstracao: Se y, é solucao particular, entao:

d"yp d"y, dyp _
a,(z )dx” +a, 1(x )dx"—l —|—...+a1(az)%—i—ao(az)yp—g(x). (2.12)

Ainda, se y. é solugdo completa do Sistema Homogéneo, entao:

dnyc dnfly dyc B
De (2.12) e (2.13) temos que:
d"yc dny dn—lyc dn—ly dyc dy
an()( dzn dxf)+a"_1(x)( dpn—1 + dxn,f)+---+a1(l‘)( dr +d—p)+a0( )(Yetyp) = g().
Ou equivalentemente,
" (yp + ye) A" (yp + ye) d(yp + ye)

an () YD () P () R ) (g + ) = ().

Logo y. + vy, € solugao do Sistema nao-Homogéneo e é completo, pois se houvesse
outra (sem ser dessa forma), fixando uma condigao inicial, terfamos duas solugoes
diferentes para um mesmo Problema do Valor Inicial, contrariando assim o Teorema

da Existéncia e Unicidade.



Capitulo 3

EDOs Lineares Com Coeficiente

Constante

Um contetdo bastante abordado nos livros de EDO, sao as EDOs Lineares com Coe-
ficiente Constantes, tentaremos fazer uma abordagem nao tao usual. Comecemos com

o caso-Homogéneo.

3.1 Caso Homogéneo

Tomemos a equagao linear homogénea om coeficientes constantes:

n n—1
%—i—anl%—k..nLalj—z—l—aoy:O, (3.1)
onde q; € R
Suponhamos que y = ce™ seja solugdo da EDO (3.1). Derivando a fungao y(x),
obtemos:
dy rz
7 = cre
d*y 2 ra
T2 =T
d*y 3 rx
g = cre

30
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d™y
— c,r,nerz
dx™

Substituindo esses valores em (3.1), temos:

n_rr n—1_rx
e

cre’™ + cap_1r ... +cagre™ + cage™ = 0.
0

Colocando ce™ em evidéncia, temos:
b
€ (r" 4+ ap_ 1"t A agr 4 ag) = 0.

Como ce’ # 0, da tltima igualdade obtemos

P4 pyq 4 Q™ L ar+ag =0 (3.2)

O polinémio, P(A\) = \" +a, 1 A""L... + a1\ + ag é chamado Polinémio Caracte-
ristico associado a EDO (3.1).

Com esses argumentos, demonstramos o seguinte teorema:
Teorema 7. Se P(\) = 0, entdo e’ é uma solugao da EDO (5.1).

Exemplo 20. Encontrar as solugoes da sequinte EDO:

d*y

dx?

Temos o Polinémio Caracteristico associado: P(\) = A — 1. Resolvendo P(\) =0
Obtemos: A = 1

Dai entao pelo Teorema 7, obtemos que y, = ce® e ys = ce™* sao solugoes da EDO

—y=0.

acima.

O teorema 7 "transforma” o problema de resolver uma EDO linear homogénea com
coeficientes constantes, em encontrar as raizes de um polinémio.

Note ainda, que A pode ser complexo.

Exemplo 21. Considere a EDO.

d*y

— +4y =0

dx? T
O Polinomio Caracteristico associado é, P(\) = N\>+4. Resolvendo P(\) = 0obtemos\ =
+2i

Entao, y; = ce™™*

e Yo = ce®, ou ainda pela formula de Euler i, = c(cos x +isinx)

e ya = c(cosx —isinx), sio algumas solugioes da EDO.
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Por conveniéncia, na EDO (3.1), tomemos o operador diferencial

£ @ + " + ...+ d +
=\ — Ap—1—— a1— Q

Entao, temos que:
LM = (A" 4 ap A"+ a )+ ag)e

Entao:

£eM = P(\)eM. (3.3)
Chamamos a equagao (3.3) de Equagao Caracteristica, e ¢ uma representa¢ao da

EDO (3.1).

Teorema 8. Para todo \ € C temos que:
> (!
to = Y (P) Py
q=0 q
onde P9 ()\) ¢ a derivada de ordem q do polinomio caracteristico.

Demonstragao. Derivando a equacgao caracteristica (3.3) em relagio a A dos dois lados,

temos:
LteM = P'(N)eM +tP(\)eM = £teM = (P'(\) +tP(\))eM
Derivando novamente, Ficamos com:
L£82eM = (P"(\) +tP'(\)eM + teM(P'(\) + tP(\) = (P"(\) + 2P'(A\) + P(\))eM
Derivando recursivamente até a ordem p, obtemos o resultado:

p
£ret =) (p ) PO(N\)PaeM

q=0 4

O

Observacao 1. Note que se X for raiz de multiplicidade m entao podemos escrever
P(r) = (r—XA)"q(z).
Temos que P(\) =0, P'(\) =0, P"(\) = 0,..., Pm=DN =0,
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Teorema 9. Se A € C ¢ uma raiz de multiplicidade m do Polindomio Caracteristico

entio, @x(t) = tPeM sdo solugoes da EDO homogénea, onde p=0,1,...,m — 1.

Demonstracao. Pelo Teorema 8 temos que:

p
£tPeM = E (p)P(k)()\)tpke)‘t
k

k=0
Mas ora, P'(\) =0, P"(\) = 0,..., P®(\) = 0, para k < m.Entdo:
£LtPeM = 0.
Como queriamos demonstrar. O

Teorema 10. Sejam yi, Yo, Y3, -, Yn soluc¢oes da EDO (3.1), entio qualquer combina-
¢ao linear Kiy; + Kays + ... + Kyyn € solugdao de (3.1), onde x; € R;i=1,2, ... n.

Demonstragao. De fato, ja vimos que podemos representar (3.1) da seguinte forma:
£y=20
Mas como 41, Y2, Y3, .., Yn S20 solugoes de (3.1), temos que:

fyl :0:>K1£y1 =0
fyg :0:>K2£y2:0

£y, =0= K, £y, =0, para ky,....k, € R
Somando todas as igualdades acima, temos:

Mas como o operador é linear, entao:

LKy + £Koyo =0+ ... + £K,y, =0
£(Kyy1 + Kaya + .. + Koyn) = 0.

Como queriamos demonstrar. O

Pelo Teorema 9 temos se A é de multiplicidade m entdo e, te, t2eM, .. tm1leM

sao solucoes da EDO Linear Homogénea de Coeficientes Constantes, ou seja, sempre
obtemos m solucoes linearmente independentes. Além disso, pelo Teorema 10 temos

que qualquer combinacao linear de solucoes também é solucao, entao:
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Sy = (Ko + Kit + Kot? + ... 4+ K1 t™ HeM, (3.4)
¢ uma solugao da EDO, para (K,, Ky, Ky, ..., K;,_1) € R™ .

Exemplo 22. FEzxplicite a solucao geral da sequinte EDO:

dy dy
SJ 3 4oy =o.
dz? 3dx+ y=0

Temos o polinémio caracteristico associado a EDO, P(\) = \* — 3\ + 2. Como as

raizes sao 1 e 2 entao:
y(z) = Ke® e yy = Ce**

sao solugoes, onde K,C € R.

3.1.1 Caso Complexo

Sabemos também que A (raiz do polindomio caracteristico) pode ser complexo, nesse

caso tomando A\ = a + bi, o conjugado A\ = a — bi também é raiz.

Ax

Entao ja vimos que, se A é raiz do polindmio caracteristico, entao y = e** é solucao.

Assim temos que:
y = e = eaHT — 9% (cogb 4 i sinb).

Entao, se A é de multiplicidade m, entao temos 2m solucoes linearmente indepen-

dentes que sao:
eAx’ Ax 2 A m—le)\ar (35)

Além disso, observe que
e @TT ey ela=br — gaw (o ptbiy ey — o0 () (cos b+ sin bx)+co(cos br—i sin b)) =

e ((e1 + c2) cosbx + (¢ — ¢o)isinbx) = e*x(K; cosbr + Ky sinbr).

Portanto, de (3.5) temos 2m solucoes linearmente independentes da equagao homo-

génea:
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e cos bz, 2% sin bz, ze™ cos bx, xe® sin bz, ..., ™ e cos bx, ™1 sin bx

Logo, qualquer combinacao linear

y(x) = (cot 12+ ...+ Cm1 2™ 1)e™ cosbr + (ko + kx4 ... + k2™ e sin bz (3.6)

é solugdo da (3.1). Além disso, Pelo Teorema Fundamental da Algebra, as n raizes
geram n solucoes linearmente independentes. Logo, pelo Teorema de Existéncia e
Unicidade de solucao de EDOs, concluimos que essas combinagoes formam a solucao
geral da EDO (3.1).

Exemplo 23. FEncontrar a solucao geral da EDO

Py dy
— 4+ 4=+ 8y =0. 3.7
dxz? + dx + oy (3.7)

Temos o Polinomio Caracteristico referente a EDO (8.7) ¢ P(\) = A2 +4)X+8. As
raizes de P(A\) =0, sdo A\ = —2 £ 2

Logo pela equagao (3.6), temos que a solugao geral é:

2

y(z) = ce”** cos 2x + ke ** sin 2,

onde ¢, k € R.

Exemplo 24. Encontre a solu¢ao completa da EDO

Py Py L dy
— +3—=+3—= =0. 3.8
dz3 + dz? + dx +y (38)
O Polinomio Caracteristico referente a EDO 3.8 é P(\) = A3 +3)\% + 3\ + 1.
Temos uma raiz tripla A = —1. Note que a parte imagindria € 0, mas cos0 =1 e

sin0 = 0, entao, pela equagao (3.6):

—T

y(x) = (co + 17 + cox?)e

Evidentemente, nao precisamos “decorar” a equagao (3.6), mas ele é obtida recor-

rentemente ao utilizarmos a idéia de derivar o Polinomio Caracteristico.
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Figura 3.1: Grafico da funcao y(z) = ce™** cos 2z + ke~ ?* sin 2z com c e k variando.

3.2 A Equacao Nao-Homogénea

J& vimos no Capitulo 2, que dado uma EDO nao-homogénea, para encontrarmos a
solucao completa basta encontrar a solucao completa da EDO homogénea e uma solucao
particular da EDO nao-homogénea, e que a soma das duas é a solugao geral da EDO
nao-homogénea, mas na secao anterior, aprendemos a encontrar a solucao geral da
EDO homoggénea, entao “basta” encontrar uma solugao particular da EDO.
n n—1
%+an_1%+...+a13—i+aoy:q(:p), (3.9)

onde a; € R.

Iremos discutir tais resolucoes partindo de exemplos:

Exemplo 25. Encontre a solu¢ao geral da sequinte EDO:
— - = —2y=3r+4 (3.10)
x

Note que, a solucio geral da EDO homogénea € y. = c1€*® + c2e”, ¢1,¢2 € R. Entio
basta, acharmos uma solug¢ao particular, mas evidentemente q(x) = 3x+4 € um polino-

mio entao, € interessante supor que uma solugao particulary, € da formay, = Axz+ B.
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Entao

S

substituindo em (3.10) temos:

0— A—2(Az+B) = 3044 — —2404+2B—A = 3044 — A — - B = —2 (3.11)

3 . ) 3z
Logo, a solugao particular é, y, 3

W] ot

Entao a solucao completa €, y =

Figura 3.2: Grafico da funcio y(z) = c¢;€*® 4 cpe® — 3% — 3

5 — 7 com ¢ e ¢y variando.

Exemplo 26. Encontre a solugcao geral da sequinte EDO:

Py Py dy 2
—2 432432 = 3e%®, 3.12
e + T2 + = +y=3e (3.12)

Vimos no exemplo (3.8) que a solugao geral da equagao homogénea é y.
1z + cor?)e ™

(co +
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E de se esperar que a solucdo particular seja da forma Y, = Ae**, partindo do
principio de que a derivada da func¢ao exponencial € ainda uma fung¢ao exponencial.

Derivando y, temos:

y, = 2Ae*
y, = 4 Ae*

y, = A%

Substituindo na equacgao 3.12 temos:

1
8Ae? 4+ 124e* + 6Ae* + Ae®® = 3e?® = 27Ae®™® = 3™ — A = g
2x
Portanto a equacgdao particular é, y, = 5 Entao a equacao completa é, y =
62:1:
(co + 17 + cx?)e™™ + o
Exemplo 27. Encontre a solu¢ao geral da sequinte EDQO:
dy  dy
—Z 5L 4 4y = 8. 3.13
dx? dx Ty ¢ ( )

Procurando a solugao particular no 3.12 temos y, = Ae® Entao:

y; = Ae”
y;,’ = Ae”

Substituindo em (3.18) temos que: 0 = 8e* que é um Absurdo. De onde concluimos
que fizemos a escolha errada para y,.

Note que a solu¢ao completa da equagcao homogénea correspondente € y. = cie® +
c2e*®, mas observe que a nossa escolha Ae® estd presente na solucdao da equacdao homo-
génea, e obviamente y, nao € solu¢ao da homogénea e de uma nao-homogénea simul-
taneamente, mas recorde que y, = Axe® também pode ser solugao.

Derivando y, = Axe® temos:

y, = Ae"+ Axe”
y, = 2Ae" + Axe”
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Substituindo em (3.13) temos:
8
2Ae” + Aze® — 5(Ae” + Axe®) + 4Axx = 8¢ — —3Ae” =8¢ — A = -3

Entao, y, = —%:pex

Exemplo 28. Encontre a solugcao geral da sequinte EDO:

d3y d?y avy
— —6—+11——6y =3 3.14
dx3 dx? + dx 4 v ( )
Temos que o Polinomio Caracteristico é P(\) = A3 — A2 + 11\ — 6
Logo as raizes do Polinoémio Caracteristico sao: \y =1, Ao =2 e A3 = 3.

Logo a solucao geral da Fquagcao Homogénea correspondente a 3.1/ é:
c1€” 4 €% + c3e37.

Procuremos agora, uma solucao particular. Chutamos que uma candidata a solucao
particular serd da forma y(r)=Az+B.

Temos portanto que:

y, = A
Yy = 0
y, = 0

Substuindo em (3.14) temos:
0-6.0+11A—6(Ax+ B) =3z = 114 — 6Ax — 6B = 3z

Resolvendo o sistema:

11A—-6B = 0
—6A = 3
1 11
C i cA=——B=——
oncluimos que 5 12
. . . z 11
Logo, uma solugao particular € y, = BT

Portanto a solug¢ao completa da EDO (3.14) é:

_ T 2z 3z E _ E
Ye = C1€7 + €™ + c3€ 5 19



CAPITULO 3. EDOS LINEARES COM COEFICIENTE CONSTANTE 40

Exemplo 29. Encontre a solu¢ao geral da sequinte EDO:

d*>y dy .
R +y = 25sin(3z). (3.15)

Associado a EDO (8.15) temos o polinémio caracteristico P(\) = A2 — X\ + 1.
1+iv3
2

Yp = C1€2 COS T + c9e2 sin T

Busquemos uma solugao particular com a expressao y, = Acos3x + Bsin3x

Portanto as raizes sao A = . Logo a solucao geral da equagao homogénea

correspodente:

y, = —3Asin3z+ 3B cos3x
y;,/ = —9Acos3x — 9Bsin 3z

Substituindo em (3.15) temos:
—9A cos3x — 9B sin 3z — (—3Asin 3z 4 3B cos 3z) + A cos 3z + Bsin 3z = 2sin(3x)

Resolvendo o sistema:

—8A+3B = 0
3A—8B = 2
16 . .
obtemos que A = ﬁ;B =~ Portanto, temos a solucao particular: vy, =
3 16 . 3
3 cos 3x = sin 3.

Logo a solu¢ao completa da equag¢ao nao-homogénea é:

x 3 e 3 6 16
C1€2 COS (g) + c9e? sin (%) + -3 cos3r — - sin 3x
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A luz desses exemplos, vamos estudar uma estratégia geral para encontra solucao
de EDOs lineares com coeficientes constantes.

Considere o operador diferencial

Se nenhuma funcao “candidata” a solucao particular é solucao para a EDO homo-
génea associada, podemos “chutar” uma forma pra solucao particular.

Caso uma funcao na solugao particular escolhida é também uma solucao para a
EDO homogénea associada, tomemos a seguinte regra geral: “Se alguma y,; contém
termos de multiplicidade s termos em y,, entao multipliquemos y,; por x*~'.

Entdo se temos ¢(z) = ae’, chutamos uma solugao particular y, = Ae" .

Se temos, um polinomio ¢(z) = a,z" + a,_1n™" "' + ... + ag, chutamos uma solugao
particular y, = (A, 2" + A, 12" + ... + Ag)z®

Se temos, combinacao linear entre senos e cossenos ¢(z) = sin 6z + cos 6, chutamos
uma solugao particular x*(Asin 0z + B cos 0z)

Se temos uma exponencial ¢(x) = ae™ chutamos y, = Ae"z*

Onde todos s acima sao o menor inteiro que elimine a multiplicidade.

Ainda podemos ter combinacoes desses acima, vejamos esse tltimo exemplo.

d’y dy 2 s 6a
i 9% + 14y = 32" — 5sin 2x + Txe (3.16)

E imediato, que a solucdo da equacdo homogénea é da forma:

Yy = 61621‘ + 02671‘

Tentamos procurar uma solugdo particular para a equagao, entao chutaremos a
seguinte solucao particular:

Para 32?2, escolhemos y,; = Az? + Bx + C.

Para —5sin 2z, escolhemos y,, = D cos 2z + E sin 2z.

Para 725, escolhemos y,3 = (Fx + G)e

Por fim, tomamos y, = yp1 + Yp2 + Yp3,

Entao a nossa funcao é da forma:

yp = Ax> + Bz + C + Dcos 2z + Esin2x + (Fa + G)e®

Logo:

yl') = 2Ax + B — 2D sin 2z + 2E cos 2x + 6 Fze% + Fe® 4 6Ge®

e ainda:
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Yy, = 2A — 4D cos 2z — 4F sin 2z + 6F e + 36 F2e5 + 6Fe5 + 36Ge%
Substituindo em 3.16, temos:
2A — 4D cos2x — 4E sin 2z + 6Fe% + 36 Fxe® + 6 Fe® + 36Ge® — 9[2Ar + B —
2D sin 22+ 2F cos 2z+ 6 Fxe® + Feb +6G e+ 14[Ax* + Bx+C+ D cos 27 + E sin 22+
(Fr + G)e%] = 32 — 5sin 2z + Txe®
Reduzindo os termos semelhantes e igualando, obtemos o seguintes valores:
3 27 201 45 25 7 21

14 98 1372 212 212 4 16

Portanto a solucao particular da EDO 3.16 é:

, 27 201 45 %5 (7 £ 2
= —X —XT — ———= COS 2T ———=SIN 2T — | =T —)e
T Togt T3 T 212 212 14716

Logo a solugao completa da EDO é:

=ce’r +c e7x+i:f+2—7x+&+—£0082x+—£sin2x—(zx+§)66”‘“
e T Tt T T e 212 TG

3.2.1 Derivando a Equacgao Caracteristica

Recordemos que:

p
£ret =" (p) PO(\)tP=9eM (3.17)

q=0 q
Utilizaremos essa idéia, para encontrar algumas solucoes particulares de maneira
mais rapida.

Vejamos:

Exemplo 30. Tomemos a sequinte EDO:

d3y d*y
_ < _2_ < 4y = e*
dx? 3d:c2 tay=e

Primeiro encontremos a solugao da equag¢ao homogénea correspodente, temos que a

equacao caracteristica é:
P(\) =\ =3\ + 4. (3.18)
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Resolvendo a equagao P(X) = 0 obtemos, A = —1 (raiz simples), ou \ = 2 (raiz
dupla).

Logo a solugdo completa da EDO homogénea € y(z) = cie™" + co€*® + cyze®

Como X\ =1 nao € solugao, procuremos uma solucao particular y, = Ae®. Sabemos
que: £eM = P(\)eM

Entao, pela Linearidade do Diferencial:

LA = ALe = AP(1)e
Como P(1) = 2, entdo £Ae' = 2Ae".

No entanto, pelas condicoes do problema, queremos que £Ae' = €.

Entao temos que, 2Ae! = ¢! = A = % Portanto, uma solugao particular €
1
Yp = 561

Logo a solugao completa da (3.18) é:

_ 1
Yo = C1€7 % + c9e** 4 cgxe® + —€”

\g
24
o
T T T T T T T T T T T T
-10 -8 8 -4 ( o 2 4 B 8 10 12 14
/,\

Figura 3.3: Grafico da funcao y. = cie % + coe®® + c3xe’® + %ex com ¢y, ¢y e c3 variando.

Exemplo 31. Resolvamos a sequinte EDO

d3y de
Bl A Sl AT PR
dxz3 3da:2 tay=e
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No exemplo anterior, calculemos a solugao homogénea da equagao acima.
Entao procuraremos agora uma solu¢ao particular, como N\ = —1 € solug¢ao de
multiplicidade 1, procuremos uma solucao particular da forma y, = Aze®.
Pela Linearidade no Diferencial, temos que: £Axe’ = ALze”
Mas por 3.17,
ALze? = A(P(N)ze™ + P'(\)e) (3.19)

Tomando A = —1, temos que P(\) =0 e P'(\) =3)\* —6A =3(—1)? —6(—1) =9
Entao voltando em (3.19):

Afxe™ =9Ae~" .

Mas queremos que £Aze™®, seja iqual a e™®, entdo igualando temos:

1
JAe™ =" = A = 9

Portanto a solugao completa y. = yp + yp, €:

1
Yo = C1€7% + 92 + cqxe®® + §:pe r

Exemplo 32. Resolvamos a sequinte a EDO.

d? av
d—xz + 4% + 8y = e ** cos 2 (3.20)

As raizes do Polinémio Caracteristico sao —2 + 21 e —2 — 23

Entao, sabemos que a solu¢ao da equagcao homogénea €
Y. = (c1 08 2% + cosin 22)e " (3.21)

Procuremos, uma solucio particular. Observe que: e~ ** cos 2z = Re(e(_Q_Qi)x).
Resolvamos a equagao complexa,
&z + 4£ + 8z = l72H20e (3.22)
dx? dx '
Como e = e=272)% ¢ solucao da equacdo homogénea, chutamos uma equacdo par-
ticular da forma Azxel=2+2)7

Mas temos que:

£Aze 22T — A(P/(N\) 4 2P (N))e72+207, (3.23)
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Mas:

P(—2+2i) = 0
P'(=2+42i) = 2(=2+2i)+4=4i

Voltando em (3.23), temos que:
£AzeTHAT — g fjel-2+20T

Mas queremos que:

£ Age722T — (2420 (3.24)

Entao,
A , 1 s
AT = I g = - = IZ' (3.25)

Entao a solugao particular da EDO complexa 3.22.

v = —i (s _ T sin 2ze™%* — iz cos 23:6_2“*’. (3.26)
4 4
Entao a solugao particular da EDO 3.20 é:
x sin 2xe~2*
o= T (3.27)
Entao temos a solucao completa:
in?2 —2z

Y. = (c1c08 2 + ¢y sin 22)e " % (3.28)

3.3 Comparando os Métodos

Neste trabalho, apresentamos dois métodos pra resolver Equacoes Diferenciais Lineares
com Coeficientes Constantes. Agora vamos resolver um mesmo exemplo usando os dois

métodos, e fica a critério do leitor, qual dos métodos utilizar.
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Exemplo 33. Vejamos o sequinte exemplo:

Py | dy
3@ o 2y = 2cos . (3.29)

Primeiro Método:
Vamos encontrar a solucao particular, note que derivaremos duas vezes e queremos
que aparega 2 cosz, evidentemente podemos tomar y, = Acosx + Bsinz.

Derivando temos:

y, = —Asinxz+ Bcosw

y, = —Acoswr— Bsinz

Substituindo em 3.29, temos:

—3Acosx—3Bsinx—Asinz+B cost—2A cosx—2B sinx = 2 cos ¥ = cos x(—3A+

) 1
B —2A)+sin(—3B—A—2B) =2cosz = A= —1—3;B =3
1
Portanto, a solu¢ao particular é y, = I3 cos T + 3 sin .

Segundo Método: Derivando a Equacao Caracteristica

Sabemos que Re(2e¢™) = 2cosx

Temos a equacao complexa associada :

d*>z  dz ,
3— + — — 2z = 2" 3.30
dz? + dx : ‘ (3:30)
Como X\ = 1 nao € solucao da EDO homogénea, temos que a solu¢ao € da forma

Y, = Ae'.
Pela linearidade do diferencial: £Ae™ = ALe™ = AP(i)e™®, mas P(i) =i —5
Logo temos, £Ae"™ = A(i — 5)e™®

Igualando com o que queremos, temos:

2 i+5
i—5 13
Entao a solu¢ao particular da EDO compleza (3.30) é:

A(i —5)e™ = 2" = A =

i+5 0 _ %5 et ising)
— e = — COS T 181N T
13 13

Yp =
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Tomando a parte real, temos que a solu¢ao da EDO (3.29) é:

1
Y= "3 cosx + 1—33in:c

Exemplo 34. Encontre a solu¢ao geral da sequinte EDQO:

% — 4% + 14% — 20% + 25y = e” cos 2z (3.31)
Resolvendo usando o método da Derivacao da Equacao Caracteristica:
Sabemos que, e® cos 2 = Re(e1T20)7)
Ainda temos que \ = 1+ 2i ¢ raiz dupla, entdo tomemos y, = Azx?ell+2)2
Mas sabemos a propriedade do diferencial £ Ax?e’* = A(P"(M\)+2xP'(\)+Pz*(\))e’®)
Mas como, P'(1+2i) = P(1+2i) = 0 e P"(1+2i) = 12(1+2i)2 — 24(1 + 2i) + 28 =

—32.

Logo, £Az%e’ = —32Ae(1+2)7

Dai, igualando temos que:

_32A€(1+2i)x _ €(1+2i)z — A= _3_12

Entao temos que a solucao da EDO complexa é

p2e(120) x?e®(cos 2x + 1 sin 2)
’yp* = — = — .

32 32
Portanto, a solucao particular que queremos é:

x2e” cos 2z
W=

Método Tradicional

Nesse tipo de EDQO percebemos a grande vantagem do novo método, pois nesse caso
tertamos de derivar quatro vezes a candidata a solug¢io particular y, = Asin(2z) +
Bcos(2x), e ainda substituir tudo da EDO original e agrupar de maneira que possamos
encontrar o A e o B, provavelmente encontrariamos pelo menos umas duas paginas de

cilculo. Deixamos para o leitor resolver.



Conclusoes Finais

Equacoes Diferenciais, possui uma infinidades de aplicacoes na Fisica, Biologia, na
Economia, Engenharia e em uma infinidades situagoes préticas que nao abordamos
nesse trabalho, mas sugerimos ao leitor que se interesse ver algumas aplicagoes (ver
algumas aplicacoes em [2] e [5]).

Além disso, o conteudo de EDOs é bem vasto, e nesse trabalho fizemos apenas
um apanhado enfocando principalmente as Lineares. Além disso, apresentamos um
método nao tao usual de encontrar solucoes particulares que foi feito através da deri-
vacao da equagao caracteristica, e ainda fizemos uma comparacao entre o método mais
tradicional e o que apresentamos neste trabalho.

Observa-se que, dependendo da EDO, é bem menos trabalhoso resolver pelo metédo

apresentado ao invés do método tradicional.
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