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RESUMO

O principal objetivo deste estudo é classificar as curvas cbnicas e as super-
ficies quadricas que sao representadas através de equacdes do tipo

Az? + By* +C2* + Doy + Evz + Fyz+Gr+ Hy + 1z +J =0,

comA B,C,D,E.F,G,H,I,JeR.

Antes da classificagcao dessa curvas e superficies vamos apresentar alguns
conceitos e resultados dentro da Algebra Linear como os espacos vetoriais
com produto interno, operadores adjuntos e as formas bilineares. Os con-
ceitos e resultados apresentados servirao de suporte a classificagcao tanto
das cbnicas como das quadricas.

Além da classificacdo das cOnicas e das quadricas, vamos apresentar uma
proposta de atividade com o software GEOGEBRA para que alunos do En-
sino Médio entendam melhor o conceito das cénicas (elipse, hipérbole e
parabola).

Palavras chave: Cdénicas, Quadricas, Classificacdo das Coénicas, Classifi-
cacao das Quadricas, Software Geogebra.



ABSTRACT

The main objective of this study is to classify the conics curves and the
quadrics surfaces that are represented through equations

Ar? + By* + C22 + Doy + Exz+ Fyz +Ge + Hy+ 12 +J =0

whit A,B,C,D,E.F,G,H,I,J €R.

Before the classification of these curves and surfaces we will present some
concepts and results of Linear Algebra such as the vector spaces with an
inner product, adjoints operators and the bilinear forms. The concepts and
results presented will be the supported for the classification of the conics as
of the quadrics.

Beyond the classification of the conics and the quadrics , we go to present
a proposal of activity with software GEOGEBRA so that students of Ensino
Médio better understand the concept of the conics (ellipse, hyperbola and
parabola).

Key words: Conics, Quadrics, Classification of Conics, Classification of
Quadrics, Software Geogebra.
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1 INTRODUCAO

O principal objetivo deste trabalho é classificar as cbénicas e as quadricas representadas por equagdes
do tipo ax? + by? + cz? + 2pxy + 2qvz + 2ryz + Ex + Fy + Gz +d = 0 no caso das quadricas e,

azx? + 2bxy + cy? + Ex + Fy + d = 0 no caso das conicas, onde, a,b,c,d, E, F,G,p,q,r € R.

Para entender melhor nosso objetivo considere a seguinte equagéo:
2?4 22y 4+ 9y + 20 +y=0.
Note que, 22 + 2zy + y? = (x + y)? € um quadrado perfeito, ent&o,
2?42y + 22 20 +y=0& (x+y)? +2x+y=0.
Fazendo uma mudanca de base, = + y = k e, consequentemente, y = k — x, entao,
E+22+k—-2=0k+k+z=0.

Completando quadrados,

k2+k+}+x:1© (k+)2+x:.

4 4

Fazendo uma nova mudanca de base, k + % =k,

1 1
k' = or=-k%+-.
+x 1 T +4

Esta ultima equagao é a equacgéo de uma parabola.

Figura 1: Parabola de equagéo =2 + 2zy +y2 + 2z +y =0

Fixando o sistema de coordenadas cartesinas usual para o plano {O,Zj‘} a parabola em questéo
tem equagédo como dada em (1). Agora mudando a base do sistema de coordenadas, através de
rotagdes e translagdes no plano, para um sistema de coordenadas {O’,v;,v2} a equagdo da mesma
parabola tem a sua equacao simplificada nesse novo sistema de coordenadas como mostra a equagéo

).

Observe também que, todo o processo € reversivel, ou seja, assim como partimos da equagéo (1)



e chegamos em (2), também podemos fazer o processo inverso. Em outras palavras, as rotagbes e
translagdes feitas para simplificar as equagdes sao reversiveis.

E claro que este exemplo acima se trata de um caso particular de uma conica. Assim, nosso objetivo
sera estudar um procedimento geral, que sirva para simplificar todas as equagbes das cdnicas e das
quadricas citadas acima.

Concluido os estudos das equagdes das conicas e das quadricas, apresentaremos duas propostas
de atividades pedagdgicas para alunos do Ensino Médio. Uma dessas atividade consiste em apresentar
alguns roteiros de construgdes geomeétricas no software GeoGebra para observagao das propriedades
das cdnicas (elipse, hipérbole e parabola) afim que o aluno consiga distinguir através dessas observa-
¢des a principal caracteristica de cada uma das trés conicas. A outra atividade também sao roteiros de
construgdes no software GeoGebra para a observagao da excentricidade das conicas e do pardmetro
da parabola.
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2 ESPAGCOS VETORIAIS COM PRODUTO INTERNO

Durante esse texto, sempre K representa o corpo dos numeros reais R, ou dos numeros complexos
C. Nesta segéao, estudaremos os espacgos vetoriais com produto interno. O Produto Interno completa
e enriquece a estrutura de um espaco vetorial, permitindo a utilizagdo de uma linguagem geométrica
altamente sugestiva, e que sera de extrema importancia para o desenvolvimento deste trabalho.

2.1 Produto Interno

Definigdo 2.1.1 Seja V' um K-espaco vetorial. Definimos um Produto Interno sobre V' como uma
fungéo:
(,):VxV-—K

que satisfaz as seguintes propriedades:

Py (u+v,w) = (u,w) + (v,w), Yu,v,w € V;
Py: (Au,v) = Mu,v), Yu,v € VeV € K;
Py (u,v) = (v,u);
Py (u,uy >0, u#0.

A partir da definicdo acima, observamos:

(a) (0,v) = (v,0) =0,Vv € V.
De fato, como V' é um K-espaco vetorial, 0 - v = 0, Vv € V. Logo, (0,v) = (0v,v) = 0(v,v) = 0.

Por outro lado, (v,0) = (0,v) = 0.

|
(b) (v,v) =0 v=0.
(=) Suponha v # 0. Pela propriedade P,
(0,0) > 0= (0+0,0+v) > 02 (0,04 ) + (0,0 +v) >0 (0,04 0) + (0 +v,0) >0=
20,0+ v) + {0,0) + (v,0) > 0 3)

Pelo item (a), (0,0 4+ v) = (0,v) = 0, além disso, por hipétese (v,v) = 0. Logo, por 3, concluimos
que,0+0+4+0>0= 0> 0, oque éum absurdo. Portanto, v = 0.

(«=) E caso particular do item (a) para v = 0.

(c) Ps: (u,v+w) = (u,v) + (u,w), Vu,v,w € V.

1

De fato, (u,v + w) - (v +w,u) & (v, u) + (w,u) = (v,u) + (w, u) e (u,v) + (u,w).

(d) Ps: (u, \v) = X(u,v), Vu,v € Ve v eK.
De fato,

(u, Av) B (A, u) 2 (v,u) = X (v, u) B A {u,v)

11



n m

(e) <Z Qi ijj> > Z alﬂ] (s, v3), Vuj,v; e Veva,B; € K
i=1 i=1

1=1j=

De fato,
n m

<Z s, Z > (Q1ur 4+ aguz + ... + antp, B1o1 + Bovy + ...+ Brom) =
i=1 j=1

P
(aru, Bror + Pava + .o 4 Brm) 4 -+ (Qntn, frv1 + Bova + .. + BOm) =

(aquy, o) + {(rug, Bave) + ... + (Qrut, Bmvm) + - -« + (@utin, B1v1) + - .. + (Qptn, Bmtm) —52

CY1E<U17U1> +G1E<U1,U2> +---+a157m<ul7vm> +-~-+anE<una’U1> +---+an67m<unavm> =

n m
g E zﬁ] Uy, UJ
=1 :

Exemplo 2.1.1
(a) Produto Interno Canbnico em V = K". Sejam u = (z1,...,2,) € v = (y1,...,yn). Definimos
(u,v) := Z x;y;. A seguir verificaremos que esta fungéo define um interno interno em K", cha-

i=1
mado de produto interno canénico em K.

Py Sejamu = (z1,...,Zn), 0= (Y1, Yn), W= (21,...,2,) €K™

<u+v,w> = <(JI1,...,JZ‘”)+ (ylv--~7yn)a(zl7~-~7zn)> = <($1 +y1,--~7$n+yn),(217~-~,2n)> =

(r+y)Zi+ .. @+ Yn)Zn=1Zi+ iz + .+ TnZn + YnZn =

(121 + 2222 + ...+ TnZn) + (Y121 + Y222 + - - + YnZn) = (u,w) + (v, w)
Py: Sejamu = (1,...,2n), v = (y1,...,yn) E K" e X e K.
Au, vy = (Ma1, ooy xn)y W1y Yn)) = ((Az1, ooy Axn), (Y1, -+, Un)) = AZ1TT + -« + A2, Ty =
Mzagn + ..o+ 20,70) = A(u,v)

Ps: Sejam u = (z1,...,2n),v = (Y1, .., yn) € K.

(w,0) = (@1, 20), (Y15 Yn)) = 21 YT + o+ TG = TG+ F Tl =

T+ -+ Toln = UTL + - - - + YnTp, = (0, 1)

Py: Sejau = (x1,...,2,) € K", u #£0.
(uyu)y = (1, ..., Zn), (X1, .y 20))

Como u # 0, existe pelo menos um z; # 0, i = 1,...,n. Entdo, (u,u) = =177 + ... + 2, T, =
|z1|2 + ... + |z, |2 > 0.

12



(b) Produto Interno Canénico em V. = M, (K). Sejam A = (a;;) € B = (b;;) matrizes de M, (K).
Definimos

(A,B) =Y a;bi; (4)

4,j=1

A seguir verificaremos que esta fungéo define um interno interno em M, (K), chamado de produto
interno canénico em M, (K).

Py Sejam A= (aij),B = (bm),C’ = (Cij) eV.

n n

(A+C.B) =Y (as; +eij)biy = Y (aizhij +eijbig) = Y aibi + Y cisbiy = (A, B) + (C, B)
ij=1 ij=1 ij=1 ij=1

Py: Sejam A = (a;5), B = (b;;) e Vele kK

(MA,B) = > Xaijbi; = A Y aijhi; = A (A, B)

ij=1 ij=1

Py: Sejam A = (a;;), B = (bj;) € V.

(A,B) =Y aiby =Y aiby =Y ayby= Y agby= ) bya;=(B,A)
ij=1 ij=1 ij=1 Q=1 ij=1

P,: Seja A= (a;;) e V. A#0.

(A A) = aia = Y la|?

ij=1 ij=1

Como, A # 0, existe pelo menos um a;; #0, i,j = 1,...,n. Entdo, (A, 4) = > |a;;|* > 0.
i,j=1

(c) Sejam V e W espagos vetoriais sobre K e ( , ) um produto internoem V. SeT: W — V é uma
transformacao linear injetora, podemos definir um produto interno de W da seguinte forma:

(u,v)p = (T'(u), T(v)),Yu,v € W.

Vamos verificar que ( , ), € um produto interno de W, ou seja, vamos provar que ele satisfaz as
quatro propriedades da definigao.

Py: Sejam u,v,w € W.
(utw,v)p=(T(u+w),T)) = (T(u)+T(w),T) =

(T'(u), T(v)) + (T(w),T(v)) = (u,0)p + (w,v)

Py Sejamu,v € We ek
(A, v)p = (T (M), T(v)) = (AT (u), T'(v)) = A (T (u), T(v)) = A(u,v).

Ps: Sejam u,v € W.




Py: Sejau e W, u # 0.
(w,uyp = (T'(u), T(u)) . (5)

Como T' é uma transformagao linear injetora, entao, ker(7') = {0}, ou seja, se u # 0 = T'(u) # 0.

Assim, pela propriedade P, da definicao de produto interno
(T'(u), T (u)) > 0. (6)

Logo, por (5) e (6), (u,u), > 0. Portanto, ( , ), € um produto interno em W.

(d) Seja V = M, (K) um espago vetorial sobre K com produto interno, entdo, (A4, B) = tr (EtA) éum
produto interno sobre V.

Vamos verificar que ele satisfaz as propriedades da definigao.

P, : Sejam A, B, C € M, (C),
(4+B,C) =tr (C'(4+B)) = tr (C'4+T'B) =tr (C"4) +1r (C"B) = (4,0) + (B.C)
P, : Sejam A, B € M, (C) e A € K,
(A, B) = tr (Et ()\A)) —tr (/\EtA> — \tr (EtA) — \(A,B)

P; : Sejam A, B € M,,(C)

(A,B) =tr (EtA> =tr (EtAy =tr (EtA>t =tr (AtE) =tr (ZtB) = (B, A)
Py, : Sejam A € M, (C), A # 0,
(4,4) = tr (4'4) >0

De fato, seja A = (a;;)i,;, entéo, i = (@j:)i,;- Logo, A'A = (cij)i.;, onde,
n n
Cij = Z@aij = Z|aij|2,j =1,...,n
i=1 =1

Por outro lado,

tr (ZtA) = chj = Z lai;|°

n n n
j=1 j=11i=1

Como A # 0, existe a;; # 0, logo, tr (ZtA) > 0.

2.2 Ortogonalidade
2.21 Norma (ou comprimento) de um vetor

Definicao 2.2.1 Seja V um K-espaco vetorial com um produto interno { , ). Para cada v € V, chama-
mos de norma de v o numero real dado por ||v|| = /(v v).

Proposicdo 2.2.1 Seja V' um K-espaco vetorial com produto interno ( , ).
(@ |lul| >0,VueVelul|=0su=0.
(b) |lau|| = || ||ull, Va e KeVu e V

14



Demonstragao:
(a) E basicamente a propriedade P, e observagao (b) feita logo depois da definicdo 2.1.1.
(b) Da definigao de norma,

el = /{aw, au) = v/o@ (u, u). @)

Observe que, na ultima igualdade utilizamos as propriedades P, e Ps de produto interno. Como aa =
|a|2, Va € K,

Vaa (u,u) = \f|af* (u,u) = \f|a*v/(u,u) = |af [|u]. (8)

Portanto, de (7) e (8), ||au|| = |a] ||u]l-

Exemplo 2.2.1

(a) Anorma de u = (1,2) € R? em relagéo ao produto interno canonico definido em R? é

lull = V/(uu) = V{(1,2),(1,2)) = V1-1+2-2= V5.

(b) Em V = R? considere o produto ((x1,y1), (72,92)) := 2175 + 16y192. A norma de u = (1,2) em
relagéo a esse produto interno é |u| = v/2.1.1 + 16.2.2 = V/66.

(c) Sejam V = R? munido de produto interno candnico e, v; = (x1,y1,21), v2 = (22,y2,22) € V. Se
calcularmos a norma de v, — v,

1 — va| = \/<U1 — V2,V — U2) = \/<(951 — T2, Y1 — Y2, 21 — 22), (X1 — T2, y1 — Y2, 21 — 22)) =

o1 —val| = V(21 — 22)2 + (11 — ¥2)2 + (21 — 22)2

Logo, |lv; — v2|| € a disténcia usual entre dois os pontos v; e v, do espago usual. Portanto, R?
com o produto interno candnico € o espacgo euclidiano usual.

(d) Generalizando a ideia do exemplo anterior, seja IV = R™ um R-espago vetorial com produto interno
canodnico, temos que a distancia entre os vetores « = {x1,z2,...,2,} € v = {y1,Y2,.- -, Yn} €
dado por,

||U—U|| = \/<U—’U,’U,—U> = \/<(I1 _y17$2_y2;---’xn,_yn)7($l _y17z2_y27"'7xn_yn)> =

lu—vl =V(z1—y1)>+ (22 — 12)2 + ... + (T — Yn)?

2.2.2 \Vetores Ortogonais

Definigao 2.2.2 Sejam V um espaco vetorial sobre K com produto interno { , ) e u,v € V. Diremos
que u e v sdo ortogonais, se (u,v) = 0.

Exemplo 2.2.2

1
(a) Os vetoresu = (2,1)ev = (—2, 1) s&0 ortogonais em relagdo ao produto interno candnico de R?,
(2,1) LV —2 (=N f1i—0
) ) 27 - : 2 M -

15
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(b) Se considerarmos o produto interno canénico de M,(R) (ver (4) na pag. 13), veremos que as

matrizes A =

0 1 2 - . .
eB= , S8o ortogonais, pois,
1 0 -1

2

Z aijbi,j = a11b11 + a19b12 + as1boy + agsbos = 1.1 +0.2+ 1.0 + 1.(—1) =0
=1

2.2.3 Conjunto Ortogonal e Conjunto Ortonormal

Definicao 2.2.3 Sejam V' um espaco vetorial sobre K com produto interno ( , ) e A C V. Diremos que
A é ortogonal se os seus elementos sdo ortogonais dois a dois; e diremos que A é ortonormal se A
for ortogonal e se ||u|| = 1, Vu € A.

Quando dois vetores u e v s&o ortogonais, escreveremos u_Lv.
Observagido 2.2.1

O vetor nulo u = 0 é ortogonal a todos os elementos de V, pois como ja provamos, (0, u) = (u,0) = 0,
para todo u € V.

Exemplo 2.2.3

(a) As bases candnicas do R? e R? sd0 conjuntos ortonormais com relagdo ao produto interno candnico.

A base candnica do R? é o conjunto B; = {(1,0),(0,1)} e a base candnica do R?® & o conjunto
By ={(1,0,0),(0,1,0),(0,0,1)}.

Em R?, (1,0)L(0,1), pois, {(1,0),(0,1)) = 1.0 + 0.1 = 0. Logo B; € um conjunto ortogonal. Além
disso,

1(1,0) = V{(1,0), (1,0)) = V12 + 0% = 1,
100, )] = V{(0,1), (0, 1)) = V0> + 12 = 1.

Portanto B; = {(1,0),(0,1)} é ortonormal.
Em R?,

((1,0,0),(0,1,0)) = 1.1+ 0.1 +0.0 = 0,
((1,0,0),(0,0,1)) = 1.0+ 0.0 + 0.1 = 0,
((0,1,0),(0,0,1)) = 0.0+ 1.0 + 0.1 = 0.

Portanto, a base canénica do R? & um conjunto ortogonal. Além disso,

1(1,0,0)| = 1/((1,0,0), (1,0,0)) = V12402402 =1,

1(0,1,0)] = /{(0,1,0),(0,1,0)) = /02 + 12402 = 1,
1(0,0,1)|| = 1/((0,0,1),(0,0,1)) = /02 +02 412 = 1.

Portanto B, = {(1,0,0),(0,1,0),(0,0,1)} é ortonormal.

(b) Verifique que o conjunto A = {(—\f, ?) ; <\f, g

)} € ortonormal em relagdo ao produto

interno canénico do R2.
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Antes de tudo para o conjunto A ser ortonormal, as normas dos vetores (—2,

V2 V32 V2 V32
2 )%\ 27

tém de ser iguais a 1.

V2 V2|l va va\ (LvE vE\ _(Cva\T o (va\
N\ )it ) T ) T
V2 V2 va va\ (va va\\ _(va\' . (va) _,
22 22 )\ ) )\ ) Tl T
Alémdisso, | ———,— | L [ ——, — |, pois, - — =_---- = =
22 22 2 2 2 2
0. Portanto, o conjunto A é ortonormal com relagéo ao produto interno canénico de IR{2

2.2.4 Processo de Ortogonalizagdo de Gram-Schmidt

O Processo de Ortogonalizagdo de Gram-Schmidt nos permite obter uma base ortogonal para qualquer
K-espaco vetorial V' # {0} de dimens&o finita, a partir de uma base qualquer de V. Antes de explicitar
o processo de ortogonalizagdo, demonstraremos algumas propriedades importantes.

Proposigao 2.2.2 Sejam V um K-espago vetorial com produto interno e A C V ortogonal e formado
por vetores ndo nulos.

(@) Sev € [vy,...,v,], comu; € A, entdo v = Z <||Uv)%2> .
=1 g
(b) A ¢é linearmente independente.
Demonstragao:
(@) Sejav = > au;,coma; €K, i=1,...,n. Entdoparaj=1,...,n

i=1

(v,v5) <Zalv“vj> (v + ...+ v + ..+ vy, v)) .
Utilizando as propriedades da definigdo de produto interno,

(v,v5) = (aqv1,v5) + ...+ (;v;,v5) + ... + (U, v;) =

(v,v5) = a1 (v1,v5) + ...+ a; (V,05) + ... + a, (U, v5) . (9)
Como B = {v1,...,v,} € um conjunto ortogonal, para i # j, (v;,v;) = 0,7 = 1,...,n. Logo, da
igualdade (9),
2 <rUer‘> .
(v,v5) = a; (vj,v5) = o [lvs]|” = a; = Hv'||]2 , j=1,...,n.
J
Portanto,
Z”“
= ;.
[Jui
(b) Sejam a4, ...,a, € Kewy,...,v, € Avetores ndo nulos tais que ay vy +. ..+ a,v, = 0. Devemos
mostrara; =...=a, =0. Parai=1,...,n,

0=1(0,v;) = {aqv1 + ... + Qpvp, v;) =
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0= (o1v1,v;) + ... + (v, v;) + ...+ {Qpvn, v) = 0=aq (v1,v;) + ... + @ (U, V) + ...+ ap (U, V;) .

0= o (vi,v5) = oy HWHQ :

Por hipotese, v; # 0, entéo, ||v,;H2 # 0, logo, a; = 0.
<07 vi>

Portanto, «; = > =0i=1,...,n.
[[odl
|
Corolario 2.2.1 Sejam V um K-espacgo vetorial com produto interno e B = {vy,...,v,} uma base
ortonormal de V. Entdo para todov € V,
v = Z (v, v;) v;.
i=1
Demonstragao: Aplique o item (a) da Prop. 2.2.2, observe que ||v;|| = 1.
|

Processo de Ortogonalizagdo de Gram-Schmidt. Sejam V' um K-espago vetorial com produto
interno ( , ) e A = {v1,...,v,} C V um conjunto linearmente independente. Construiremos B =
{ws,...,w,} C V ortogonal tal que os subespacgos gerados por A e B sejam os mesmos. Essa cons-
trucédo é feita pelo seguinte procedimento:

e Seja wy = v1;

e Para 1l < k < n, definiremos

Wgt] = Vg1 — — 5 W1 — ... — — Wk

)
:Uk+1—z J wi.

T2 W

j=1 ||w]||
Como B = {wy,...,w,} € ortogonal, segue da proposigao 2.2.2 que B ¢ linearmente independente.
Observe também que, paracadai=1,...,n, w; € W = [v1,...,v,]. Como dimg W = n, temos que , B

€ uma base de W, o que mostra que os subespagos gerados por A e B sd0 0S mesmos.
Exemplo 2.2.4

(a) Considere o R-espago vetorial V = R3 com produto interno canénico. Vamos determinar uma base
ortogonal B = {w1,ws,ws} para V a partir da base A = {(1,2,1),(1,0,1),(0,2,1)}.

Sejam v; = (1,2,1), v = (1,0,1) e v3 = (0,2,1), aplicando o processo de ortogonalizacédo de
Gram-Schmidt,

wyp = U1 = (1727 1)a

B {(1,0,1),(1,2,1)) B 2 B (1 21
ws = (1,0,1) TR (1,2,1) = (1,0,1) = £(1,2,1) = (1,0,4) (3, 3,3>:>
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2 22
Wwa = o) a9va |
37 33
0,2,1), (2,22
((0,2,1),(1,2,1)) o \3 303 (2 2 2)
w3 = 07271 - 1,2,1 — - ==, = =
SR R TR TR 2 _22)F A8 83
3733
5 1/2 22 5 10 5 2 22
=(0,2,1)—2(1,2,1)— = (=, -2, 2) =(0,2,1) - (2,=,2 Z-Zz

1 1
w3 = <_25072> .

Portanto obtemos a seguinte base ortogonal para V = R3

2 22 1 1

B=1:(1,2,1),(=,-=2,= ——,0,= ) ¢.
{( ) ) ))(37 373)7( 270)2>}

(b) Considere o C-espago vetorial V = C? com o seguinte produto interno:

(@1, 22, 23), (Y1, Y2, y3)) = 22171 + 42272 + 2373.

Vamos determinar uma base ortogonal B = {wy, w2, w3} de C? contendo o vetor (1,24,0). Primeiro
consideremos uma base A qualquer de C3 contendo o vetor (1, 2i,0). Por exemplo

A ={(1,2i,0),(0,1,0),(0,0,1)}.

Aplicando o processo de ortogonalizagdo de Gram-Schmidt, wy = v; = (1,2i,0), e

((0,1,0),(1,2¢,0))

, 2.0.1+4.1.(=2i)+00 .
=(0,1,0) — 1,2¢,0) = (0,1,0) — 1,2¢,0) =
w2 = (0,1,0) (1, 2i,0)|? (1,2i,0) = (0,1,0) 2.1.1+4.2i.(—2i)+0.0( ,24,0)
81 48 4 1
=(0,1,0) + —(1,2i,0) = (0,1 —0)=(%,-=
w2 (07 a0)+14( ’ 270) (07 70)+(77 770) (77 7a0)7

- S L )
7T

7T
0 0 47 15
1,200 - ——— (-2 22 0) =(0,0,1).
iwaop Y 51, 2( 7T > ©,0.1)
7T

Portanto obtemos a seguinte base ortogonal para V = C3

B- {(1,2@,0), <47Z;o) ,(0,0,1)}.

A partir do processo de ortogonalizagdo de Gram-Schmidt, podemos enunciar o teorema abaixo que
garante que todo K-espagco vetorial V' de dimenséo finita possui uma base ortonormal.

w3z = (0707 1) +
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Teorema 2.2.1 Todo K-espago vetorial V' de dimensé&o finita n > 1 com produto interno possui uma
base ortonormal.

Demonstragdo: Sejam V um K-espago vetorial de dimenséo finitae A = {vy,vs,...,v,} uma base
qualquer de V. Pelo processo de ortogonalizagdo de Gram-Schmidt, podemos determinar uma base

B = {wy,ws....,w,} ortogonal a partir de A. Para garantir que esta base seja ortonormal, basta
. 1 n .
multiplicar cada vetor w; de B por ——,comi=1,...,n. Logo, B = { w1 , w2 e v } € uma

[Jws| llw " [[wa] [[wa|

base ortonormal de V.
[ |
Exemplo 2.2.5

Vamos utilizar a base orotogonal encontrada no exemplo anterior item (@) para o R-espago vetorial
V = R3. A partir da base A = {(1,2,1),(1,0,1),(0,2,1)} encontramos a base ortogonal

- fuan (3-32)- (03]}

Observe que, esta base nao é ortonormal, pois,

[(1,2,1)] = v/((1,2,1),(1,2,1)) = V6,
2= (22322
(LoD - (o) (Rod)) -2

Utilizando o teorema 2.2.1,

1 3 /2 22\ 2 (1 1
B ={—(1,21),—(2,-22), = (-=,0,=
{\/6(77)’2\/§<37 373)7 2( 2’ 72>}

€ uma base ortonormal para V = R3.

2.3 Subespacgo Ortogonal

Definicao 2.3.1 Sejam V um K-espaco vetorial com produto interno e S C V. Chamamos de ortogo-
nal a S o conjunto
St ={veV|{vu) =0,YuecS}.

Proposigdo 2.3.1 Seja V um K-espago vetorial com produto interno e S C V. Entdo S+ & um sub-
espaco vetorial de V.

Demonstragdo: Em primeiro lugar, 0 € S+, pois como ja provamos, (0,v) = 0,Vv € V. Sejam
v1,v9 € St pela definigdo, (vi,u) = (vs,u) = 0,Vu € S. Assim, por propriedades de produto interno,

(v1 + v2,u) = (v1,u) + (vg,u) =04+ 0=0,Vu € S.

Logo, vy +ve € S*. Agora, sejam A € K e v € S+, pela definigdo, (v,u) = 0,Vu € S. Assim, por
propriedades de produto interno,

(A, u) = A{v,u) = A0 =0,Yu € S.
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Logo, \v € S*+. Portanto, S+ é subespago vetorial de V.

Observagédo 2.3.1
e Se S = {0}, entdo S+ = V.

e Se S contiver uma base de V, entdo S+ = {0}.

2.4 Transformacgoes Lineares que Preservam Produtos Internos

Antes de definir as transformacdes lineares que preservam produto interno e algumas de suas propri-
edades, vamos relembrar a definicdo de isomorfismo e espacgos vetoriais isomorfos. Denotaremos o
conjunto das transformagdes lineares entre dois espagos vetoriais Ve W por L(V, W).

Definicao 2.4.1 Sejam U e V espacgos vetoriais sobre K e T': U — V uma transformacéo linear.

(i) Se T for bijetora, diremos que T é um isomorfismo.

(ii) Se existir um isomorfismo T : U — V, diremos que U e V sdo espacgos vetoriais isomorfos
e indicaremos U = V.

Definicdo 2.4.2 Sejam V e W dois K-espacgos vetoriais com produto interno. Diremos que uma trans-
formacdo T € L(V, W) preserva o produto interno se,

(T(u),T(v)) = (u,v), Yu,veV.
Um isomorfismo entre espagos com produto interno é um isomorfismo que preserva o produto interno.

Observagao 2.4.1

Uma transformacéao linear que preserva o produto interno é necessariamente injetora. De fato, para
todowv € V,
[T ()| = (T(v),T(v)) = (v,v) = [|v].

Logo, T'(v) = 0 implica v = 0, ou seja, T' é injetora.

Teorema 2.4.1 Sejam V e W dois K-espagos vetoriais de dimensé&o finita com produto interno, dimg V' =
dimgW e T € L(V,W). As afirmagbes abaixo s&o equivalentes:

(a) T preserva produto interno;

(b) T é isomorfismo de espagos com produto interno;

(c) T leva toda base ortonormal de V' em uma base ortonormal de W.

Demonstragao:
((a) = (b)) Se T preserva produto interno, pela observagdo 2.4.1, T é injetora, entéo dimg ker(7T") =
0. Utilizando o Teorema de Nucleo e Imagem,

dimg V' = dimg ker(7') 4+ dimgIm(7") = dimgV = dimgIm(T).

Por outro lado, dimxV = dimgW = dimgIm(7T"). Como Im(7") € um subespago de W e ambos de di-
mensa&o finita, podemos concluir que, Im(7') = W, entéo, T é sobrejetora. Portanto, 7 € um isomorfismo
que preserva produto interno.
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((b) = (c)) Sejam T um isomorfismo de espacos com produto interno e B = {v1,...,v,} uma base
ortonormal de V. Entdo C := {T(v1),...,T(v,)} € uma base de W. Como T preserva produto interno,
paratodoi # j,i,j=1,...,n

(T'(vi), T(v;)) = (vi, v5) =0,

eparai=1,...,n

IT(vi)ll = V(T (vs), T(vi)) = V/{wi,v3) = [lui]| = 1.

Portanto, C' € uma base orotonormal de W.

((¢) = (a)) Seja B = {vy,...,v,} umabase ortonormal de V, pela hipétese C = {T'(v1),...,T(v,)}
€ uma base ortonormal de 1. Dados u,v € V, escreva, u = ) a,;v; € v = . B;v;, onde o, 5; € K.
i=1 j=1
Entao
n n
(u,v) = <Z QiVi, Zﬁjvj> = (v1 + ...+ anvn, f1o1 + ... + Bovn) =
i=1 j=1
(u,v) = (o1, B1v1 + .o+ Bpon) + ... + {@pvp, f1v1 + ... + Boop) =
(u,v) = (qv1, B1o1) + ... + (@11, Brvn) + ... + (@ vp, B1v1) + . .. + {QpUn, Brvn) =
(u,v) = a1 By (v, v1) + .o+ @1 Bn (V1,00) + -+ Q1 (Un, v1) F e B (U, v)
Como B = {v,...,v,} €umabase ortonormal de V, (v;, v;) = 1e (v;,v;) =0,parat # j,i,j = 1,...,n.
Logo,

(u,v>:a1E+...+anE:ZaiE. (10)
=1

Por outro lado,

(T'(u), T(v)) = <T (Z ozwi> T (Z [3jvj> > = (T(anvr + ... + apvy), T(B1v1 + ... + Bavn)) =

= (T(a1v1) + ...+ T(anv,), T(B1v1) + ... + T(Bpvn)) =
= (1 T(v1)+ ...+ T (vy), 51T (01) + ... + BT (vy)) =
= (1 T(v1), 5T (01) + ..+ BT (W) + ..+ (T (v3), BiT(v1) + - .. + BT () =
= (a, T(v1), S1T(01)) + ..+ (1T (v1), BT (v0)) + - . .+ (anT (), B1T(01)) + ..+ (T (vn), BT (v3)) =
= o1 By (T(1), T(01)) + .. .4 1B (T(v1), T(vn)) + - . .4 B1 (T (), T(01)) 4. . . + @ B (T(v03), T(v3)) .
Como C = {T'(v1),...,T(v,)} é base ortonormal de W, (T'(v;),T(v;)) = 1 e (T'(v;),T(v;)) = 0, para
i#7,4,7=1,...,n. Logo,

(T(u), T(v)) = 1B1+ ...+ anBn = Y _ aifi. (11)
i=1

Assim, por (10) e (11), (T'(u), T'(v)) = (u,v), para todo u,v € V, ou seja, T preserva produto interno.
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3 OPERADORES ADJUNTOS

3.1 Funcionais Lineares

Definigdo 3.1.1 Seja V. um K-espago vetorial. Um funcional linear f : V. — K é uma transformagéo
linear entre os espacgos vetoriais V e K, ou seja, € uma fungéo f : V — K tal que,

Py flu+v)=f(u)+ f(v), u,v eV

Py f(MWw)=Af(v), \eK veV

Observagéao 3.1.1

O conjunto L(V,K) := V* dos funcionais lineares, conhecido como Espago Dual, € um espago vetorial
sobre K.

Definicao 3.1.2 Sejam V um K-espaco vetorial com produto interno e w € V. A partir do vetor w,
definimos um funcional linear em V* da seguinte maneira

fu: V. — K
u > fulu) = (u,w).

Observagédo 3.1.2

Pelas propriedades do produto interno, f,, € linear.

3.2 Operadores Adjunto

Proposicao 3.2.1 Seja V um K-espago vetorial com produto interno e de dimenséo finita n > 1. Se
f € V*, entdo existe um tnico w € V tal que f(u) = (u,w), para todo v € V.

Demonstragdo: Pelo teorema 2.2.1, da pagina 19, V possui uma base ortonormal B = {vy, va, ..., v, }.

Considere o vetor w = > a;v; € V e vamos calcular f,,(v;) como definida acima.
=1

w(vj) <’UJ,ZO( vl> (vj, 0001 + .. Qv + . @) =

fuw(v;) = (v, cqv1) + ...+ (v, qjv;) + ... (o) =
fw(vy) =aq (vj,v1) + ... +a; (vj,05) + ...+ (V,0n) . (12)

Como B é uma base ortonormal, concluimos

ay; = fw<’l)j). (13)

Logo,

w= 3 Faloes (14)
j=1

Mostraremos f = f,,, ou seja, dado u € V, f(u) = fy,(u) = (u,w):

Juw(vk) = (v, w) = <vk72f > :<vk,mv1+...+mvj+...+f(vn)vn>:
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<vk,mv1> +...+ <vk,f(vk)vk> +...+ <vk, f(vn)vn> =

for) (U, v1) + .o+ for) Ok, vk) + oo+ o) (g, vn) (15)

Como B é uma base ortonormal,

fw(vk) = f(ok) (v, ve) = f(vg)-

Ou seja, f e f,, coincidem em B, entéo f = f,.
Para a unicidade, suponha que existam w,wy € V tais que f = f,,, = fu,. Em particular

Jwi (W1 —w2) = fu, (w1 — w2) = (W1 — wa, w1 —ws) = 0.

Portanto w; = ws.

Teorema 3.2.1 Seja V um K-espaco vetorial com produto interno e de dimenséo finita. Se T € L(V,V),
entdo existe um unico operador T* € L(V,V), tal que (T (u),v) = (u, T*(v)), para todo u,v € V.

Demonstragao: Dado v € V, considere o funcional linear f,:

f=f:V — K
u > f(u) =(T(u),v)

Claramente f é linear. Utilizando a proposi¢ao 3.2.1, sabemos que existe w € V tal que f(u) = (u, w),
para todo v € V. Logo, (T'(u),v) = (u,w), para todo v € V. E como w é determinado de modo Unico
por v, podemos definir

T*(v) = w. (16)

Logo,
(T(u),v) = (u, T*(v)) ,Vu,v € V.

Falta mostrar que 7* € linear. Sejam u,v,v2 € V e A € K,

(u, T (01 + Avg)) = (T'(u), 01 + Avg) = (T'(u),v1) + (T'(u), Avg) = (T'(u),v1) + A(T'(u),v2) =

(u, T*(v1 4+ Av2)) = (u, T*(v1)) + A {u, T* (v2)) = (u, T*(v1)) + (u, \T*(va)) =
(u, T*(v1 + Av2)) = (u, T*(v1) + AXT™(v2)) =
(u, T*(v1 + Ava)) — (u, T*(v1) + AT*(v2)) = 0 =
(u, T*(v1 + Ave) — T*(v1) — AT*(v2)) = 0.

Como o vetor nulo é o Unico vetor ortogonal a todos os elementos de um K-espacgo vetorial V/, entdo
T*(v1 + Ava) — T*(vy) — AT™*(v2) = 0. Logo, T*(vy 4+ Ava) = T (v1) + AT*(v2) e, portanto, T* é linear.

Definigdo 3.2.1 SejaT € L(V,V), onde V é um K-espago vetorial com produto interno. Diremos que
T possui um adjunto se existir um operador linear T* € L(V,V) tal que (T'(u),v) = (u,T*(v)), para
todo u,v € V. Neste caso T* é chamado do adjunto de T.
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Observagéao 3.2.1

Note que dadas uma base ortonormal B = {vy,vs,...,v,} de um K-espago vetorial V' com produto
interno e T € L(V,V), T* pode ser escrito explicitamente: combinando os resultados da proposigéo
3.2.1 e do teorema 3.2.1,

n

T (v) = Z (T(vj),v)vj, YveV. (17)

Jj=1

Exemplo 3.2.1

(a) Seja V.= M, (C) um C-espago vetorial com produto interno dado por (A, B) = tr(EtA), para
A, B € V. Assim, dada uma matriz M € M,,(C), defina o operador linear

Ty: V. — V
A — Ty(A)=MA"

Para determinar o adjunto de T, observe
(Tai(A), B) = (MA, B) = tr (B'(MA)) = tr ((B'2M) A) =tr (M'B)" 4) .

Pela propriedade de conjugado: z = z,Vz € C,

t

(Tai(A), B) = tr ((MtB) A) —tr ((Mﬂiﬁl) = (AT'B) =

(Tui(4), B) = (AM'B),
portanto, T}, (B) = M B.

(b) Considere V = C? como C-espago vetorial e T € L(V, V') o operador dado por T'(1,0) = (1 +1i,2) e
T(0,1) = (i,i). Considerando em C? o produto interno canénico, vamos determinar 7*.

Para isso, observe que B = {(1,0),(0,1)} € uma base de V' e nessa base (z,y) = x(1,0) +y(0, 1),
portanto T'(z,y) = T(z(1,0) + y(0,1)) = 2T(1,0) + y7(0,1) = =(1 +4,2) + y(4,1), ou seja,

T(x,y) = ((1+i)x + iy, 2z + iy) (18)
Agora, vamos determinar o adjunto 7*. Sejam u = (z1,y1),v = (22,y2) € V,
<T(U),”U> = <T(£L‘17y1), (ZQa y2)> = <((1 + Z)xl + Z‘yla 21'1 + iyl)a (l’Q,yQ» =

(T(u),v) = ((1 + i)Il + iy1)@+ (21’1 + zyl)yfg = (1 +Z')I1@+ Y102 + 201y + 1Y1Y2 =

(T(u),v) = z1 (1 4+ 973 + 272) + 1 (T3 + i72) = 21 (1 + )Tz + 272) + v (iT2 + i72) =

(T(u),v) = 21((1 — i)z2 + 2y2) + y1(—ize — iy2) = ((¥1,91), (1 — i)z2 + 2y2, —iT2 — iY2)) =
(T(u),v) = (u,T"(v)).
Portanto, T*(v) = ((1 — )2 + 2y2, —iza — iy2).

Proposicdo 3.2.2 Sejam V um K-espaco vetorial com produto interno, T,S € L(V,V) operadores
lineares que admitem adjuntos T* e S*, respectivamente e A € K. Ent&o,

(a) T + S admite adjunto (T + S)* = T* + S*;

(b) \T admite adjunto (\T)* = \T*;
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(c) T o S admite adjunto (T o S)* = S* o T*;
(d) T* admite adjunto (T*)* =T.

Demonstragao:
(a) Sejam u,v € V,

(T + 5)(u),v) = (T(u) + S(u),v) = (T(u),v) + (S(u),v) =

(T + 5)(u), v) = (u, T*(v)) + (u, 5% (v)) = (u, T"(v) + 57(v)) = (u, (T" + 57)(v)) -

Portanto, T + S admite adjunto e (7' + S)* = T* 4+ S*.
(b) Sejam u,v e Ve leK,

(AT)(w), v) = (AT (), v) = A(T(u), v) = Afu, T*(0)) = (u, N (0)).

Isto &, AT admite adjunto (\T)* e (A\T)* = \T*.
(c) Sejam u,v € V,

((T'o S)(u),v) = (T(S(w)),v) = (S(u), T"(v)) = (u, S*(T"(v))) = (u, (§* 2 T")(v)) .

Ou seja, T o S admite adjunto (T'o S)* e (T o S)* = S* o T™.
(d) Sejam u,v € V,

(T (u), v) = (v, T*(u)) = (T(v),u) = (u,T(v)).

Portanto, (T*)* =T.

Observagédo 3.2.2

Dado um K-espaco vetorial V. com produto interno. Claramente para todo u,v € V,
(0,v) = (u,0).

Logo, o operador nulo admite adjunto, e € o préprio operador nulo.
Note também, dados T, S € L(V, V), tais que, T' e S admitem adjuntos T* e S*, respectivamente, e
A € K, e utilizando o resultado da proposi¢ao 3.2.2,

(AT + 8)* = (\T)* 4+ S* = \T* + S*
Portanto, concluimos que o conjunto dos operadores que admitem adjunto € um subespago vetorial de
LV, V).
3.3 Matriz de uma Transformacgao Linear e Operadores Adjunto

Nesta se¢cao vamos ver como podemos determinar um operador adjunto 7 de T' utilizando as matrizes
de uma transformacao linear [T 5.

Proposicao 3.3.1 Sejam V um K-espago vetorial com produto interno e de dimenséo finita, B
{v1,...,v,} uma base ortonormal de Ve T € L(V,V). Se a matriz da transformacéo linear [T|,
(@ij)i ;. entdo a;; = (T'(v;),v;), paratodoi,j=1,... n.
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Demonstracao: Pela definicdo de matriz da transformacéo linear,
T(Uj)zzaijvi, jzl,...,n. (19)
i=1

Por outro lado, como B é uma base ortonormal, pelo corolario 2.2.1, todo vetor v € V' pode ser escrito
como

n

v= Z (v, v3) v;. (20)

i=1
Em particular, podemos escrever, os vetores T'(v;) utilizando (20),
T(vj)zz:(T(vj),vi)vi, j=1,...,n. (21)

i=1

Comparando as equagdes (19) e (21), concluimos,
aij = (T(vj),v;), i,j=1,...,n.

O proximo teorema nos mostra uma maneira de calcular o operador T* através da matriz de uma
transformacéo linear T'.

Teorema 3.3.1 Sejam V um K-espaco vetorial com produto interno de dimenséo finita, T € L(V,V) e
B = {v1,...,v,} uma base ortonormal de V. Entéo [T*|p = m;

Demonstragéo: Sejam [T, = (a;;)i; € [T*] 5 = (ci;)i;- Utilizando o resultado da proposigéo 3.3.1,
parai,j=1,...,n
aig = (T(v;),vi), cij = (T"(v;),vi) -

Assim, utilizando a propriedade P; de produto interno e a definicdo de T,

cij = (T"(vj),vi) = (vi, T*(vj)) = (T'(vi),v5) = @z

Portanto, [1] = [T .

Exemplo 3.3.1

Sejam V = C? com produto interno candnico e T : C> — C? dada por T(z) = (v + 2y,iz,y — iz).
Determinaremos 7™ utilizando como base ortonormal B = {(1,0,0),(0,1,0),(0,0,1)}. Primeiro vamos
determinar a matriz da transformagao 7' em relagéo a base B:

T(1,0,0) = (1,0,0) = 1(1,0,0) + 0(0,1,0) 4 0(0,0, 1),

7(0,1,0) = (2,0,1) = 2(1,0,0) 4 0(0,1,0) 4 1(0,0, 1),
T(0,0,1) = (0,4, —i) = 0(1,0,0) +(0,1,0) — i(0,0,1).

Logo,



e pelo teorema 3.3.1,

[T*]B = m; =

Portanto, T*(x,y, z) = (x, 22 + z, —iy + iz)

3.4 Operadores Auto-Adjuntos

Definicao 3.4.1 Sejam V um K-espaco vetorial com produto interno e T' € L(V,V). Dizemos que T é
auto-adjunto se T' admite adjunto e T* =T.

Observagéao 3.4.1

Na definigdo de operador auto-adjunto acima, diremos, no caso de K = C, que T' é hermitiano e, no
caso de K = R, que T é simétrico.

Proposicao 3.4.1 SejamV um K-espaco vetorial com produto interno de dimensé&o finitaeT € L(V,V).

Entao T é auto-adjunto se, e somente se, [T]fB = [Tz, para toda base ortonormal B de V.

Demonstragdo: E consequéncia direta do teorema 3.3.1.

Exemplo 3.4.1
(a) Considere C-espaco vetorial C2 com produto interno candnico e T : C2 — C? dada por,
T(z,w) = (2z+ (1 +dw, (1 —i)z 4+ 3w), Vz,weC.
Na base canénica B = {(1,0), (0,1)} de C2,
T(1,0) = (2,1 —4) = 2(1,0) + (1 — 4)(0, 1),

T(0,1) = (1+14,3) = (1 +1)(1,0) + 3(0,1).

Logo,
2 1414

[T}B:L—z’ 3

Portanto, pela proposigéo 3.4.1 7' é um operador auto-adjunto.

(b) Considere C-espaco vetorial C? com produto interno canénico e T : C2 — C? dada por,
T(z,y) = (ixz + iy, 2z — iy), Va,y € C,
nao é auto-adjunto, pois: na base canbnica,
T(1,0) = (4,2) = (1,0) +2(0,1),

T(0,1) = (i, —i) = i(1,0) — (0, 1).

Logo,



Por outro lado,

t

Ou seja, [T # [T]p.

Lema 3.4.1 Sejam V um C-espaco vetorial com produto interno e T € L(V,V'). As afirmagbes abaixo
séo equivalentes:

(i) T =0,

(ii) (T(u),u) =0, YueV,

(wi) (T(u),v) =0, Yu,veV.

Demonstragao:

(1) = (it) é dbvio.

(14) = (ii1) Dados u,v € V e «, 8 € C, considere w = au + fv € V. Por hipétese, (T (w),w) = 0,
entdo, 0 = (T'(w),w) = (T'(au + Bv),au + Pv). Utilizando as propriedades de transformacéo linear e
produto interno,

0 = (T(au+ Bv), au + Bv) = (T(au) + T(Bv), au + fv) = (aT(u) + BT(v), au + fv) =

= (aT'(u), au + pv) + (BT (v), au + fv) = (aT'(u), aw) + (aT (u), Bv) + (BT (v), au) + (BT (v), Bv) =
= aa@ (T(u),u) + af (T(u),v) + fa(T(v),u) + S5 (T (v),v) =
B (T(w),v) + Ba (T (v),u) = 0. (22)
Como a igualdade (22), vale para qualquer o, 3 € C, considere as seguintes situagdes:
o a=pf=1= (T(u),v) + (T(v),u) = 0.
e a=ifB=1=i(T(u),v)—i(T(v),u)=0.

Resolvendo o sistema com as equagdes obtidas acima, concluimos (T'(u),v) = (T'(v),u) = 0, Yu,v € V
como queriamos.
(14i) = (i) Tome v := T'(u). Logo, (T'(u),T(u)) = 0, Yu € V. Portanto, T'(u) = 0, Vu € V.

Proposicéao 3.4.2 Sejam V um C-espaco vetorial com produto interno e T € L(V,V). Entdo T é um
operador hermitiano se, e somente se, (T'(v),v) € R, Vv € V.

Demonstragao:
(=) Se T é hermitiano, entdo T" admite adjunto e, ' = T*, ou seja,

(T(v),v) = (v, T*(v)) = (v,T(v)) = (T(v),v),

ou seja, (T'(v),v) = (T'(v),v),Yv € V, que é possivel somente quando (7'(v),v) € um numero real.
(<) Paratodo v € V, (T'(v),v) = (T'(v),v) = (v,T*(v)) = (T"*(v), v), entdo

(T(v),v) = (T*(v),v) =0= (T'(v) —T"(v),v) =0, YveV.

Pelo lema 3.4.1, T'(v) — T*(v) = 0, entéo, T'(v) = T*(v), para todo v € V, como queriamos.
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Observagéao 3.4.2

e Note que o lema 3.4.1 e a proposicéo 3.4.2 ndo sao validas sobre R-espagos vetoriais.

e Seja B uma base ortonormal de um C-espaco vetorial com produto interno. Lembre-se que,
pela proposigdo 3.3.1, as entradas da matriz [T], s&o dadas por a;; = (T'(v;),v;), para todo
i,7=1,...,n. Logo, pela proposi¢ado 3.4.2 as entradas da diagonal principal, a;; = (T'(v;),v;) € R.

3.5 Operadores Unitarios

Defini¢do 3.5.1 Sejam V um K-espago vetorial com produto interno e T € L(V,V). Diremos que T é
unitario, se T for um isomorfismo de espagos com produto interno.

Observagao 3.5.1
Inverso e composicao de operadores unitarios, sdo operadores unitarios.

Proposigdo 3.5.1 Seja T € L(V,V), onde V é um K-espaco vetorial com produto interno. Entdo, T é
unitario se, e somente se, possui adjunto T* e T* = T~ 1.

Demonstragao:
(=) Seja T é unitario. Para todo u,v € V,

(T(u), v) = (T(u), (T o T~ () = (T(w), TT~(v))) = (u, 77 (v)).

Portanto, T possui adjunto 7% = T~ 1.
(«<=) Falta provar que T preserva produto interno. Sejam u,v € V,

(T(u), T(v)) = (u, T*(T(v))) = (u, (T" 0 T)(v)) = (u,1d(v)) = (u,v).

Portanto, 7' é um isomorfismo que preserva produto interno.

Exemplo 3.5.1

Considere V' = M, 1 (C) com produto interno (M, N) = NtM, onde M,N € V e seja A € M,,»,(C).
Definimos T': V. — V por T'(X) = AX. Vamos calcular (T'(X),T(Y)), paratodo X,Y € V

(T(X), T(Y)) = (AX, AY) = (AY){(AX) = Y A" AX.

Portanto, podemos concluir que T' € unitario se, e somente se, A'A=1d A partir do exemplo 3.5.1
retiramos a seguinte definigao.

Definigao 3.5.2 Diremos que A € M,,(K) é unitdria se AR =A'A=1d SeK = R, diremos que A é
ortogonal.

Exemplo 3.5.2

Vamos descrever todas as matrizes ortogonais 2 x 2. Considere

A:(j Z)GMZ(R)’
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Pela definicdo, A é ortogonal se A4 = A'A = Idy, ou seja, A' = At = A, pois a,b,c,d € R. Assim,
como det (Ids) =1,

1 = det (Id) = det (A" A) = det (A™") det (A) = det (A") det (A) = (det (A))* = det (A) = £1.

Por outro lado,

Caso det (4) =1,

ou caso det (A) = —1,

Utilizando o fato que A* = A~! e comparando as matrizes (23), (24) e (25), se det (A) = 1

b
Az( “ ) com a® +b* =1, (26)
b a
esedet(A) =—1,
b
Az(a )coma2+b2=1. (27)
b —a

Como a,b € R, existe um angulo 6, 0 < 6 < 2w, com a = cosf e b = senf. Portanto, as matrizes
ortogonais 2 x 2 sdo da forma

—senfl cos @

A:( cosf  send ),O§9<27T.

ou,

senf —cosf

AZ(COSH senf >,0§9<27r.

3.6 Operadores Normais

Defini¢ao 3.6.1 Sejam V um espacgo vetorial com produto interno e T € L(V,V'). Diremos que T é
normal se existirT* e T o T* =T*oT.

Observagéo 3.6.1

(a) Todo operador auto-adjunto € normal, pois pela definigdo 7" = T'.

(b) Todo multiplo escalar de um operador normal € normal. De fato, sejam V um K-espacgo vetorial
com produto interno e T' € L(V,V) com T operador normal e o € K. Utilizando o resultado da
proposigao 3.2.2,

(aT)* o (aT) = (@T™*) o (aT) = @a(T* o T) = aw(T o T*) = (aT) o (@T*) = (aT) o (aT)".
Portanto, oT é normal.

Exemplo 3.6.1
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Considere em C? o produto interno usual e seja T': C?> —s C? dada por T'(z,w) = (2 + iw, z — iw), para
todo z,w € C. Para determinar T*, pela observagéo 3.2.1, na base candnica B = {(1,0), (0,1)} de C?,

2
T*(z,w) =Y (T(v), (z,w)yv; =

j=1
T* (2, w) = (T(1,0), (5 w))(1,0) + {0, 1), (2, @)} (0, 1) = (1, 1), (z ) (1,0) + (GG, =), (2, w)} (0, 1) =
T (z,w) = (z + w)(1,0) + (—iz + iw)(0,1) = (2 + w,0) + (0, —iz + jw) =
T*(z,w) = (2 + w, —iz + iw), para todo z,w € C.

Agora, fazendo T o T* e T* o T,
(ToT")(z,w) =T(T*(z,w)) =T (2 + w,—iz +iw) =

=((z+w)+i(—iz+iw), (z+w) —i(—iz+iw) = z+w+z—w,z4+w—z+w) = (2z,2w) = 2(z,w) =

ToT* =2Id.

(T* o T)(z,w) =T (T(z,w)) =T (2 +iw, z — iw) =
= (z+iw+z —iw, —i(z+iw) +i(z —iw)) = (z +iw+ z —iw, —iz + w +iz + w) = (2z,2w) = 2(z,w) =
T oT = 2Id.
Portanto, 7' € um operador normal.

Proposicao 3.6.1 Sejam V' um K-espaco vetorial com produto interno e T € L(V,V) um operador
normal. Entéo,

@ |T()] = |T* ()| Vv € V;

(b) Se T(v) = avparaa c Kewv €V, entdo, T*(v) =aw. Yv € V;

(c) Se T(v1) = ayvy € T'(v2) = agve, para vy, va €V € ay,as € K, com ay # ag, entéo, (vy,ve) = 0.

Demonstragao:
(a) Seja v € V. Utilizando a definicdo de operador adjunto, as propriedades da definicao de produto
interno e a condi¢do que 7' é normal,

(T(v), T(v)) = (v, T*(T(v))) = (v, T(T"(v))) = (T(T*(v)), v).
Como (T'(v), T(v)) € um numero real, segue que,
(T'(v), T(v)) = (T(T*(v)),v) = (T(T*(v)),v) = (T"(v), T"(v)) .

Portanto, |T'(v)|| = || T*(v)]|-
(b) Se T'(v) = av, paratodo v € V e a € K, entéo, (T — old)(v) = 0, pois,

(T — ald)(v) = T(v) — (aId)(v) = T'(v) — ald(v) = av — av = 0.

Assim podemos concluir que ||(7' — aId)(v)|| = 0. Utilizando o resultado do item (a), ||(T — oId)*(v)|| =
0, entdo, (T' — ald)*(v) = 0. Logo, utilizando as propriedades da proposicéo 3.2.2,

(T —ald)*(v) =T"(v) — (ald)*(v) = T*(v) —ald*(v) =T*(v) —ow = 0= T"(v) = av.
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Portanto, 7% (v) = @v, paratodov € Ve a € K.
(c) Para v1,v2 € V e a3, € K, pela definigdo de adjunto, (T'(vy),vs) = (v1,T*(v2)). Como
T(v2) = aave, pelo item (b), T*(ve) = azvs, entéo,

(T'(v1),v2) = (v1, T"(v2)) = (v1,aQ2v2) = a2 (v1,v2) . (28)

Por outro lado,
(T(v1),v2) = (w1, v2) = aq (v1,v2) . (29)

Logo, por (28), (29),
aq (v1, v2) = g (U1, V2) = a1 (U1, V2) — g (U1, 02) = 0 = (a1 — @) (v, v2) = 0.

Como (e%1 # a9, <’U1,U2> =0
]

Definigcao 3.6.2 Sejam V um espaco vetorial sobre K de dimenséo finita, T : V. — V um operador
linear e C uma base de V.

(a) Um autovalor de T é ) € K tal que existe um vetor ndo nulo v € V.com T'(v) = Av.

(b) Se A\ é um autovalor de T, entao todo vetor ndo nulo v € V tal que T(v) = \v é chamado de
autovetor de T associado a \. Denotaremos por Autr(\) o subespago de V gerado por todos
0s autovetores associados a \.

(c) Suponha que dimg V' = n < co. Diremos que T' é diagonalizavel se existir uma base B tal que [T']
é diagonal, o que ¢é equivalente a dizer que existe uma base formada por autovetores de T.

(d) Chamamos o polinémio pr(x) = det([xId — T)¢) de polinémio caracteristico de T.

Teorema 3.6.1 Seja V um K-espaco vetorial de dimens&o finita com produto interno. Se T € L(V,V)
€ auto-adjunto, entéo, T possui um autovetor real.

Demonstragao: Se K = C entdo, pelo teorema fundamental de algebra, o polinbmio caracteristico
pr POSSUI raizes e elas sdo os autovalores de T'. Se K = R, considere B uma base ortonormal de V' e
A =[T]z. Como T = T*, pelo teorema 3.3.1, A = A'. Considere W = M, «1(C) com produto interno
(X,7) = Y'XeS: W Wo operador linear dado por S(X) = AX. Sabemos, pelo exemplo 3.5.1,
que S*(X) = A'X = AX e, portanto, S é auto-adjunto. Por outro lado, pr = ps. Seja o uma raiz de pg,
como W é um espaco vetorial sobre C, segue que « € um autovalor de S. Falta provar que a € R. De
fato, se v # 0 for um autovetor associado ao autovalor «, entéo, (S(v),v) = (awv,v) = « (v, v). Por outro
lado,

(S(v),0) = (v, 5*(v)) = (v,S(v)) = (v,a0) = & (v,0).

Ou segja,

a (v, vy =a(v,v) = av,v) —av,v) =0= (a—a)(v,v) =0.
Como (v,v) # 0, entdo, o« — @ = 0. Logo, a = @ e, portanto, a € R. Além disso, o € uma raiz de pr(x)
e, portanto, e € um autovalor de T'.

A definigdo a seguir vem da necessidade de restricdo de uma operador linear 7" : V. — V a um
determinado subespago W C V, pois nem sempre a imagem desta restricdo esta contida no proprio
subespaco.
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Definicdo 3.6.3 Seja V um K-espacgo vetorial e W C V um subespaco de V. Dizemos que W é um
subespacgo T-invariante de V se, para todo w € W, T'(w) € W.

Lema 3.6.1 Sejam V um K-espaco vetorial com produto interno e de dimenséo finita e T € L(V,V).
Se W é um subespaco T-invariante de V, entdo W+ & T*-invariante.

Demonstracdo: Temos de mostrar que 7*(w) € W+, para todo w € W+, ou seja, dado v € W,
ent&o, (v, T*(w)) = 0. Sejamv € W e w € W+. Por hipétese, W & T —invariante, entédo, pela definigio
3.6.3, T'(v) € W. Logo, (T'(v), w) = 0. Assim, se T admite adjunto 7™,

0=(T(w),w) = (v, T"(w)) = (v, T*(w)) =0.

Portanto, W+ é T*-invariante.
[ ]

Vamos utilizar o teorema 3.6.1 e o lema 3.6.1 dados acima para mostrar que se 7' € um operador
auto-adjunto em L(V, V), entdo V tem uma base ortonormal formada por autovetores de T'.

Proposicao 3.6.2 Seja V um K-espaco vetorial com produto interno e de dimenséo finita. Se T €
L(V,V) é auto-adjunto, entéo, existe uma base ortonormal de V' cujos vetores s&o autovetores de T.

Demonstragao: Suponha dimg V' = n > 1, entdo, pelo teorema 3.6.1, T' possui um autovetor v;.

- : . e ~ v )
Vamos utilizar o processo de indugao finita para demonstrar esse teorema. Se n = 1, entao, {”1”} é
U1

uma base ortonormal, como queriamos. Agora vamos supor, por hipétese de indugéo, que n > 1 e que
o resultado vale para todo espaco vetorial de dimenséo n — 1. Seja W = [v], entdo W é T-invariante,
pois, para w = Avy € W, A € K, T'(w) = T(A\v1) = AT (v1) = dawq, a € K, entdo, T'(w) € W. Logo, pelo
lema 3.6.1, W' & T*-invariante. Entdo, como 7T é auto-adjunto, ou seja, 7' = T*, W é T-invariante.

Assim, como W+ é um espaco de dimensdo n — 1 segue da hipotese de indugéo que W+ possui uma

U1

base ortonormal {vs,...,v,} formada por autovetores. Logo, B = H,UQ, . ,vn} € uma base de
U1

V. Por construgao, todos os elementos de B sédo autovetores e o resultado esta provado.

Teorema 3.6.2 Sejam V' um C-espaco vetorial com produto interno e de dimenséo finitae T € L(V,V).
Entéo, T' sera um operador normal se e somente se existir uma base ortonormal de V cujos vetores
sejam autovetores de T.

Demonstragao:
(=) Como V é um espaco vetorial complexo, entdo, V' possui um autovetor v;. Sem perda de
generalidade, podemos supor que |lv;]] = 1. Considere W = [v;]. Assim, W é T-invariante. Da

proposicao 3.6.1, segue que, v; é autovetor de 7™ e portanto W é T*-invariante. Pelo lema 3.6.1,
concluimos que W+ é invariante por T** = T. A restricdo de T"a W+ é um operador normal. Utilizando
raciocinio analogo ao da proposigao 3.6.2, ou seja, por indugéo finita, mostramos que existe uma base
ortonormal de autovetores de T'.

(«<=) Suponha que exista uma base ortonormal B = {vy,...,v,} cujo elementos sdo autovetores
de T, ou seja, T'(v;) = a;v;, com «; € K, i = 1,...,n. Assim, como B é base ortonormal,
a; 0 0 ar 0 0
0 s 0 . 0 a2 0
[Tlp = = [I"]p =
0 0 ... ap 0 0 ... &,
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Agora, se K = R, entdo, o; = @;, comi =1,...,n. Logo, [T]; = [T*]z, entdo, T é auto-adjunto. Como
todo operador auto-adjunto € normal, T' € um operador normal. Por outro lado, se K = C, entdo, 7' néo
é necessariamente auto-adjunto, mas vale a relagéo [T']; [T%]; = [T%] 5 [T] 5, ou melhor, T comuta com
T*,logo, T o T* =T* o T e, portanto, T' & operador normal.
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4 FORMAS BILINEARES

4.1 Formas Bilineares

Definicdo 4.1.1 Sejam U e V espagos vetoriais sobre K. Uma fungéo f : U x V — K é chamada de
forma bilinear de U x V em K se:

(i) f(Auy + u2,v) = Af(u1,v) + f(uz,v), para todos A € K, uj,us € U ev eV,

(i) f(u, Avy + v2) = Mf(u,v1) + f(u,vs), paratodos A e K, u € U e vy,v9 € V.

Em outras palavras, uma funcdo f : U x V' — K & uma forma bilinear se for linear em cada uma as
variaveis quando deixarmos a outra fixa. Denotaremos por B(U, V,K) o conjunto de todas as formas
bilineares de U x V em K. Em particular, se U = V, denotaremos esse conjunto por B(V,K) e diremos
que seus elementos sdo formas bilineares sobre V.

Exemplo 4.1.1

(a) Todo produto interno sobre um R-espaco vetorial V' € uma forma bilinear. Isso ndo vale para C-
espacos vetoriais. Pois, para u,vi,v2 € Ve a € C:

(u, vy + v2) = {u, avy) + (u,v3) =@ {u,v1) + (u,vs),

ese a € C\R, entdo @ # «. Logo, a condigao (ii) na definicdo acima nao € satisfeita.

(b) Sejam U e V espacos vetoriais sobre R com V' munido de um produto internoe 7' € L(U,V). A
fungédo f : U x V — R dada por f(u,v) = (T'(u),v), para todo v € U e v € V, é uma forma
bilinear. De fato,

(i) Sejam uy,us e U, v eV eaeR.
flauy + ug,v) = (T(auy + ug),v) = (T (ur) + T(uz),v) = (T (uy),v) + (T(uz),v) =

= a(T(ur),v) + (T(uz),v) = f(u1,v) + f(uz,v).

(77) Sejamu € U, v1,v2 € Vea eR.
fu, avy +v2) = (T(u), avy +v2) = (T(u), avy) + (T(u), v2) = o (T(u), v1) + (T'(u), v2)

= OLf(’LL,’Ul) + f(uva)'
Portanto, f definida acima € uma forma bilinear.

(c) Sejam V = M,,,x»(K) € A = M, (K). Entdo a fungéo f4 : V x V — K dada por f4(X,Y) =
tr(X*AY'), € uma forma bilinear sobre V. De fato, (i) Sejam X;, X5, Y e VeaeK

fa(aXi + Xo,Y) = tr((aX; + X2)'AY) = tr(aX{AY + XJAY) = tr(aX{AY) + tr(X;AY) =
= atr(XIAY) +tr(XEAY) = afa(X1,Y) + fa(Xa,Y).
(17) Sejam X, Y1, Y e Vea €K
fa(X,aY] +Ys) = tr(X'A(aY; + Ys)) = tr( X' AaY) + X AY,) = tr(aX'AY)) + tr( X' AYs) =

= Olt’l"(XtAyl) —+ t'l"(XtAYQ) = O[.]"A()(7 Yl) + fA(_XP7 Yz)
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Portanto, f4 definida acima é uma forma bilinear.

4.2 Matriz de uma forma bilinear

Note que, para o caso de n = 1, a forma bilinear definida no item (c) acima é dada por:

fA(X, Y) = XtAY = Zzgciaijyj. (30)

i=1 j=1

Considere agora U e V espacos vetoriais de dimenséao finita sobre K, e B = {uy,...,u,} € C =
{v1,...,v,} bases ordenadas de U e V, respectivamente e f € B(U,V,K). Dadosu e Vev eV,

m n
u = E au; e v= E Bjvj, onde,ay,B; € K.
i=1 j=1

Entao,

m n

Flv) = £ o, > By | = aif [ui, > Bivg | =) i flui,v;).
i=1 j=1 i=1 j=1 i=1 j=1

Tomando a;; := f(u;,v;),
flu,v) = Z Z a;fBja;j = Z Z ;5 3;.
i=1 j=1 i=1 j=1
Seja A := (a;;): 5, entdo,
fu,0) = [u]5 Al]e.
Na equag&o acima, [v]. denota a matriz coluna formada pelas coordenadas do vetor v com relagéo a

base C e [u]tB denota a transposta da matriz coluna formada pelas coordenadas do vetor u com relagao
a base B.

Definicdo 4.2.1 Sejam U eV espacos vetoriais de dimenséo finita sobre K com bases B = {uy ..., un}
e C = {vy,...,v,}, respectivamente. Para cada [ ¢ B(U,V,K), definimos a matriz de f{ com relagdo
as bases ordenadas B e C como sendo a matriz A = (a;;);,; € My, xn(K) cujas entradas sdo dadas
pora;; = f(ui,v;),i=1,...,mej=1,...,n. Esta matrizem geral & denotada por [f] ..

O proximo resultado nos mostrara que existe uma bijegéo entre o espago das formas bilineares B(U, V,K)
e 0 espacgo das matrizes M, ,(K), onde dimg U = m e dimg V' = n.

Proposicao 4.2.1 Sejam U e V espacos vetoriais sobre K com dimg U = m > 1 edimgV =n > 1.
Ent&o existe uma bijecdo entre B(U,V,K) e M, x, (K).

Demonstragdo: Sejam B = {u;...,u,} e C = {v1,...,v,} bases de U e V, respectivamente.
Considere a transformacao linear

T: B(UV,K) — Myxn(K)
f — T(f):[f]B,C'

Provaremos que T é bijetora. Sejam f, ¢ € B(U,V,K), entéo,

T(f)=T(9) = [flpc = 9lp,c = fwi,v5) = glui,v) = f =g
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comi=1,....mej = 1,...,n. Logo, T é injetora. Para a sobrejetividade, dada A € M,,«,(K),
podemos definir f.4(u,v) = [u]’; A [v] . Provaremos que f4 € bilinear.
(1) Dados u,w e U,v e Veack,

falau +w,v) = [au+wly Alv] = [auly Av]g + [w]s A]o = aluly Av]g + [w)s A ], =

=afa(u,v) + fa(w,v).

(i7) Dados u € U, v,w € Ve a € K,
falu, a0 +w) = [u]}y Afow +wle = [u]ly Alov]o + [u]}y Afw]o = a[ul Alele + [uly Alu]e =

=afa(u,v)+ fa(u,w).
Logo, fa € bilinear. E além disso, T'(fa) = [fa] 3 - = A, entéo, T & sobrejetora.
|

Proposicao 4.2.2 Sejam U e V espacos vetoriais sobre K com dimxk U = m > 1 e dimgV =n > 1.
Sejam B = {uy,...,u,,} uma base de U e C = {vy,...,v,} uma base de V e B* = {hy,...,h,}
e C* = {g1,...,9,} bases de U* e V* duais a B e C, respectivamente. Defina f;; € B(U,V,K) por
fij(u,v) = hi(u) - g;(v)parai=1,...,mej=1,...,n. Entéo,

D={fi;1<i<m,1<j<n}

forma uma base de B(U,V,K).

Demonstracédo: Primeiro vamos provar que f;; € uma forma bilinear para cada par i, j. De fato,
(1) Sejamu,w e U,veVeackK

fijlou+w,v) = hi(au +w) - g;(v) = (ahi(u) + hi(w)) - g;(v) =

= ahi(u) - gj(v) + hi(w) - g;(v) = afij(u,v) + fij(w,v),

(i) Sejamu e U,v,w e Vea K
fij(u,0v +w) = hi(u) - gj(av +w) = hi(u). (agj(v) + g;(w)) =

= ahi(u) - g;(v) + hi(u) + g;(w) = afi;(u,v) + fij(u, w).
Logo, fi; € B(U,V,K). Pelo fato que dim D = dim B(U, V,K) = mn, basta provar que D ¢ linear-
m n
mente independente. Sejam \;; € K, comi =1,...,me j = 1,...,n, tais que, > > X\;fi; = 0.

i=14=1
Entao,

ZZ)‘ijfij(u’v) =0, paratodou e UeveV.
i=1 j=1

Em particular, paratodo, k. =1,...,mel=1,...,n

= ZZ ’L]flj U]w’Ul ZZ)\Uh U g] Ul ZZ ij zk(Sjl = A\l

i=1 j=1

Portanto, {f;;;1 <i <m,1 < j <n} éuma base de B(U,V,K).
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Proposicao 4.2.3 Sejam V um espaco vetorial de dimenséo finita sobre K e f € B(V,K). Se M for a
matriz de mudanga de bases de B para B’ de V, entdo, [f]5 = M"'[f]z M.

Demonstragdo: Sejam B = {vy,...,v,} € B’ = {v},...,v,,} bases de V e M a matriz de mudanca
de base de B para B’. Assim,
[v]p = M [v]z, , para todo v e V. (31)
Assim, para u,v € V,
(31)
flu,0) = [Wlp [flp [l = (M [ulp) [f1p (M ] p) = [ulp M* [f15 M [v] . - (32)
Por outro lado,
Fuv) = [ulp [fp ] - (33)

Segue entéo, por 32 e 33,
[u}%, M'[flg M [v] 5 = [u];, [flg [v] g, para todo u,v € V.

Portanto, [f]5 = M" [f]5 M.

Exemplo 4.2.1

Sejam V = R? e B a base candnica de V. Considere a forma bilinear f em R? definida por

F(z1,22), (y1,y2)) = 221y1 — 3z1Y2 + Z2Y2.
Assim,
F((1,0),(1,0)) = 2.1.1 —3.1.0 £ 0.0 =2, f((1,0),(0,1)) =2.1.0 — 3.1.1 + 0.1 = —3,

F((0,1),(1,0)) =2.0.1 —3.0.0+1.0 =0, f((0,1),(0,1)) =2.0.0—3.0.1+1.1=1.

2 -3
[f]B:<0 1 )

Vamos efetuar a mudanga da base B = {(1,0), (0, 1)} para uma outra base B’ = {(1,—1),(1,1)} de R2.
Obtemos entdo a matriz M de mudanca da base B para B’

11 . 1 —1
M = = M" = .
-1 1 1 1
Utilizando a proposic¢ao 4.2.3,

e-(0 )6 )G ) 0)-07)

Proposicao 4.2.4 Sejam U e V espacos vetoriais sobre K munidos de produto interno. Considere a

Logo,
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fungdo @ tal que,

o: LU, V) — B(UV,R)
T — (T) : UxV — R
(u,v)  +— (T'(u),v).

Entédo, ® é linear e injetora.

Demonstracdo: Primeiramente temos que ® estd bem definida pois, ®(7T") € B(U, V,R). De fato,
(1) Sejam uy,up € U, v €V ea€R,

O(T)(auy + ug,v) = (T(auy + usz),v) = {(aT(u1) + T (u2),v) = (aT(uy),v) + (T (uz),v) =

= a(T(u1),v) + (T (u2),v) = a®(T)(u1,v) + B(T)(ug, v).

(ii) Sejamu € U, v1,v2 € V e a € R,
Q(T)(u, vy +v2) = (T'(u), avy +v2) = (T(u), av1) + (T'(u), v2) = a(T'(u), v1) + (T'(u),v2) =

= a®(T)(u,v1) + ®(T)(u, vs).

Logo, ®(T") € uma forma bilinear. Considere agora 7', S € L(U,V) e A € R, para todo u € U e para todo
veV,

DT + 5)(u,v) = (AT + 5)(u), v) = (AT (u) + 5(u),v) = (AT(u),v) + (S(u),v) =

= MT(u),v) + (S(u),v) = A(T)(u,v) + ®(5)(u, v).

Logo, (AT + S) = AP(T) + ®(5) e, portanto, ® é linear. Falta mostrar ainda que ® é injetora. Para
isso, considere T' € L(U, V) tal que ®(T") = 0, entdo, (I'(u),v) = 0, paratodou € U e v € V. Pelo lema
3.4.1 isso é equivalente a T' = 0, para todo u € U e v € V. Portanto, ® é injetora.

4.3 Formas Simétricas

Dentro desta sec¢ao e da préoxima estudaremos se existe alguma condigao para que uma forma bilinear
[ € B(V,K) pode ser diagonalizavel, ou seja, se existe uma base B de V tal que a matriz [f], seja
diagonal.

Definicao 4.3.1 Sejam V um espago vetrial sobre K e f € B(V,K). Diremos que [ é simétrica se
f(u,v) = f(v,u), para todos u,v € V. Denotaremos por B,(V,K) o conjunto de todas as formas
bilineares simétricas sobre um K-espacgo vetorial V.

Observagéao 4.3.1
Claramente B,(V,K) é um subespago vetorial de B(V,K).
Exemplo 4.3.1

(a) Se V é um espago vetorial sobre K munido um produto interno, entdo, a fungéo f : V. xV — R
dada por f(u,v) = (u,v) € uma forma bilinear simétrica sobre V. De fato, pois, para todo u,v € V,

f(uav) = <uvv> = <U’u> = f(v7u)-
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(b) Seja g: R? x R? —; R dada por
g((z1,72), (y1,92)) = —21y1 + 32291 + 371Y2 + 22292

é uma forma bilinear simétrica sobre R?. De fato,
9((y1,Y2), (x1,22)) = —y121 + 3y2x1 + 3y122 + 2y222.

Portanto, g((w1,22), (y1,92)) = 9((y1,%2), (x1,72)), para todo xy, z2,y1,y2 € R.

Teorema 4.3.1 Seja V um espaco vetorial sobre K de dimensdo n > 1. As seguintes afirmagbes sdo
equivalentes para uma forma bilinear f sobre V:

(a) f é simétrica;

(b) [f]; € uma matriz simétrica para toda base B de V.

Demonstragao:
(a) = (b) Seja B uma base de V. Por definicdo, para todos u,v € V, temos que, f(u,v) =
[ul’y [f] 5 [v] 5 Pela hipétese, f(u,v) = f(v,u) = [v]% [f]; [u] 5, para todo u,v € V. Logo,

[uls (] 0] 5 = ]} [f]5 [l s (34)

Como f(v,u) = [v]’ [f]p [ul 5 € My (K), para todo u,v € V,

o1t 1 [l = (1615 171 [l ) = Bl 1715 o] (35)

Assim, por (34) e por (35), [ul; [fl5 [v]z = [ul’s [f]’ [v] 5 . Portanto, segue que, [f]; = [f]%, ou seja,
[f] 5 € uma matriz simétrica.

(b) = (a) Seja B uma base qualquer de V tal que [f]; seja uma matriz simétrica. Por defini¢ao,
para cada par u,v € V, f(u,v) = [ul’ [f] 5 [v] 5- Como f(u,v) = [u]’s [f] 5 [v]p € M1 (K),

Pl 0) = [y (1) [l = (Rl 1) [0]) = Dl 175 [l (36)

Como por hipétese, [f]; é uma matriz simétrica, para todo u,v € V,

Portanto, f € uma forma bilinear simétrica.

4.4 Formas Quadraticas

Definigdo 4.4.1 Sejam V um espaco vetorial sobre K e f € B(V,K). A fungdo q : V — K dada por
q(v) = f(v,v) é denominada forma quadratica associada a f.

Exemplo 4.4.1

(a) Sejam V' = R™ com produto interno candnico e f € B(V,R) dada por f(u,v) = (u,v), para todo
u,v € V. Entéo, a forma quadratica associada a f € dada por

q(u):f(u,u):x%—i—x%—i——i—m%,
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para cada u = {z1,x2,...,2,} € V. Note que, ¢(u) € o quadrado da norma de .

2

(b) Seja A = ( 1

) € My(R) e f € B(R?,R) dada por

0 -1 i)

f((@1,22), (Y1, 92)) = ( Ty X2 ) ( o2 > < . ) = —x1Y1 + 221y — T2Yo.

A forma quadratica associada a f sera dada por
q(w1,22) = f((21,22), (21, 22)) = —2F + 20122 — 23

Considere agora V' um espago vetorial sobre K e f € B,(V,K). Se ¢ é a forma quadratica associada a
f, entéo, para cada u,v € V,

q(u+v) = q(u) —q(v) = flutv,utv) = fu,u) = fv,0) = flu,uto)+ flo,utv) = fu,u) = fv,0) =

:f(u,u)—|—f(u,v)+f(v,u)+f(v,v)—f(u,u)—f(v,v) :f(uav)+f(v7u) :2.f(u,v).

Logo,
flu,0) = % (q(u+v) — g(u) — q(v)), para todo u,v € V. (37)

A Ultima igualdade (37) é conhecida como forma polar de f.

Teorema 4.4.1 Seja V' um espaco vetorial sobre K com dimensdo n > 1. Se f € B4(V,K), entao,
existe uma base B de V na qual [f], é uma matriz diagonal.

Demonstragdo: Se f = 0 a matriz [f], € uma matriz nula; se dimg V' = 1 a matriz [f]; é uma
matriz unitaria. Assim, vamos supor f # 0 e dimg V' = n > 1. Para provar o resultado, basta determinar
uma base B = {vi,v2,...,v,} de V tal que f(v;,v;) = 0, se i # j. Vamos demonstrar esse resultado
por indugéo finita n. Como f é simétrica, existe, v; € V tal que f(vy,v1) # 0. Seja W o subespago
gerado por v; e considere W' := {v € V : f(vy,v) = 0}. Claramente W’ é subespago. Podemos afirmar
ainda, que V. =W @ W’'. De fato, se v € W NW’, entéo, existe a € K tal que v = avy e f(vi,avy) =0,
ou seja, af(v1,v1) = 0. Como f(vi,v1) # 0, entdo, o = 0. Logo, v = 0 e assim, W N W' = {0}. Para
provar que V =W + W’'. Considere os vetores v € V e

f(v1,v)
w =v— L.
f(vlvvl) '
Entao,
v, w') = (v U — EACIL) > = f(v1,v _ Sy ,v1) = 0.
flonw) =1 o flog,v1) fon,v) f(Ulavl)f(l 1)
Assim,w' e W ev = J‘f((vl’v))vl +w' € W+ W'. Observe que a restrigdo flw xw: : W x W — K
V1,01
de f é uma forma bilinear simétrica sobre W’. Como dimg W’ = n — 1, pela hipotese de indugao, existe
uma base {vs,vs,...,v,} de W' tal que f(v;,v;) =0, parai # j e 2 < i,j < n. Decorre da definicdo de

W' que f(vi,v;) =0para2 < j <n. ComoV =W + W' segue que {vi,vs,...,v,} € uma base de V.
Além disso, temos que f(v;,v;) =0sei# jel <i,j <mncomo queriamos.

Proposicao 4.4.1 Seja V um espacgo vetorial sobre R de dimensdo n > 1 munido de um produto
interno. Entdo Bs(V,R) é isomorfo ao subespaco {T' € L(V,V) : T é auto-adjunto} de L(V,V).

42



Demonstragao: Da proposigédo 4.2.4, sabemos que a fungdo @ : L(V,V) — B(V,R) dada por
O(T)(u,v) = (T'(u),v), para todo u,v € V, € um isomorfismo. Assim, para concluir a demonstragao,
basta mostrar que T' é auto-adjunto, se, e somente se, ®(7") & simétrica. Observe primeiramente que,

(T)(u,v) = (T(u),v) = {u, T*(v)) = (T*(v),u)
para quaisquer u,v € V. Se T' = T*, paratodo u,v € V,
(T (u,v) = (T*(v),u) = (T(v),u) = B(T)(v, ).
Logo, ®(T') é simétrica. Por outro lado, se ®(T') é simétrica,
(T*(v),u) = (0, T(w)) = (T(u),v) = B(T)(u,v) = ®(T)(v,u) = (T(v),u).

Logo, T'=T".

Observagao 4.4.1

Seja V é um R-espaco vetorial com produto interno. Observamos que as proposigbes 3.6.2, 4.4.1e 0
teorema 4.4.1 garantem que se f : V x V — R for uma forma bililnear simétrica, entdo existe uma
base ortonormal B de V' tal que [f]; € diagonal.

Exemplo 4.4.2

(a) Considere T': R? — R? dada por [T],,,,, = ( “ ) com a,b,c € R. O polinbmio real homogéneo
C

de 2°. grau em z e y dado por p(z,y) = ax? + by? + 2cxy € a forma quadratica associada ao
operador auto-adjunto 7', pois,

Q(xay) = <T(‘T7y)v (:Evy» = <(CLI +cy,cr + by)7 (CC,y)> =

= ax?® + by? + 2cxy = p(z,y)
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5 RECONHECIMENTO DE CONICAS E QUADRICAS

Dada uma cénica em R? ou uma quadrica em R?, nem sempre é facil reconhecer essas curvas e super-
ficies a partir de suas equagdes. No entanto, a partir de mudanga de bases e translagbes conseguimos
reduzir as equagdes as formas mais simples e a identificagdo tanto das curvas conicas quanto das su-
perficies quadricas tornam-se quase que imediata. Aplicando os resultados apresentados dentro deste
trabalho vamos descrever um método para a simplificagao das equagdes.

5.1 Classificacao das Superficies Quadricas

No caso das superficies quadricas estaremos trabalhando com o R-espago vetorial V' = R? e usaremos
a notagao usual {O,Z,]’, E} para o sistema ortogonal de coordenadas inicial. Isso significa que estare-
mos utilizando uma base ortonormal de R3, indicada pelos vetores 7, j e k e fixando o ponto O como
origem deste sistema.

Definigdo 5.1.1 Uma quddrica em R? é uma superficie formada pelos pontos de R? cujas coordenadas
em relagdo a um sistema fixado verificam uma equacéo da forma,

az? + by? + c2® + 2pry + 2qzz + 2ryz + Ex + Fy+ Gz +d =0 (38)
onde, a,b,c,d,p,q,7, E,F,G €R ea®+b>+c>#£0.
Os termos de segundo grau em (38) definem a fungdo Q : R?* — R dada por
Q(z,y, 2) = ax® + by? + c2* + 2pxy + 2qrz + 2ryz. (39)

Observe que @ é uma forma quadratica em R? associada a forma bilinear simétrica f cuja matriz em
relacdo a base candnica de R? é dada por,

a p q

Hean=1{» 0

q T C

De fato,
Q(z,y, 2) = ax® + by + c2* + 2pay + 2quz + 2ryz =

a
(v )|
q

Segue da observagédo 4.4.1 que R? admite uma base ortonormal B = {v,v2,v3} tal que [f]; é uma
matriz diagonal. Assim, para cada v € V, v = 2'v; + y'vg + 2'vs,

q T
r

= f((a:,y, Z)7 (Ivyv Z))

S o3

C z

/\1 0 0 JJ/
Q'Y 2) = ( oy 2 ) 0 X O y
0 0 X3 2!

Ou seja, Q(z',y/,2") = Ma'? + Xy + X322, Isso significa que, ao efetuarmos a mudanga de base
correspondente, eliminamos os termos mistos do segundo grau da equagéao (39). Isto é a equacgao da
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quadrica é simplificada da seguinte forma:
M2+ Xoy? + X322 + B2’ + Flyy + G2 +d=0. (40)

Podemos ainda, em (40) completar quadrados e fatorar, obtendo assim uma nova mudanga de coorde-

nadas da forma

=2 —a«a

y' =y - B

= 7y
que corresponde a uma translacdo. Consequentemente, teremos a equacao reduzida da quadrica no
sistema (0", vy, va, v3). Em sua forma reduzida, é facil identificar a quadrica correspondente na tabela
1.

5.1.1 Tabela de Classificagdo das Quadricas

Tabela 1: Tabela com todas as possibilidades para o reconhecimento da equagao final de uma quadrica, a menos dos nomes dos
eixos

a>0,0>0ec>0

d>0 elipsoide
d=20 ponto
ar? +by? +cz? =d d<0 vazio
d>0 hiperboldide de uma folha
d=0 superficie conica
ar® +by? —cz? =d d<0 hiperboléide de duas folhas
ar® =by + cz d=0 cilindro parabdlico
a>0eb>0 \
c#0 paraboldide eliptico
ar? +by? = cz c=0 reta
c#0 paraboldide hiperbdlico
ax? — by = cz c=0 planos concorrentes
ax® = by cilindro parabdlico
d>0 cilindro eliptico
d=0 reta
ax? + b =d d<0 vazio
d=#0 cilindro hiperbdlico
ax? — by’ =d d=0 par de planos concorrentes

Exemplo 5.1.1

-

Vamos reconhecer as quadricas dadas pelas equagdes em relagédo ao sistema ortogonal (O, i 7, k).

(@) 722+ 17y% + 722 — 4oy + 622 — dyz — 62 — 12y — 62 + 1 = 0. Seja
Q(z,y,2) = T2 + 17Ty? + 72% — day + 612 — dyz

a forma quadratica dada pelos termos de 2°. grau da equacdo acima, onde, a = 7,0 = 17,¢c =

7T =2 3
7ap = 727(] = 37T = —2. Assim Q(‘rayaz) = f((x,y,z), (I,y,Z)) com [f]can = -2 17 -2
3 -2 7

Segue da observagéo 4.4.1 que R® admite uma base ortonormal B de autovetores tal que [f]; é
diagonal. Logo, para determinar essa base B basta determinar os autovalores de [f] . e depois

can
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seus autovetores associados aos mesmos. Calculando o polindmio caracteristico,

t 00 7 -2 3
pr(t) = det(t.Ids — [f],,,) = det ot o0 |- -2 17 -2 =
0 0 t 3 -2 7
t—7 =2 3
=det| -2 t—17 -2 | =1t>—31t> 4270t — 648.
3 -2 -7

e suas raizessdot; = 4,t, =9 ety = 18. Se 2/, y e 2’ sdo as coordenadas de um ponto P com
relagéo a B, entdo Q(z',y',2') = 42'% + 9y’? + 182'2. Vamos determinar agora os autovetores que
formam a B, associados aos autovalores \; =4, \s =9 e \3 = 18.

(i) Autovetores associados a \; =4

-3 =2 T
-2 —-13 2 = 0 —zr=—zey=0.
-3 2 -3 0
: ~ o 2 2
Considere entao, o vetor unitario v; = g, 0, —{) que gera o subespago de R? dos autoveto-
res associados ao autovalor \; = 4.
(74) Autovetores associados a Ao =9
2 -2 3 T
-2 -8 2 y | =10 |+=z=ze2y=2z
-3 2 2 z 0

. ~ o 212
Considere entao, o vetor unitario v, = <3, 3 3) que gera o subespacgo de R? dos autovetores
associados ao autovalor Ay = 9.

(7i1) Autovetores associados a A5 = 18,

1 -2 3 T 0
-2 1 2 y | =10 |+=r=zey=—4z
-3 2 11 z 0

1 41
V18' V18 V18

autovetores associados ao autovalor A3 = 18.

Considere entéo, o vetor unitario v3 = ( ) que gera o subespago de R? dos

Agora que determinamos os autovetores associados, a matriz de mudanca de de base de { i 7, E}
para a base {v,v9,v3} € dada por

vzZo2o 1
2 3 VI8
M= 01;4
- 3 V18
-v2 2 1
2 3 Vs



—

Assim a relagéo existente entre as coordenadas x, y € z no sistema (O,z,}, k)ed, y, 2 no
sistema (O, v1, v, v3) € dada por:

V2 2 1
2 3 V18
x/
— 0 1 —4 /
3 V18 ’
2 /
,\/ﬁ g 1
2 3 V18
ou seja,
\/§ / 2 / ]‘ /
Tr = — 2+ Yy +—=z
2 3 V18
1 / 4 /
= = lay—V4
Y 37 /18
\/é / 2 / 1 /
z= ——a +Zy+ z
2 3 V18

Escrevendo a equacgao da quadrica com as coordenadas dos pontos P em relacdo ao sistema
(Oa U1, V2, ’U3),

2 2 1

42" +9y% + 1822 — 6 (fx' +y +—=2

/ —12(1?//—42/)
2 3 V18 3 V18

V2 2 1 36
6 -2+ 2y + 2 +1=0= 427 +9y? +182"2 — 12y + 2 +1=0.
( 2 ERVT Y YR
Completando quadrado,
4 4 2 1
4 +9(y? — 2o/ + = 1827+ —2'+ — 1-4-1=0=
x + <y 3y + 9 + z°+ 5182 + 13 +

2 2
:>4x’2+9(y’—2> +18 (z’—i—l) =4.
3 3v2

Fazendo a translagao

r =X
2
"no_ 1 =
y =y 3
1
Z/I:Z/+
3v2

obtemos a equacéao
433//2 + 9y//2 + 182”2 — 4

que é a equagao de um elipsoide. Vale lembrar que esta ultima equacgéo esta dada em relagao
. . 2 1 s
ao sistema ortogonal {O”,v},v4,v5} onde O” tém coordenadas (O, 3,—3\@) em relagdo ao

sistema ortogonal {O, vy, va, v3}.
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Figura 2: Elipsoide de equagéo 72 + 17y2 + 722 — 4xy + 62z — 4yz — 6z — 12y — 62+ 1 =0

(b) 522 4+ 5y® + 822 + 8xy — 4wz +4yz — 22 + 2y + 82+ 1 = 0.
Seja
Q(z,y,2z) = ba® + 5y* + 82% + 8vy — 4wz + dyz

a forma quadratica dada pelos termos do segundo grau da equagéo dada acima: a = 5,b =5,¢c =

5 4 =2
8p=4,¢=-2,r=2. Assim, Q(z,y,2) = f((z,y,2), (z,y,2)) com [f] ., = 4 5 2

-2 2 8
Calculando o polinbmio caracteristico,

ps(t) = det(t.Ids — [f],,,,) = t° — 18> + 81t,

e suas raizes séo t; = 9 (raiz dupla) e ¢t = 0. A forma quadratica com coordenadas em relagéo a
base de autovetores sera dada por Q(z',y',2’) = 92'% + 9y'2. Vamos determinar a base formada
por autovetores associados aos autovalores A\; =9 e A\, = 0.

(i) Autovetores associados ao autovalor \; = 9.

4 —4 2 x 0
-4 4 =2 y | =10 | &= 2z2=-22+2y.
2 -2 1 z 0

Logo, {(1,0,—2),(0,1,2)} é uma base do subespago de R?* dos autovetores associados a 9. Utili-
zando o processo de ortogonalizagdo de Gram-Schmidt,

vll = (1707 _2)»
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0,1,2),(1,0,—2 4 2
vy =l — ( ) é )>(1,0,f2) = (5,1,5).

Como queremos uma base ortonormal precisamos de vetores unitarios, entdo vamos dividir v| e
v}, pelas suas respectivas normas:

(ii) Autovetores associados ao autovalor Ay =

-5 -4 2 T 0
-4 -5 =2 y | =10 | +=z=2zey= -2z
2 -2 -8 z 0

Logo, {(2,—-2,1)} é uma base do subespaco de R? dos autovetores associados a 0.
2 21
3733
ciados ao autovalor Ay = 0. Logo, a matriz de mudanca de base ortonormal {5, jgk} para base
ortonormal {vy, vo, v3} € dada por

Considere entdo o vetor unitario v = ( ) que gera o subespago dos autovetores asso-

L4 2

V5 35 3
5 2
M = o — -=
3v5 3

_2 2 1

V5 3v5 3

Assim, a relagdo entre as coodenadas z, y € z no sistema (0,7,],k) e 2/, e 2/ no sistema
(O', vy, vh,v4) é dado por,

T = L’ 4y_|_
\f 3\f

_ 52,

Yy 3\/534 3
2 'y 2 ,+1,

2= ——=r + —= -z
NG WA

Substituindo na equacgao da quadrica,

9x’2+9y’2—2<1m —|——y +z’>—|—2<5y’—2z’>+8< 2x+iy —&—1 ) +1=0=
V5 3V5 3v5" 3 V5 3V5
2 b

18 18
=022 - 2 4+ 9%+ —y +1=0.
NG Y 3\/5?/

Completando quadrado,

12 / /2 /
- = - 2 2T 41=0=>
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Efetuando a translagao,

1

2! = T —
V5

1

1 /
= —|——
Y ) 375
P

obtemos a equagéao
9:1,://2 _"_ 9y/12 — 1’
que é a equagdo de um cilindro eliptico, no sistema de coordenadas ortonormal (O”, v}, v}, v%),

1 1 - .
onde, O" = ( ,0) em relagdo ao sistema ortogonal {O, vy, vs, v3}.

WARENG

Figura 3: Cilindro Eliptico de equago 52 + 5y2 4 822 4+ 8zy —4xz +4yz — 22 +2y + 82 +1=0

5.2 Classificagao das Cénicas

Analogamente como fizemos para as superficies quadricas, vamos criar um processo para a classifica-
¢ao das cbnicas.

Para a classificagdo das cOnicas estaremos trabalhando com o R-espago vetorial V = R? e usare-
mos a notagao usual {O, 7, }'} para o sistema ortogonal de coordenadas. Ou seja, estaremos utilizando
a base ortonormal de R?, formada pelos vetores ie j e tomando o ponto O como origem do sistema.

50



Definigdo 5.2.1 Uma cénica em R? ¢ a curva definida por uma equagéo de grau dois em duas varia-
veis:
az? + 2bxy + ¢y’ + Ex + Fy+d =0, (41)

onde, a,b,c,d,E,F € R? e a® + b% £ 0.
A partir dos termos de grau dois em 41 analisaremos a fungéo @ : R> — R definida por
Q(z,y) = ax? + 2bxy + cy®. (42)

Observe que @ é uma forma quadratica em R? associada a forma bilinear simétrica f cuja matriz em
relagdo a base candnica de R? ¢ dada por,

a b
[f]can:<b C>.

Mamzw%wm%mf:(wy)<“b><x>:fmwM%m.

b ¢ Y

De fato,

Segue de 4.4.1 que R? admite uma base ortonormal B = {vy, v} tal que [f], admite uma matriz
diagonal. Assim, paracadav € V, v = 2'vy + y'vs,

@mw—(fyﬁ(ﬁ i)(j)

Ou seja, Q(z',y') = Mz'? + \y/? . Isso significa que, ao efetuarmos a mudanga de base corres-
pondente, eliminamos o termo misto do segundo grau na equagdo 42, e nessa base a cbnica é dada
por

M2+ Xoy? + B2’ + Fly +d=0. (43)

Podemos ainda, em 43 completar quadrados e fatorar, obtendo assim uma nova mudancga de coorde-

nadas da forma,
=2 -«
y' =y - p

que corresponde a uma translagcdo. Consequentemente, teremos a equagao reduzida da conica no
sistema (0", vy, v9,v3). Assim, na forma reduzida é facil identificar a conica correspondente.

Exemplo 5.2.1

—

Vamos reconhecer as conicas dadas pelas equagdes abaixo em relagédo ao sistema ortogonal (O, z,f).

(@) 722 — 48zy — Ty? — 30x — 40y + 75 = 0.
Entao
Q(z,y) = T2* — 48zy — Ty

é a forma quadratica dada pelos termos de grau dois da equacédo acima. Entdo Q(z,y) =

ﬂmwmw»mmmm=< ro

04 - ) . Calculando o polinbmio caracteristico,

t—7 24
py(t) = det(t.Ids — [f].q,) = det( 24 t+7 ) -
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=({t—T)(t+7) —24* =1 - 625

e suas raizes sdo t; = 25 e t = —25. A forma quadratica com coordenadas em relagéo a base de
autovetores, B, sera dada por Q(z',y') = 25z'% — 25y'2. Vamos determinar agora os autovetores
associados aos autovalores que formam a base B.

(1) Autovetores associados aos autovalores \; = 25:

(52)()-(2) =t

3 , .
Logo, {(1, —4>} € uma base do subespaco dos autovetores associados ao autovalor 25. O

e . . 4
vetor unitario associado a esse vetor é v; = (5, )

(7i) Autovetores associados aos autovalores \, = —25:

[ 200 () =t

4
Logo, { (17 3) } € uma base do subespago dos autovetores associados ao autovalor -25. O vetor
unitario associado a esse vetor é v, = (5, 5) .

Entdo a matriz de mudanca de base ortonormal {i, j} para a base ortonormal {v;, v, } é dada por

4 3
5 5

M =
3 4
5 5

-,

Entao a relagdo entre as coordenadas x e y no sistema (0,7, ) e 2/ e 3/ no sistema (O’, vy, v2) é
dado por,

Substituindo na equacgao da cbnica obtemos,
4 3 3 4
2 /272 2 s i —4 2 = _
5z 5y 30(5x+5y) 0( 51 +5y>+75 0=
25x"% — 25" — 50y + 75 = 0.
Completando quadrado,

2507 — 25 (y* +2y') = 75 = 252”7 — 25 (y* + 2.1y +1%) = -75 - 25 =

1 1
2522 — 25 (y +1)° = =100 = VAU 1)° - 770 =1
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Fazendo a translagao

x/l — x/

y// _ y/ +1 ’
obtemos a equacéo reduzida de uma hipérbole no sistema de coordenadas ortonormal (0", v{, v}),
onde, 0" = (0,—-1) é

(b) 922 — 30y + 25y% + 82x + 22y — 157 = 0.
Seja
Q(z,y) = 92% — 30zy + 25¢°

a forma quadratica dada pelos termos de grau dois da equagéo acima. Assim, Q(x,y) = f((z,y), (z,v))

9 —15 . e
onde, [f].., = 15 o . Calculando o polindmio caracteristico,
t—9 15 )
pr(t) = det(t.Ids — [f],,,) = det . =({t—-9)(t—25)—15"=

= py(t) = 1% — 34t

e suas raizes sdo t; = 0 e to = 34. Entado a forma quadratica com coordenadas em relagao a
base de autovetores sera dada por Q(z’,y’) = 34y’2. Vamos determinar agora os autovetores
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associados aos autovalores aos autovalores que formam a base B.

(7) Autovetores associados ao autovalor \; = 0:

(5 %)) -(0) =i

3 . .
Logo, { (1, 5> } € uma base do subespaco dos autovetores associados ao autovalor 0. O vetor

unitario associado a esse vetor é | —, — |.
(\/34 \/34>

(74) Autovetores associados ao autovalor Ay = 34:

(5 )0)- ()=

5 .
Logo, {(1, —3)} € uma base do subespaco dos autovetores associados ao autovalor 34. O

3 5
vetor unitario associado a esse vetor é vy = (, - .
V34 \/34>

Entao, a matriz de mudanca de base ortonormal {, j} para a base ortonormal {v;, v} é dada por

5 3

V34 /34
M =

3 _5

V34 V34

- -,

Entao, a relagdo entre as coordenadas « e y no sistema (O, 1, j) e 2’ e y' no sistema (O, vy, v9) €
dado por

58

VYRV
. B B
Y= st mY

Substituindo na equacgao da cbnica,

5 3 3 5
344/ + 82 (x’+ ’) +22 (:c’— ’) —157T=0=
Y VYRV VYR

476 s 136,
—a’ + 34y + —y = 157.
V34 v
Completando quadrado,
476 4 476 2 22
——a 34y — ’) =157 = :c’+34< 240 ’+> =157+4=
V31 (y /31’ V31 RV LAY

476, <, 2 )2
= —a' +34(y +— ] =161
V34 VYT

Fazendo a translagéo,
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obtemos a equagéo reduzida de uma parabola no sistema de coordenadas ortonormal (O”, v}, v4),
2
onde, O = <O, > é

3 476
—— 2 + 349" = 161.
V34 Y

Figura 5: Parabola de equagéo 92 — 30xy + 25y + 82z + 22y — 157 =0

AN Yy

(c) 1922 — 4oy + 169> — 34z — 28y — 44 = 0.
Seja
Q(z,y) = 1922 — 4y + 16y°

a forma quadratica com os termos de grau dois da equagao acima. Assim, Q(z,y) = f((z,v), (z,v))

tal que [f].,,, = < 19

—2 s .
5 16 ) Calculando o polinbmio caracteristico,

t—19 2

py(t) = det(t.Ids — [f],,,) = det ( 2 t—16

)z(t—lQ)(t—lG)—22:>

= ps(t) = t* — 35t + 300

e suas raizes sédo t; = 15 e t; = 20. Logo, a forma quadratica com coordenadas em relagédo a
base de autovetores sera dada por

Q2 y') = 152" + 20y,

Vamos determinar agora os autovetores associados aos autovalores aos autovalores que formam
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a base B.

(7) Autovetores associados ao autovalor A; = 15:

(£)()-)

Logo, {(1,2)} é uma base do subespaco dos autovetores associados ao autovalor 15. O vetor

1 2
unitario associado a esse vetoré v, = | —, — |.
' (\/5 VS)

(7i) Autovetores associados ao autovalor \; = 20

(11)(1)-(2) e

Logo, {(2,—1)} é uma base do subespaco dos autovetores associados ao autovalor 20. O ve-
2 1

WA

ortonormal {i, j} para a base ortonormal {v;,v,} é dada por

tor unitario associado a esse vetor é vy = ( > Entdo a matriz de mudanca de base

12

Vs oV5
M =

I

Vi V5

- -

A relacéo entre as coordenadas z e y no sistema (O, 1, j) e ' e y' no sistema (O’, vy, v2) € dado
por,

1 'y 2

r= —=x +—=
N 5
2 ! 1 /

= —_—r — —
Yy NG \/gy

Substituindo na equacéao da conica,

1 2 2 1
152" + 20y"% — 34 (\/gx’ + \/gy') — 28 (\/gxl - \/gy/> —44=0=

4 2 4
= 1522 + 20y"% — %x’ — %y — 5—\/%:5' + %y =44 = 152"% + 20y? — %x/ - 705y

Completando quadrado,

=44.

/2 3 / 32 /2 1 / 12

3\?2 1\? 15 3\? 20 1\?
=15 x’—) +20(’—> :66:>(x’+> +<’—> =1
( NG IV 66 vs) e \Y 5

Fazendo a translagéo,

3

= o —
Vh

1

"o r_

Y Y /5
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obtemos a equagéao reduzida de uma elipse no sistema de coordenadas ortonormal (O”, v}, v4),

31
onde, O = | —, —
<\/5 ﬁ) s 2
112 112
- - -1
66" 667

Figura 6: Elipse de equag&o 1922 — 4xy + 16y — 34z — 28y — 44 =0

Yy / /
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6 AS CURVAS CONICAS E O SOFTWARE GEOGEBRA
COMO FERRAMENTA DE APRENDIZAGEM

Nesta secdo vamos definir as conicas: elipse, hipérbole e parabola, como sao apresentadas para os
alunos do Ensino Médio. Em seguida apresentaremos uma proposta de atividade utilizando o software
Geogebra para que os alunos consigam visualizar e entender como as conicas sao definidas.

No curriculo das escolas publicas do Estado de Sao Paulo, o assunto cbnicas é previsto para ser
ensinado durante o 3° Ano do Ensino Médio durante o 1°. bimestre.

O conteudo sobre as conicas (elipse, hipérbole e parabola) no material fornecido pela Secretaria de
Estado da Educacao de Sao Paulo (SEE-SP) aos alunos regularmente matriculados, esta junto com o
estudo das circunferéncias e da sua equagao reduzida.

As competéncias e habilidades a serem contempladas para o assunto em questdo sao de desen-
volver a capacidade do aluno se expressar por meio da linguagem algébrica as propriedades carac-
teristicas de curvas muito frequentes na natureza, como a circunferéncia e as cénicas; capacidade de
reconhecer em diversos contextos a presencga das circunferéncias e das conicas, expressas por meio de
suas equacgoes; capacidade de lidar com as equacgdes das circunferéncias e das conicas para resolver
problemas simples em diferentes contextos.

6.1 Curvas Conicas

Por volta do século Il a.C., mais precisamente, por volta dos anos 262 a.C. a 200 a.C. viveu um ma-
tematico chamado Apolénio de Perga, conhecido como o “Grande Gebmetra”. Embora bem menos
reconhecido que Euclides e Arquimedes, é um dos maiores matematicos de todos os tempos. Assim
como os “Elementos” de Euclides substituiram textos anteriores com propostas semelhantes, o tratado
sobre “Cbnicas” de Apolbénio superou todos os rivais nesse campo, inclusive escritos do proprio Eu-
clides. A obra “Conicas” de Apolénio € composta de oito livros e nessa obra o matematico aborda as
secgdes conicas: Elipse, Hipérbole e Parabola a partir de um cone de duas folhas simplesmente variando
a inclinagao do plano de secgéo.

Figura 7: Cone de duas folhas e formagéo das curvas conicas

pardbola

circunferéncia

i
.‘
Com D

hipérbole

Notagao: A distancia entre dois pontos A e B de um plano sera denotada por d(A, B).
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6.1.1 Circunferéncia

A propriedade caracteristica de uma circunferéncia é que todos os seus pontos P sdo equidistantes
de um ponto fixo C' que chamaremos de centro, e essa distancia de C a P é chamada de raio que

geralmente denotamos por r.
Mais formalmente podemos definir uma circunferéncia como:

Definicao 6.1.1 Dados um ponto fixo C' (centro) de um plano e uma constante r (raio), chamamos de

circunferéncia o conjunto de pontos P do plano tal que d(P,C) = r.

6.1.2 Equacao da Circunferéncia

Figura 8: Circunferéncia

Av

xr
o

@) a

Para obtermos a equagéo de uma circunferéncia A considere um ponto da circunferéncia P = (z,y),

C = (a,b) o centro e r 0 raio.
Temos que a distédncia de P a C' é sempre a constante r,

d(P,C)=r=
Ve =R = =

(z—a)®+(y—b?=r?

Esta ultima equacao é que chamamos de equagéao reduzida da circunferéncia.
Exemplo 6.1.1

A equacéo reduzida da circunferéncia \ de centro C' = (-2, 3) e raio = 4 € dada por
(z—(-2)+(y—-32?=4>= (2+2)*+ (y—3)* =16

59



Logo a equacgéo reduzida da circunferéncia \ é dada por (x + 2)% + (y — 3)% = 16.
Se desenvolvermos os quadrados da equacéao reduzida,

2 tdr+4+y? —6y+9-16=0=2>+y* +42 -6y —3=0
Obteremos a equagao geral da circunferéncia \ de centro C = (-2, 3) e raio r = 4.

6.1.3 Elipse

Definigdo 6.1.2 Dados dois pontos fixos Iy e F, de um plano, tais que d(F, F») = 2¢, com ¢ > 0,
chamamos de elipse o conjunto de pontos P do plano tal que d(F, P) + d(F, P) = 2a, com 2a > 2c.

Figura 9: Elipse

AV

I
C C

=Y

Observagéao 6.1.1

e Os pontos F; e I, sao chamados de focos da elipse. A d(F;, F») = 2¢ é a distancia focal e, c é
a semidistancia focal.

e Seja AB um segmento de reta cujo extremos séo pontos de uma elipse, chamamos AB de corda
da elipse. A corda AB da elipse que passa pelos focos F} e F, € chamada de eixo maior da
elipse.

e O ponto médio C do eixo maior € chamado de centro da elipse.

e A corda M N que passa por C e € perpendicular ao eixo maior, € 0 eixo menor da elipse. A
medida deste eixo M N sera de 2b

e Os pontos A, B, M e N sao os vértices da elipse

¢ Note que o tridngulo M CF;, é retangulo em C' e por isso vale a relagdo: a? = b? + ¢2 (Teorema de
Pitagoras)

. . . c
e Chamaremos de excentricidade da elipse o numero ¢ = —.
a
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6.1.4 Equacao da Elipse

Como o objetivo é abordar o assunto para alunos do Ensino Médio, trataremos nesta se¢do apenas das
equagdes das elipses onde seus eixos sdo paralelos aos eixos do sistema de coordenadas cartesiana.

Primeiro vamos considerar uma elipse centrada na origem do sistema cartesiano, ou seja, C' = (0, 0).
Uma maneira bem facil de se obter a equagao desta elipse com eixo maior paralelo ao eixo das abs-
cissas é considerar ela como uma circunferéncia “achatada”. Assim, basta reduzir, proporcionalmente
todas as cordas perpendiculares a um determinado didmetro de uma circunferéncia centrada na origem
do sistema certesiano. Para este caso, em particular, basta tomar o didmetro que coincide com o eixo
maior da elipse.

Considere um ponto P’ = (x,y') da circunferéncia A\ de centro C' = (0,0) e raio a que satisfaz a
equagdo z% + y? = a%. Os pontos P = (z,y) da elipse centrada na origem do sistema e com eixo
maior paralelo ao eixo das abscissas obtida reduzindo todas as ordenadas na proporg¢ao de a para b
(a > b > 0) sao tais que, /

_a:>,_ a
, =TV Ty

Substituindo o valor de 1’ na equacao da circunferéncia \,

<

2
x2+y’2:a2:>a:2+(y%) — g2

Portanto, a equacgao da elipse centrada na origem com eixo maior paralelo ao eixo das abscissas é

dada por
2 2

z Y
P
Podemos também determinar a equacao da elipse, centrada na origem com eixo maior paralelo
ao eixo das abscissas, pela definicdo, ou seja, dado um ponto P = (z,y) de uma elipse com focos

Fy =(—c,0)e Fy = (¢,0)

d(P,F1) +d(P,Fy) =2a= \/(z+c)* +(y =02+ /(z —c)* + (y —0)? = 2a =

Vie+e)? +(y—0)? =2ay/(z —)> + (y — 0)?

Elevando ambos os membros da ultima igualdade ao quadrado,

(x+c)?+y? =4a*+ (x — ) +y* —da/(z — )2 + 2 =
242+ FyP =40 + 2% —2cx + A+ 9% —da/(x — )2+ 92 =
dex —4a? = —dar/(z — )2 +y2 = a® —cx = a/(z — )2 + ¢2
Elevando ambos os membros da ultima igualdade ao quadrado,

at = 2cxa® + Px? = a? (=) +y°) = a* — 2cxa® + 22 = a? (2 =2cx+ P +y?) =

at — 2cxa® + Pa? = a%2? — 2cwa® 4+ a2 + d*y? = ot + Pa? = d%2® + d*P + d¥yP =
Aa? — ax? — a*y? = d’? — a' = (P — a®)2? — dy? = d* (P - d?) (45)
Utilizando o fato que, a? = b + ¢2 = —b% = ¢? — a?, voltando e substituindo em (45),

2.2 2,2 2.2
—b%2? —a? 2——b2a2:>_bx 4y _—ba
vy = —b2a2  —b2a2  —b2a2
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Portanto, chegamos na mesma a equacéo da elipse centrada na origem e com eixo real paralelo ao
eixo das abscissas encontrada anteriormente.

x2 N y2 .
a2 b2
De maneira analoga podemos determinar que a equacgéo da elipse centrada na origem e com eixo

maior paralelo ao eixo das ordenadas € dada por

Agora, se as elipses possuirem centro qualquer C' = (m,n), fora da origem do sistema cartesiano,
basta aplicar um novo sistema de coordenadas cartesianas z’Cy’ e fazer uma translagao,

r=x—-—m
y=y-—n
Portanto, a equacéo da elipse com centro C' = (m,n) e eixo maior paralelo ao eixo das abscissas é

dada por
(x—m)*  (y—n)?
a2

e a equacéo da elipse com centro C' = (m,n) e eixo maior paralelo ao eixo das ordenadas € dada por

2 2

(x—m)® (y—n)

b2 a? =1

6.1.5 Hipérbole

Definicdo 6.1.3 Fixados dois pontos F, e F» de um plano, tais que, d(Fy, F») = 2¢, com ¢ > 0, chama-
se hipérbole o conjunto de pontos P do plano cujas diferencas, em moédulo, das distancias sdo iguais
a uma constante 2a, com 0 < 2a < 2¢. Ou seja, |d(Fy, P) — d(Fy, P)| = 2a.

Figura 10: Hipérbole

M
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Observagéao 6.1.2

e Os pontos F; e F; sao os focos da hipébole.
e A medida 2¢ é a distancia focal e c é a semidistancia focal.

e Os pontos A e B, onde a hipérbole intercepta o segmento F;F, sdao chamados de vértices da
hipérbole.

e O segmento AB é chamado de eixo real da hipérbole, e sua medida é igual a 2a.

e O ponto médio C' do segmento AB que também €& ponto médio do segmento F} F» é chamado de
centro da hipérbole.

e O segmento M N tal que AM = AN = BM = BN = ¢ é chamado de eixo imaginario da
hipérbole (Note que o segmento MN esta sobre a mediatriz do eixo real). Os segmentos MC
e NC tem medidas iguais a b. Note que o tridngulo M CF, é retangulo em C e por isso vale a
relagdo: a® = b2 + ¢* (Teorema de Pitagoras).

e Chama-se de retangulo de referéncia da hipérbole o retdngulo PQRS cujos pontos médios dos
lados s@o A, B, M e N. As retas PR e QS sdo chamadas de assintotas da hipérbole.

. . . . ¢
e Chamamos de excentricidade da hipérbole o numero e = —.
a

6.1.6 Equacao da Hipérbole

Mais uma vez, vamos considerar apenas as equagdes das hipérboles cujos os eixos sejam paralelos
aos eixos das coordenadas cartesiana, uma vez que o assunto sera abordado para alunos do Ensino
Médio.

Primeiro vamos considerar a hipérbole centrada na origem do sistema cartesiano e com eixo real
sobre o eixo das abscissas.

Para determinar as equagdes vamos partir da propriedade que define as hipérboles. Dado um ponto
P = (z,y) de uma hipérbole com focos F; = (—¢,0) e F» = (¢,0)

|d(P,Fy) —d(P,Fy)| =2a=\/(z+¢)2+ (y—0)2 — /(z — )2+ (y — 0)2 = 204 =

Vit = = f g+ 2

Elevando ambos os membros da ultima igualdade ao quadrado,
(:L'+C)2+y2 = (mfc)2+y2:t4a\/(xfc)2+y2+4a2 =

2?42+ Ayt =27 — 2we+ A +yP Hda/ (v — )2 + 92 + 4d* =
dac —4a® = +da/(x — )2 + y2 = xc — a® = a/(x — )2 + y2

Elevando ambos os membros da ultima igualdade ao quadrado,

= (a/(z — )2 +92)? = 2%* — 2d%xc + a* = a*(z — ¢)? + d*y* =

2

2% — 2d%zc + a* = a®

22 — 2d%zc+ a®P + a®y? = 222 — a®2® — d®y? = a’P —at =

(? —a*)a® — a®y? = a*(¢* — d?) (46)
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Utilizando o fato que, a? = b% + ¢2 = b? = a? — ¢?, voltando e substituindo em (46),
2b2 b2f£2 a2y2 B a2b2

2 N2 2.2 2,92 9 2.2 2.2 -
(¢ —a”)r" —a“y” =a (c" —a”) = b"2" —a"y” =a §a2b2 a2b2  a2b2

Portanto, a equacao da hipérbole centrada na origem e com eixo real paralelo ao eixo das abscissas é
dada por

2 2
xr
=1
a b2
Analogamente, encontramos que a equacgao da hipérbole centrada na origem e com eixo real pa-

ralelo ao eixo das ordenadas é dada por
2 2
Y T 1
a? b2
Agora, se as hipérboles possuirem centro qualquer C' = (m,n), fora da origem do sistema cartesi-

ano, basta aplicar um novo sistema de coordenadas cartesianas x'C'y’ e fazer uma translagao,

r=x—-m
y=y—n
Portanto, a equagéo da hipérbole com centro C' = (m,n) e eixo real paralelo ao eixo das abscissas

€ dada por
(x —m)*
a? 2

e a equacéo da elipse com centro C' = (m, n) e eixo maior paralelo ao eixo das ordenadas é dada por

(y—n)* (z—m)?
a? b?

=1
Visto que uma ds cbnicas mais acessiveis aos alunos do ensino médio € a hipérbole dada pela
= 1 .
fungdo y = —, x # 0. Vamos mostrar que de fato se trata de uma hipérbole.
€T
1 e . 1
Para a fungédo y = —, o grafico é o conjunto de pontos P da forma P = <$7 )
X X

A matriz de rotagéo pelo angulo de %rad é

s s
COS — —sen—
no 4 4] Va1 -
7r 7r 2 1 1

sen—  COS —
4 4

Rotacionando os pontos do grafico (x,y) por %rad, obtemos os pontos (z’,y’) dados por

(2)=n(2)=2(1 ) (2)=

1
Como y = —, note que,
x



1 1

/2 2

= — —_— 1
2m +2x2+

Subtraindo uma equagao da outra, obtemos,

/2

y/Q_x/2:2:>y7/2_i:1

1
evidenciando que o grafico da funcdo y = — &, de fato, uma hipérbole.
T

6.1.7 Parabola

Definicdo 6.1.4 Fixado um ponto F e uma reta r de um plano, com F ¢ r, chamamos de parabola o
conjunto dos pontos P desse plano equidistantes de F' e r. Ou seja, d(P,r) = d(P, F)

Figura 11: Parabola

S

Observagao 6.1.3

O ponto F' é o foco da parabola.

A reta r é a diretriz da parabola.

A reta s que passa por F' e é perpendicular a diretriz da parabola é o eixo de simetria.

O ponto V intersecgéo da parabola com o eixo de simetria é o vértice.

A distancia p do foco a diretriz € chamada de parametro da parabola.

A razao entre a distancia de um ponto P da parabola ao foco e a diretriz € chamada de excentri-
cidade da parabola. Como essas distancias sdo sempre iguais, a excentricidade da parabola é
sempre 1.

6.1.8 Equacao da Parabola

Lembramos novamente que como o assunto é para alunos do Ensino Médio vamos deduzir somente
as equagdes das parabolas onde as diretrizes sdo paralelas aos eixos do sistema de coordenadas
cartesianas.

65



Para obter a equagao da parabola vamos utilizar o fato que a distancia de um ponto P = (z¢,40) a
uma reta r de equacéo geral ax + by + ¢ = 0 € dado por

azo + byo + ¢

W) ==

Figura 12: Parabola com diretriz paralela ao eixo das abscissas

P=(z, u)T\

V= (z0,y0)

0 e

Primeiro vamos considerar uma parabola com vértice V' = (zo,yo), parametro p, diretriz paralela
ao eixo das abscissas e com a concavidade voltada para o sentido positivo. Entdo, o foco F' dessas
parabola tem coordendas F = (xo, Yo + g) e a reta diretriz r tem equagéao

p p
Y=Y B Y yo+2

Com as condi¢des dadas acima vamos utilizar a propriedade da definicdo da parabola

d(P,F) = d(P,r) = \/(ZL’IO)QJF (-w-2) =|y-w+?2

Elevando ambos os membros da ultima igualdade ao quadrado

2 2
(x—x0)2+(y—yo—§) =<‘y—yo+§D =

2 2
p p
(& = 20)* +pyo = py = 2yy0 + T +¥* Ty = —pyo +py — 2yyo + T+ g =
(x — x0)* + pyo — py = —pyo + py = (x — m0)* = —2py — 2pyo
Portanto, a equacao da parabola com diretriz paralela ao eixo das abscissas e com concavidade voltada
para o sentido positivo € dada por

(x — 20)* = 2p(y — Yo) (47)

Analogamente, podemos obter a equagao dos outros trés casos de parabolas com diretriz paralela
aos eixos das coordenadas cartesianas:

e Equacgédo da parabola com diretriz paralela ao eixo das abscissas e com concavidade voltada para
o sentido negativo

(x — x0)* = —2p(y — vo) (48)

e Equacdo da parabola com diretriz paralela ao eixo das ordenadas e com concavidade voltada
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para o sentido positivo
(y —y0)* = 2p(z — o)

e Equacdo da parabola com diretriz paralela ao eixo das ordenadas e com concavidade voltada
para o sentido negativo

(y —y0)* = —2p(z — x0)

A parabola é a cOnica mais comum para os alunos do Ensino Médio por ser o grafico das fungdes
quadraticas. Assim, expandindo as equacgdes das parabolas com diretriz paralela ao eixo das abscissas
chegaremos as fung¢des quadraticas do tipo y = ax? + bz +c¢, a,b,c € Re a # 0.

Expandindo a equacéo (47),

(x — m0)2 =2p(y — yo) = % — 2z + 1:% = 2py — 2pyo = 2py = x% — 2xxo + x% + 2pyo =

2z 2 42
yzi_io_t'_oipyo
2p p 2p

1 22 49
Fazendoa = — b= — 20 g . — 0t 2PYo.
2p p 2p

y=azx>+br+c

Analogamente, expandindo a equagéo (48),

(xz — xo)2 = —2p(y — yo) = 2% — 2wxo + x(% = —2py + 2pyo = 2py = —x2 + 2z — 35(2) + 2pyo =

x® | wxo g+ 2pyo

y:

7% p 2p
1 2 2
Fazendoa = —— b= "2 ec= _w’
2p D 2p

y=ax’+br+c

6.2 Atividades com o Software Geogebra: Propriedades das Cénicas

O Geogebra é um software matematico livre, isto €, ndo é necessario adquirir ou pagar nenhum tipo
de licenga para seu uso. O programa pode ser obtido fazendo o download no site www.geogebra.org.
Existem versbes para desktop em varios sistemas operacionais: Windows, Mac OS X e Linux; e versdes
para tablets com sistemas: Android, Windows e iOS. O programa nos proporciona uma infinidade de
ferramentas geométricas, algébricas, planilhas, vizualizador de figuras em 3D entre outras. As ferra-
mentas que mais vamos utilizar para esta proposta de atividade é a Janela de Algebra e a Janela de
Visualizagao (2D).

Nas unidades escolares do Estado de Sao Paulo, segundo informacgbes recebidas em cursos e
orientagdes que as Diretorias de Ensino promovem durante o ano letivo, todas as escolas comtempla-
das pelo Programa Acessa Escola, que é um programa estadual para inclusédo digital dos alunos da
rede, possuem computadores com a versao mais recente do software. Em particular, na unidade onde
trabalho todos os computadores disponiveis de fato estavam com o Geogebra instalado para o uso dos
alunos.

A atividade proposta com o Geogebra tem como principais objetivos: mostrar e definir cada uma
das cbnicas: elipse, hipérbole e parabola; analisar a variacdo da excentricidade e das cbnicas; e por

67



ultimo analisar a variagao do parametro p da parabola.

Antes de aplicar a atividade procurei me informar se os alunos ja haviam trabalhado anteriormente
com o software Geogebra ou com algum outro tipo de programa matematico (Cabri, Matlab). Como a
maioria nunca havia trabalhado com softwares matematicos separei duas aulas para uma ambientagao
com o programa para somente nas proximas aulas comegarmos com as atividades planejadas sobre
o assunto. Nas aulas de ambientagao para os alunos expliquei as principais ferramentas que o pro-
grama oferece, dando prioridade maior as ferramentas que vamos utilizar na atividade proposta como
criagdo de pontos, construgdo de retas e segmentos de retas, construcdo de retas perpendiculares,
construgado de angulos, construgédo de circulos, alguns comandos basicos pré-programados (madulo,
seno, cosseno e tangente), poligonos e comprimento de segmento de retas.

Para a aplicagao desta atividade primeiramente procurei dar aos alunos uma introdugéo ao assunto,
fazendo alguns comentarios histéricos e falando sobre a importancia do estudo das conicas e discuti-
mos algumas aplicagdes sobre elas, sempre sem entrar nas propriedades da definigdo. Por exemplo,
os movimentos dos planetas em forma eliptica, a curva descrita por um objeto jogado para o alto € uma
parabola, e que as hipérboles sdo muito usadas na engenharia e arquitetura. Além disso, fiz comenta-
rios sobre a circunferéncia que é um assunto que no Curriculo da Secretaria de Educagao do Estado
de S&o Paulo vem junto com o assunto das conicas. Procurei dar um foco especial também para as
cbnicas como sendo a intersec¢do de um plano com o cone de duas folhas (ver figura 7).

Abaixo estdo os roteiros das duas atividades planejadas para serem aplicadas com os alunos na
Sala do Acessa Escola (Laboratério de Informatica da escola). Uma delas (Atividade 01) é para mostrar
as propriedades das cbnicas e através dessas chegarmos a uma definigdo para cada conica: elipse,
hipérbole e a parabola; a outra (Atividade 02) é para ver o comportamento das curvas de acordo com
a variagdo da excentricidade ou do pardametro no caso particular da parabola. Procurei preparar o
roteiro destas atividades para os alunos dentro do Geogebra fazerem as construgdes e observarem as
propriedade, e depois responderem as perguntas ao final de cada construgéo definirem as conicas e
as devidas conclusdes sobre a excentricidade e o parametro da parabola.

6.2.1 Atividade 01: Definindo as Conicas

Objetivos: Apods observar algumas propriedades da elipse, hipérbole e parabola; formular uma defini-
¢ao para as conicas.

Duragao: 02 (duas) Aulas

Local: Sala do Acessa Escola (Laboratério de Informatica)

Parte 01: Elipse
E muito importante que todos os passos sejam feitos na ordem como estdo apresentados abaixo.

1°. Passo: Inicie o Geogebra.

2°. Passo: Utilizando o botao direito do mouse, clique na janela de visualizagéo, e esconda os eixos
cartesianos e ative a malha.

3°. Passo: Com a ferramenta “Elipse” construa uma elipse qualquer, primeiro vocé deve criar os
pontos dos focos (A e B) e depois selecione um ponto qualquer (C') para determinar uma elipse.

4°. Passo: Com a ferramenta de ponto, crie um outro ponto (D) diferente de C sobre a elipse.

5°. Passo: Crie dois segmentos de reta: Um deles ligando o foco A ao ponto D e o outro segmento
ligando o foco B ao ponto D.

6°. Passo: Na linha de “Entrada” do Geogebra: digite s = a + b.

7°. Passo: Na Janela de Algebra arraste os valores de a, b e s para a Janela de Visualizagao.

8°. Passo: Com o botao direito do mouse, clique sobre o ponto D e selecione a opgédo Animar.
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Perguntas:
1. O que acontece com os valores de a e b?
2. O que acontece com o valor de s, que é a soma das medidas dos segmentos AD e BD?
3. Mude os pontos A, B e C de lugar, o que vocé percebeu?
4. E se os focos A e B ficarem sobrepostos, o que vocé percebeu? A figura formada é conhecida?
5. E se os pontos A, B e C forem coincidentes, o que vocé pode observar?

6. Depois das conclusdes acima a respeito da elipse, vocé é capaz de formular uma definigdo para
essa curva?

Parte 02: Hipérbole

1°. Passo: Inicie o Geogebra ou no menu arquivo abra uma nova janela.

2°. Passo: Utilizando o botao direito do mouse, clique na janela de visualizagéo, e esconda os eixos
cartesianos e ative a malha.

3°. Passo: Com a ferramenta “Hipérbole” construa uma hipérbole qualquer, primeiro vocé deve criar
os pontos dos focos (A e B) e depois selecione um ponto qualquer (C) para determinar uma hipérbole.

4°. Passo: Com a ferramenta de ponto, crie um outro ponto (D) diferente de C sobre a hipérbole.

5°. Passo: Crie dois segmentos de reta: Um deles ligando o foco A ao ponto D e o outro segmento
ligando o foco B ao ponto D.

6°. Passo: Na linha de “Entrada” do Geogebra: digite d = abs(a — b) - A fungdo abs dara o modulo
de a —b.

7°. Passo: Na Janela de Algebra arraste os valores de a, b e d para a Janela de Visualizac&o.

8°. Passo: Com o botéo direito do mouse, clique sobre o ponto D e selecione a opgdo Animar.

Apos todos os alunos efetuarem os passos acima, explique para os alunos que o valor de a € b s&o
as medidas do segmentos AD e BD respectivamente, e que d € o moédulo da diferenga das medidas
dos segmentos AD e BD.

Perguntas:
1. O que acontece com os valores de a e b?
2. O que acontece com o valor de d, que € o médulo da diferenga dos segmentos AD e BD?
3. Mude os pontos A, B e C de lugar, o que vocé percebeu?

4. E se os focos A e B ficarem sobrepostos, o que vocé percebeu? Qual(is) a(s) diferenga(s) para a
elipse?

5. Depois das conclusdes acima a respeito da hipérbole, vocé é capaz de formular uma definicdo
para essa curva?

Parte 03: Parabola

1°. Passo: Inicie o Geogebra ou no menu arquivo abra uma nova janela.
2°. Passo: Utilizando o botao direito do mouse, clique na janela de visualizagéo, e esconda os eixos
cartesianos e ative a malha.

3°. Passo: Com a ferramenta “Reta” marque e dois pontos quaisquer e crie uma reta.
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4°, Passo: Com a ferramenta “Parabola” construa uma parabola qualquer, primeiro vocé deve clicar
sobre a reta construida no passo anterior e depois selecione um ponto qualquer fora da reta (C) para
determinar uma parabola.

5°. Passo: Com a ferramenta de ponto, crie um outro ponto (D) sobre a parabola.

6°. Passo: Crie o segmento de reta C'D.

7°. Passo: Utilizando a ferramenta “Reta Perpendicular’ crie uma reta perpendicular a reta do 3°.
passo e que passe pelo ponto D.

8°. Passo: Marque o ponto de interseccéo das duas retas FE e crie o segmento de reta DFE.

9°. Passo: Oculte a reta perpendicular criada no 7°. passo.

10°. Passo: Arraste os valores das medidas dos segmentos C'D e DE para a janela de visualizagao.

Perguntas:

1. O que acontece com os valores das medidas dos segmentos CD e DE a medida que o ponto D
muda de lugar?

2. Mude os pontos A, B e C de lugar, e mude faga o ponto D mudar de lugar. O que vocé percebeu?

3. E se o foco C ficar sobre a reta criada no 3°. passo? O que aconteceu?

6.2.2 Atividade 02: Excentricidade (c) e parametro (p)

Objetivo: Observar as mudancgas das conicas em fung¢do da variagdo da excentricidade (¢): Elipse,
Hipérbole e Parabola. Observar a mudanca da parabola em fungéo do parametro p.

Duragao: 02 Aulas

Local: Sala do Acessa Escola (Laboratério de Informatica)

Parte 01: Excentricidade da Elipse

A excentricidade e da elipse é calculada pela razdo entre a medida do semieixo focal ¢ e a medida
do semieixo maior a da elipse.

IS

1°. Passo: Inicie o Geogebra.

2°. Passo: Marque os pontos A = (—3,0), B=(3,0) e C = (0,2).

3°. Passo: Construa uma elipse com focos A e B e que passe pelo ponto C.

4°, Passo: Construa o segmento de reta do foco B até o ponto C.

5°. Passo: Construa o segmento de reta do foco B até a origem do sistema cartesiano D.

6°. Passo: Marque o angulo CBD.

7°. Passo: Calcule a excentricidade e desta elipse. E mova o valor da excetricidade para a Janela
de Visualizagao.

8°. Passo: Desloque o ponto C sobre o eixo das ordenadas (Eixo y).

Perguntas:
1. Qual o valor maximo da excentricidade? Qual o valor minimo?
2. Para qual ponto D a excentricidade é maxima? Para qual ponto a excentricidade € minima?

3. Calcule o cosseno do angulo marcado no 6°. passo e compare com o valor da excentricidade. O
que podemos concluir?

4. Que tipo de mudangas ocorrem com a elipse em relagéo a sua excentricidade?
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Parte 02: Excentricidade da Hipérbole

A excentricidade e da hipérbole é calculada pela razdo entre a medida do semieixo focal c e a

medida do semieixo real a da elipse.
oo ©
a
1°. Passo: Inicie o0 Geogebra ou no menu arquivo abra uma nova janela.
2°. Passo: Marque os pontos A = (—5,0), B = (5,0) e C' = (2,0).
3°. Passo: Construa uma hipérbole com focos A e B e que passe pelo ponto C.
4°. Passo: Construa o segmento de reta de A até a origem do sistema cartesiano D.
5°. Passo: Construa o segmento do vértice até a origem do sistema cartesiano D.
6°. Passo: Calcule a excentridade e desta hipérbole. E mova o valor da excentricidade e para a
Janela de Visualizagao.

7°. Passo: Desloque o ponto C' sobre o eixo das abscissas (Eixo z).
Perguntas:

1. Qual o valor maximo da excentricidade? Qual o valor minimo?
2. Para qual ponto D a excentricidade é maxima? Para qual ponto a excentricidade € minima?

3. Que tipo de mudangas ocorrem com a hipérbole em relagéo a sua excentricidade?
Parte 03: Excentricidade e Parametro da Parabola

A excentricidade e da parabola é calculada pela razao entre as distancias de um ponto P da parabola

ao foco e a diretriz (ver figura 13).
a
e = —

b
O parametro p é distancia do foco da parabola a sua diretriz.

Figura 13: Parametro da parabola

N M

1°. Passo: Inicie o Geogebra ou no menu arquivo abra uma nova janela.
2°. Passo: Crie uma parabola com diretriz o eixo das abscissas.
3°. Passo: Marque um ponto B sobre a parabola.
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4°. Passo: Crie uma reta perpendicular ao eixo das abscissas e que passe pelo ponto B.

5°. Passo: Marque o ponto de intersecgdo C' da reta criada no passo anterior com o eixo das
abscissas.

6°. Passo: Oculte a reta criada no 4°. passo.

7°. Passo: Marque os segmentos de reta AB e BC.

8°. Passo: Calcule a excentricidade e desta parabola. E mova o valor da excentridade para a Janela
de Visualizagao.

9°. Passo: Crie uma reta perpendicular ao eixo das abscissas e que passe pelo foco da parabola.

10°. Passo: Marque o ponto de intersecgdo D da reta criada no passo anterior com o eixo das
abscissas.

11°. Passo: Oculte a reta criada no 9°. passo e marque o segmento de reta AD.

12°. Passo: Desloque os ponto B sobre a parabola e foco A de lugar.

Perguntas:

1. Ao mudar o ponto B de lugar o que aconteceu com o valor da excentricidade? Por que esse
resultado?

2. O que significa o tamanho do segmento AD?

3. Desloque o foco A de lugar (para mais proximo e mais distante da diretriz)? O que vocé pode
concluir?

4. Que mudancgas ocorrem com a parabola em relagdo ao valor do parametro?

6.2.3 Consideragées e Aplicagado das Atividades

Antes de falar sobre como ocorreram e sobre algumas observag¢des das atividades propostas acima
acho de extrema importancia citar algumas caracteristicas da turma em que as atividades foram apli-
cadas.

As atividades 01 e 02 foram desenvolvidas com meus alunos do 3°. ano do Ensino Medio “C”,
periodo noturno, da EE. Voluntario Carmo Turano, no municipio de Cedral, durante o ano letivo de
2014. Na escola, ainda existiam outras duas turmas de terceiros anos, no periodo da manha, porém as
aulas estavam atribuidas para outro professor, docente titular de cargo da mesma unidade escolar. No
geral, a turma do 3°. Ano “C” é formada de alunos que trabalham durante o dia e estudam a noite. A
classe é disciplinada e como a grande maioria dos alunos exerce atividade de trabalho durante o dia,
muitos reclamam do cansacgo e sonoléncia durante a aula. Mas a maioria dos alunos séo interessados
e tém participacgao ativa durante as aulas.

Nas Escolas Estaduais do Estado de Sao Paulo todos os anos sao aplicados para todos os alunos
da rede uma avaliagdo de acompanhamento de aprendizagem. Esta avaliag&o visa diagnosticar alunos
com déficit de aprendizagem. Além da avaliagdo enviada pela Secretaria Estadual de Educacéo todos
0S anos nas primeiras semanas de aulas sempre aplico uma avaliagao propria, elaborada por mim,
para diagnosticar o conteudo aprendido até o ano anterior e se sera necessario retormar conceitos
anteriores para dar continuidade aos estudos. Os resultados desta turma, em particular, ndo foram
satisfatérios, encontramos uma turma bem heterogénea, ou seja, na turma existem alunos com bom
nivel de aprendizagem e também alunos com muito déficit na aprendizagem.

Na maoria das escolas, para utilizar o laboratério de informatica e outros ambientes da escola é
preciso fazer uma reserva destas salas, para ver se nenhum outro docente ja preparou alguma atividade
para a mesma data. Procurei fazer isso com antecedéncia e para as atividades programadas reservei
o laboratério para duas datas porém essas datas nao foram a melhor escolha devido a varios fatores.
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A principio pelo horario que o ambiente estava disponivel para uso: o laboratério de informatica
funciona todos os dias somente até por volta das 21 horas e o horario das aulas com essa turma de
terceiro ano nao coincidia com os horarios de funcionamento da sala. O Unico dia que o laboratério
estava disponivel e que eu tinha aulas no mesmo horario era as segundas-feiras.

Outra questado era o que fazer com as aulas entre uma segunda-feira e outra. Nesse intervalo de
uma semana ha duas aulas com a turma. Isso de certa maneira foi bom, pois, entre uma segunda e
outra, nesse intervalo entre as atividade 01 e 02 consegui passar o conteudo que os alunos véo utilizar
para a segunda atividade.

Porém nem sempre as coisas acontecem como planejamos. O planejamento inicial eram duas
aulas de ambientagdo com o programa, que aconteceram com uma semana de antecedéncia, duas
aulas com aplicagao das duas atividades, duas aulas intermediarias com aula teérica em sala de aula
e mais duas aulas para a aplicacdo da segunda atividade, ou seja, um total de oito aulas. Mas os
alunos néo conseguiram concluir todos os procedimentos da atividade 01 nas duas aulas reservadas.
O atraso nas atividades aconteceram por diversos problemas: dificuldades com o programa de alunos
que faltaram na aula de ambientagao, problemas com equipamentos e sem contar as diversas duvidas
sobre como construir alguns passos das constru¢cdes geométricas propostas. Para resolver o problema
o Professor Coordenador Pedagdgico sugeriu uma inversdo de aulas com outra disciplina para coincidir
com o horario de funcionamento do laboratério que ajudou para o andamento das atividades. As oito
aulas previstas se transformaram no fim em dez aulas.

Na aplicagédo das Atividade 01 e Atividade 02 ao final de cada uma das partes, as perguntas eram
feitas e discutidas uma a uma oralmente pelos alunos, algumas duvidas surgiram e os préprios alunos
discutiam e tentavam chegar a uma solugdo. O papel principal do professor durante a discussao das
perguntas €& de orientar e mediar o raciocinio para o caminho certo. O objetivo inicial lembrando é
para que os alunos observem as propriedades de cada conica e cheguem ao final da atividade 01 na
definicdo de cada uma das conicas: elipse, hipérbole e parabola. Na atividade 02 também seguimos o
mesmo procedimento apenas mediando a discussao e fazer com que os alunos cheguem nos resulta-
dos esperados. Alguns alunos percebem rapidamente as propriedades e outras demoram mais tempo,
0 mais importante é que todos eles cheguem a um resultado comum.

Depois de cada segao de perguntas em cada parte das atividades pedi aos alunos que anotas-
sem, com as proéprias palavras, os resultados que obtivemos através da discussao e das respostas
encontradas.

Algumas consideragdes para aplicagdo das atividades:

e Na Parte 02 e Parte 03 da Atividade 01 a animacgao do ponto pode causar confusédo pela maneira
como ele se movimenta sobre a hipérbole e sobre a parabola, por isso, a movimentagdo manual
dos pontos sobre as curvas para algumas turmas pode ser a melhor opgéo. Alguns alunos eu
desativei a animacao e pedi para que ele movimentassem o ponto manualmente com o mouse e
eles entenderam melhor a propriedade.

e Ao final de cada parte eu pedia para que todos esperassem até o ultimo aluno terminar de fazer
todos os passos. Como alguns alunos sdo impacientes e ndo esperam os colegas acabarem
alguns acabam ajudando. Eu sempre dou uma verificada nessas boas inten¢des dos alunos em
ajudar pois pode ficar alguma duvida ou algum passo da construgao para tras. Esse procedimento
de esperar os colegas é para que todos os alunos participem da discussdo das resposta das
perguntas e chegarem ao senso comum.

e Nas aulas entre as duas atividades procurei trabalhar a parte teérica do assunto como as equa-
¢cbes das cdnicas e fazer exercicios sobre o assunto.
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e A versao do Geogebra usada nas atividades foi a versao 5.0.57.0 — 3D

Figura 14: Aplicagao das Atividades
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