T, &z : UNIVERSIDADE FEDERAL DE MATO GROSSO ““
CAMPUS UNIVERSITARIO DO ARAGUAIA A A
MESTRADO PROFISSIONAL EM MATEMATICA EM Abbhs
REDE NACIONAL PROFMAT

CALCULO: UMA PROPOSTA POSSIVEL PARA O
ENSINO MEDIO

KELIA RODRIGUES DE QUEIROZ SOUZA

BARRA DO GARCAS / MT
2014



Mestrado Profissional em Matematica em Rede Nacional

PROFMAT /UFMT

CALCULO: UMA PROPOSTA POSSIVEL PARA O
ENSINO MEDIO

Kélia Rodrigues de Queiroz Sousa

Dissertacao submetida & Coordenacao do
Curso de Pos-Graduacao em Matematica, da
Universidade Federal de Mato Grosso, como re-
quisito parcial para obtencao do grau de Mestre
em Ensino de Matematica.

Orientador:
Prof. Dr. Carlos Rodrigues da Silva

Barra do Gargas / MT
2014



Sousa, Kélia Rodrigues de Queiroz

Calculo: uma proposta possivel para o ensino médio
Kélia Rodrigues de Queiroz Sousa — 2014
97f.: ibl.

Orientador: Prof®. Dr. Carlos Rodrigues da Silva.

Dissertacao (Mestrado Profissional em Matematica em Rede Nacional)

Universidade Federal de Mato Grosso, Barra do Garcas, 2014.

1. E Possivel Estudar Calculo no Ensino Médio. 2. Funcio: Pré-
Requisito Fundamental para o Estudo do Céalculo. 3. Falando

Sobre Limites. 4. Derivada. 5. Integral. 6. Calculo no Ensino
Meédio.




Kélia Rodrignes de Queiroz Sousa

CALCULO: UMA PROPOSTA POSSIVEL PARA O
ENSINO MEDIO

Dissertaciao submetida ao corpo docente do Programa de Pos-Gradnagao em Ensino
de Matematica (PROFMAT) da Universidade Federal de Mato Grosso como parte dos
requisitos necessdrios para a obtenciao do grau de Mestre em Ensino de Matemaética.

Aprovada por: [

memsor Dr. (‘a rigues da Silva
Onontadnr / Pr('qldonto da Banca Exammadora

JL—' [ AL Q-au-é

Fﬁ)fmsor Dr. i\dﬂeon Antonio Berlatto

illes O Crony

Professor Dr. Kellcio Oliveira Araiijo

Barra do Garcas, 24 de outubro de 2014.



Agradecimentos

A Deus, por me proporcionar mais esta conquista.

Ao meu esposo, Eliandro, pelo companheirismo nestes dois anos de muita de-
dicacao.

Aos membros da banca de avaliacao, cujas sugestoes engrandeceram o trabalho.
Em especial ao professor Carlos, pelas discussoes e pelo direcionamento do trabalho.

Aos colegas e aos professores do PROFMAT, pelos ensinamentos e pelas dis-
cussoes que muito me enriqueceram.

Aos, diretores Alexandre e Veralice, pelo incentivo nos momentos de desanimo.

Aos colegas do PROFMAT da turma de 2012 da UFTM pelo convivio e por
todas as trocas de experiéncias que contribuiram ainda mais para a minha formacao
docente.

A CAPES pelo apoio financeiro e a Sociedade Brasileira de Matematica pela
criacao e implantacao do PROFMAT no Brasil.

A todos vocés meus mais sinceros agradecimentos



Resumo

O estudo do Calculo Diferencial e Integral é considerado um dos contetidos matema-
ticos mais influentes no desenvolvimento cientifico e tecnologico atual. Permite que
se obtenham novos processos, equipamentos, métodos no processo de transformacao
da natureza, entre outros. Atualmente, esse contetido é muito abordado nos cursos
superiores nas areas de ciéncias da natureza, engenharias e tecnologias. Sua importan-
cia se da por sua aplicabilidade em diversas areas do conhecimento. Porém quando
se trata do ensino deste contetido no ensino médio infelizmente este se torna pouco
valorizado. Introduzir conceitos de Célculo Diferencial e Integral no Ensino Médio
auxilia na compreensao de algumas propriedades, entre elas o limite de uma funcao,
ferramenta indispensével para a compreensao de fendmenos fisicos, como velocidade,
forca, etc. Desse modo, o que propomos aqui é a insercao do contetdo de célculo
no Ensino Médio, que vemos como uma opcao viavel, desde que abordada de forma
contextualizada.

Palavras-chave: Célculo, ensino médio.



Abstract

The study of differential and Integral Calculus is considered one of the most influential
mathematical content in current scientific and technological development. Allows one
to obtain new processes, equipment, methods in the process of transformation of nature,
among others. Currently, this content is very discussed in upper courses in the areas of
natural sciences, engineering and technologies. Its importance is due to its applicability
in diverse areas of knowledge. But when it comes to the teaching of this content in high
school unfortunately this becomes unappreciated. Introduce concepts of differential
and Integral Calculus in high school assists in understanding of some properties, such
as the limit of a function, indispensable tool for understanding physical phenomena,
such as speed, strength, etc. Thus, what we are proposing here is the insertion of the
content of calculus in high school that we see as a viable option, since it dealt with
contextualized way.

Keywords: Calculus, high school.
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INTRODUCAO

Nao se pode negar a importancia da matematica para o homem moderno, por
isso o seu ensino deve ser objeto de estudo da ciéncia, tendo como base principal a
necessidade de se construir, reconstruir e perpetuar os conhecimentos produzidos por
ela, e tém como funcao social capacitar individuos para resolverem problemas.

O mundo atual necessita de uma mudanca na forma de se conceber o ensino da
matematica nos diversos niveis, sendo ele fundamental, médio, ou superior, isso devido
ao fato de que com a globalizacao o ensino enciclopédico, onde o aluno apenas recebe
conhecimento e nao se posiciona criticamente frente a ele, nao faz mais sentido. Isso
porque as grandes mudancas que vem ocorrendo, principalmente a partir do final do
século passado, tém gerado a necessidade de se pensar na vida do homem moderno,
sobretudo no que diz respeito a educacao.

Temos o calculo como uma das grandes ferramentas da matemaética, aonde vem
sendo desenvolvido desde Arquimedes até chegarem a Newton e Leibniz, dada tamanha
importancia devemos tratar da conveniéncia de inclui-lo no ensino médio, devido ao
fato de sua relevancia na resolucao de problemas.

Embora grande parte dos livros de ensino médio inclui o célculo entre seus
topicos, ainda sao muito pouco ensinados e entendemos que descartar o calculo no
ensino médio é grave, pois estamos deixando de lado uma componente relevante para
a formacao do aluno no contexto de ensino atual, que contribui de maneira expressiva
para o resgate do conhecimento no campo da matemética e suas ramificacoes.

A Lei de Diretrizes e Bases (LDB) em seu artigo 22 diz: “A educacao basica tem
por finalidade desenvolver o educando, assegurar-lhe a formac¢ao comum indispensével
para o exercicio da cidadania e fornece-lhes meios para progredir no trabalho e em
estudos posteriores.”

Isso significa que é direito dos estudantes se ambientarem ainda no ensino
médio com os conceitos basicos de calculo, logicamente com uma abordagem diferente
das que sao tratadas nos cursos de calculo, mas fazendo os estudantes interagirem

de modo dindmico com o intuito de desenvolver aptidoes, familiarizando o aluno com
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as novas simbologias, até porque grande parte deles ird estudar alguma disciplina de
calculo no nivel superior.

E importante salientar que inserir o calculo no ensino médio néo é tarefa facil,
isso porque o entendimento de novas simbologias é complicado para boa parte dos
alunos. Para Lopes (apud MACHADO, 2002, p. 14):

[...] em todos os paises, educadores e mateméticos buscam encontrar
métodos que visem facilitar o entendimento do Céalculo por parte
dos estudantes. Muito tem se conseguido, mas é importante dizer
que nenhuma férmula mégica foi encontrada até hoje (LOPES apud
MACHADO, 2002, p. 14).

Deve-se entao haver uma proposta de incentivo aos alunos, procurando métodos
que facilitem o entendimento da disciplina, que se apresentada convenientemente pode
ser gratificante, haja visto as interessantes aplicagoes da derivada em resolucao de
problemas, tais como méximos e minimos, da funcao exponencial com problemas de
crescimento de populagoes, entre outros.

Acredita-se que inserindo o célculo no ensino médio, fazendo com que o aluno
entre em contato com a disciplina mais cedo, diminuiria a grande taxa de evasao dos
cursos superiores que tem como base fundamental o célculo. Para Barreto (apud REIS,
2005, p. 4):

O ensino de Célculo nas universidades brasileiras tem sido objeto
de questionamento em diversos féruns em funcdo das dificuldades
apresentadas pelos alunos na sua aprendizagem, bem como pela alta
evasdo dos estudantes dos primeiros periodos, matriculados nesta dis-
ciplina (BARRETO apud REIS, 2005, p. 4).

Sabe-se que o célculo é de fundamental importancia para os cursos de matemé-
tica, engenharia, fisica, ciéncias da computacao, entre outros. Sendo assim, devemos
leva-lo mais a sério porque esses alunos entram nas universidades sem estar devida-
mente preparados, causando entao um indice alarmante de desisténcias e reprovagoes.

Em suas pesquisas, Barufi (1995/1999) destaca os altos indices de ndo-aprovagao
(alunos reprovados por nota, falta ou desisténcia) na disciplina, chegando a um per-
centual alarmante de 66,9%. Por isso defendemos a ideia de familiarizar o aluno ja nos
primeiros anos do ensino médio, para que nao haja um choque ao deparar com ela no
nivel superior.

Avila (Revista do Professor de Matematica (RPM) 60), propoe que os conceitos
de funcoes, derivadas e um pouco de geometria analitica da reta sejam integrados, e

nao separados em blocos. Para ele o ensino de fungoes num bloco tinico e isolado é
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um exagero. Nesse sentido, o professor deveria iniciar o ensino médio retomando regra
de trés e proporcionalidade, dai entao surgir a ideia da equagao da reta y = mz + n,
podendo nesse momento falar de acréscimos e decréscimos, familiarizando o aluno com
a notacao Az (delta x) e Ay (delta y), e com o fato de que o declive da reta é Ay/Ax.

Sob esse ponto de vista, entendemos que a ideia intuitiva de limite e derivada
podem ser discutidas sem muitos receios no ensino médio. Podemos comecar, por exem-
plo, relacionando essas ideias com problemas cotidianos de nossa sociedade. Quando se
fala de limite, uma grande dificuldade encontrada pelo professor ¢ mostrar que quando
fazemos um x tender (se aproximar) de um xzg, ele nunca, de fato, alcangara esse x.
Isto, aparentemente, nos parece um contra-senso com a nossa ideia de distancia.

Podemos, entao, fazer uma implementacao falando da fiscalizacao eletronica
de velocidade (radares), que estdo espalhados em grande parte das cidades brasilei-
ras, e falar da velocidade instantanea de um determinado veiculo, dizendo que o que
estd sendo calculado, na verdade, é a velocidade média num intervalo de tempo bem
pequeno. E dependendo da precisao do equipamento, quanto menor se conseguir esse
tempo, melhor a aproximagao.

E como nesse caso nao vamos ter uma variavel de tempo zero, a ideia é fazer
essa variacao tender a zero. Usando essa simples ideia, podemos, entao, introduzir a
ideia de limite e derivada para alunos do ensino médio.

Veja bem, o que propomos, entao, € um estudo livre de formalizacoes, sendo
muito mais pratico. Algo que va fugir das técnicas usuais, priorizando a reflexao dos
conceitos, por parte dos alunos, familiarizando com as novas simbologias e que desperte

a curiosidade dos discentes.



Capitulo

E POSSIVEL ESTUDAR CALCULO NO
ENSINO MEDIO?

Seria muito mais proveitoso que todo o tempo que hoje se gasta, no
2° grau, ensinando formalismo e longa terminologia sobre fungoes,
que todo esse tempo fosse utilizado com o ensino das nocoes basicas
do Célculo e suas aplicacoes. Entao, ao longo desse desenvolvimento,
o ensino das func¢des seria feito no contexto apropriado, de maneira
espontanea, progressiva e proveitosa. (AVILA, 1991, p. 5)

O ensino-aprendizagem em matemética tem sido motivo de diversas discussoes,
desde o ensino fundamental ao ensino superior. Grande parte dos alunos frequente-
mente demonstra dificuldades na compreensao dos conceitos matematicos fundamen-
tais. Muitos deles nao encontram sentido ou aplicacao dos contelidos abordados em
sala de aula. Essas dificuldades nao se limitam apenas aos conceitos basicos, uma vez
que os conteudos dessa disciplina se encadeiam, e é necessaria a compreensao de uns
para o aprendizado dos assuntos seguintes.

Um questionamento plausivel é: limites, derivadas e integrais sao assuntos via-
veis ao entendimento de um aluno do Ensino Médio? Se considerarmos o Célculo com
toda sua linguagem formal, simbodlica, seus teoremas e demonstragoes, defini¢oes e todo
0 seu rigor, a resposta a esse questionamento seria negativa, pois esses conteidos reple-
tos de detalhes exigem conhecimentos especificos que ainda nao sao do dominio de um
estudante nesta fase de sua escolaridade. Mas diversos autores defendem que o aluno
j& nessa fase podem facilmente absorver conceitos simples de calculo, e que o professor
dever inserir o contetido e estabelecer principios para se introduzir os conceitos. Nesse

sentido Rezende afirma:
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[...] Ao contréario do que se pensa em geral, pode-se afirmar que parte
significativa dos problemas de aprendizagem “do atual” ensino de Cal-
culo estd “fora” dele e é “anterior” inclusive ao seu tempo de execucao.
N3ao se trata apenas da tao propalada “falta de base” dos estudantes,
como afirma a grande maioria dos nossos colegas professores. |...|
Assim, ao invés de se fazer mencdo a uma “falta de base” dos es-

4

tudantes, o que se precisa fazer, de fato, é estabelecer os conceitos
bésicos e necessarios para se aprender as ideias bésicas do Calculo.
[...] (REZENDE, 2003, p. 31)

O que estamos propondo neste trabalho é a simples, porém importante, intro-
ducao das ideias intuitivas de célculo, ou seja, das ideias geradoras desses topicos de
estudo no Ensino Superior.

O ensino de elementos de Célculo Diferencial e Integral no ensino médio é
algo que esta ao alcance dos alunos desse nivel de ensino, desde que nao seja cheio de
formalismos como nos cursos superiores.

Preparar o aluno a partir do primeiro ano do ensino médio para que se obtenha
esse conhecimento é de suma importancia, pois esse contetido se encontra altamente
conexo com a ciéncia moderna, bem como a exploragao de competéncia e habilidades
matematicas que possam a vir ser desenvolvidas pelos proprios alunos.

Em seu artigo Célculo no segundo Grau, o professor Roberto Costallat Duclos
(DUCLOS, 1992), defende o calculo no ensino médio, desde que seja apresentado de
maneira conveniente. Segundo o autor, o Calculo, ao contrario de ser dificil, ¢ muito
gratificante, porque traz ideias inovadoras, pelo poder e pelo alcance de seus métodos.
Atualmente alguns livros didaticos de ensino médio apresentam topicos relativos do
Calculo Diferencial e Integral, como limite, derivadas e integrais (GIOVANNT; BON-
JORNO, 2005) e (PESSOA; ISHIHARA, 2011).

Mas, infelizmente trazem este conteiido no 3° ano, ou seja, no final do curso,
onde pouco se pode aproveitar do estudo. Entretanto, na maioria das vezes, estes temas
nao sao ensinados sob o pretexto de serem dificeis e improprios. O Célculo passou a
fazer parte do livro didatico, mas nao do curriculo de ensino médio, o que o torna entao,
pouco valorizado, gerando assim, deficiéncias na aprendizagem que acabam refletindo
no ensino superior.

Para Palis (1995), os cursos superiores que apresentam a disciplina de Célculo
apresentam indices absurdamente elevados de abandono e insucesso. Estes indices,
por si s6, ji apontam a necessidade de se buscar alternativas de acao pedagogica que,
aliadas as outras medidas, possam dar conta desse problema que, desde muitos anos,
subsiste na universidade.

Observamos com isso que tem faltado aos alunos do ensino médio uma base

adequada de conhecimento, para que possam chegar as universidades, podendo mos-
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trar niveis de aprovacao satisfatorios, para tanto devemos fazer uma reformulagao na
matemaética do ensino médio, visto que o que temos hoje nos parece insuficiente para
que tenhamos uma educacao de exceléncia.

Nesse sentido propomos aqui que se deixe para traz aqueles contetdos pro-
gramaticos que sao bem extensos, e fazer entao uma mudanca no que diz respeito ao
ensino da matematica no ensino médio, inserindo a problemética do limite, derivadas
e integral, logicamente que se devem mostrar algumas aplicacoes, para que o aluno
perceba o quao interessante pode ser se dedicar ao estudo da matemaética.

Avila (1991) destaca que a justificativa que os programas de matematica sdo
extensos e nao comportariam a inclusao do calculo é um equivoco. Segundo o autor,
os programas estao mal estruturados. Para o autor, os professores insistem em exercer
programas longos, com contetidos fragmentados sem significados. Em sua opiniao,
aproveitar o tempo com o ensino das noc¢oes basicas do Calculo e suas aplicacoes seria
mais proveitoso.

Um grande problema que vemos é que para muitos a matematica ¢ vista como
uma ciéncia pronta e acabada e nao como uma ferramenta importante para o enten-
dimento de véarias disciplinas. Além disso, pode trazer o aluno para um universo de
satisfacao pelo fato de entender que a matematica nao é uma disciplina impossivel de
se aprender e de dificil aplicagao.

A Proposta Curricular de Santa Catarina afirma que:

A Matematica ainda é vista somente como uma ciéncia exata - pronta
e acabada, cujo ensino e aprendizagem se dao pela memorizacao ou
por repeticdo mecéanica de exercicios de fixacao, privilegiando o uso
de regras e ‘macetes’. [...] a Matemética ¢ entendida apenas como
ferramenta para a resolucao de problemas ou como necessaria para
assegurar a continuidade linear do processo de escolarizacao, nao con-
templando a multiplicidade de fatores necessarios ao desenvolvimento
de uma efetiva educacao Matematica (SANTA CATARINA, 1998, p.
105).

E evidente que, com esse pensamento, o ensino de qualquer um dos elementos
basicos do Calculo seria muito tormentoso para o aluno do Ensino Médio. Porém, um
ensino feito de maneira contextualizada e integrada a um contexto real é uma saida
possivel para o ensino de limite, por exemplo.

Dessa forma, espera-se que a matemética do Ensino Médio possa ser enten-
dida como uma ferramenta a ser aplicada nas mais diferentes situacoes, seja na sua
vida profissional ou em seus estudos futuros. A partir disso, a antiga concepcao de

que na matematica ¢ necessaria apenas a memorizacao de féormulas e a aplicacao de
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mecanismos para efetuar calculos, muitas vezes desconectados de qualquer problema
de utilidade real, podera ser abandonada.
Rezende (2003, p. 13), destaca a educacdo bésica como um agente de impor-

tante influéncia na determinacao de dificuldades em Calculo e de seu ensino.

Antes de tudo cabe destacar que a maior parte do territério do lugar-
matriz das dificuldades de aprendizagem do ensino superior Célculo
encontra-se no ensino bésico. A evitagdo/auséncia das ideias e pro-
blemas construtores do Calculo no ensino basico de matemaética cons-
titui, efetivamente, o maior obstaculo de natureza epistemolégica do
ensino de Calculo, e porque nao dizer do préprio ensino de matemé-
tica. E incompreensivel que o Célculo, conhecimento tao importante
para a construcao e evolucdo do préprio conhecimento matematico,
nao participe do ensino de matematica. O célculo é, metaforicamente
falando, a espinha dorsal do conhecimento matematico (REZENDE,
2003, p. 13).

Uma das causas de o Célculo ser visto como algo dificil esta relacionado com a
construcao da aprendizagem desde que a crianca matricula-se na escola, uma vez que
os professores do Ensino Fundamental, em geral nao desenvolvem com as criancas a
curiosidade em saber como teve origem o conhecimento que esti sendo estudado.

Sendo a mateméatica uma disciplina onde o conhecimento é acumulativo e se-
quencial, seria necessario que desde as séries iniciais fosse desenvolvido o gosto das
criancas em perceber que a matemética é mais que um amontoado de ntimeros e reso-
lucao de “continhas”, mas principalmente uma forma de raciocinar sobre determinadas
situacoes.

O que entendemos ter sido um equivoco, em tempos ainda recentes, deve ser
repensado, pois em nossa visao, enquanto os estudantes pensarem na matematica como
sinénimo de dificuldade nao conseguiremos avanc¢ar no conhecimento matematico junto
a eles.

O conceito de derivada ja fez parte dos curriculos das escolas secundarias héa
algumas décadas. Hoje, esta presente no curriculo de um pequeno grupo de escolas de
Ensino Médio. Os poucos livros didaticos, por exemplo, (Guelli, 2003; Machado, A.S.
1991; Tezzi, G., Murakami, C. & Machado, N.J. 2002) que reservam alguns capitulos
para tratar do assunto fazem-no através de uma abordagem tradicional do conceito,
ou seja, partem da definicao formal usando a nocao de limite.

Podemos observar obstéculos nesta abordagem. Segundo Cornu (Tall (Ed)
1991), o conceito matemético de limite é uma nogao particularmente dificil, tipico do
pensamento requerido na mateméatica avancada. De acordo com Tall (2002), a definigao
formal nao é o ponto de partida mais adequado para a apresentacao de um conceito,

ou seja, nao funciona como raiz cognitiva adequada. Observamos, ainda, que esta
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apresentacao, ou seja, introduzir o conceito de derivada pela definicao formal, pode se
tornar tao dificil para o estudante, que, na maioria das vezes, acaba se restringindo as
regras de derivacao.

Assim, entendemos que estd mais do que na hora de realizarmos uma auto-
avaliacao de nossas praticas docentes e procurarmos uma nova abordagem para a ma-
teméatica no ensino fundamental e médio, onde os estudantes consigam perceber onde
podem aplicar e qual a utilidade da matematica na vida cotidiana. Avila (1991, p. 2)

resume bem a importancia do Calculo no Ensino médio:

O Célculo é moderno porque traz ideias novas, diferentes do que o
aluno de 2° grau encontra nas outras coisas que aprende em Aritmé-
tica, Algebra, Geometria, Trigonometria e Geometria Analitica. Ndo
apenas novas, mas ideias que tém grande relevincia numa variedade
de aplicagoes cientificas no mundo moderno. Ora, o objetivo principal
do ensino nao é outro sendo preparar o jovem para se integrar mais
adequadamente a sociedade. Nao se visa, com o ensino da Matematica
no 2° grau, formar especialistas no assunto. Ensina-se Matematica
porque esta é uma disciplina que faz parte significativa da experiéncia
humana ao longo dos séculos, porque ela continua sendo hoje, com
intensidade ainda maior do que no passado, um instrumento eficaz e
indispensavel para os outros ramos do conhecimento.

Desta forma a matematica poderia tornar-se muito prazerosa de ser aprendida.
Com isso, poderiamos dar inicio a um processo de mudancas na visao que os alunos
tém da matemaética, entendendo a mesma, nao mais como algo dificil e distante, mas
que esta presente e é indispensavel na vida cotidiana de cada um de nos.

Assim, entendemos que estudar calculo no ensino médio é um desafio possivel

de ser realizado.
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Capitulo

FUNCAO: PRE-REQUISITO
FUNDAMENTAL PARA O ESTUDO DO
CALCULO

[...] A generalizacdo da nocdo de funcdo se deve ao desenvolvimento
da fisica apds Galileu e Descartes. A ideia de uma varia¢do em fungao
do tempo (que Descartes havia excluido da geometria) é fundamental
nos trabalhos de Galileu, onde ji encontramos uma certa nogao de
funcao, no sentido de uma associagdo entre duas variabilidades, dada
por uma lei de variacdo que é encarada como um objeto matematico.

[..] (ROQUE, 2006, p. 2).

Sabemos que o conceito de fungao é um dos mais importantes da matemaética.
Sendo que existem varias abordagens, dependendo da forma como sao escolhidos os
axiomas. Uma relacao entre dois conjuntos, onde ha uma relacao entre cada um de
seus elementos. Também pode ser uma lei que para cada valor x é correspondido por
um unico elemento y, também denotado por f(x).

Existem intmeros tipos de funcoes matematicas, entre as principais temos:
funcao trigonométrica, funcao linear, funcao modular, funcao quadratica, funcao expo-
nencial, funcao logaritmica, funcao polinomial, dentre intiimeras outras. Cada funcao
é definida por leis generalizadas e propriedades especificas. Podendo ainda ser clas-
sificadas em: funcao sobrejetora, funcao injetora, funcao bijetora, limitada, ilimitada,
etc.

As funcgoes sao definidas abstratamente por certas relagoes. Por causa de sua
generalidade, as fungoes aparecem em muitos contextos mateméticos e muitas areas da
matematica baseiam-se no estudo de fungoes. Assim como a noc¢ao intuitiva de funcoes
nao se limita a calculos usando nimeros individuais, a nocao matematica de funcoes

nao se limita a calculos e nem mesmo a situagoes que envolvam ntimeros.
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Assim, uma func¢ao liga um dominio (conjunto de valores de entrada) com um
segundo conjunto, o contradominio (conjunto de valores de saida), de tal forma que a
cada elemento do dominio estd associado a exatamente um elemento do contradominio.
O conjunto dos elementos do contradominio, que sao relacionados pela f a algum x do

dominio, ¢ o conjunto imagem ou chamado simplesmente imagem.

2.1 - Evolucao histérica do conceito de funcao

Para Oliveira (1997, p. 13 apud Youschkevith, 1981, p. 9) o conceito de
funcao compreende trés fases: a Antiguidade, onde sao verificados alguns casos de
dependéncia entre duas quantidades, onde ainda nao se isolou as nogoes de quantidades
varidveis e de funcoes. A idade Média, a qual se visualizou as nocoes funcionais sob
a forma geométrica, onde cada caso concreto de dependéncia entre duas quantidades
eram representados por graficos ou descricao verbal. E o periodo Moderno, no qual
comecam a aparecer expressoes analiticas de fungoes.

A antiguidade foi a época do primeiro estagio da concepcao de funcdao. Encon-
tramos entre os babilonicos em 2000 anos a.C. tabelas de sexagésimos de quadrados e
de raizes quadradas, cubos, raizes, entre outros. Fntre os pitagoricos aparece a ideia
de funcao no estudo de interdependéncia quantitativa de diferentes quantidades fisicas,
como, por exemplo, o comprimento e altura da nota emitida por cordas da mesma
espécie pingadas com tensoes iguais. De acordo com Zuffi (2001), a nogao de fungao
para os gregos aparece em estudos ligados a fendmenos da natureza.

Mesmo com essas evidéncias, nao ha registros concretos de que os povos antigos
tenham criado uma nogao de funcao.

Na Idade Média, a nocao de funcao comega a surgir numa forma mais concreta,
pois nessa época Nicole Oresme (1323-1382) desenvolveu a teoria das latitudes e lon-
gitudes para descrever graus de intensidade das variaveis velocidade e tempo. Galileu
Galilei (1564-1642), estudando sobre movimento de corpos em queda livre, expressou
relagoes funcionais através da relagao entre causas e efeitos. Francois Viéte (1540-1603)
propos a representacao simbolica de uma quantidade desconhecida, fato que possibili-
tou exprimir relagoes através de formulas algébricas.

Descartes (1696-1750), em seus estudos sobre equacoes indeterminadas, intro-
duziu a ideia de que uma equacao em z e y é uma forma de expressar uma relacao de
dependéncia entre quantidades. (Eves, 2004).

Em 1673, Leibniz (1646-1716) utiliza a palavra “fungdo” em seu manuscrito
intitulado “Methodus tangentium inversa seu de fonctionibus’ para se referir a quanti-
dade, variando ponto a ponto de uma curva. Contudo ele nao utiliza ainda a palavra

funcao para designar a relacao formal que liga a ordenada de um ponto de uma curva
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a sua abscissa, o que nos fica claro que ele ja tem a ideia do conceito de funcao.

Por volta de 1698, Bernoulli (1667-1748) usa a palavra “fun¢ao” para se referir
a quantidades que dependem de uma variavel e propoe a primeira defini¢cao de funcao
como expressao analitica, sem construir uma funcao a partir da variavel independente.
A definicao segundo Bernoulli: “Chamamos de fungao uma grandeza variavel uma quan-
tidade composta de qualquer maneira que seja desta grandeza variavel e constante.”

O que se pode observar ¢ que os mateméticos do século XVIII nao se preo-
cupavam em formalizar o conceito de funcao, todavia o mesmo nao ocorre no século
XIX, segundo Zuffi (2001), Cauchy (1789-1857) estudou e aprofundou a concep¢ao de

funcao, porém sua definicao era imprecisa. Cauchy definiu funcao da seguinte forma:

Quando quantidades varidveis estao ligadas entre si, de tal modo que,
sendo fornecido o valor de uma delas, pode-se obter os valores de
todas as outras, concebe-se normalmente estas diversas quantidades
expressas por meio de uma dentre elas, que recebe, entao, o nome de
variavel independente; e as outras quantidades, expressas por meio
da variavel independente, sao as que se chamam de funcdes desta
variavel. (CAUCHY, 1821, p. 31)

A palavra funcao foi, posteriormente, usada por Euler (1707-1783) em meados
do século XVIII para descrever uma expressao envolvendo vérios argumentos, nota-
velmente introduziu o conceito de uma fungao, e foi o primeiro a escrever f(z) para
denotar a funcao f aplicada ao argumento x. Ele também introduziu a notacao mo-

derna para as fungoes trigonométricas.

Uma funcdo de quantidade varidvel é uma expressao analitica com-
posta de qualquer modo que seja, por tal quantidade e por niimeros ou
quantidades constantes. Serd, pois, funcdo de z toda expressao ana-
litica que além da variavel z contiver quantidades constantes. Assim,
a+3z; az — 42%; az + Va2 — 2%; ¢%; ete. sdo fungoes de z (EULER,
1748, p. 4).

Com o tempo foi-se ampliando a definicao de fungoes. Os mateméaticos foram
capazes de estudar “estranhos” objetos matematicos tais como funcoes que nao sao
diferenciaveis em qualquer de seus pontos.

Foi Dirichlet (1805-1859) quem criou a defini¢ao “formal” de fun¢do moderna

o qual mais se aproxima do modelo atual:

[...] se uma variavel y estd relacionada com uma varidvel z de tal
modo, que sempre que é dado um valor numérico a x, existe uma
regra segundo a qual um valor Gnico de y fica determinado, entao
diz-se que y é fungao da variavel independente x (BOYER, 1974, p.
405).
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Na definicao de Dirichlet, uma funcao é um caso especial de uma relacao. Re-
lacao € um conjunto de pares ordenados, onde cada elemento do par pertence a um
dos conjuntos relacionados. Nas relacoes nao existem restrigcoes quanto a lei de corres-
pondéncia entre os elementos dos conjuntos, ji para as fungoes é costume introduzir
restricoes. Na maioria dos casos de interesse pratico, entretanto, as diferencas entre as
definicoes modernas e a de Euler sao desprezaveis.

Durante o Século XIX, os matematicos comecaram a formalizar todos os di-
ferentes ramos da matematica. Weierstrass (1815-1897) defendia que se construisse o
calculo infinitesimal sobre a Aritmética ao invés de sobre a Geometria, o que favorecia a
definicao de Euler em relagao a de Leibniz. Mais para o final do século, os matematicos
comecaram a tentar formalizar toda a Matemaética usando Teoria dos conjuntos, e eles
conseguiram obter definicoes de todos os objetos mateméticos em termos do conceito
de conjunto.

Com a apresentacao das definicoes anteriormente citadas, faltava pouco para
se estabelecer o conceito de funcao. Entao, com o surgimento da matematica moderna
no século XX, Nicolas Bourbaki (pseudénimo coletivo sob o qual um grupo de ma-
tematicos, em sua maioria francesa, escreveram uma série de livros que expunham a
matematica avangada moderna, que comegaram a ser editados em 1935), redefiniu os

conceitos bésicos na linguagem de conjuntos, e propde a seguinte defini¢ao de funcao:

Sejam E e F' dois conjuntos, distintos ou ndo. A relagdo entre uma
variavel x de E e uma variavel y de F', é chamada de uma relacao
funcional em y se, para todo x € FE, existe um dnico y € F' que esta
associado, na relagdo dada, com x. Damos o nome de funcio para
a operacao que, de alguma forma, associa a cada elemento z € E o
elemento y € F' que é associado a x pela relagdo estabelecida; diz-se
que y é o valor da funcdo relativo ao elemento x, e que a funcao esta
determinada pela relacdo funcional dada. Duas relacdes funcionais
equivalentes determinam a mesma fun¢ao (KLEINER, 1989, p. 18).

Analisando o contexto historico, percebemos como foi arduo o desenvolvimento
do conceito de fungdo. Para Zuffi (2001), os problemas resolvidos pelos mateméticos
no decorrer dos tempos exerceram influéncia na elaboracao do conceito de funcao.
Ela destaca ainda que, entre professores do ensino médio, a linguagem matematica
utilizada para expressar suas proprias concepcoes sobre o conceito de funcao tem pontos

coincidentes com os momentos histéricos citados anteriormente.
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2.2 - Aproximacoes que podem ser usadas no ensino

médio para introduzir a ideia de limite

Segundo os parametros curriculares nacionais (PCN) o estudo da fun¢ao qua-
dratica pode ser motivado via problemas de aplicacao, em que é preciso encontrar o
ponto de maximo (classicos problemas de determinagao de area maxima). O estudo
dessa fungao, posicao do grafico, coordenadas do ponto de méximo/minimo, zeros da
funcao deve ser realizado de forma que o aluno consiga estabelecer as relacoes en-
tre o “aspecto” do grafico e os coeficientes de sua expressao algébrica, evitando-se a
memorizacao de regras.

O estudo da funcao quadratica inicia no 9° ano, nesta fase os autores demons-
tram a relagdo entre duas grandezas e as suas formas de resolucdo, além de relacionar
seu aspecto historico e respectivas aplicagoes. No 1° ano do ensino médio essa lin-
guagem ¢ aprimorada, agora os alunos aprendem a identificar e definir dominio, con-
tradominio, conjunto imagem, calcular o valor maximo e minimo da funcao, resolvem
problemas e modelam situacoes utilizando func¢oes do 2° grau.

Avila, num artigo da RPM 60 (2006), ressalta a importancia de se iniciar o
estudo do calculo ainda no ensino médio. Para ele uma forma simplista de se fazer isso
é falando sobre a fungao de 2° grau que, segundo o autor, é o exemplo mais adequado
quando se quer dar inicio ao conceito de limite. A seguir apresenta a ideia do autor
através da fungao y = f(x) = 2°.

Aqui o professor desempenha papel importante, pois deve calcular pausada-
mente alguns valores de y para valores atribuidos a x, como x = 0, +1,4+3/2, +2, +5/2 +3.

E até conveniente fazer uma tabela desses valores (Veja Tabela 2.1 abaixo).

r |y=flz)=2a?
3 9
5/2 25/4
) 1
3/2 0/4
1 1
0 0
1 1
3/2 0/4
2 4
5/2 25/4
3 9

Tabela 2.1: Valores que evidenciam a simetria do grafico da funcao f(x) = 22
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Um dos beneficios desses calculos é a facilidade em mostrar ao aluno que f(z) =
f(=z), o que permite introduzir o conceito de fungao par a partir de uma situacdo
bem concreta. De um modo geral, diz-se que uma funcdo f(z) é par se ela estiver
definida num intervalo simétrico em relagao a origem (isto é, intervalo do tipo [—a, a])
e f(—z) = f(z) para todo = nesse intervalo. O aluno vai logo perceber que fica
rapidamente dificil “plotar” pontos com valores maiores de x, como 4, 5, etc. Nao
obstante isso costumou “vender” a imagem de que o grafico tem o aspecto ilustrado na

Figura 2.1.
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Figura 2.1: Grafico da fungao f(z) = z°.

Mas, como ter certeza de que o grafico ¢ uma curva que tem a concavidade
sempre voltada para cima, se nao temos como continuar fazendo o grafico além de
valores relativamente pequenos, como x = 37 Sera que l4 muito longe a curva nao vai

ter o aspecto ilustrado na Figura 2.27

Vv ok AL §
= .
0 x 0 x
Figura 2.2: Curva cuja concavidade nao Figura 2.3: Grafico de f(x) = 2% e al-
é voltada para cima. gumas de suas retas tangentes.

Para responder a essa pergunta, recorremos ao declive da reta tangente. Com
efeito, dizer que a concavidade da curva esta voltada para cima significa precisamente

que o declive da reta tangente cresce a medida que crescemos valores atribuidos a x,
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como ilustra a Figura 2.3. Mas como saber que esse declive é sempre crescente? A
unica maneira de responder a essa pergunta é calcular esse declive. Pode parecer um
desafio sério, j& que nem sabemos como definir reta tangente a uma curva qualquer.

Para ilustrar esta situacao, o professor pode, facilmente, utilizar uma animacao,
no GeoGebra (software utilizado para construir graficos), de reta tangente ao longo da
parabola y = 22. Como, por exemplo, um automovel percorrendo a parabola e tendo
um “farol” laser apontando para frente e para tras. Em uma ideia intuitiva de como o
carro sairia pela tangente. Nesse ponto, teriamos a visualizacao da reta tangente sem,
contudo, saber ainda sua equacao. O problema pode ser colocado para a turma da
seguinte maneira: “Como encontrar a equacao da reta tangente, sabendo apenas um
ponto onde ela passa?”’

Sabemos, da geometria plana, que uma reta no plano é determinada por dois
pontos distintos. Fixando, entdo, o ponto (z,,x2), da pardbola, precisamos encontrar
outro ponto da reta. Visualizando a situacao, podemos perceber que este outro ponto
nao estd na parabola. Entdo, com uma aproximagao, pegamos um ponto (x,z?) da
parabola, bem proximo do ponto dado. Quanto mais proximo este ponto estiver do
primeiro, mais a reta determinada por estes pontos estara proxima da tangente. O
professor pode salientar que, na aproximacao, sempre se ird precisar de dois pontos
distintos, dando a entender que nunca x serd z,. Por fim, a conclusao pode ser feita

analisando uma tabela de aproximacoes.

Xo* A

E I

Figura 2.4: Grafico de y = 2.

A reta que passa por A = (z9,72) e B = (x,2?) tem coeficiente angular m(z) =
2 _ .2

-
— 9 para z # xy. Simplificando obtemos:
T — 2o
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m(x): xQ—x(Z) = (x—mo)(:v—i—xo) =+ 2.
r — Xy r — X9

Assim fica claro que quanto mais proximo x estiver de xg, m(z) estara proximo
de 2x,. Logo a reta tangente terd coeficiente angular 2xy e assim ela estard inteira-
mente determinada. Argumentando que este xy pode ser qualquer valor. Nesse sentido
podemos concluir que o grafico da funcdo y = 2% nao pode ser o da Figura 2.2, e sim
o da Figura 2.3.

Outro exemplo pratico para a ideia de limite é o da velocidade instantanea apro-
ximada pela velocidade média. Se conhecermos a posicao do corpo em cada instante de
tempo pode-se calcular velocidades médias para diferentes intervalos, conhecendo-se,
assim, novos aspectos do movimento. Nesse caso, partimos da (coordenada de) posi¢ao
em fungao do tempo para obter as velocidades médias. Se dois movimentos comegam e
terminam nos mesmos pontos e tém a mesma duracao total, a velocidade média total

serd a mesma. Isto, no entanto, nao fornece detalhes sobre o movimento de cada um.

Exemplo 2.1. Os pardais medem a velocidade média no intervalo de tempo entre a
passagem das rodas dianteiras e as traseiras do carro, por cima de um cabo estendido
na estrada e usam esse valor para aproximar a velocidade instantanea do carro ao
passar pelo medidor. Faca uma estimativa para esse intervalo de tempo, quando o

velocimetro marca 90 km/h. Para fazer o célculo, estime a distancia entre as rodas

‘o o

dianteiras e traseiras.

Figura 2.5: Distancia aproximada entre as rodas dianteiras e traseiras de um carro.

Denotando © como sendo a velocidade média do carro, AS a variagao da posi¢ao

e At a variacao do tempo, temos:

A
= E entao At = TS

Como AS =2m=2-107km e v = 90'%”, segue que

]

~2-107%km

—— ~2-10"°h
90

At

Logo, At = 2-107° - 3600s ~ 0,08s que corresponde a 8 centésimos de segundo.
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No exemplo do pardal eletronico (Exemplo 2.1), um intervalo de tempo de
alguns centésimos de segundo para calcular a velocidade média é pequeno o sufici-
ente para considerar a velocidade média calculada pelo medidor como sendo uma boa
aproximacao para a velocidade instantanea do carro.

Velocidade instantanea é a velocidade do corpo num dado instante de tempo.

Velocidade instantanea (ou, simplesmente, velocidade) nao é definida como a
razao entre deslocamento e intervalo de tempo, ao contrario da velocidade média. Mas
pode surgir a partir da velocidade média, juntamente com os conceitos matematicos
de limite e derivada.

A velocidade em um dado instante é obtida a partir da velocidade média redu-
zindo o intervalo de tempo At até torna-lo proximo de zero. A medida que At diminui,

a velocidade média se aproxima de um valor-limite, que é a velocidade instantanea.

. . AS
v= lim v = lim —
At—0 At—0 At

Exemplo 2.2. Demonstre a formula para o cilculo da area de um circulo de raio r.

Para demonstrarmos a férmula utilizada no calculo da area de um circulo temos

que imaginar uma circunferéncia circunscrita a um poligono regular de n lados:

Os segmentos de reta que partem do centro da circunferéncia e que vao até o
vértice do poligono regular sao os raios do circulo. Assim, formando n tridngulos no
poligono regular, podemos dizer que a area de um poligono regular de n lados sera

igual a n vezes a drea de um triangulo:
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a-h
2

Sendo n - a o valor do perimetro do poligono regular, temos que

A=n-

A = (perimetro do poligono regular) - B

Agora imagine que se aumentarmos o nimero de lados do poligono regular, a tendéncia
é do seu perimetro ficar cada vez mais parecido com o comprimento da circunferéncia,
e a altura de cada triangulo formado no poligono regular ficar igual ao raio do circulo.
Assim, podemos concluir que a féormula do calculo da area de um circulo podera ser

indicada da mesma forma que a area de um poligono regular de n lados, como mostrado

abaixo: )
. : ., raio
A = (comprimento da circunferéncia) - 5
r
= 27r- =
2

= 77



Capitulo

FALANDO SOBRE LIMITES

Ao se estudar funcoes, é possivel identificar o comportamento de uma deter-
minada funcao em todo seu dominio, ainda que a tnica ferramenta conhecida seja a
tabela de valores. A partir disso pode-se tentar resolver um problema: conhecer o
comportamento da funcao nas proximidades de um nimero que nao pertence ao seu
dominio. Com o0s mesmos instrumentos conseguimos solucioné-lo. No entanto, isso
pouco nos da subsidios para afirmar com exatidao o seu comportamento. Sendo assim,
precisaremos estender nossos conhecimentos sobre funcoes e nos levar ao conceito de
limite.

O conceito de Limite de uma funcao realiza um papel muito importante em
toda teoria matematica envolvida com o Calculo Diferencial e Integral, um campo da
matematica que iniciou no século XVII com os trabalhos de Newton e Leibnitz que
visava resolver problemas de mecanica e Geometria. Ha uma cadeia ordenada muito
bem estabelecida no Calculo: Conjuntos, funcoes, limites, derivadas e integrais.

Para entender os conceitos mais importantes da lista acima, a Teoria de Limites
é fundamental. O motivo para isto é que nem tudo o que queremos realizar, ocorre no
meio fisico e quase sempre é necessario introduzir um modelo que procura algo que estéa
fora das coisas comuns e esta procura ocorre com os limites nos estudos de sequéncias,
séries, calculos de raizes de funcoes. Por exemplo, obter uma raiz de uma funcao
polinomial de grau maior do que 4 somente é possivel através de métodos numéricos

que utilizam fortemente as ideias de limites e continuidade.

3.1 - Historia dos limites

A historia de limites descrita abaixo foi extraida dos livros: Calculo de George
B. Thomas (FINNEY, Ross L., WEIR Maurice D., GIORDANO Frank R.) e A Rainha

Das Ciéncias: Um passeio historico pelo maravilhoso mundo da matematica de GARBI,
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Gilberto Geraldo.

Limites nos apresentam um grande paradoxo. Todos os conceitos principais do
célculo como derivada, continuidade, integral, convergéncia/divergéncia sdo definidos
em termos de limites. Limite é o conceito mais fundamental do Calculo; de fato, limite
é o que distingue, no nivel mais basico, o calculo de algebra, geometria e o resto da
matematica. Portanto, em termos do desenvolvimento ordenado e logico do célculo,
limites devem vir primeiro. Porém, o registro historico é justamente o oposto. Por
varios séculos, as nocoes de limite eram confusas, com ideias vagas e algumas vezes
filosoficas sobre o infinito (nimeros infinitamente grandes e infinitamente pequenos e
outras entidades matematicas) e com intuicdo geométrica subjetiva e indefinida.

O termo limite em nosso sentido moderno ¢ um produto do iluminismo na
Europa no final do século XVIII e inicio do século XIX, e nossa definicao moderna tem
menos de 150 anos de idade. Até este periodo, existiram apenas raras ocasidoes nas
quais a ideia de limite foi usada rigorosamente e corretamente.

A primeira vez que limites foram necesséarios foi para a resolucao dos quatro
paradoxos de Zenao (cerca de 450 a.C.). No primeiro paradoxo, a Dicotomia, Zenao
colocou um objeto se movendo uma distancia finita entre dois pontos fixos em uma
série infinita de intervalos de tempo (o tempo necessario para se mover metade da
distancia, em seguida o tempo necessario para se mover metade da distancia restante,
etc.) durante o qual o movimento deve ocorrer. A conclusio surpreendente de Zendo foi
que o movimento era impossivel! Aristoteles (384-322 a.C.) tentou refutar os paradoxos
de Zenao com argumentos filosoficos. Em mateméatica, uma aplicacao cuidadosa do
conceito de limite resolverd as questoes levantadas pelos paradoxos de Zenao.

Para suas demonstracoes rigorosas das formulas para certas areas e volumes,
Arquimedes (287-212 a.C.) encontrou varias séries infinitas, somas que contém um
ntumero infinito de termos. Nao possuindo o conceito de limite propriamente dito,
Arquimedes inventou argumentos muito engenhosos chamados de reducao ao absurdo
duplo, que, na verdade, incorporam alguns detalhes técnicos do que agora chamamos
de limites.

Calculo é também algumas vezes descrito como o estudo de curvas, superficies
e solidos. O desenvolvimento da geometria destes objetos floresceu seguindo a invencao
da geometria analitica por Pierre Fermat (1601-1665) e René Descartes (1596-1650).
A geometria analitica é, essencialmente, o casamento da geometria com a algebra, e
cada uma melhora a outra.

Fermat desenvolveu um método algébrico para encontrar os pontos mais altos
e mais baixos sobre certas curvas. Descrevendo a curva em questao por uma equa-
¢ao, Fermat chamou um namero pequeno de E, e entao fez alguns calculos algébricos

legitimos, e finalmente assumiu £ = 0 de tal maneira que todos os termos restantes
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nos quais E estava presente desapareceriam! Essencialmente, Fermat colocou de lado
o limite com o argumento que E é “infinitamente pequeno”.

Geometricamente, Fermat estava tentando mostrar que, exatamente nos pontos
mais altos e mais baixos ao longo da curva, as retas tangentes a curva sao horizontais,
isto €, tém inclinagao zero. Encontrar retas tangentes as curvas é um dos dois problemas
mais fundamentais do calculo. Problemas envolvendo tangentes sao uma parte do que
chamamos agora de estudo das derivadas. Durante o século XVII, véirios geometras
desenvolveram esquemas algébricos complicados para encontrar retas tangentes a certas
curvas.

Descartes tinha um processo que usava raizes duplas de uma equacao auxiliar,
e essa técnica foi melhorada pelo matematico Johan Hudde (1628-1704), que era tam-
bém o prefeito de Amsterda. René de Sluse (1622-1685) inventou um método ainda
mais complicado para obter tangentes a curvas. Em cada um desses calculos, o limite
deveria ter sido usado em alguma etapa critica, mas nao foi. Nenhum destes geémetras
percebeu a necessidade da ideia de limite, e assim cada um encontrou uma maneira
inteligente para alcancar seus resultados, os quais estavam corretos, mas com meios
que, agora reconhecemos, faltam fundamentos rigorosos.

Determinar valores exatos para areas de regioes limitadas, pelo menos em parte,
por curvas é o segundo problema fundamental do calculo. Este sao chamados freqiien-
temente de problemas de quadratura, e, intimamente relacionados a eles, estao os pro-
blemas de cubatura, encontrar volumes de sélidos limitados, pelo menos em parte, por
superficies curvas. Eles nos levam a integrais. Johanne Kepler (1571-1630), o famoso
astronomo, foi um dos primeiros estudiosos dos problemas de cubatura. Bonaventura
Cavalieri (1598-1647) desenvolveu uma teoria elaborada de quadraturas. Outros, tais
como Evangelista Torricelli (1608-1647), Fermat, John Wallis (1616-1703), Gilles Per-
sonne de Roberval (1602-1675), e Gregory St. Vincent (1584-1667) inventaram técnicas
de quadratura e/ou cubatura que se aplicam a curvas e solidos especificos ou familias
de curvas.

Mas nenhum deles usou limites! Seus resultados eram quase todos corretos, mas
cada um dependia de um malabarismo algébrico ou apelavam para intuicao geométrica
ou filosofica questionavel em algum ponto critico. A necessidade de limites nao era
reconhecida.

Em quase todos os seus trabalhos, que agora sao considerados como célculo,
Isaac Newton (1642-1727), também nao reconheceu o papel fundamental do limite.
Para séries infinitas, Newton raciocinou meramente por analogia: se fosse possivel
executar operagoes algébricas em polinémios, entao seria possivel fazer o mesmo com o
nimero infinito de termos de uma série infinita. Newton calculou o que ele chamou de

flixions a curvas, nao exatamente derivadas, mas muito proximo. O processo que ele
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usou para esses calculos era muito proximo do método de Fermat. Neste, e na maioria
dos outros trabalhos comparaveis, Newton negligenciou o limite.

Por outro lado, em seu “Principia Mathematica” (1687), talvez o maior trabalho
em matematica e ciéncia, Newton foi o primeiro a reconhecer que o limite deve ser
o ponto de partida para problemas de tangéncia, quadratura e afins. No inicio do
Livro I do Principia, Newton tentou dar uma formulagao precisa do conceito de limite:
Quantidades, e as razoes de quantidades, as quais em qualquer tempo finito convergem
continuamente para igualdade, e antes do final daquele tempo se aproximam entre si
por qualquer dada diferenca, tornam-se iguais no final.

Existiram criticas sobre esta afirmacao e sobre a discussao que a seguiu, notada-
mente por George Berkeley (1685-1753). Mas a genialidade de Newton tinha descoberto
o papel fundamental que o limite tinha que desempenhar no desenvolvimento 16gico
do calculo. E, apesar de sua linguagem rebuscada, a semente da definicdo moderna de
limite estava presente em suas afirmagcoes.

Infelizmente, para a fundamentagao rigorosa do calculo, por muitas décadas,
ninguém observou estas dicas que Newton tinha fornecido. As principais contribuicoes
ao calculo de Gottfried Wilhelm Leibniz (1646-1716) foram as notagoes e as formulas
bésicas para as derivadas e integrais (as quais usamos desde entdao) e o Teorema Fun-
damental do Calculo. Com estas ferramentas poderosas, o niimero de curvas e sélidos
para os quais derivadas e integrais podiam ser facilmente calculadas se expandiram
rapidamente. Problemas desafiadores de geometria foram resolvidos; mais e mais apli-
cacoes do calculo a ciéncia, principalmente fisica e astronomia, foram descobertas; e
novos campos da matematica, especialmente equagoes diferenciais e o calculo de va-
riacoes, foram criados. Dentre os lideres desse desenvolvimento do século 18 estavam
varios membros da familia Bernoulli, Johann I (1667-1748), Nicolas I (1687-1759) e
Daniel (1700-1782), Brook Taylor (1685-1731), Leonhard Euler (1707-1783), e Alexis
Claude Clairaut (1713-1765).

O calculo se desenvolveu rapidamente, pelos seus varios sucessos no século
XVIII, e pouca atencao foi dada aos seus fundamentos, muito menos ao limite e seus
detalhes. Colin Maclaurin (1698-1746) defendeu o tratamento dos fluxions de Newton
do ataque de George Berkeley. Mas Maclaurin reverteu a argumentos do século 17
similares aos de Fermat e apenas ocasionalmente usou a reducao ao absurdo dupla de
Arquimedes. Apesar de suas boas inten¢oes, Maclaurin passou por oportunidades de
seguir a sugestdo de Newton sobre limites. Jean Le Rond d’Alembert (1717-1783) foi
o Unico cientista daquele tempo que reconheceu explicitamente a importancia central
do limite no calculo.

Na famosa Encyclopédie (1751-1776), d’Alembert afirmou que a definigao apro-

priada da derivada necessitava um entendimento do limite primeiro e, entao, deu a
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definicao explicita: Uma quantidade é o limite de uma outra quantidade quando a
segunda puder se aproximar da primeira dentro de qualquer precisao dada, nao im-
porta quao pequena, apesar da segunda quantidade nunca exceder a quantidade que
ela aproxima. Em termos gerais, d’Alembert percebeu que, “a teoria de limites era a
verdadeira metafisica do célculo”.

A preocupagao sobre a falta de fundamento rigoroso para o calculo cresceu
durante os ultimos anos do século XVIII. Em 1784, a Academia de Ciéncias de Berlim
ofereceu um prémio para um ensaio que explicasse com sucesso uma teoria do infinita-
mente pequeno e do infinitamente grande em matemética e que poderia, por sua vez,
ser usada para colocar uma base s6lida para o calculo.

Embora este prémio tenha sido dado, o trabalho vencedor “longo e tedioso” de
Simon L’Huilier (1750-1840) néo foi considerado uma solugao viavel para os problemas
colocados. Lazare N. M. Carnot (1753-1823) produziu uma tentativa popular de expli-
car o papel do limite no calculo como “a compensacao de erros”, mas ele nao explicou
como estes erros se cancelariam mutuamente perfeitamente.

No final do século XVIII, o grande matematico da época, Joseph-Louis La-
grange (1736-1813), conseguiu reformular toda a mecanica em termos de calculo. Nos
anos que seguiram a Revolucao Francesa, Lagrange concentrou sua atengao nos proble-
mas da fundamentacdo do célculo. Sua solucao, Fungées Analiticas (1797), desligou o
calculo de “qualquer consideracao do infinitamente pequeno ou quantidades impercep-
tiveis, de limites ou de flixions”. Renomado por suas outras contribuicoes ao célculo,
Lagrange fez um esforgo herdico (como sabemos agora, com uma falha fatal) para
tornar o calculo puramente algébrico eliminando limites inteiramente.

Ao longo do século XVIII, havia pouca preocupacao com convergéncia ou diver-
géncia de seqiiéncias e séries infinitas; hoje, entendemos que tais problemas requerem
o uso de limites. Em 1812, Carl Friedrich Gauss (1777-1855) produziu o primeiro tra-
tamento estritamente rigoroso da convergéncia de seqiiéncias e séries, embora ele nao
tenha usado a terminologia de limites. Na sua famosa Teoria Analitica do Calor, Jean
Baptiste Joseph Fourier (1768-1830) tentou definir a convergéncia de uma série infinita,
novamente sem usar limites, mas entao ele afirmou que qualquer funcao poderia ser
escrita como uma de suas séries, € nao mencionou a convergéncia ou divergéncia desta
série.

No primeiro estudo cuidadoso e rigoroso das diferencgas entre curvas continuas
e descontinuas e fungoes, Bernhard Bolzano (1781-1848) olhou além da nogao intuitiva
da auséncia de buracos e quebras e encontrou os conceitos mais fundamentais os quais
expressamos hoje em termos de limites.

No comeco do século XVIII, as ideias sobre limites eram com certeza confusas.

Enquanto Augustin Louis Cauchy (1789-1857) estava procurando por uma exposi¢ao
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clara e rigorosamente correta do célculo para apresentar aos seus estudantes de enge-
nharia na Ecole polytechnique em Paris, ele encontrou erros no programa estabelecido
por Lagrange. Entao, Cauchy comecou o seu curso de célculo do nada; ele comecgou
com uma definicao moderna de limite. Comecando em 1821, ele escreveu as suas pro-
prias notas de aula, essencialmente seus proprios livros, o primeiro chamado de Cours
d’analyse (Curso de Analise).

Nas suas classes e nestes livros-texto classicos, Cauchy usou o principio de li-
mite como a base para introducoes precisas & continuidade e convergéncia, a derivada,
a integral, e o resto do calculo. Contudo, Cauchy perdeu alguns dos detalhes técnicos,
especialmente na aplicagao da sua definicao de limite a funcoes continuas e a conver-
géncia de certas séries infinitas. Niels Henrik Abel (1802-1829) e Peter Gustav Lejeune
Dirichlet (1805-1859) estavam entre aqueles que desencavaram estes problemas delica-
dos e nao intuitivos. Nas décadas de 1840 e 1850, enquanto era um professor do ensino
médio, Karl Weierstrass (1815-1897) determinou que a primeira etapa necessaria para
corrigir estes erros era restabelecer a defini¢ao original de Cauchy do limite em termos
estritamente aritméticos, usando apenas valores absolutos e desigualdades.

A exposicao de Weierstrass é exatamente aquela que encontramos no livro de
Calculo de Thomas. Weierstrass prosseguiu em uma carreira brilhante como professor
de matemética na Universidade de Berlim. L& ele desenvolveu um programa para

trazer rigor aritmético para todo o cdlculo e a andlise matemaética.

3.2 - Nocao intuitiva de limite

O desenvolvimento teérico de grande parte do Calculo foi feito utilizando a
nocao de limite e o conceito de limite ¢ uma das ideias que distinguem o Célculo da
Algebra e da Geometria. Por exemplo, as de nocoes de derivada e de integral definida,
independente de seu significado geométrico ou fisico, sao estabelecidas usando limites.

Inicialmente apresentaremos a ideia intuitiva de limite, isso devido ao fato de
j& no ensino médio se deve preparar o aluno para essa concepc¢ao, o que se recomenda
é uma ideia bem informal para que o aluno, ao se deparar com conceitos novos, nao se
sinta desmotivado. Muito pelo contrario, o que se quer na verdade é estimular o aluno
para uma busca de conhecimento.

A principio podemos fazer um quadro de sucessoes numéricas, mostrando ao
aluno o que acontece quando acrescentamos novos ntimeros a sequéncia pré-estabelecida

anteriormente. Uma sugestao estd descrita na tabela abaixo:
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Sucessoes numéricas Dizemos que:
1,2,3,4,5,... Os termos tornam-se cada vez maiores, sem T — +00
atingir um limite
12345 . .
- =, ==, =, Os ntimeros aproximam-se cada vez mais de x—1
23456 1, sem nunca atingir esse valor
1,0,—-1,-2, -3, Os termos tornam-se cada vez menor, sem T — —00
atingir um limite
3.5 _6 . o
1, 2 3, 7 D, i 7,... | Os termos oscilam sem tender a um limite

Tabela 3.1: Quadro de sucessoes numeéricas.

Através dessa tabela ja podemos familiarizar o aluno com a ideia de infinito,
e explicar o que significa uma sequéncia tender a certo valor, ou quando oscilam sem

tender a um determinado valor, nesse sentido vai se tendo a ideia de limite.

3.2.1 Definicao informal de limite

Seja f(x) uma fungio definida em um intervalo aberto em torno de x, exceto,
possivelmente em zy. Se f(z) fica arbitrariamente proxima de L para todos os valores
de x suficientemente préximos de z(, entao dizemos que a funcao f tem limite L quando

T tende para Igp € escrevermaos:

lim f(z)= L.
T—T0
Para fazer com que o aluno entenda melhor a definicdao, o que podemos fazer é
o quadro de aproximacoes tanto & direita quanto a esquerda. Assim podemos ter uma
ideia melhor do que esta acontecendo com a funcgao, como por exemplo:
Seja y = f(x) =2z + 1.

Tabela 3.2: Aproximacao a direita.

z Y x Y
1.5 4 0,5 2
1.3 | 3,6 0,7 | 2,4
1,1 | 3,2 0,9 | 2,8
1,05 | 3,1 0,95 | 2,9
1,02 | 3,04 0,98 | 2,96
1,01 | 3,02 0,99 | 2,98

Tabela 3.3: Aproximacao & esquerda.
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Figura 3.1: Gréafico de aproximacoes a direita e a esquerda de x = 1 para f(x) = 2z +1.

Nesse sentido podemos mostrar ao aluno que quando z tende para 1, por quais-
quer dos lados, y tende para 3, ou seja, (x — 1) implica em (y — 3). Assim, podemos

mostrar que a funcdo é expressa da seguinte forma:
lim f(z) = lim(2x + 1) = 3.
z—1 T—1

No caso apresentado devemos observar que o limite coincide com o valor da
funcao no ponto. Logicamente nao vale para todas as situacoes, entao devemos mostrar

exemplos simples de cada caso.

lim f(z)=f(1)=2-1+1=3

r—1
2 4x—2

—1
nessa fungdo f(x) ndo é definida para x = 1, o que fica facil mostrar ao aluno, isso

Um exemplo que pode ser citado é o caso da fungao f(z) = , pois
devido ao grafico ser de facil compreensao. Porém, mesmo a funcao nao sendo definida
no ponto, o limite existe e é igual 3.

Abaixo mostramos o quadro e o grafico de aproximacoes tanto a direita quanto

a esquerda, assim podemos ter uma ideia melhor do que esta acontecendo com a funcao

2 4+x—2
rx—1

fx) =
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x Y x Y

14 | 34 0,5 | 2,5

1,2 | 3,2 0,7 | 2,7

1,1 | 3,1 0,8 | 2,8

1,05 | 3,05 09 | 29

1,02 | 3,02 0,98 | 2,98

1,01 | 3,01 0,99 | 2,99
Tabela 3.4: Aproximacao a direita. Tabela 3.5: Aproximacao & esquerda.

a0

2E ,/’___,l

i | ]
1 /-""

Figura 3.2: Grafico de aproximagoes a direita e & esquerda de z = 1 para f(z) =
4 —2
r—1

3.3 - Limites laterais

Quando faz-se x tender para a, por valores menores que a, estia-se calculando
o limite lateral esquerdo. © — a~

Quando faz-se x tender para a, por valores maiores que a, esta-se calculando o
limite lateral direito. x — a™

Para o limite existir, os limites laterais devem ser iguais: lim f(z) = lim f(z).

A seguir mostraremos alguns exemplos de como determﬁlz(ll" o limite (ﬁg%ungées

usando a definicao de limites laterais.



1) Dada a fun¢do f : R — R, definida por f(x) =z + 3.

Estudemos o comportamento da fungdo f(z) quando z estiver proximo de 1,

mas nao for igual a 1.

Tabela 3.6: Comportamento de f(x) =
x+ 3 para valores de x proximos de 1 pela

esquerda.

lim f(z)=4

z—1— xliql‘*‘ f(x) =4
x flz)=xz+3
r | flz)=2+3 2 5
0 3 1,5 4,5
0,25 3,25 1,25 4,25
0,75 3,75 1,1 4.1
0,9 3.9 1,01 4,01
0,99 3,99 1,001 4,001
0,999 3,999 1,0001 4,0001

&
Phjai 4

Tabela 3.7: Comportamento de f(z) =
x—+ 3 para valores de x proximos de 1 pela

direita.

Xy

Figura 3.3: Comportamento de f(x) para valores de x proximos de 1.

2) Dada a funcdo f : R — R, definida por:

T+ 1,
flz) =
r+3, paraz >1

Determinar, graficamente, lirq f(z).
s

parax <1
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lim f(x)=4 4~

r=s1"

lim f(x)

=l

2 2|

/1

Figura 3.4: Grafico de f(x) =2+ 1, sex <1; f(z)=x+3,se x> 1.

Nao existe limite de f(x), quando z tende para 1.

3) Seja a fungio f: R — R, definida por: f(z) = 22

(a) Através de uma tabela de valores de f(x) calcule o limite da fun¢ado quando x se

aproxima de 2.

aproximacao pela esquerda de 2

x f(z)
1,900 | 3,610000
1,990 | 3,960100
1,999 | 3,996001
2,000 | 4,000000
2,001 | 4,004001
2,010 | 4,040100
2,100 | 4,410000

aproximacao pela direita de 2

Tabela 3.8: Comportamento de f(x) = 2 para valores de z proximos de 2 e para
T =2.

(b) Use o grafico para comprovar o resultado obtido no item (a).
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=2 =1

Figura 3.5: Grafico de f(z) = 22

O que podemos verificar nessa funcao é que quando temos x se aproximando

de 2 o limite da funcdo f(x) = 2? vai se aproximando de 4. Portanto lin% r? =4
z—

4) Estime o valor dos limites abaixo através dos graficos:

[ |-'| .| Al
0x 0 | e 0 1 "
l, x=0 | Lr 0 " |
1€ l".\"l ? ‘ |
e 5 e 3 , 1 i« > “— 3 » Y P i ‘ t—r."l —3 , 1
(3] (o) )| @& (d) (3] (a) Bl & (d) ' ) )] e l &) (d) '
ULl
Il | I'I'r aly 0
[\
\ {1V 'v"
|
|
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Figura 3.6: Graficos de algumas fungoes.
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(©) lim U(@) =0 (©) lim_g(x) =0 (©) lim_f(z)=0
(@ lim Ulx)=1 () lim_g(x) =0 0) lim_f(x) 7
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5) Use o grafico abaixo (Figura 3.7) para concluir se existem os limites da fun¢ao f(z)

quando x se aproxima de —3 e 3.

Figura 3.7: Grafico de uma func¢ao cujo limite em £ =3 é 0 e em x = —3 nao existe.

Analisando o grafico, visualizamos que quando z se aproxima de —3 pela es-
querda o valor de f(x) se aproxima de 2 e quando = se aproxima de —3 pela direita o
valor de f(z) se aproxima de 0, logo ndo existe limite de f(z) quando x se aproxima de
—3. Observando o comportamento do grafico nas proximidades de z = 3, percebemos
que o valor de f(x) se aproxima de 0 quando z se aproxima de 3 por valores maiores ou

menores que 3. Portanto existe limite de f(x) quando x se aproxima de 3 e escrevemos
lim f(x) = 0.
r—3

6) Para a fungao y = v/z — 1, cujo grafico é dado na Figura 3.8, verifique que os limites

correspondem aos valores dados:

¥
Y
y=vx—1
3 ________________
2 ________
|
|
|
L |
| |
L |
| |
| | . x
0 1 2 5 8 10
NOT TO SCALE

Figura 3.8: Grafico da funcao y = /o — 1.



(a) im vV —1=0
z—1t

x y
1.2 0,44
1,1 0,31
1,05 0,22
1,02 0,14
1,0001 | 0,01
1,00001 | 0,003

Tabela 3.9: Comportamento de y = /& — 1 para valores de x proximos de 1 pela

direita.

Observando os valores da Tabela 3.9, podemos concluir que lim vz —1 = 0.

(b) lim vz—1=+0c0

T—+00

x y

1000000 999,9
20000000 | 4472,1
500000000 | 22360,6
4000000000 | 632455
70000000000 | 264575,1
152000000000 | 389871,7

Tabela 3.10: Comportamento de y = v/x — 1 para x suficientemente grande.

Através dos valores dados na Tabela 3.10 verificamos que quando x se aproxima

de +00, o limite da funcao é +oo.

T
7) Verifique se existe limite da funcdo g(z) = tgz, quando x se aproxima de 5

./ .
sni /o ni o ® O/ 3xi /
2i /) 2% Lt 2/ 2

EI i ! —d+ E-l

Figura 3.9: Gréafico de g(x) = tgx.
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T
Observemos no grafico (Figura 3.9) que quando x se aproxima de 5 bor valores

™ .. . . ™
menores que o, 0 valor de g(z) tende a mais infinito, e quando x se aproxima de —

. ™ . . .
por valores maiores que 50 valor de g(x) se aproxima de menos infinito. Portanto

lim tgx =400 e lim tgax = —oo, logo nao existe lim tgx.
=57 z—Zt =T



Capitulo

DERIVADA

Desenvolvido a cerca de 300 anos por Newton e Leibniz, o calculo é uma das
ferramentas matematicas mais utilizadas pelas ciéncias para reduzir a complexidade
de problemas diversos. O estudo do Calculo Diferencial e Integral é considerado um
dos contetidos matematicos mais influentes no desenvolvimento cientifico e tecnolégico
atual. Permitiu a obtencao de novos processos, equipamentos, métodos no processo de

transformacao da natureza, entre outros.

4.1 - Histo6ria da derivada

A histéria da derivada descrita abaixo foi extraida dos livros: Célculo de George
B. Thomas (FINNEY, Ross L., WEIR Maurice D., GIORDANO Frank R.) e A Rainha
Das Ciéncias: Um passeio historico pelo maravilhoso mundo da matematica de GARBI,
Gilberto Geraldo.

A derivada tem dois aspectos bésicos, o geométrico e o computacional. Além
disso, as aplicacoes das derivadas sao muitas: a derivada tem muitos papéis importan-
tes na matematica propriamente dita, tém aplicagoes em fisica, quimica, engenharia,
tecnologia, ciéncias, economia e muito mais, e novas aplicagoes aparecem todos os dias.

A origem da derivada esta nos problemas geométricos classicos de tangéncia,
por exemplo, para determinar uma reta que intersecta uma dada curva em apenas um
ponto dado. Euclides (cerca de 300 a.C.) provou o familiar teorema que diz que a reta
tangente a um circulo em qualquer ponto P é perpendicular ao raio em P. Arquime-
des (287-212 a.C.) tinha um procedimento para encontrar a tangente a sua espiral e
Apolénio (cerca de 262-190 a.C.) descreveu métodos, todos um tanto diferentes, para
determinar tangentes a parabolas, elipses e hipérboles. Mas estes eram apenas proble-
mas geométricos que foram estudados apenas por seus interesses particulares limitados;

0s gregos nao perceberam nenhuma linha em comum ou qualquer valor nestes teoremas.
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Problemas de movimento e velocidade, também basicos para nosso entendi-
mento de derivadas hoje em dia, também surgiram com os gregos antigos, embora
estas questoes tenham sido originalmente tratadas mais filosoficamente que matema-
ticamente. Os quatro paradoxos de Zenao (cerca de 450 a.C.) se apoiam sobre as
dificuldades para entender velocidade instantanea sem ter uma nocao de derivada. Na
Fisica de Aristoteles (384-322 a.C.), os problemas de movimento estdo associados inti-
mamente com nogoes de continuidade e do infinito (isto é, quantidades infinitamente
pequenas e infinitamente grandes). Na época medieval, Thomas Bradwardine (1295-
1349) e seus colegas em Merton College, Oxford, fizeram os primeiros esfor¢os para
transformar algumas das ideias de Aristoteles sobre movimento em afirmagoes quanti-
tativas. Em particular, a nocao de velocidade instantanea tornou-se mensuravel, pelo
menos em teoria; hoje, é a derivada (ou a taxa de variagdo) da distancia em relagao ao
tempo.

Foi Galileu Galilei (1564-1642) quem estabeleceu o principio que matemaética
era a ferramenta indispenséavel para estudar o movimento e, em geral, ciéncia: “Filosofia
[ciéncia e natureza| estd escrita naquele grande livro o qual esta diante de nossos olhos
quero dizer o universo, mas nao podemos entendé-lo se nao aprendermos primeiro a
linguagem... O livro estd escrito em linguagem matemaética...” Galileu estudou o mo-
vimento geometricamente; usou as proporcoes classicas de Fuclides e propriedades das
conicas de Apolonio para estabelecer relacoes entre distancia, velocidade e aceleracao.

Hoje, estas quantidades varidveis sao aplicagoes basicas das derivadas. O in-
teresse em tangentes a curvas reapareceu no século 17 como uma parte do desenvolvi-
mento da geometria analitica. Uma vez que equagoes eram entao usadas para descrever
curvas, o nimero e variedade de curvas aumentou tremendamente naqueles estudos em
épocas classicas. Por exemplo, Pierre Fermat (1601-1665) foi o primeiro a considerar
a ideia de uma familia inteira de curvas de uma s6 vez. Ele as chamou de parabolas
superiores, curvas da forma y = k2", onde k é constante e n = 2,3,4,....

A introducao de simbolos algébricos para estudar a geometria de curvas contri-
buiu significativamente para o desenvolvimento da derivada, da integral e do calculo.
Por outro lado, como conclusoes e resultados geométricos poderiam ser obtidos mais
facilmente usando raciocinio algébrico que geométrico, os padroes de rigor logico que
tinham sido iniciados pelos gregos antigos foram relaxados em muitos problemas de
célculo, e isto (entre outros fatores) levou a controvérsias espirituosas e até amargura-
das. Fermat desenvolveu um procedimento algébrico para determinar os pontos mais
altos (maximos) e mais baixos (minimos) sobre uma curva; geometricamente, ele estava
encontrando os pontos onde a tangente a curva tem inclinacao zero.

René Descartes (1596-1650) teve o discernimento de prever a importincia da

tangente quando, em sua Geometria, escreveu “E eu ouso dizer isto [encontrar a nor-
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mal, ou perpendicular a uma curva, a partir da qual podemos facilmente identificar a
tangente| ndo é apenas o problema mais util e geral da geometria que conhego, mas até

7

aquele que sempre desejei conhecer.” Descartes inventou um procedimento de dupla
raiz para encontrar a normal e entao a tangente a uma curva.

Como resultado da tradugao da Geometria de Descartes para o latim por Frans
van Schooten (1615-1661) e as explicagoes abrangentes por Schooten, Florimonde de
Beaune (1601-1652) e Johan Hudde (1628-1704), os principios e beneficios da geometria
analitica tornaram-se amplamente conhecidos. Em particular, Hudde simplificou a
técnica da dupla raiz de Descartes para determinar pontos méximos e minimos sobre
uma curva; o procedimento da dupla raiz foi redescoberto por Christiaan Huygens
(1629-1695).

Entao, modificando o processo da tangente de Fermat, Huygens inventou uma
seqiiéncia de etapas algébricas que produziu os pontos de inflexdao de uma curva; vere-
mos que isto requer a derivada segunda. René Francois de Sluse (1622-1685) desenvol-
veu uma técnica algébrica que levou a inclinacao da tangente a uma curva. No final da
década de 1650, havia grande correspondéncia entre Huygens, Hudde, van Schooten,
Sluse e outros sobre tangentes de varias curvas algébricas; Hudde e Sluse especialmente
procuraram meétodos algébricos mais simples e padronizados que poderiam ser aplica-
dos a uma variedade maior de curvas. Para Gilles Personne de Roberval (1602-1675),
uma curva era o caminho de um ponto se movendo, e ele desenvolveu um método
mecanico para encontrar a tangente para muitas curvas, incluindo a cicléide.

Mas o método de Roberval nao podia ser generalizado para incluir mais curvas.
Isaac Newton (1642-1727) comecou a desenvolver o seu “calculo de flixions” entre os
seus primeiros esforcos cientificos em 1663. Para Newton, movimento era a “base fun-
damental” para curvas, tangentes e fendémenos relacionados de calculo e ele desenvolveu
seus flixions a partir da versao de Hudde do procedimento da dupla raiz. Newton es-
tendeu esta técnica como um método para encontrar a curvatura de uma curva, uma
caracteristica que agora sabemos ser uma aplicacao da derivada segunda. Em 1666,
1669 e 1671, Newton resumiu e revisou seu trabalho de célculo e estes manuscritos
circularam entre um grande nimero de seus colegas e amigos. Ainda assim, embora
tenha continuado a retornar a problemas de calculo em épocas diferentes de sua vida
cientifica, os trabalhos de Newton sobre calculo nao foram publicados até 1736 e 1745.

Com algum tutoramento e conselho de Huygens e outros, Gottfried Wilhelm
Leibniz (1646-1716) desenvolveu seu célculo diferencial e integral durante o periodo
entre 1673 e 1676 enquanto vivia como um diplomata em Paris. Em uma pequena
viagem a Londres, onde participou de um encontro da Sociedade Real em 1673, Leib-
niz aprendeu o método de Sluse para encontrar tangentes a curvas algébricas. Leibniz

tinha pouca inclinagao para desenvolver estas técnicas e interesse ainda menor em fun-
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damentacoes matemaéticas (isto €, limites) necessarias, mas ele aperfei¢oou as formulas
modernas e a notacdo para derivada no seu famoso artigo “New methods for maxi-
mums and minimums, as well as tangents, which is neither impeded by fractional nor
irrational quantities, and a remarkable calculus for them” (Novos métodos para mé-
ximos e minimos, assim como tangentes, os quais nao sao impedidos por quantidades
fracionarias e irracionais, e um célculo notavel para eles) de 1684.

Aqui esta o primeiro trabalho publicado em calculo e de fato a primeira vez
que a palavra “calculo” foi usada em termos modernos. Agora, qualquer um poderia
resolver problemas de tangentes sem ser especialista em geometria, alguém poderia
simplesmente usar as formulas de “calculo” de Leibniz. Algumas vezes se diz que
Newton e Leibniz “inventaram” o calculo. Como podemos ver, isto é simplificacao
exagerada. Em vez disso, como Richard Courant (1888-1972) observou, calculo tem sido
“uma luta intelectual draméatica que durou 2500 anos”. Depois de 1700, circunstancias
levaram a um dos epis6dios mais tristes e deselegantes em toda a historia da ciéncia: a
disputa entre Leibniz e Newton, e mais ainda entre seus seguidores, sobre quem deveria
receber 0s créditos do célculo.

Cada um fez contribuicoes importantes para derivada, integral, séries infinitas
e, acima de tudo, para o Teorema Fundamental do Calculo. As acusacoes de plagio e
outros ataques eram irrelevantes frente & matematica feita por eles, mas as acusagoes
e contra-ataques escalaram para cisoes entre matematicos e cientistas na Inglaterra
(leais a Newton) e no continente europeu (seguidores de Leibniz) os quais levaram a
xenofobia nacionalista por mais de um século.

O primeiro livro sobre calculo diferencial foi Analysis of Infinitely Small Quan-
tities for the Understanding of Curved Lines (Anélise de quantidades infinitamente pe-
quenas para o entendimento de curvas, 1696) pelo Marqués de ’'Hospital (1661-1704).
Muito de seu trabalho foi realmente devido a Johann Bernoulli (1667-1748) e seguiu o
tratamento de Leibniz para derivadas, maximos, minimos e outras analises de curvas.
Mas o método de L’Hospital para determinar o raio de curvatura era muito parecido
com aquele de Newton. Jakob Bernoulli (1654-1705) e seu irmao mais novo Johann
lideraram o caminho para espalhar o conhecimento do poder das féormulas de calculo
de Leibniz propondo e resolvendo problemas desafiadores (o problema da catenéria e
da braquistocrona sao dois exemplos) para os quais o célculo era necessario. Leibniz,
Newton e Huygens também resolveram estes problemas. Este problema e outros le-
varam ao desenvolvimento das equacoes diferenciais e do célculo das variacoes, novos
campos da matematica dependentes de célculo.

Na Inglaterra, o novo Treatise of Fluxions (Tratado de Flaxions,1737) de Tho-
mas Simpson (1710-1761) forneceu a primeira derivada da func¢ao seno. Em 1734, o
Bispo George Berkeley (1685-1753) publicou The Analyst (O Analista), um ataque a
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falta de fundamentos rigorosos para seus flixions. Berkeley reconheceu a precisao das
formulas de Newton e a exatidao das suas aplicacoes abrangentes em fisica e astronomia,
mas criticou as “quantidades infinitamente pequenas” e os “incrementos imperceptiveis”
dos fundamentos das derivadas. Colin Maclaurin (1698-1746) tentou defender Newton
no seu Treatise of Fluxions (Tratado de Fluxions) (1742) e desenvolveu derivadas para
funcgoes logaritmicas e exponenciais e expandiu as formulas de Simpson para incluir as
derivadas das funcoes tangente e secante.

No continente, Maria Agnesi (1718-1799) seguiu Leibniz ¢ L’Hospital no seu
livro de célculo Analytical Institutions (Institui¢coes Analiticas,1748). Leonhard Euler
(1707-1783) deu um passo importante na dire¢do de estabelecer uma fundamentagao
solida para o célculo no seu Introduction to the Analysis of the Infinite (Introdugao
a Analise do Infinito, 1748) quando introduziu fung¢oes (no lugar de curvas) como os
objetos para os quais as derivadas e outras técnicas de calculo seriam aplicadas. Por
funcao, Euler queria dizer algum tipo de “expressao analitica”; sua concepc¢ao nao era
tao abrangente como a nossa definicao moderna. Na sua publicacao, também intro-
duziu o termo anélise como um nome moderno para calculo e a matematica avancada
relacionada. No seu Methods of Differential Calculus (Métodos de Célculo Diferencial,
1755), Euler definiu a derivada como “o método para determinar as razoes entre os
incrementos imperceptiveis, as quais as fun¢oes recebem, e os incrementos impercepti-
veis das quantidades variaveis, das quais elas sao funcoes”, que soa nao muito cientifico
hoje em dia.

Mesmo assim, Euler trabalhou com varios casos especiais da regra da cadeia,
introduziu equacgoes diferenciais e tratou maximos e minimos sem usar quaisquer diagra-
mas ou graficos. Em 1754, na famosa Encyclopédie francesa, Jean le Rond d’Alembert
(1717-1783) afirmou que a “definicdo mais precisa e elegante possivel do calculo dife-
rencial” é que a derivada ¢ o limite de certas razoes quando os numeradores e deno-
minadores se aproximam mais e mais de zero. No final do século 18, Joseph Louis
Lagrange (1736-1813) tentou reformar o calculo e torna-lo mais rigoroso no seu Theory
of Analytic Functions (Teoria das Fungbes Analiticas, 1797).

Lagrange pretendia dar uma forma puramente algébrica para a derivada, sem
recorrer a intuicao geométrica, os graficos ou a diagramas e sem qualquer ajuda dos
limites de d’Alembert. Lagrange desenvolveu a principal notagao que usamos agora
para derivadas e o desenvolvimento logico de seu célculo era admirdvel em outros
aspectos, mas seu esforco em prover uma base solida para o calculo falhou porque sua
concepcao da derivada era baseada em certas propriedades de séries infinitas as quais,
sabemos agora, nao sao verdadeiras.

Finalmente, no inicio do século 19, a definicaio moderna de derivada foi dada

por Augustin Louis Cauchy (1789-1857) em suas aulas para seus alunos de engenharia.
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Em seu Résumé of Lessons given at ’Ecole Polytechnique in the Infinitesimal Calculus

(Resumo das Ligoes Dadas na Escola Politécnica Sobre o Céalculo Infinitesimal, 1823),

z+i)—f(z)

Cauchy afirmou que a derivada é: O limite de it quando 7 se aproxima de 0.

w depender4 da forma da

fungao proposta y = f(z). Para indicar sua dependéncia, dé-se a nova fun¢ao o nome

A forma da funcao que serve como o limite da razao

de funcao derivada.

Cauchy prosseguiu para encontrar derivadas de todas as fungoes elementares e
dar a regra da cadeia. De igual importancia, Cauchy mostrou que o Teorema do Valor
Médio para derivadas, que tinha aparecido no trabalho de Lagrange, era realmente a
pedra fundamental para provar varios teoremas basicos do calculo que foram assumidos
como verdadeiros, isto é, descricoes de funcoes crescentes e decrescentes. Derivadas e
o calculo diferencial estao agora estabelecidos como uma parte rigorosa e moderna do

calculo.

4.2 - A Histoéria da derivada de Mariana

Atualmente, o conteido de derivada é muito abordado nos cursos superiores
nas areas de ciéncias da natureza, engenharias e tecnologias. Sua importancia acontece

por sua aplicabilidade em diversas areas do conhecimento.

De fato, a auséncia das ideias e problemas essenciais do Célculo no
ensino bésico de matematica, além de ser um contra-senso do ponto
de vista da evolucdo histérica do conhecimento matematico, é, sem
duavida, a principal fonte dos obstaculos epistemoldgicos que surgem
no ensino superior de Calculo. Assim, fazer emergir o conhecimento
do Célculo do “esconderijo for¢ado” a que este estd submetido no
ensino bésico é, sem diivida, o primeiro grande passo para resolvermos
efetivamente os problemas de aprendizagem no ensino superior de

Calculo. [..] (REZENDE, 2003, p. 402).

Baldino e Fracalossi em um artigo chamado “A Historia da Derivada de Mari-
ana: uma experiéncia didatica” nos mostra uma maneira interessante de se introduzir a
derivada no ensino médio, e para os autores os resultados foram surpreendentes e nesse
sentido achamos interessante colocd-la aqui como um incentivo para os professores
surpreenderem os alunos com novas ideias.

Era uma vez uma funcao que se chamava Mariana. Como toda fun¢ao que se
preza, Mariana se apresentava por seu grafico, aqui, nesta primeira figura (Figura 4.1);

Mariana assinava f(x) (efe de xis).
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Figura 4.1: Reta tangente ao grafico de f no ponto P.

O gréafico de Mariana tinha muitos pontos, todos iguais, cada um ocupando
sua posicao. Mas tinha um ponto, o Ponto P, muito exibido que queria ser diferente.
Tanto incomodou e pediu para ser diferente que Mariana lhe disse:

- Esta bem, vou te dar uma reta tangente minha, passando por ti e s6 por ti. O
ponto ficou muito contente, mas quando Mariana lhe perguntou se ele tinha gostado,
ele respondeu que nao via a tal reta tangente. Vocés sabem por que o ponto nao via
a reta tangente? E que o pais do ponto é muito pequeno... Vocés querem conhecer o
pais do ponto?

Para viajar ao pais do ponto nés precisamos olhar o ponto bem de pertinho.
Temos de usar um microscoépio muito, muito forte. Entao, ampliamos o mundo do

ponto na segunda figura (Figura 4.2).

MAnrinnms

x)

Figura 4.2: Reta tangente ao grafico de f no ponto P.

O mundo do ponto chama-se Ménada. Na Moénada mora s6 um ponto; nao

pode ter dois, para nao brigarem. Na Moénada moram, também, muitas figuras que
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obedecem ao ponto: quadrados, triangulos, circulos. Todos os habitantes da Ménada
sao muito, muito pequenos, tao pequenos que nem se pode medi-los. Eles sao chamados
infinitésimos.

Foi entao, que Mariana explicou ao Ponto:

- Olhe bem, vocé estd, sim, vendo a reta tangente. E que na sua Ménada a
reta tangente fica bem, bem grudadinha a mim. Por isso parece que sou eu. O ponto
ficou satisfeito: olhava para Mariana e via a reta tangente; olhava para a reta tangente
e via Mariana.

Porém, na Ménada do Ponto moravam dois infinitésimos muito travessos, o dx
e o df. O dx e o df viviam brigando, porque o dz s6 queria andar pra frente e pra
tras e o df s6 queria andar pra cima e pra baixo. Cada um queria que o outro andasse
como ele; os dois eram teimosos. Para que eles parassem de brigar, o Ponto chamou os
dois e disse:

- Olhem, vocés s6 podem andar comecando aqui, onde eu estou. Cada vez que
o dx andar, df tem que comecar onde ele parou e andar até a reta tangente. Cada vez
que o df andar, o dr tem que comecar onde o df parou e andar até a reta tangente.

Podem andar para l4 e para cé, para cima e para baixo, mas obedecam.

Mariana

i

fix)

,‘”" ‘l} 3

b
o

Figura 4.3: Reta tangente ao grafico de f num ponto P.

Como todos os infinitésimos obedeciam ao Ponto, o dx e o df pararam de brigar
e se divertiram muito. Um caminhava, o outro continuava. Um se espichava mais, o
outro tinha que se espichar também; o outro se encolhia, e este tinha que se encolher
também; quando o dx andava para tras, o df tinha de andar para baixo. Descobriram
até de quantas maneiras podiam fazer isso.

Mas logo comecaram a discutir: queriam saber quem andava mais. Nao po-
diam medir, porque a Moénada era tao pequena que nada se podia medir; eram todos
infinitésimos. Entao, o dx e o df foram perguntar ao Ponto como poderiam saber quem

andava mais. O Ponto pensou, pensou e teve uma ideia:
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Ja sei, disse:

- Vamos dividir o df pelo dx e vamos fazer a conta. Se der mais que um, por
exemplo, se o resultado da divisao for dois, é porque o df caminha duas vezes mais
que o dz; se o resultado for menor que um, por exemplo, se for 0,5, é porque o dx
caminha duas vezes mais que o df. Todos ficaram muito contentes com a ideia que
teve o ponto, mas logo surgiu uma dificuldade: como poderiam dividir df por dz se
nao sabiam quanto cada um media? Eram todos infinitésimos, nao se podia medi-los.

Perguntaram a todas as figuras da Monada, mas ninguém tinha a resposta.
Vocés tém alguma ideia? Nao tiveram outro jeito senao perguntar a Mariana, que
falou assim:

- E muito facil, vocés ndo podem medir porque dentro da Ménada nio tem
medida, mas eu posso. E s6 vocés se espicharem bem, para que eu possa vé-los. Entéo,
o df e o dx se espicharam, se espicharam até que comecaram a aparecer fora da Moénada.
Mariana concluiu:

O resultado da conta d— que vocés querem calcular é igual ao resultado desta
conta aqui. Mariana tomou Ay e Az e mediu: Ay = 3; Ax = 0,5. Entao, concluiu
ela:

Vejam: df caminha seis vezes mais que dx, porque, 6:

G Ay 3
dr Az 0,5

Todos os habitantes da Monada ficaram muito contentes, porque df e dz ficaram
muito amigos e pararam de brigar. Logo a noticia se espalhou para as moénadas dos
outros pontos do grafico de Mariana. Em cada uma morava um dz e um df. Todos

queriam saber qual caminhava mais.

d
Mariana deu a cada ponto sua reta tangente e calculou —f para cada uma.

Para nao se atrapalhar ela organizou uma tabela, cada ponto com o seu e ao lado.
Depois, para mostrar o que tinham feito as outras fungoes da sua escolaf Mariana
desenhou um gréfico para representar essa tabela.

Foi entao que ela descobriu que tinha inventado outra funcao. Mariana chamou
essa nova fun¢ao de derivada de Mariana e representou por Mariana’ (Mariana Linha)
e assinou f’(z) (efe linha de xis).

E todos os infinitésimos de todas as moénadas, de todos os pontos, de todas as
funcoes, de todas as criancas, de todas as escolas viveram em paz por muitos e muitos
anos.

Acreditamos que a derivada contada inicialmente dessa forma pode despertar
no aluno um interesse maior pela disciplina, pois é uma histéria bem didatica e de

facil entendimento, ela fornece um referencial adequado & determinacao do nivel de
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compreensao do conceito em diferentes alunos de diferentes faixas etarias.

4.3 - Falando sobre derivada

Em matematica, o mais usual é utilizar o conceito de limite para descrever
o comportamento de uma funcao a medida que o seu argumento se aproxima de um
determinado valor, assim como o comportamento de uma sequéncia de niimeros reais,
a medida que o indice (da seqiiéncia) vai crescendo e tende para infinito. Os limites
sao usados no calculo diferencial e em outros ramos da analise matematica para definir
derivadas e a continuidade de funcoes.

Podemos falar de outras formas de se chegar ao conceito formal de derivada,
como por exemplo, iniciar falando de Taxa de Variacao Média, pois essa taxa esta
baseada no estudo de fun¢oes e exprime a razao com que a func¢ao cresce num dado

intervalo do dominio.

Podemos tomar como exemplo o gréafico da fungao definida por f(z) = 2?2

Figura 4.4: Grafico da fungao f(z) = z°.

Quanto variou f(x) quando x variou de 0 a 37
Observando o grafico, temos que quando x varia de 0 a 3, f(x) varia de 0 a 9,

portanto a variagdo de f(z) ¢ 9 —0=29.
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Qual foi a variacao média da funcao nesse intervalo?
Para o exemplo acima, podemos calcular, em média, a variagao de y em um
intervalo unitario de x, analisando a razao i—g em cada intervalo.
Ay 9-0 9 3
Az 3-0 3
Definimos taxa de variagao média (T'V,) de uma funcao f, num intervalo de
seu dominio, como o quociente entre a variacao (Ay) de f(z) e a variagdo (Azx) da
variavel x nesse intervalo (Bongiovanni, Vissoto & Laureano, 1993).
Podemos dizer que: a taxa de variacao média de uma funcao f no intervalo
[x4,xp] com 24 < xp é definida por:
fles) = f(za) _ Ay

T — Ta Azx

A taxa de variagdo média de uma funcdo f, num intervalo [z 4,xg], pode ser
interpretada geometricamente de acordo com a Figura 4.5 considerando-se a reta s que
passa pelos pontos A(za, f(z4)) e B(zpg, f(xp)) do grafico de f.

O coeficiente angular da reta s no intervalo [z 4, zp] é:

_ Ay

m:tgoc—Ax—TVm.
fix) A
f(xg) |- - -
\.\nr :
(> ,) ....._._.__.._i...--._.._.______E___
—I= e A : —
L) M0, E X

Figura 4.5: Grafico de uma funcdo f e uma reta s que passa pelos pontos A e B.

Ou seja, geometricamente, o coeficiente angular da reta que passa por A e B é

a taxa de variacdo média de f em [z 4, 25].
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Outro exemplo importante ¢ a andalise do comportamento das trés funcoes,

através dos graficos abaixo (Figura 4.6), no intervalo [0, 5].

] = j=2%
flx) = 2x glx) = »? . hix
fix) glxl A hixh d
30
e
al
30
5 5
0
} [ ] E—
6. ¥
10 ] 10}
H ...... L4 1§
H A |
i ];_._' - ‘i.: R T
L'IL 1 :_'1' E X ol 1 2 &8 4 b x ] 2 3 4 5 x

Figura 4.6: Graficos de algumas funcoes crescentes no intervalo [0, 5].

Os graficos das trés fungdes crescentes no intervalo [0, 5] diferem na forma como

cresceln.

Intervalo | Taxa de variacao mé- | Taxa de variacao mé- | Taxa de variagao mé-

dia de f (f(z) =2z) | dia de g(g(z) = 2?) | dia de h(h(z) = 2%)

0,1] |2 1 1
1,2] |2 3 2
2,3] |2 5 1
3,4 |2 7 8
[4,5] |2 9 16

A taxa de variacdo | A taxa de varia- | A taxa de variacao
média é a mesma a | cao média aumenta 2 | média dobra a cada
cada intervalo. unidades a cada in- | intervalo.

tervalo.

Tabela 4.1: Variacao de trés fungoes crescentes no intervalo [0,5] (SMOLE & DINIZ,
2003, p. 278).

Podemos afirmar que, apesar de as trés funcoes serem crescentes no intervalo
0, 5], elas crescem com velocidades diferentes (SMOLE & DINIZ, 2003).

Desta forma, observamos que:
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1) A TV, da fun¢ao polinomial do 1° grau é constante e, no exemplo, igual a 2, a
qual corresponde ao coeficiente angular da reta que representa a funcdo. A variacdo
foi a mesma em todos os intervalos considerados. E facil verificar que qualquer funcio
polinomial do 1° grau tem 7'V}, constante. De fato, se f(z) = ax+b, entdo em qualquer

intervalo [z, 25| temos:

f(xa) — f(x1) :a$2+b—a9€1—bza($2—$1)
To — 1 XTo — T1 T9 — I1

Reciprocamente, se tomarmos uma funcao com taxa de variacao constante a,

dados um ponto fixado (zg,yp) € um ponto genérico (x,y), temos:

f@) = flzo) _

T — Zo

Fazendo o minimo miltiplo comum obtemos:

f(x) = f(zo) = alx — x)
f(x) = a(z — o) + f(w0)
f(z) = azx+ f(z0) — axg

Denotando por b a expressao f(zg) — azg, temos:
f(z) =ax +0.

Logo, qualquer fungao com taxa de variacao média constante é polinomial do
1° grau. Isto é, as funcoes polinomiais do 1° grau podem ser caracterizadas pela taxa

de variagao constante.

2) No mesmo intervalo de z, a fungao exponencial h cresce mais rapidamente que
as outras duas func¢oes. E mais, a fun¢do h definida por h(xz) = 2% (cresce) mais

rapidamente nos tltimos intervalos.

4.3.1 A reta tangente a um grafico

Apos nos referirmos a reta tangente para apresentarmos o conceito de Aproxi-
macao linear, julgamos necesséario discutir, detalhadamente, o conceito de reta tangente
a um gréafico.

Observamos que o conceito de tangente ¢ usualmente apresentado para o es-
tudante de matematica no curso de geometria no contexto do circulo. Desta forma,
o aluno pode construir uma imagem limitada para o conceito de tangente. (Vinner
(1991); Pinto & Moreira (2004); Biza, Christou & Zachariades (2006)). Neste sentido,
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Tall (1989) observa que quando ideias sao apresentadas em contextos restritos, a ima-
gem de Conceitos pode incluir caracteristicas que sao verdadeiras naqueles contextos,
mas nao de uma forma geral. Por exemplo, a tangente a um circulo toca-o em um tnico
ponto somente e nao o atravessa. Vinner (1983, 1991) observou que muitos estudantes
acreditavam que uma reta tangente a qualquer curva tocaria esta curva em um tnico
ponto, mas nao poderia atravessa-la.

Neste momento torna-se necesséario fazer algumas consideracoes em relacao a
reta tangente a um grafico num ponto xg.

Sabemos que para uma circunferéncia ou para uma elipse, por exemplo, a reta

tangente é a que tem um Unico ponto comum com a curva.

Figura 4.7: Retas tangentes a duas curvas convexas.

Vi
4 A .
P :
2+ -
I e e e | —t—t— — -
-8 - 8 x
- |
: =-T1-2
- A ——— ' ¥ |
Q

Figura 4.8: Reta tangente a curva no ponto P e secante no ponto Q).

No entanto, a reta t, tangente ao grafico, no ponto P corta o grafico no ponto
. De forma geral, uma tangente a uma curva num ponto pode intercepta-la em varios
outros pontos (SMOLE & DINIZ, 2003).
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Vejamos outros exemplos nas figuras:

Figura 4.9: Reta t tangente a curva Figura 4.10: Reta t tangente a curva
f1(z) = 23 no ponto zo = 0, 5. fo(x) = 23 —32*+3z+1 no ponto x5 = 1.

No grafico da Figura 4.9, a reta tangente corta a curva num outro ponto.

No grafico da Figura 4.10, a reta tangente atravessa a curva.

N P

Figura 4.11: Reta t tangente a curva Figura 4.12: Reta ¢ tangente ao gréfico
f3(x) = 2% — 42 + 3 no ponto x¢ = 2. definido por f4(z) = §—1no ponto 2y = 3.

No grafico da Figura 4.11, a reta tangente é paralela ao eixo das abscissas e xg
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é ponto de minimo.

No grafico da Figura 4.12, a reta tangente coincide com o préprio gréfico.

4.3.2 A taxa de variagao instantinea e sua interpretacao geo-
métrica

Nesta secao relacionaremos os conceitos abordados neste trabalho até o mo-
mento, a seguir faremos uma anélise buscando uma relacao matematica entre os mes-

mos. Sao eles:
1. Taxa de variagdo média num intervalo x4, xg| do dominio;

2. Taxa de variacao média da fungao polinomial do 1° grau ¢ constante para qualquer

intervalo do dominio e igual ao coeficiente angular da reta;

3. Magnificacao local de uma funcao elementar e a observacao de uma retifica-
cao local em torno de um ponto xy num intervalo muito pequeno do dominio

assemelhando-se a um “segmento de reta’”;

4. Andalise do comportamento local em torno do ponto zy possibilitada pela obser-
vacao do comportamento da reta com a qual a curva se assemelha no processo

de aproximagao local;

5. A reta que contém o “segmento” em questdo coincide com a reta tangente ao

grafico no ponto xy (aproximagao linear).

Os assuntos relacionados acima nos levam, experimentalmente, a ideia de que
é possivel analisar a taxa de variacao de uma funcao num ponto xy, pertencente a
um intervalo muito pequeno do dominio, através da anélise da taxa de variacao da
reta tangente ao grafico em zy. Chamaremos de taxa de variagao instantanea (7'V;)
a taxa de variacao da funcao no ponto ry. Geometricamente, esta taxa de variacao
instantanea é representada pelo coeficiente angular da reta tangente a curva da funcao

f no ponto zy. Para o conceito de derivada, Avila (1991) comenta:

E claro que a introducdo da derivada deve ser acompanhada de varias
de suas aplicacoes. Uma delas, tao 1til e necessiria nos cursos de
Fisica, diz respeito & Cinematica. Nao ha dificuldades no estudo
do movimento uniforme, ou seja, com velocidade constante. Mas
ao passar adiante, desassistido da nocao de derivada, o professor de
Fisica faz uma ginastica complicada para apresentar o movimento
uniformemente variado. E as coisas seriam bem mais simples para
ele e muito mais compreensiveis para o aluno se esse ensino fosse feito
4 luz da nocao de derivada, interpretada como velocidade instantanea.
(AVILA, 1991, p. 4)
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4.3.3 Expressando algebricamente a taxa de variacao instanta-

nea

Passaremos a analisar a expressao que nos fornece a taxa de variacao média
num intervalo do dominio. Consideremos uma funcao f : R — R e um intervalo
[0, zop + Ax] C D(f) com um acréscimo Az # 0. O namero:

Ay flxo+ Az) — f(zo) _ f(zo+ Az) — f(zo)

Ax  xo+ Az — xg Ax

é a taxa de variacao média ou taxa de crescimento médio da funcao f no intervalo de
extremos xgy e o + Ax.

A partir da taxa de variacao média chegaremos a uma expressao para a taxa
de variacao instantanea. Para isso, utilizaremos, oportunamente, a imagem geométrica
da secante tendendo a tangente no ponto xy. A atividade anterior permite ao aluno
associar a velocidade instantanea (taxa de variagdo instantanea) ao coeficiente angular
da reta tangente no ponto em questao.

Vimos que a taxa de variagdo média em [z, zo + Az] é dada pelo coeficiente
angular da reta secante a curva nos pontos xg e xg + Ax. Como o objetivo é analisar
o comportamento da funcao em xy, devemos considerar um intervalo indefinidamente
pequeno ao qual zy pertenca. Esquematicamente, teremos: Az — 0= Q — P = s
(reta secante) se aproxima de t (reta tangente em z). Observe o que foi descrito acima
na seqiiéncia a seguir.

Esta observacao nos leva a formular a seguinte proposigao: Se a razao

Ay flzo+ Az) — f(xo)
Az Az ’

com Az — 0, corresponde ao coeficiente angular da reta secante a curva no intervalo
[0, zo + Ax], entdo a razao

Ay flzo+ Az) — f(xo)

Ax Ax ’

com Ax — 0, corresponderd ao coeficiente angular da reta tangente a curva no ponto
xg. Desta forma temos que a taxa de variacao média de uma funcao continua num
intervalo [zg, zg + Az] é igual a: correspondera ao coeficiente angular da reta tangente
a curva no ponto x0. Desta forma temos que a taxa de variagao média de uma funcao

continua num intervalo [zg, xo + Ax] ¢ igual a:

Ay f(zo+ Ax) — f(xo)
Az Az ’
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com Az — 0 e a taxa de variacao instantanea num ponto xg é dada pelo valor do qual

Ay _ flzo+ Az) — f(zo)

Ax Azx

aproxima-se quando Az se aproxima de 0.
Generalizando para um intervalo I C D(f) de uma funcao, podemos dizer que:
A taxa de variagao instantanea (7'V;) de uma fungdo f num ponto zo € I C D(f) é
dada por:
Ay flzo+ Az) — f(zo)

= TV, A )
AL AL — TV;, quando Ax — 0

Exemplo 4.1. Fungao constante: f: R — R definida por f(z) =k, k € R.

Ay flwo+Ar)— flz) k—Fk

Az Az A =0 = TVi, quando Az — 0, entdo TV; = 0.

Exemplo 4.2. Fungao polinomial do 1° grau: f: R — R definida por f(z) = ax + b.

Ay flwo+Az) — flzo) _ alzo + Az) +b— (azo +b)

Az Azx Az

Aplicando a propriedade distributiva temos:

Ay  arg+alAr+b—axg—b
Az Az N

a.

Entao TV, = a.

Exemplo 4.3. Fun¢ao polinomial do 2° grau: f: R — R definida por f(z) = az? +
bx + c.
Ay flwo+Az) — f(wo)  alze+ Ax)® + b(zg + Azx) + ¢ — (axf + bxg + )

Az Az Azx

a(z? + 2Az zo + (Az)?) + bro + AT + ¢ — axd — brg — ¢
Ax '

Aplicando a propriedade distributiva obtemos:

Ay axf+20Ax x4 a(Ax)? + brg + DAz 4 ¢ — axf — brg — ¢
Az Az

2aA Az)® + bA
_ a $.To+aA< 37) +bAz :2al‘o+aAfL“+b.
x

Como Ax — 0, temos que T'V; = 2axq + b.
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4.4 - A derivada em um ponto e a funcao derivada

Neste momento, temos condicoes de conceituar o que é derivada de uma fungao
num ponto x do dominio. Dante (2004b) conceitua da seguinte forma: a taxa de
variacao instantanea da funcao f no ponto xy chamamos de derivada da funcao em
relagdo & varidvel x no ponto zy e representamos por f'(xy), geometricamente, é o

coeficiente angular da reta tangente no ponto considerado. De outra forma:

Ay flzo+ Az) — f(z0)
Azr Az

— TV; = f'(x0), quando Az — 0.

Chama-se fun¢ao derivada de uma fun¢ao f a uma funcgao f’ que fornece a taxa
de variagao instantanea f'(x) (geometricamente, o coeficiente angular da reta tangente
a curva) em qualquer ponto x pertencente ao dominio.

Ay _ fle+Az) — f(z)

_ L — /
Ay = Ay — TV; = f'(x), quando Az — 0.

Dessa maneira, em vez de calcularmos o valor da derivada de uma funcao f
em um ponto x, fixo, passaremos a determinar a sentenca da funcao, que nos fornece
a derivada num ponto qualquer em um intervalo I do dominio.

Tall (1989) acredita que a disponibilidade de contra-exemplos pode ser de
grande importancia, particularmente com conceitos avancados. Desta forma, apre-
sentamos alguns contra-exemplos para a existéncia da derivada. Para admitir reta
tangente em um determinado ponto, o grafico ndo pode dar “salto” (nao pode ser des-
continuo nele) nem mudar bruscamente de dire¢ao (formar “bico”) nesse ponto. Nao

admitem tangente em z, os seguintes graficos de fungoes (Figura 4.13):

Figura 4.13: Graficos de algumas func¢oes que nao possuem derivada em xy. (Dante,
2004b, p. 264)

Retas paralelas ao eixo dos y nao tém coeficiente angular, pois m = tg 90° nao
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estd definido. Assim, se a tangente ao grafico de uma funcdo num ponto é paralela
ao eixo y, a funcdo também nao admite derivada nesse ponto. Neste caso, existe a
tangente ao grafico por esse ponto, mas nao existe a derivada. Sao exemplos disso as

seguintes funcoes, nos pontos xy indicados:

Ly

"
L.

Figura 4.14: Grafico de uma func¢ao nao-derivavel em xy. (Dante, 2004b, p. 2)

T a
L
4
3 y=1+¥%-2
24
4+~ - — — — - ¥y =2
0 A
f 19
24

Figura 4.15: Grafico de uma funcao em que nao existe derivada em x.



Capitulo

INTEGRAL

A ideia intuitiva para o calculo de areas aplicado por Arquimedes é o processo

que pode ser utilizado no Ensino Médio, o qual introduz o conceito de integral:

Para calcular a area sob o gréafico, podemos raciocinar da seguinte
maneira: vamos subdividir o intervalo considerado em muitos peque-
nos intervalos, suficientemente pequenos [...]. Assim, em cada um
dos pequenos intervalos, uma fatia da area que buscamos pode ser
calculada como se fosse um pequeno retangulo; depois, para se ter

a area procurada, basta somar as areas de todos os retangulinhos.
(MACHADO, 2008, p. 3)

A Figura 5.1 representa a ideia do autor:

*

1

1

il

Figura 5.1: Area sob o grafico de f.

Na sequéncia desse texto o autor complementa: “Integrar é juntar esses peda-

¢os” (Ibid., p. 3). Utilizando o mesmo ponto de vista, a Revista Célculo na reportagem
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especial “Calculo sem pressa ¢ bom”, destaca, em uma linguagem informal, a ideia in-

tuitiva do processo de integragao:

Integracao é isso: se o estudante precisa achar a area de uma figura
geométrica cheia de curvas, ele fatia a figura, substitui cada fatia por
um retangulo (isto é, substitui cada fatia por uma figura cuja area
é facil de calcular), e soma todas as fatias. Conforme o nimero de
fatias aumenta, a area de todos os retangulos somados se aproxima
da &rea real; conforme o namero de fatias tende ao infinito, a area
de todos os retangulos somados tende & 4rea real exata. (SIMOES,
2012, p. 32)

Assim, através da visualizagdo do grafico de determinada funcao, é possivel
fazer com que os estudantes identifiquem a regidao a qual se deseja aproximar a &area
e efetuem o seu céalculo como indicado acima. Dessa forma intuitiva o conceito de
integral pode ser trabalhado na educagao basica de modo a ampliar os conhecimentos
dos alunos em relacao a aplicabilidade da matematica.

Afinal, nos problemas reais envolvendo o calculo da area de uma plantacao,
por exemplo, dificilmente a regiao considerada sera exatamente uma figura geométrica

regular, sendo que o processo de aproximagao pode auxiliar nesse célculo.

5.1 - Histoéria da Integral

A historia da Integral descrita abaixo foi extraida dos livros: Calculo de George
B. Thomas (FINNEY, Ross L., WEIR Maurice D., GIORDANO Frank R.) e A Rainha
Das Ciéncias: Um passeio historico pelo maravilhoso mundo da matematica de GARBI,
Gilberto Geraldo.

O céalculo integral se originou com problemas de quadratura e cubatura. Re-
solver um problema de quadratura significa encontrar o valor exato da area de uma
regiao bidimensional cuja fronteira consiste de uma ou mais curvas, ou de uma super-
ficie tridimensional, cuja fronteira também consiste de pelo menos uma curva.

Para um problema de cubatura, queremos determinar o volume exato de um
solido tridimensional limitado, pelo menos em parte, por superficies curvas. Hoje, o
uso do termo quadratura nao mudou muito: matemdaticos, cientistas e engenheiros
comumente dizem que ‘reduziram um problema a uma quadratura”’, o que significa
que tinham um problema complicado, o simplificaram de varias maneiras e agora o
problema pode ser resolvido avaliando uma integral.

Historicamente, Hipocrates de Chios (cerca de 440 a.C.) executou as primeiras
quadraturas quando encontrou a area de certas lunas, regidoes que se parecem com a

lua proxima do seu quarto crescente. Antiphon (cerca de 430 a.C.) alegou que poderia
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“quadrar o circulo” (isto é, encontrar a area de um circulo) com uma seqiiéncia infinita
de poligonos regulares inscritos: primeiro um quadrado; segundo um octégono, a seguir

by

um hexadecaedro, etc., etc. Seu problema era o “etc., etc.”. Como a quadratura
do circulo de Antiphon requeria um ntmero infinito de poligonos, nunca poderia ser
terminada. Ele teria que ter usado o conceito moderno de limite para finalizar seu
processo com rigor matematico.

Mas Antiphon tinha o inicio de uma grande ideia agora chamado de método
de exaustao. Creditamos a Eudoxo (cerca de 370 a.C.) o desenvolvimento do método
de exaustao: uma técnica de aproximacao da area de uma regiao com um ndmero
crescente de poligonos, com aproximagoes melhorando a cada etapa e a area exata
sendo obtida depois de um ntmero infinito destas etapas; esta técnica foi modificada
para atacar cubaturas também.

Arquimedes (287-212 a.C.), o maior matemético da antigiiidade, usou o método
de exaustao para encontrar a quadratura da parabola. Arquimedes aproximou a area
com um numero grande de triangulos construidos engenhosamente e entao usou o
argumento da redugao ao absurdo duplo para provar o resultado rigorosamente e evitar
qualquer metafisica do infinito. Para o circulo, Arquimedes primeiro mostrou que a
area depende da circunferéncia; isto é muito facil de se verificar hoje em dia, uma
vez que ambas as formulas dependem de w. Entao Arquimedes aproximou a area do
circulo de raio unitario usando poligonos regulares de 96 lados inscritos e circunscritos!
Seu famoso resultado foi 3 % <m<3 %; mas como estas eram apenas aproximacoes,
no sentido estrito, nao eram quadraturas. Esta técnica refinou o método de exaustao,
assim quando existe um ndmero infinito de aproximagoes poligonais, chamamos de
método da compressao.

O processo de Arquimedes para encontrar a area de um segmento de uma
espiral era comprimir esta regiao entre setores de circulos inscritos e circunscritos: seu
método de determinar o volume de um condide (um soélido formado pela rotacao de
uma parabola ao redor de seu eixo) era comprimir este sélido entre cilindros inscritos
e circunscritos. Em cada caso, a etapa final que estabelecia rigorosamente o resultado
era o argumento da reducao ao absurdo dupla.

No seu possivelmente mais famoso trabalho, um tratado combinado de mate-
matica e fisica, Arquimedes empregou indivisiveis para estimar o centro de gravidade
de certas regioes bidimensionais e de certos solidos tridimensionais. Arquimedes re-
conheceu que, por um lado, seu trabalho sugeria a verdade de seus resultados, e por
outro faltava um rigor l6gico completo. Se considerarmos uma destas regides sendo
composta de um nimero infinito de retas, de comprimentos variados, entao estas retas

sao chamadas de indivisiveis. Similarmente, quando a composicao de um soélido tridi-

mensional é pensada como um numero infinito de discos circulares, de raios variados,
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mas com espessura zero, entao estes discos sao conhecidos como indivisiveis.

Mateméticos mugulmanos dos séculos IX a XIIT foram grandes estudiosos de
Arquimedes, mas nunca souberam da determinacao de Arquimedes do volume de um
conodide. Assim, um dos mais notaveis de todos matemaéticos arabes, Thabit ibn Qurrah
(826-901) desenvolveu sua propria cubatura, um tanto complicada, deste solido; e entao
o cientista persa Abu Sahl al-Kuhi (século X) simplificou consideravelmente o processo
de Thabit. Ibn al-Haytham (965-1039), conhecido no ocidente como Alhazen e famoso
por seu trabalho em 6tica, usou o método de compressao para encontrar o volume do
solido formado pela rotacao da parabola ao redor de uma reta perpendicular ao eixo
da curva.

Durante o periodo medieval no ocidente, foi obtido progresso aplicando as ideias
de célculo a problemas de movimento. William Heytesbury (1335), um membro do no-
tavel grupo de estudiosos do Merton College, em Oxford, foi o primeiro a vislumbrar
métodos para a determinacao da velocidade e a distancia percorrida por um corpo
supostamente sob “aceleracao uniforme”. Hoje, podemos obter estes resultados en-
contrando duas integrais indefinidas ou antiderivadas, sucessivamente. Noticias deste
trabalho de Heytesbury e seus colegas de Merton alcancaram Paris posteriormente no
século XIV onde Nicole Oresme (1320-1382) representou ambas a velocidade e o tempo
como segmentos de reta de comprimentos variaveis. Oresme colocou as retas de veloci-
dade de um corpo juntas verticalmente, como os indivisiveis de Arquimedes, sobre uma
reta base horizontal, e a configuracao total, como ele a chamou, representava a distan-
cia total coberta pelo corpo. Em particular, a adrea desta configuracao era chamada
de “quantidade total de movimento” do corpo. Aqui temos precursores dos graficos
modernos e o nascimento da cinematica.

A medida que os europeus comecaram a explorar o globo, tornou-se necessario
ter um mapa do mundo no qual certas retas representassem rumos sobre a superficie
da Terra. Houve diversas solugoes para este problema, mas a solucao mais famosa foi a
projecao de Mercator, embora Gerard Mercator (1512-1594) nao tenha explicado seus
principios geométricos. Aquela tarefa foi assumida por Edward Wright (1561-1615)
que, além disso, providenciou uma tabela que mostrava que as distancias ao longo das
retas de rumo seriam bem aproximadas somando os produtos (sec f Df ), onde f é a
latitude; isto é, aproximando a integral de sec f. Em seu New Stereometry of Wine
Barrels (Nova Estereometria de Barris de Vinho) (1615), o famoso astronomo Johannes
Kepler (1571-1630) aproximou os volumes de véarios sélidos tridimensionais, cada qual
era formado girando uma regiao bidimensional ao redor de um eixo. Para cada um
destes volumes de revolucao, subdividiu o solido em véarias fatias muito finas ou discos
chamados de infinitésimos (note a diferenca entre infinitésimos e os indivisiveis de

Arquimedes).
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Entao, em cada caso, a soma destes infinitésimos aproximavam o volume dese-
jado. A segunda lei de Kepler do movimento planetario requeria quadraturas de seg-
mentos de uma elipse, e para aproximar estas areas, somou triangulos infinitesimais.
Bonaventura Cavalieri (1598-1647), um aluno de Galileu, desenvolveu uma teoria de
indivisiveis.

Para uma regiao bidimensional, Cavalieri considerou a colecao de “todas as
retas” como sendo um tinico namero, a area da regiao. Christiaan Huygens (1629-1695)
criticou, “Sobre os métodos de Cavalieri: alguém se engana se aceitar seu uso como uma
demonstragao mas sao tteis como um meio de descoberta anterior & demonstragao...
isto é o que vem primeiro...”. Evangelista Torricelli (1608-1648), outro discipulo de
Galileu e amigo de Cavalieri, tentou resolver algumas das dificuldades com indivisiveis
ao afirmar que as retas poderiam ter algum tipo de espessura. Foi cuidadoso para usar
argumentos de reducao ao absurdo para provar quadraturas que obteve por indivisiveis.
O “Chifre de Gabriel” é uma cubatura “incrivel” descoberta por Torricelli.

Pierre Fermat (1601-1665) desenvolveu uma técnica para encontrar as areas
sob cada uma das “pardbolas de ordem superior” (y = kx", onde k > 0 & constante e
n = 2,3,4,...) usando retangulos estreitos inscritos e circunscritos para levar ao método
de compressao. Entao empregou uma série geométrica para fazer o mesmo para cada
uma das curvas y = kz", para n = —2,—3,—4,.... Mas, para sua decepc¢ao, nunca
foi capaz de estender estes processos para “hipérboles de ordem superior”, " = kx™.
Por volta da década de 1640, a formula geral para a integral de pardbolas de ordem
superior era conhecida de Fermat, Blaise Pascal (1623-1662), Gilles Personne de Rober-
val (1602-1675), René Descartes (1596-1650), Torricelli, Marin Mersenne (1588-1648) e
provavelmente outros. John Wallis (1616-1703) estava fortemente comprometido com a
relativamente nova notacao algébrica cujo desenvolvimento era uma caracteristica dos
matematicos do século XVII.

Por exemplo, ele tratou a pardbola, a elipse e a hipérbole como curvas planas
definidas por equacoes em duas variaveis em vez de secoes de um cone. Também
inventou o sfmbolo ¥ para infinito e, ao usar isto, obscureceu lugares onde agora
sabemos que deveria ter usado o limite. Estendeu a formula de quadratura para y =
kx™ para casos quando n era um numero racional positivo usando indivisiveis, razoes
inteligentes e apelos ao raciocinio por analogia. A dependéncia de Wallis em férmulas
o levou a varias quadraturas interessantes.

Roberval explorou o Principio de Cavalieri para encontrar a area sob um arco
da cicléide. Roberval e Pascal foram os primeiros a plotar as fungoes seno e co-seno e a
encontrar as quadraturas destas curvas (para o primeiro quadrante). Pascal aproximou
integrais duplas e triplas usando somas triangulares e piramidais. Estas nao eram

cubaturas, mas eram etapas em seu esforco para calcular os momentos de certos sélidos,
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para cada um dos quais ele entao determinou o centro de gravidade.

Finalmente, Gregory St. Vincent (1584-1667) determinou area sob a hipérbole
xy = 1 usando retangulo estreitos inscritos e circunscritos de larguras diferentes espe-
cialmente desenhados e o método de compressao. St. Vincent estendeu esta e outras
quadraturas para encontrar varias cubaturas.

Logo depois disto, seu aluno, Alfonso Antonio de Sarasa (1618-1667) reconheceu
que a quadratura da hipérbole esta intimamente ligada a propriedade do produto do
logaritmo! Seguindo uma sugestao de Wallis, em 1657, William Neile (1637-1670)
determinou o comprimento de uma secdo arbitraria da parabola semictibica, y? = 23, e
em 1658, Christopher Wren (1632-1723), o famoso arquiteto, encontrou o comprimento
de um arco da cicloide.

Em 1659, Hendrick van Heuraet (1634 - cerca de 1660) generalizou seu trabalho
somando tangentes infinitesimais a uma curva, portanto desenvolveu a esséncia do nosso
método moderno de retificacao usando uma integral para encontrar o comprimento de
um arco. Na forma geométrica, muito do calculo nos primeiros dois tercos do século
XVII culminaram no The Geometrical Lectures (1670) de Isaac Barrow (1630-1677).
Barrow deixou sua cadeira de Professor Lucasiano em Cambridge em favor de seu
ex-aluno Isaac Newton (1642-1727). Newton seguiu James Gregory (1638-1675) ao
pensar na area da regiao entre uma curva e o eixo horizontal como uma variavel; o
extremo esquerdo era fixo, mas o extremo direito podia variar. Este truque lhe permitiu
estender algumas formulas de quadratura de Wallis e o levou ao Teorema Fundamental
do Calculo.

O ultimo trabalho de Newton sobre calculo, e também o primeiro a ser publi-
cado, foi seu ensaio, “On the Quadrature of Curves” (Sobre Quadratura de Curvas),
escrito entre 1691 e 1693 e publicado como um apéndice na edicao de 1704 do seu
Opticks. Neste, ele montou uma tabela extensa de integrais de func¢oes algébricas um
tanto complicadas, e para curvas as quais nao podia desenvolver formulas de integra-
¢ao, inventou técnicas geométricas de quadratura. Usando o Teorema Fundamental do
Calculo, Newton desenvolveu as técnicas basicas para avaliar integrais usadas hoje em
dia, incluindo os métodos de substituicao e integracao por partes.

Para Gottfried Wilhelm Leibniz (1646-1716), uma curva era um poligono com
um nimero infinito de lados. Leibniz (1686) fez y representar uma ordenada da curva
e dx a distancia infinitesimal de uma abscissa para a préoxima, isto €, a diferenca entre
abscissas “sucessivas”’. Entao disse, “represento a area de uma figura pela soma de todos
os retangulos [infinitesimais| limitados pelas ordenadas e diferengas das abscissas...
e assim represento em meu célculo a area da figura por 0 y dz”. Leibniz tomou o
“S” alongado para a integral do latim summa e d do latim differentia, e estas tém

permanecido nossas notagoes de calculo mais bésicas desde entao.
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Ele considerava as contas de calculo como o meio de abreviar de algum modo
o classico método grego de exaustao. Leibniz era ambivalente sobre infinitesimais,
mas acreditava que contas formais de calculo poderiam ser confidveis porque levavam
a resultados corretos. O termo integral, como usamos em célculo, foi cunhado por
Johann Bernoulli (1667-1748) e publicado primeiramente por seu irmao mais velho
Jakob Bernoulli (1654-1705). Principalmente como uma conseqiiéncia do poder do
Teorema Fundamental do Calculo de Newton e Leibniz, integrais eram consideradas
simplesmente como derivadas “inversas”. A area era uma nocao intuitiva, quadraturas
que nao podiam ser encontradas usando o Teorema Fundamental do Céalculo eram
aproximadas. Embora Newton tenha desferido um golpe muito imperfeito sobre a ideia
de limite, ninguém nos séculos XVIII e XIX teve a visao de combinar limites e areas
para definir a integral matematicamente. Em vez disso, com grande engenhosidade,
muitas formulas de integracao inteligentes foram desenvolvidas.

Aproximadamente ao mesmo tempo em que a tabela de integrais de Newton
tinha sido publicada, Johann Bernoulli desenvolveu procedimentos matematicos para a
integracao de todas as funcgoes racionais, o qual chamamos agora de método das fragoes
parciais. Estas regras foram resumidas elegantemente por Leonhard Euler (1707-1783)
em seu trabalho enciclopédico de trés volumes sobre calculo (1768-1770). Inciden-
talmente, estes esforgos estimularam o aumento do interesse durante o século 18 na
fatoracao e resolucao de equagoes polinomiais de graus elevados.

Enquanto descrevia as trajetorias dos cometas no Principia Mathematica (1687),
Newton propos um problema com implicagoes importantes para o calculo: “Para en-
contrar uma curva do tipo parabélico [isto é, um polindémio| a qual deve passar por
qualquer nimero de pontos dados”, Newton redescobriu a féormula de interpolagao de
James Gregory (1638-1675); hoje, é chamada de formula de Gregory-Newton, e em
1711, ele ressaltou sua importancia: “Assim as areas de todas as curvas podem ser
aproximadas... a area da parabola [polinomio| serd quase igual a area da figura cur-
vilinea ... a parabola [polinémio| pode sempre ser quadrada geometricamente por
métodos conhecidos em geral [isto ¢, usando o Teorema Fundamental do Célculo]”. O
trabalho de interpolacao de Newton foi estendido em épocas distintas por Roger Cotes
(1682-1716), James Stirling (1692-1770), Colin Maclaurin (1698-1746), Leonhard Euler
e outros. Em 1743, o mateméatico autodidata Thomas Simpson (1710-1761) encontrou
0 que se tornou um caso especial, popular e 1til das formulas de Newton-Cotes para
aproximar uma integral, a Regra de Simpson.

Embora Euler tenha feito cilculos mais analiticos que geométricos, com énfase
em funcoes (1748; 1755; 1768), houve varios mal-entendidos sobre o conceito de fungao,
propriamente dito, no século XVIII. Certos problemas de fisica, como o problema da

corda vibrante, contribuiram para esta confusao. Euler identificou tanto funcoes com
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expressao analitica, que pensou em uma funcao continua como sendo definida apenas
por uma tnica formula em todo seu dominio.

A ideia moderna de uma funcao continua, independente de qualquer féormula,
foi iniciada em 1791 por Louis-Frangois Arbogast (1759-1803): “A lei de continuidade
consiste em que uma quantidade nao pode passar de um estado [valor| para outro
[valor| sem passar por todos os estados intermediarios [valores| ...”. Esta ideia tornou-se
rigorosa em um panfleto de 1817 por Bernhard Bolzano (1781-1848) e é conhecida agora
como o Teorema do Valor Intermediario. Funcoes descontinuas (no sentido moderno)
foram for¢adas na comunidade matematica e cientifica por Joseph Fourier (1768-1830)
no seu famoso Analytical Theory of Heat (Teoria Analitica do Calor, 1822). Quando
Augustin Louis Cauchy (1789-1857) assumiu a reforma total do calculo para seus alunos
de engenharia na Ecole polytechnique na década de 1820, a integral era uma de suas
pedras fundamentais:

“No calculo integral, me pareceu necessario demonstrar com generalidade a
existéncia das integrais ou funcgoes primitivas antes de tornar conhecidas suas diversas
propriedades. Para alcancar este objetivo, foi necessario estabelecer no comeco a nogao
de integrais tomadas entre limites dados ou integrais definidas”.

Cauchy definiu a integral de qualquer fungao continua no intervalo [a, b] sendo
o limite da soma das areas de retangulos finos. Sua primeira obrigacdo era provar que
este limite existia para todas as funcoes continuas sobre o intervalo dado. Infelizmente,
embora Cauchy tenha usado o Teorema do Valor Intermediirio, nao conseguiu seu
objetivo porque nao observou dois fatos tedricos sutis mas cruciais. Ele nao tinha
nocao das falhas logicas no seu argumento e prosseguiu para justificar o Teorema do
Valor Médio para Integrais e para provar o Teorema Fundamental do Céalculo para
funcoes continuas.

Niels Henrik Abel (1802-1829) também apontou certos erros delicados ao usar
a integral de Cauchy para integrar todo termo de uma série infinita de fungdes. A
primeira prova rigorosa da convergéncia da Série de Fourier geral foi feita por Peter
Gustav Lejeune Dirichlet (1805-1859) em 1829. Dirichlet também é responsavel pela
definicdo moderna de func¢ao (1837). Em 1855, Dirichlet sucedeu Carl Friedrich Gauss
(1777-1855) como professor na Universidade de Gottingen. Por sua vez, Georg F. B.
Riemann (1826-1866) sucedeu Dirichlet (1859) em Gottingen.

No processo de extensao do trabalho de Dirichlet sobre séries de Fourier, Rie-
mann generalizou a definicao de Cauchy da integral para funcoes arbitrarias no inter-
valo [a,b], e o limite das somas de Riemann ¢é a formulagdo no texto. Imediatamente,
Riemann perguntou, “em que casos uma funcgao é integravel?” A maior parte do de-
senvolvimento da teoria de integracao foi subseqiientemente verificada por Riemann e

outros, mas ainda havia dificuldades com integrais de séries infinitas que nao foram
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trabalhadas até o inicio do século XX.

5.2 - A Integral de Riemann

Em geometria muitas vezes nos deparamos com problemas que recaem no cal-
culo de areas de figuras geométricas. O calculo Integral se originou a partir da neces-
sidade de resolver um problema de quadratura, ou seja, de encontrar o valor exato de
area de uma regiao bidimensional ou de superficie tridimensional, cujas fronteiras sao
de uma ou mais curvas.

Hipocrates de Chios (cerca de 440 a.C.) resolveu os primeiros problemas envol-
vendo quadratura quando encontrou a area de certas linulas (regides que se pareciam
com a lua crescente proxima a seu quarto). Antiphon (cerca de 430 a.C.) afirmou que
conseguiria “quadrar o circulo”, isto é, encontrar a area de um circulo a partir de uma
sequéncia infinita de poligonos regulares inscritos: primeiro um quadrado, segundo um
octégono, a seguir um hexaedro, etc. O problema era essa indugao, pois a quadratura
do circulo de Antiphon requeria um nimero infinito de poligonos, que nunca poderia
ser terminada. Ele teria de ser usado o conceito moderno de limite para finalizar seu
processo com rigor matematico.

Bernhard Riemann (1826 - 1866) foi o precursor da primeira defini¢ao rigorosa
da integral de uma funcdo num intervalo. A integral de Riemann em [a,b] de uma
funcao positiva pode ser interpretada geometricamente como sendo a area da regiao do

plano limitada pelo grafico de f, pelo eixo = e pelas retas t =a e x = b.

flx)

P .

a b

Figura 5.2: Soma de Riemann em [a, b] de uma funcao.

Se f é uma fungdo continua definida por a < z < b, dividimos o intervalo [a, b]
b—a

em n subintervalos de comprimentos iguais a C' = ——. Sejam a = g, T1, %2, ..., T, =
n

b os extremos desses subintervalos, e seja z; o i-ésimo ponto contido no subintervalo
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[x;, x;11], entdo a integral definida de f é:
b n

5.3 - Nocgao Intuitiva de Integral

Sabemos que a derivada de uma funcao y(z), é dada pelo limite da razdo

incremental: ( Ax) ()
/ o yle+Az) -y
=T A

Nesse capitulo mostraremos a parte intuitiva do processo de integragao para,

posteriormente, evoluirmos para definicoes mais elaboradas.

5.3.1 O método da exaustao

Vamos iniciar com a bem conhecida equa¢do do circulo de raio 1 (um) e tomar

o intervalo entre 0 e 1, ou seja, no primeiro quadrante cujo dominio é [0, 1].
y(x) =v1— 22

Pergunta-se: como podemos calcular a area sob a curva? Para responder essa
questao, vamos usar o chamado método da exaustao, que, como o nome esta dizendo, é
um tanto cansativo/demorado. Vamos iniciar supondo que a area pode ser aproximada

pelo quadrado mostrado na Figura 5.3.

Figura 5.3: Aproximagao da area sob a curva y(z) = v/1 — 2% no intervalo [0, 1] por 2
retangulos.
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Esse quadrado tem base Az igual a 1 e altura dada pelo valor da funcao cal-

culada na posicao correspondente a metade da base. Assim:

1
Sy = y<§> Az
1 1\2 4 1 3 1
Com0y<§):\/1—<§> :\/Z—Z:\/gzix/g e Ax =1, logo
1
S =-v3-1.
2
Calculando a raiz obtemos
S1 = 0,8660.

Como ja sabemos, o resultado dessa area é %, pois é um quarto da area de
um circulo com raio igual & unidade. Com quatro casas apds a virgula, a area deve
ser 0,7854. Como se vé, a area estd com valor maior, o que pode ser verificado pela
observagao da Figura 5.3.

Vamos melhorar um pouco dividindo a base em dois, Az = %, como mostrado

1= (o(2) +o(3)) -

1 9 1
e (o) 4

Escrevendo as fracoes com o mesmo denominador:
16 1 16 9 /15 |7

1
Extraindo a raiz quadrada de 6 temos:

na Figura 5.4.

como Ax = %, temos:

1
Sy = Z(\/15 +/7)-0,5.
Calculando as raizes obtemos

Sy =0,25-0,5-(3,8729 + 2,6457) = 0,125 - 6,5186 = 0, 8148.
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Figura 5.4: Aproximagao da area sob a curva y(x) = v/1 — 22 no intervalo [0, 1] por 4
retangulos.

Continuando o nosso método, na Figura 5.5, tomamos Ax igual a i:

si= (o) +o(5) +u(§) +o(§)) -
(A @)
S e e e B

Escrevendo as fracoes com o mesmo denominador

64 64 64 64 64 64 64 64

B /63+ /55+ /39+ 15\ 1
N 64 64 64 64 | 4

1
Extraindo a raiz de 61 obtemos

( 64 1 64 9 64 25 64 49) 1
54: Z
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S = S (VO3 + V55 + V3D + VD) |
Calculando as raizes temos
Sy = 0,125-(7,93+ 7,41+ 6,24 4 3,87) - 0,25
= 0,125-25,45-0,25
= 0,7960
= (ylwr) + ylas) + y(as) + y(ea) Ac.

Essa soma de quatro termos pode ser escrita na notacao de somatoério como:

O resultado de S; é 0,7960. Vocé pode ver que estamos, lentamente, nos
aproximando do valor “correto”; que &, como ja foi dito, 0, 7854 (“correto” entre aspas,
pois o valor correto ¢ um nimero real cujo valor é 7). Podemos inferir que quanto
maior for o niimero de retangulos mais proximos estaremos do valor exato.

Partindo deste ponto de vista, vamos generalizar a equagao acima para um

nimero genérico de quadrados. A férmula acima pode ser escrita como:
S = (y(a1) +y(w2) + y(3) + y(aa)) A

Essa soma de quatro termos pode ser escrita na notacao de somatoério como:

Para um nimero genérico (n) de retangulos, o somatorio fica:

Sa, = Z y(x;)Ax.
i=1
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Figura 5.5: Aproximacao da area sob a curva y(x) = v/1 — 22 no intervalo [0, 1] por 8
retangulos.

Como ja vimos, quanto maior for o niimero de retangulos, mais proximo esta-

remos do valor 7. Qual seria o nimero de retangulos que daria valor correto (agora
sem aspas)? Um namero muito grande, ou seja, quando o ntimero de retangulos tende

ao infinito. Dessa forma, a equacao acima pode ser escrita como:

E uma soma de infinitos termos infinitamente pequenos. Essa soma é simboli-

zada pela letra S espichada ([ ), assim:

S:/M@Am

Leé-se “area € igual a integral da funcao y(x)”; dx (diferencial de ) é o simbolo
usado para S(x) quando este tende a zero. Para sermos mais rigorosos e considerando
que a area abaixo da curva, representada pela funcao y = /1 — 22, é calculada entre
os pontos 0 e 1, a notacgao da integral deve conter essa informacao. Assim, essa integral

é denominada de integral definida no intervalo [0, 1]. A notagao tem a seguinte forma:

S:AE@mm

Repetimos que a variavel area (S) € um niimero que representa uma area e ndo
¢ uma funcio de z. Area (9) é funcdo dos limites de integracdo, daqui a pouco veremos
que esse fato nos permitira definir uma nova funcao. Acabamos de ver que a operacao
de integracao (ou se vocé quiser: a integral) representa geometricamente a area abaixo

de uma curva. Vamos, entao, partir dessa ideia, e calcular algumas areas sob curvas
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representadas por funcoes simples. Com isso, vamos dar um passo adiante e tornar
a ideia de integral um pouco mais geral (mais abstrata), em que a integral de f(z) é

outra fungdo de x, a primitiva F(z).

5.4 - Area sob funcoes simples

Vamos calcular agora a area sob uma funcao muito simples, a funcao constante,

y(x) = C, representada na Figura 5.6.

v

C

—_—
K

Figura 5.6: Grafico de uma funcao constante.

A area do retangulo de altura C' e base 2’ + a é:
Fi = (2" +a)C = Ca' +aC.

Aqui, vé-se claramente que F; é proporcional a z’, portanto podemos dizer que
Fi & uma funcao de 2/, ou seja:
Fi(2")=C(2") + Ca.

Vamos, agora, calcular a area sob a funcao linear y(x) = ax + b, mostrada na

Figura 5.7.

yix) &

:v

Figura 5.7: Grafico de uma funcao linear.
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A area do tridngulo é dada pela metade do produto entre a base e a altura.

Como a base é o comprimento da reta entre —— e 2/, temos:

) = % (x - (—g)) y(z') = % (:U + S) (az’ +b).

Aplicando a propriedade distributiva obtemos

1 b 2 1 1 1 b?
B(a') = (am’2 + bx' + - ax’ + E) = —az” 4+ —ba' + ~ba’ + —

2 2 2 2 2a
1 b?
= 5@95’2 + bx’ + %

Agora, observe a Tabela 5.1 na qual mostramos na primeira coluna a funcao
constante, f(x') = C, e a linear, f(z') = ax’ + b; na segunda coluna, estdo as fungoes
que representam as areas Fy(z’) e Fy(z') (como 2’ é, neste caso, uma variavel muda,

podemos trocar x’ por x sem perda de nenhuma informagao).

dF(x
@) | P i
C Cx+Ca C
ar +b 1cch +br + v <1>/a$2 + 1(a)’x2 + 1CL(QL’Q)’ + (b)'x + b(x) + (E)/
2 2a 2 2 2 2a
%aZm +b+0
ar +b

Tabela 5.1: Func¢ao constante e funcao linear.

Podemos ver que a operacdo de derivagao das funcoes F'(x) nos levou as fungoes
f(x). Em outras palavras, e sendo um tanto repetitivo, a operac¢ao derivada recuperou
a funcao inicial.

Para fixar bem esse conceito: dada uma func¢io f(z) que tem como integral
F(zx), a derivada de F(x) é a fungao original f(x). Podemos, entdo, afirmar que a

operacao de integracao é inversa a operacao de derivagao.



Capitulo

CALCULO NO ENSINO SUPERIOR

E comum existir nos varios cursos superiores disciplinas que acabam por se
tornar simbolos do curso, em parte devido a sua dificuldade, em parte devido a serem
formas de conhecimento bem diferentes daquelas a que os alunos estao acostumados.
Devido a sua caracteristica e de mitos, essas disciplinas representam um desafio para
os alunos, e os relatos das dificuldades encontradas passam de turma em turma, nem
sempre de forma fidedigna, contribuindo para aumentar o carater de mito.

Assim, os alunos acabam por considerar natural um insucesso nessas disci-
plinas, e os professores estabelecem padroes de reprovacao “normais”. Esses padroes
tornam aparentemente desnecessaria qualquer reflexdo sobre os problemas enfrentados
na disciplina, ja que estao “dentro da normalidade”.

Nos cursos de Ciéncias Exatas e Tecnologia, a disciplina que mais retine as
caracteristicas de mito, embora nem sempre seja a que mais reprova, ¢ a disciplina que
primeiro apresenta o aluno ao Céalculo Diferencial e Integral, normalmente conhecida
como Calculo 1.

Estudos e pesquisas tém apontado que ha um grande ntimero de nao aprova-
¢oes nas disciplinas iniciais de Calculo dos cursos superiores no Brasil que envolvam
contetidos relacionados, principalmente, ao estudo de funcoes, ou seja, conceitos de

limites, derivadas e integrais.

6.1 - Para que Serve o Calculo Diferencial e Integral

No mundo quase tudo depende de varias varidveis: pressao atmosférica, tem-
peratura, densidades de massa ou de carga elétrica, grandezas econoémicas, grandezas
mecanicas como a posicao, a velocidade ou a aceleracao.

Algumas destas grandezas sao representadas matematicamente por campos es-

calares; em cada ponto temos um nimero que significa alguma unidade, por exemplo,



82

uma temperatura, ou uma pressao, ou uma densidade de massa por unidade de volume.
Outras grandezas sao representadas por campos vetoriais; em cada ponto temos um
vetor que representa, por exemplo, uma for¢a aplicada nesse ponto, ou a posi¢ao de
uma, particula ou a sua velocidade. Nao conhecer a matéria deixar-nos-ia incapazes de
quantificar e analisar de forma cientifica quase tudo o que nos rodeia; como se fossemos
analfabetos na biblioteca mais rica do mundo.

Para se construir uma estrutura, tem de conseguir responder a varias questoes
que de imediato se poem, por exemplo: Quanto pesa a cobertura (qual é a sua massa)?
Qual é a area que ocupa? Em que pontos devem ser colocados os apoios e que cargas
devem poder suportar? Que angulos com a vertical devem ou podem os apoios fazer?

Para responder a estas questoes precisamos de um modelo mateméatico da es-
trutura. Como a extensao em comprimento e largura da cobertura ¢ muito maior do
que a sua espessura, ¢ muito 1til e uma boa aproximacao considerar a cobertura como
uma, superficie.

Apos termos a descricao da superficie em termos de uma equacao ou de uma
parametrizacao e conhecendo a densidade efetiva de massa por unidade de area, pode-
mos calcular a massa da cobertura, a sua area, os momentos de inércia relativos a varios
eixos, o momento de inércia mede a capacidade de rotacao da estrutura em torno de
um eixo e assim calcular as cargas exercidas sobre os apoios. Podemos também calcular
as equacoes das retas perpendiculares a cobertura.

Em Célculo tudo isto se aprende a calcular através do estudo de variedades
e de integrais em variedades (neste caso mais simplesmente superficies e integrais de
superficie).

O Eletromagnetismo é uma parte da Fisica estudada em praticamente todas
as engenharias.

O Eletromagnetismo é aplicado no estudo das tecnologias como: celulares,
televisoes, radios, leitores de CD, computadores, trovoadas, reacoes quimicas, a visao,
o radar, a luz das estrelas.

O Eletromagnetismo como a Fisica é representado por equacoes matematicas.
Por exemplo, a primeira equacao da origem a Lei de Gauss: a carga elétrica total no
interior de uma superficie fechada é proporcional ao fluxo do campo elétrico para o
exterior da superficie. Também a Lei de Ampére do magnetismo pode ser entendida
de modo semelhante.

Os conceitos fundamentais da Mecanica de posicao , velocidade, aceleracao e
forca sao grandezas representadas matematicamente por campos vetoriais. O Célculo
Diferencial de Varias Variaveis é essencial para as manipulacoes mais elementares destas
grandezas fisicas: por exemplo, o campo vetorial velocidade é a derivada em ordem ao

tempo do campo vetorial posicao, a aceleracao é obtida derivando a velocidade em
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ordem ao tempo.

A integral de linha é utilizada para calcular o trabalho de uma for¢a ao longo
de uma trajetoria. Forca conservativa é a forca cujo trabalho realizado ao longo de
qualquer caminho unindo dois pontos fixos arbitrarios independe do caminho escolhido.

A estrutura e as aplicacoes tecnologicas na Mecanica dos Fluidos é afetada
pelas leis de movimento dos fluidos. Um exemplo disto é o da aerodinamica de um
aviao, associada a um bom desempenho e a um mais baixo consumo de combustivel,
que é testada em todos os novos prototipos em tineis de vento.

Outro exemplo é o estudo dos problemas do transito numa grande cidade que
pode ser modelado por um problema de mecanica dos fluidos fazendo-se variar a ve-
locidade, compressibilidade, viscosidade e outras propriedades do fluido consoante a
situacao concreta que se pretende estudar. Uma das equagoes fundamentais da Me-
canica dos Fluidos ¢ a Equacao de Navier-Stokes. A linguagem em que é escrita a
Equacao de Navier-Stokes é, mais uma vez, a do Calculo Diferencial de Varias Varié-

veis, aplicado ao campo vetorial da velocidade do fluido e a outros.

6.2 - Reprovacoes na disciplina de Calculo Diferencial

e Integral

De acordo com Swokowski, o calculo foi descoberto no século XVII como ins-
trumento para investigar problemas que envolveram movimento. Para estudar objetos
que se movem a velocidade constante e ao longo da trajetéria retilinea ou circular, a
algebra e a trigonometria podem ser suficientes, mas se a velocidade varia ou se a traje-
toria ¢ irregular o calculo torna-se necessario. Uma descri¢ao cuidadosa de movimento
exige defini¢oes precisas de velocidades (espaco percorrido) na unidade de tempo e
aceleragao (taxa de varia¢do da velocidade).

Estas definicoes podem ser obtidas utilizando-se um dos conceitos fundamentais
do célculo: a derivada. Ambos os conceitos de derivada e integral sao definidos por
processos de limites. O conceito de derivada ¢ invariavelmente apoiado no conceito de
limite: passa-se ao limite da reta tangente, retendo o valor final do coeficiente angular,
ou inclinagao, e esse é um caminho que se torna cada vez mais dificil para calouros
provenientes do ensino médio brasileiro.

A nocao de limite é a ideia inicial que separa o célculo da matemética elemen-
tar. Isaac Newton (1642-1727) e Gottfried Leibniz (1646-1716) descobriram indepen-
dentemente a conexao entre derivadas e integrais e a invencao do célculo é atribuida a
ambos.

O conceito de derivada, nos cursos de célculo, normalmente, é apresentado a
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partir de retas secantes e tangentes. A representacdo geométrica comum a todos é a
de retas tangentes, onde a razdo incremental figura unicamente como a inclinagao de
secantes que tendem a uma tangente. Essa construgao tem como raiz cognitiva a nogao
de limite, talvez o principal obstéculo na compreensao do conceito de derivada (Giraldo
& Carvalho, 2002). Cornu (Tall (Ed) 1991) afirma que:

Uma das maiores dificuldades no ensino e aprendizagem do conceito
de limite reside ndo apenas na riqueza e complexidade, mas também
nos aspectos cognitivos, que nao podem ser gerados puramente a par-
tir da definicdo. A distincao entre a definicdo e o proprio conceito
é didaticamente muito importante. Lembrar da definicao de limite é
uma coisa, adquirir a concep¢ao fundamental é outra. [...] A partir
deste ponto de vista, estudantes freqiientemente acreditam que “en-
tenderam” a definicdo de limite sem realmente apreender todas as
implicacées do conceito formal. (CORNU, 1991, p. 153).

Sendo assim, a definicao formal de derivada nao se caracteriza como uma raiz
cognitiva para o conceito, pois, fundamenta-se no conceito de limite. Nesse sentido se
o aluno nao dominar o conceito de limite, nao poderia entao entender o significado de
derivada, pois ambos estao totalmente ligados.

Diversos estudos tém mostrado que o ensino de Matematica em varios cursos
superiores de Universidades brasileiras padece do mesmo mal: a falta de conexao entre
o que é estudado em sala de aula com a realidade do aluno, ou seja, os professores
nao enfatizam a aplicabilidade dos conteidos estudados tanto para o curso de gradu-
acdo quanto para a futura vida profissional dos estudantes. Segundo Bathelt, (apud
FERRUZZI, 2003, p. 30)

[...] ainsatisfacdo de alunos e professores sobre os resultados escolares
nessa ciéncia, indica que existem problemas sobre sua pratica de en-
sino e aprendizagem que precisam ser encarados. A Matemética tem
sido trabalhada nas escolas como um amontoado de regras e proce-
dimentos mecénicos a serem decorados e, oportunamente, utilizados.
Trabalhados dessa forma seus contetidos decorados nao tém qualquer
significado pratico ou teérico para a vida dos alunos. (BATHELT
apud FERRUZZI, 2003, p. 30)

No caso especifico do Célculo Diferencial e Integral, trata-lo de forma desconexa
as outras disciplinas do curso, sem contextualizacao, torna o aprendizado cansativo e
sem propositos. Alia-se a esse fato a forma desestimulante com que muitos professo-
res da disciplina ministram seus cursos, apresentando problemas prontos e acabados
que exigem do aluno apenas a aplicagao de alguma técnica previamente decorada ou
memorizada e nao o raciocinio critico em torno do problema que esta sendo proposto,
eliminando do processo de ensino-aprendizagem um fator fundamental: a criatividade

e o prazer.
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Segundo Dacquino (apud MACINTYRE, 2002, p. 48), podemos observar que
o indice de reprovacao na disciplina de Célculo Diferencial e Integral é creditada a
dificuldade que os académicos encontram até mesmo nas operacoes basicas matemé-
ticas, apresentando um nimero consideravel de desisténcias e um razoavel nimero de
reprovacgoes, reflexo inclusive do elevado nimero de pessoas que ficam em exame nesta
disciplina. Uma das causas destas dificuldades esta associada a um Ensino Médio de

qualidade questionavel, geralmente cursando em condicoes nao ideais.

Um dos grandes desafios no ensino superior de matematica ainda é,
sem duvida, o tao propalado “fracasso no ensino de Célculo”. Creio
que, se investigarmos a origem histérica de tal “fracasso”, verificare-
mos que este tem inicio desde o momento em que se comeca a ensinar

Calculo (REZENDE, 2003, p. 1).

Rezende cita varias instituicoes de ensino que apresentam resultados nao muito

satisfatorios em relagdo ao aproveitamento dos alunos. Como exemplo, Barufi (1999,
apud REZENDE, 2003, p. 1) relata que:

[...] o indice de n@o aprovacao em cursos de Céalculo Diferencial e
Integral oferecidos, por exemplo, aos alunos da Escola Politécnica da
USP, no periodo de 1990 a 1995, varia de 20% a 75%, enquanto que
no universo dos alunos do Instituto de Matemaética e Estatistica o
menor indice nao é inferior a 45%.

Rezende (Ibid., p. 2) destaca os indices relativos & UFF - Universidade Federal
Fluminense. Segundo ele, “a variacao do indice de nao aprovagao se encontra na faixa
de 45% a 95%, sendo que para o Curso de Matematica este nao é inferior a 65%”. Essa
situacao nao é particular de uma universidade ou outra, pois os indices também sao
semelhantes, por exemplo, na Universidade Federal de Santa Maria - UFSM, que foi
constatado por Molon (2013) numa pesquisa.

Neste estudo foram levantadas as informacoes relativas a um periodo de trés
anos a contar do segundo semestre de 2009 ao primeiro semestre de 2012. As disciplinas
analisadas foram: Célculo Diferencial e Integral. Essas disciplinas possuem, em geral,
a mesma ementa, porém sao aplicadas a cursos diferentes na UFSM. A contagem
realizada buscou simplesmente avaliar quantitativamente o nimero de aprovagoes e
nao aprovacoes nas disciplinas de Célculo.

Destaca-se que, o nimero geral de nao aprovagoes engloba as reprovacoes por
nota, as reprovacoes por frequéncia, o nimero de trancamentos parciais e o niimero de
cancelamentos de matricula. Os resultados desse levantamento de dados serao aborda-
dos abaixo. Observa-se que ao citar a disciplina de Calculo, no decorrer desse trabalho,

estard se fazendo referéncia as disciplinas citadas anteriormente.
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No segundo semestre de 2009, ou seja, no periodo 2009/02, houve 521 alunos
matriculados nas disciplinas citadas. Desses, o indice de ndo aprovacao foi de 58,93%,
isto ¢, 307 alunos.

No periodo 2010/01 houve 552 alunos matriculados nas disciplinas citadas.
Desses, o indice de nao aprovacao foi de 51,09%, ou seja, 282 alunos. Ja no periodo
2010/02 foram matriculados nas disciplinas iniciais de Calculo, na UFSM, 622 alunos.
Nesse semestre o indice de nao aprovacao foi de 57,56%, ou seja, 358 alunos.

No ano de 2011 os indices seguiram o mesmo padrao. No primeiro semestre,
de um total de 560 alunos, 47,42% dos alunos obtiveram aprovacdo, ou seja, a maioria,
295 alunos nao foi aprovada.

No segundo semestre de 2011 os dados levantados sao ainda mais dispares, uma
vez que o nimero de alunos que nao obtiveram sucesso nas disciplinas analisadas foi
de 386 alunos de um total de 644 matriculas.

O 1ltimo semestre analisado foi o periodo 2012/01, onde se verificou de um
total de 557 alunos matriculados nas disciplinas acima destacadas, somente 31,42% de
aprovagao.

Para finalizar o levantamento de dados de Molon (2013) na UFSM, destacamos
que no total foram analisadas 3457 matriculas nas disciplinas iniciais de Calculo, no
periodo de trés anos. Desse total, 1447 alunos foram aprovados. O indice geral de nao
aprovacao nesse periodo foi de 58,14%.

Os indices de nao aprovagoes nas disciplinas de calculo na Universidade Federal
de Mato Grosso (UFMT), do Campus Universitario do Araguaia, também sio alarman-
tes. Foram analisados os cursos do ICET (Instituto de Ciéncias Exatas e da Terra),
os cursos que pertencem ao ICET sao: Agronomia, Engenharia de Alimentos, Ciéncia
da Computacao, Licenciatura em Matemaética, Licenciatura em Quimica, Licenciatura
em Fisica e Engenharia Civil.

Na disciplina de Fundamentos de Matematica (na estatistica foram inclusos os
alunos dos cursos de Biomedicina e Licenciatura em Ciéncias Biologicas) no primeiro
semestre de 2012 foram matriculados 505 alunos. Destes 253 foram nao aprovados,

totalizando 50,1% de nao aprovados.
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Figura 6.1: Indice de aprovacdo na disciplina Fundamentos de Matematica, periodo

2012/1.

No primeiro semestre de 2012 os dados levantados sao ainda mais dispares,

uma vez que o nimero de alunos que nao obtiveram sucesso na disciplina de Calculo I

foi de 60 alunos de um total de 93 matriculas. O indice geral de nao aprovagao nesse
periodo foi de 64,5%.

Calculo 120121

W Aprovados
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Figura 6.2: Indice de aprovacdo na disciplina Calculo I, periodo 2012/1.

No primeiro semestre de 2012, foram matriculados 93 alunos na disciplina de

Calculo II destes 44 alunos foram nao aprovados, totalizando 47% de reprovacoes.
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Figura 6.3: Indice de aprovacio na disciplina Calculo I, periodo 2012/1.
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No ano de 2013, a estatistica mostra que dos 409 alunos matriculados na dis-

ciplina de Fundamentos de Matemaética, 227 foram ndo aprovados, ou seja 55,5% sao

de nao aprovados.

55,50%

-

Fundamentos de matematica 20131

W Aprovados
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Figura 6.4: Indice de aprovacio na disciplina Fundamentos de Matematica, periodo

2013/1.

A estatistica mostra que no primeiro semestre de 2013 houve 71,50% de nao

aprovacoes na disciplina de Céalculo I, dos 91 matriculados apenas 26 foram aprovados.
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Figura 6.5: Indice de aprovacdo na disciplina Célculo I, periodo 2013/1.

No ano de 2013 primeiro semestre na disciplina de Calculo II foram matricula-

dos 84 alunos, destes 28,5% foram nao aprovados.

Calculo 1l 20131

W Aprovados

Mao Aprovados

Figura 6.6: Indice de aprovacdo na disciplina Calculo II, periodo 2013 /1.

A partir desses dados podemos observar que o insucesso dos alunos nas disci-
plinas de Calculo é grande, e infelizmente o aluno ja chega & universidade com grandes
dificuldades, pois o indice de nao aprovacoes em fundamentos de matematica é bem
alta, entao devemos repensar como é trabalhada essa matematica no ensino médio, visto
que o aluno nao esta sendo preparado devidamente para adentrar ao ensino superior e

se deparar com a disciplina de calculo.
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Para finalizar a estatistica fazemos abaixo uma comparacao do desempenho dos
alunos do ICET nas disciplinas de Fundamentos de Matematica, Célculo I e Célculo
I, podemos perceber que houve aumento dos alunos nao aprovados nas disciplinas de

Fundamentos de Matematica e Calculo 1.

Fundamentos de Matematica

M&o aprovade 20131

MFo aprovads 20121

46,000  4800% 5000%  52,00%  54,00%  56,00%

Figura 6.7: Fundamentos de Matemaética - comparacoes dos nao aprovados dos anos
de 2012/1 e 2013/1.

Calculo|
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Figura 6.8: Calculo I - comparagoes dos ndo aprovados dos anos de 2012/1 e 2013/1.
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Figura 6.9: Calculo IT - comparagoes dos ndo aprovados dos anos de 2012/1 e 2013/1.

Por outro lado, com base nas pesquisas feitas por Cabral (1992) e Reis (2001),
nos parece unanime que, entre os professores de Calculo, a grande culpada pelos altissi-
mos indices de reprovacao nesta disciplina é a falta de base dos alunos vindos do Ensino
Médio. De fato, concordamos que a formacao matemaéatica dos alunos da escola basica
é muito deficiente, conforme mostram a estatistica de nao aprovados na disciplina de

Fundamentos de Matematica.



CONSIDERACOES FINAIS

A disciplina de Célculo é responsavel por um grande nimero de reprovacoes e
desisténcias de alunos nos cursos de graduagao, uma vez que os mesmos, ao ingressarem
em um curso superior na area das Ciéncias Exatas e Tecnologia, se deparam com
atividades muitas vezes sem contextualizacao e aprofundadas, sem este estudo prévio,
ou seja, sem a construcao das ideias fundamentais para a compreensao da disciplina
em questao.

Nesse sentido, tivemos como propoésito avaliar a possibilidade e a necessidade
da insercao das nocoes intuitivas do Célculo Diferencial e Integral no Ensino Médio,
ainda no primeiro ano, aliado ao estudo de funcgoes. Ao deixar de trabalhar essas
ideias, ainda no ensino médio, se perde uma possibilidade de ampliar o conhecimento
dos estudantes e de mostrar a aplicagao dos conceitos matematicos que estao presentes
no curriculo desse ano.

Entendemos que uma maior atencao a aplicagao, a experimentacao e a visuali-
zacao dos conceitos matemaéaticos nesta fase da escolaridade, pode reverter o quadro de
dificuldades e altos indices de reprovacao nas disciplinas de Céalculo no Ensino Superior.

Segundo dados do Ministério da Educacao, o desinteresse pela matematica
vem afugentando os alunos de cursos de graduagao nas areas de Engenharia e Ciéncias
Exatas e da Terra. A inclusao do Calculo Diferencial e Integral no Ensino Médio de
forma contextualizada pode ser uma das formas de se reverter tal quadro, mesmo que
algumas propostas apontam como solucao para esse problema cursos de nivelamento
nos meses que precedem o inicio das atividades educacionais nos cursos superiores.

Assim, em longo prazo, os alunos que ingressarem no Ensino Superior nas
disciplinas de Céalculo terao condicoes melhores de compreender os conceitos necessarios
e, entao, os indices de nao aprovagao nessas disciplinas e outras relacionadas, poderao
deixar de ser tao altos.

Tornar a matematica mais facil e possivel de ser compreendida pode ser uma
tarefa intimamente ligada & metodologia adotada para se ensinar cada contetido. E

provavel que, se o professor buscar relacionar os conteiidos com situagoes reais, que
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exijam dos estudantes a reflexao e o raciocinio, a partir de contextos que, para ele,
facam sentido, um obsticulo das dificuldades em Matematica, ja estd sendo vencido.
Isso ja representa um passo em busca da melhoria no rendimento dos estudantes nessa
disciplina, seja no Ensino Médio ou Superior.

O contetido de célculo é uma realidade em varios livros do ensino médio e cabe
aos formadores de novos professores instigarem os académicos de matematica a efetivar
o ensino desse contetido na Educacao Bésica.

O Mestrado Profissional em Mateméatica em Rede Nacional (PROFMAT), que
investe na formacgao dos professores, representa um grande avanco para a melhoria da

qualidade do ensino de matematica na Educacao Basica do pais.
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