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EPIGRAFE

“«“ ’

do se ensina demais o que nunca se aprende o suficiente.’

Pietro Aretino



RESUMO

No presente trabalho estudamos alguns métodos algébricos para a solucao de equagdes
polinomiais dando énfase as equacdes de 3% e 42 graus. Apresentamos algumas ferramentas
que facilitam a solucdo de tais equacbes, tais como o meétodo de Cardano-Tartaglia,
dispositivo pratico de Briot-Ruffini, e um método de resolucdo para equagbes quarticas. O
trabalho tem como proposta proporcionar ao aluno da rede publica um aprendizado mais
abrangente, no ensino basico, sobre equacgdes polinomiais.

Palavras-chaves: polinémios, equagdes polinomiais, solucGes algébricas.



ABSTRACT

In the present work, we study some algebraic methods for solving polynomials
equations giving emphasis to the 3" and 4™ degrees equations. We show some tools that
facilitate the resolution of such equations, such as the method of Cardano-Tartaglia, Briot-
Ruffini’s rule and a method for solving quartic equations. The aim of this work is provide the
student of public school a more comprehensive learning in basic education, on polynomial
equations.

Keywords: polynomials, polynomials equations, algebraic solutions.
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INTRODUCAO

Os alunos da rede publica de ensino que ingressam nas universidades,
principalmente, nos cursos da area de exatas encontram muita dificuldade nas
disciplinas que exigem conhecimentos matematicos mais complexos, no calculo
diferencial e integral, por exemplo, € indispensavel o dominio de assuntos relacionados
a polindmios e resolucdo de equacgdes polinomiais. Por outro lado, é bem razoavel a
quantidade de alunos que pretendem ingressar nas escolas militares, porém, o fato é que
0S exames para ingresso nessas escolas exigem um conhecimento amplo de cada
disciplina, assim, é preciso que o professor ofereca ao aluno as ferramentas necessarias
e condizentes com as exigéncias desses exames. Desse modo, por meio do presente
trabalho pretendo incentivar os alunos e professores que atuam no ensino basico um
aprendizado mais aprofundado a respeito das equacbes polinomiais, em especial, as

equacOes de grau maior ou igual a trés.

Para o desenvolvimento deste trabalho, é indispensavel o embasamento através
dos conceitos referentes ao corpo dos numeros complexos e dos polindmios. Ao
contrario do que muitos livros afirmam a respeito do surgimento dos ndmeros
complexos de que sua necessidade decorria da solucdo de equacbes polinomiais

quadraticas com discriminante negativo, lezzi (2013, p.50) afirma que:

O primeiro matematico a operar com nimeros complexos (ao invés
de rejeitd-los simplesmente, como acontecia até entdo) foi Girolamo Cardano
(1501 - 1576) resolvendo o problema de dividir o nimero 10 em duas partes

cujo produto € 40, provou (multiplicando) que os nimeros 5++/—15 €
5—+/—15, raizes de x* + 40 = 10x, S0 as partes.

A questdo é gue naquela época ao aplicar a formula de Cardano em algumas
equacdes clbicas da forma x® + px + q = 0, obtinha-se uma raiz quadrada de n(imero

negativo como, por exemplo, 0 que ocorre na equacdo clbica x® - 15x - 4 = 0, onde se

obtéem x = %/2 +4/-121+ %/2 —+/—121. A partir dai os matematicos da época passaram a

buscar alternativas que pudessem solucionar esse problema.
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Uma das alternativas encontradas para a solugédo do problema foi proposta pelo
matematico italiano Rafael Bombelli (1530-1579) como afirma lezzi (2013, p.50) “(...)

Fazendo 3/2++-121= a+bv/-1 e 32-+-121= a—b\/—_l, obtevea=2,b=1c¢edai

x = 4. Mas Bombelli foi além, em sua Algebra (1572) aparece pela primeira vez uma
teoria dos numeros complexos, razoavelmente, bem estruturada, inclusive com uma

notagdo especifica(...)”

Posteriormente, apds estudos mais profundos a respeito do corpo dos complexos,
as interpretaces e aplicagdes desse corpo evoluiram, significativamente, como descreve
lezzi (2013, p.51):

(...) Caspar Wessel (1745 - 1818), Carl Frederich Gauss (1777 -
1855) e Jean Robert Argand (1768 - 1822) descobriram, independentemente,
que esses numeros admitem uma representagcdo geométrica. Mas enquanto
Gauss imaginava essa representacdo por meio dos pontos de um plano,
Wessel e Argand usavam segmentos de reta orientados ou vetores para
representa-los. Na verdade Wessel e Argand, dois amadores da matematica,
escreveram trabalhos especificos a respeito com enfoques muito parecidos;
Gauss, como em outras vezes, apenas deixou bem claro conhecer as ideias
subjacentes ao assunto, inclusive utilizando-as. Todos, contudo, perceberam
que, mais do que para representar pontos ou vetores, 0s nimeros complexos
podem ser utilizados para operar algebricamente com eles, ou seja, 0s
nimeros complexos se constituem na algebra dos vetores de um plano. Em
um artigo de 1833, apresentado & Academia Irlandesa, William Rowan
Hamilton (1805 -1865) introduziu a algebra formal dos ndmeros complexos.
Estes, segundo sua ideia bésica, passavam a ser encarados como pares
ordenados (a, b) de nimeros reais, com 0s quais se operava segundo as leis
(a,b)+(c,d)y=(a+b,c+d)e(a b).(c,d) = (ac - bd, ad + bc)(...).

A respeito das equacdes, sabemos que havia entre os matematicos um grande
interesse em resolvé-las. O estudo de equagOes além de revelar grandes nomes da
matematica e desafios reciprocos, causou também conflitos de autoria no que se refere
ao metodo utilizado para a solucao de certas equacGes. Alguns desses fatos sdo descritos
por Guimarées (2008, p.90):

Uma das grandes discussGes matematicas registrada na historia é a
ocorrida entre os matematicos italianos Girolamo Cardano e Nicolo Fontana,
mais conhecido como Tartaglia (...) em meados do século XVI(... ) A historia
diz que no inicio do século XVI o matematico Scipione del Ferro descobriu
uma solugéo para as equagdes do tipo x° + px + q = 0, porém faleceu antes de

publica-la. Seu discipulo, Anténio Fior conhecia o método e resolveu
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publicar em uma dessas edi¢des anuais o0 desafio, afim de, engrandecer seu
nome perante 0s matematicos contemporéneos. O desafio constava em dar
solugdes numéricas de equacgdes do tipo que del Ferro havia estudado. O
matematico Tartaglia, de origem pobre, aceitou o desafio e respondia todos
com respostas diretas e precisas a respeito das raizes, porém nao revelava seu
método de obtengdo das mesmas. Por mais que Fior ousava desafiar Tartaglia
este respondia sempre com precisdo. Para finalizar a humilhacdo para cima
de Fior, Tartaglia propds um desafio ao mesmo, que era resolver equacgdes do
tipo x> + nx* + px + q = 0. Ao matematico Fior, que ndo tinha méritos o
suficiente para responder ao desafio, restou aceitar a humilhagdo perante
todos os matematicos contemporaneos. Nesta mesma época, Girolamo
Cardano, estava escrevendo um trabalho de &lgebra, e solicitou a Tartaglia
que revelasse o método de resolucéo das equacdes de 3° grau para que fosse
publicado, com os devidos créditos, no seu livro. Tartaglia recusou, alegando
que iria publicar ele mesmo o método. Cardano era conhecido por sua
“falsidade”, mas mesmo assim conseguiu convencer 0 matematico Tartaglia a
revelar a solu¢do. Quebrando sua promessa, em meados do século, surgiu a
publicacdo Ars Magna contendo a solucéo das equagdes de 3° grau sem

mencao alguma ao seu conterraneo.

O desenvolvimento deste trabalho tem como objetivo apresentar métodos
algébricos para a solucdo de equacgdes polinomiais, de modo a oferecer ao aluno do
terceiro ano do ensino médio da rede publica um ensino mais abrangente sobre
equacdes, especialmente, as equacdes de 32 e 42 graus, uma vez que, normalmente,

limita-se a encontrar raizes de polindmios de 1%e 2% graus, apenas.

A organizacdo do trabalho é feita da seguinte maneira. No capitulo 1, fizemos
um estudo do corpo dos nimeros complexos, analisando suas propriedades e operacdes
indispensaveis para o estudo das raizes polinomiais. Nos capitulos 2 e 3 apresentaremos
um estudo detalhado a respeito dos polindmios através de definicdes, operacdes,
teoremas e propriedades que sdo de grande importancia a solucdo de equacgdes. No
capitulo 4 apresentaremos métodos algébricos que visam facilitar a solugcdo das
equacOes de grau superior (entenda-se as equacdes de grau maior ou igual a 3), partindo
de casos mais particulares para 0s casos mais gerais, além disso, resolveremos alguns
problemas contextualizados sobre polindmios com o objetivo de mostrar aplicabilidade
dos polinémios na solucdo de problemas na forma em que é exigido no Exame
Nacional do Ensino Médio (ENEM).
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1 - CONJUNTO DOS NUMEROS COMPLEXOS
1.1 — DEFINICAO:

Chama-se conjunto dos numeros complexos ou corpo dos complexos que aqui
representaremos por C, o conjunto dos pares ordenados de numeros reais para 0s quais
estdo definidas a igualdade, a adicdo e a multiplicagdo como veremos a seguir. E usual
representar cada elemento (X, y) € C com o simbolo z; portanto: zeC < z = (X, Y),
sendo X, yeR. Vamos tomar dois elementos, (a, b) e (c, d), de R? Dados dois pares
ordenados, estes sdo iguais se, e somente se, apresentarem primeiros termos iguais e

segundo termos iguais, ou seja, (a, b) = (c,d) @ a=ceb=d.
1.2 — OPERACOES
1.2.1 - Adicao

Chama-se soma de dois pares ordenados um novo par ordenado cujos primeiro e
segundo termos sdo, respectivamente, a soma dos primeiros e a soma dos segundos

termos dos pares ordenados dados, ou seja, (a, b) + (¢, d) = (a + ¢, b + d).

Teorema 1:
Sejam zi, 2, z3€C; z; = (a, b), z2 = (c, d) e z3 = (e, f), sdo validas as

propriedades:
I — Propriedade associativa: (z; + zp) + z3 =21 + (22 + 23), V21, 25, 23 €C.

Demonstracéao:
(z1+22) +z5=[(a, b) + (c, d)] + (e, )
=(@+b,c+d)+(ef)
=(@+c+e,b+d+f)
=[a+(cte), b+ (d+f)]
=(@b)+(cte d+f)=(ab)+[(c,d)+ (e, )] =21+ (z2+7)
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Il — Propriedade comutativa: z; + z, = z, + 73, Vz; 2,€C.

Demonstracéao:
(z1+z))=(a,b)+(c,d)=(a+c,b+d)
=(c+ad+b)

=(c,d)+(ab)=(z2+21)

111 — Existéncia do elemento neutro: 3zaeC, tal que za + z =z, VzeC.

Demonstracéao:

Fazendo z = (a, b), provemos que existe za = (X, y) tal que za + z = z, assim:
@b)+(xy=(b<oat+x=aeb+y=b<=x=0ey=0.

Portanto existe za = (0, 0), chamado elemento neutro para a adi¢do, que somado

a qualquer complexo z da como resultado o préprio z.

IV — Existéncia do elemento simétrico: VzeC, (- 2)eC, tal que z + (- 2) = za.

Demonstracéao:

Fazendo z = (a, b), provemos que existe (- z) = (x, y) tal que z + (- 2) = za,
assim:

@b)+(xy=(0,0<=a+x=0eb+y=0<x=-aey=-h.

Portanto, existe - z = (- a, - b), chamado simétrico ou inverso aditivo de z, que

somado ao complexo z = (a, b) da como resultado za = (0, 0).

Observacéao 1:

Decorre do teorema 1 que, dados os complexos z; = (a, b) e z, = (¢, d), existe um
Unico zeC tal que z; + z = 2, pois:

ntz=p=>Cn)t@t+)=(Cz)+tn=(a)+n)+z=2+(-2)=>
ZInt2=2+(-2)) =>z2=12,+ (- 21). Esse numero € chamado diferencga entre z, e z; e

indicado por z; - z;, portanto: z, - z; =z, + (- z;) = (¢, d) + (-3, -b) = (c - &, d - b).
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1.2.2 — Multiplicagéo:

Inicialmente, chama-se produto de dois pares ordenados a um novo par ordenado
cujo primeiro termo é a diferencga entre o produto dos primeiros termos e o produto dos
segundos termos dos pares dados e cujo segundo termo € a soma dos produtos do
primeiro termo de cada par ordenado dado pelo segundo termo do outro, usando a

representacdo, temos que (a, b).(c, d) = (ac - bd, ad + bc).

Teorema 2:
Sejam zi, 7, z3€C; z; = (a, b), z, = (c, d) e zz = (e, f), sdo validas as

propriedades:

| — Propriedade associativa: (z1.22).z3 = 21.(22.23), V3, Z, Z3C.

Demonstracéao:
(21.22).z3=[(a, b).(c, d)].(e, )
=(ac - bd, ad + bc).(e, )
= [(ac — bd)e — (ad + bc)f, (ac — bd)f + (ad + bc)e
= [(ace — bde — adf + bcf, acf — bdf + ade + bce]
= [a(ce — df) — b(de + cf), a(de+cf)f+b(ce - df)
= (a, b).(ce —df, cf + de) = (a, b). [(c, d).(e, )] = z1.(z2.23)

Il — Propriedade comutativa: z;.z, = z,.2;, Vz;, ,eC.

Demonstracéo:
(z1.22) = (a, b).(c, d) = (ac - bd, ad + bc) = (ca - db, cb + da) = z,.2;

111 — Existéncia do elemento neutro: 3zyeC, tal que zy.z = z, VzeC.

Demonstracao:

Fazendo z = (a, b), provemos que existe zy = (X, y) tal que zy.z = z:

(@ b).(x,y)=(a,b) < (ax-by,ay + bx) = (a, b) < ax-by=aeay+bx=b <
x=1ley=0.
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Portanto existe zy = (1, 0), chamado elemento neutro para a multiplicacdo, que

multiplicado por qualquer complexo z da como resultado o proprio z.

IV — Existéncia do elemento inverso: vYzeC*, 3z <C, tal que z.z"* = z.

Demonstracao:
Fazendo z = (a, b), com a # 0 ou b # 0, provemos que 3z = (x, y); z.z* = em:
(@ b).(x,y) =(1,0) < (ax - by, ay+bx) = (1, 0) @ ax-by=1eay + bx = 0, dai:
__? eyx-= —b .
a’+b’ a’+b’

X

Portanto, existe z' = [Za -, Z_sz, chamado inverso ou inverso
a“+b° a“+b

multiplicativo de z, que multiplicado ao complexo z = (a, b) d& como resultado
Zm = (1, 0). Observemos que a condicao a # 0 e b # Oequivale a a’+b?#0 e isto garante

a existéncia de z%.

Observacéao 2:
Decorre do teorema 2 que, dados os complexos z; = (a, b) # (0, 0) e z, = (c,d),

existe um Gnico zeC tal que 1.z = 2, POiS, Z1.2 = 2, = 21 (21.2) = 2172, = (z 1 20) 2

=nntls =t 7=

, , . - z,
Esse niUmero z é chamado quociente entre z, e z; e indicado por —=:

Zl
z, 4 a ~b ca + bd da—cbj
—<=1z7,z, =(c,d), , = ,
z, ° ( )(a2+b2 a2+b2j [a2+b2 a? +b?

V — Propriedade distributiva:

Em C, a operacdo de multiplicacdo é distributiva em relacdo a adicéo:

Zl.(Zz + Z3) =Z71.2p + 71.23, V71, Z5, 23€C.

Demonstracéao:
21.(z2 + 23) = (a, b).[(c, d) + (e, )]
=(a,b).(cte d+f)
=[a(c +e)-Db(d+f),a(d+f)+Db(c+e)]
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= [ac + ae - bd - bf, ad + af + bc + be]

= [(ac - bd) + (ae - bf), (ad + bc) + (af + be)]
= (ac - bd, ad + bc) + (ae - bf, af + be)

=(a, b).(c, d) + (a, b).(e, f) = z1.2, + 2;.23.

1.3 - FORMA ALGEBRICA DE UM NUMERO COMPLEXO

Um ndmero complexo z na forma algébrica é representado por z = a + bi, tal que
X, YeR e i é chamada unidade imaginaria dos nimeros complexos.
Chamamos de a a parte real de z e denotaremos por Re (z) = a e b a parte

imaginaria de z, denotaremos por Im (z) = b.
Observacéo 3:
Chama-se real todo nimero complexo cuja parte imaginaria é nula. Chama-se

imaginario puro todo nimero complexo cuja parte real € nula e a imaginaria nao.

1.4 — PROPRIEDADE CICLICA DAS POTENCIAS DE i

iz = (V=1f =1
Da definigio da unidade imaginariai = V-1 = {i® =i2i = —Li =i
i* =i%i=—ii=—-i’=1

Usando o mesmo raciocinio indefinidamente, temos que:

. 4.
P=i*=i®=.. =1
1 -

it=iP=i"=.. =i
iP=i°=i%=..=-1
3 -7 11

Podemos generalizar esse resultado da seguinte forma:

i" =i tal que n, keZ, n>4. Onde k é o resto da divisdo de n por 4.

Exemplo 1:

i* = i' =i, pois o resto da divisdo de 33 por 4 é igual a 1.
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1.5 - CONJUGADO DE UM NUMERO COMPLEXO

Chama-se conjugado do complexo z = a + bi ao complexo z = a - bi.

Exemplo 2:

7=3+5=7=3-5i

Teorema 3:

Se z; e z, sd0 numeros complexos quaisquer, sdo validas as propriedades:

I. Conjugado da soma

Z,+2,=7,+12,

I1. Conjugado do produto

2,2,=12,.2,

Observacéao 4:

Vimos anteriormente na observacdo 2 como pode ser calculado o quociente de
dois numeros complexos. Agora temos um processo mais pratico baseado em que:
2.2 =(a+hi)(a—bi)=a?+b?.

Dadosw=a+bi#0ez=c +di, temos:

z c+di_ (c+di)(a—bi) (ca+db)+ (da—ch)i

W a+bi (a+bi)a—bi) 22 1 p? isto é para calcular a

divisdo z por w basta multiplicar numerador e denominador pelo conjugado do
denominador.

I11. Conjugado do quociente

Seja z; # 0, entdo: L|_Z,
L) 1z
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1.6 — PLANO COMPLEXO E MODULO DE UM NUMERO COMPLEXO

Uma representagdo comum dos nuameros reais € distribui-los uniformemente ao
longo de uma reta. Como a parte imaginaria de todo complexo nada mais é do que um
numero real podemos também representar a parte imaginaria dos complexos ao longo de
uma reta.

Sobre o plano complexo Avila (2013, p.4) faz a seguinte definicdo “o plano
complexo é o conjunto das representacfes de todos os nimeros complexos z = X + i
pelos pontos P = (x, y) do plano. E conveniente identificar o ndmero complexo
z=x+yicomo ponto P =(x, y)”.

A representacdo dos nimeros complexos por pontos do plano é muito dtil e de
uso frequente. Por meio dela, 0 nimero complexo z = a + bi é identificado com o ponto

(a, b), ou com o vetor OP de componentes a e b.

Im (eixo imaginario)
A

" Re (eixo real)

Figural

Definimos |z| como sendo a distancia do afixo do mesmo a origem do plano

complexo. Com um simples teorema de Pitagoras na figura 1, obtemos:

2= JIRe(@)* +Im(2)T* .

Observacéao 5:
O mobdulo do complexo z também pode ser denotado por p, estd sera,

frequentemente, empregada.
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1.7 - ARGUMENTO DE UM NUMERO COMPLEXO

O angulo que o vetor representante do nimero complexo faz com o eixo real é

chamado argumento de um numero complexo e é denotado por arg(z).

A(z) = arg(z) + 2kn, keZ.

Figura 2

Com a ajuda da trigonometria no triangulo retangulo, temos que:

—y @=arg(z) =argti
9(2) gt Re(2)

sen@:lm(z)=E,C059=Re—(z)=E,t g Im@) _b (Im(z)}
I 7 e Re(z) a

Exemplo 3:

Seja z = /3 +i, vamos determinar o arg(z). Temos que:

p= \/[Re(z)]z +[Im(2))? :\/<\/§)2 +1° =2, senez‘f e cosQ:%. Concluimos

que: g = %+ 2k, fazendo k = 0, vamos ter o argumento principal %: arg(z)..
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1.8 — REPRESENTACAO TRIGONOMETRICA DE UM NUMERO
COMPLEXO

Dado um namero complexo z = a + bi, ndo nulo. Ja sabemos que:

send = b = b=p.send e cosb = a = a = p.cosb, logo:
p p

Z = p.cosO + p.senbi = z = p(cosO + i.senB), forma trigonométrica (ou polar) do

complexo z.

Exemplo 4:

Do exemplo 3 do complexo z = /3 + i, ja sabemos que p = 2 e arg(z) =

oy

Assim, a forma polar do complexo z é dada por z = 2(003% + i.sen%).

Observacéo 6:

E comum denotar cos + i.sen® pela abreviagao cise.
1.9 — Potenciagdo de um complexo

Teorema 4:
O modulo do produto de dois numeros complexos é igual ao produto dos

modulos dos fatores e seu argumento é congruente a soma dos argumentos dos fatores.

Demonstracao

Suponhamos dados 0s nimeros:

z) = p1(cosO; + i.senb;) e z, = p,(cosO, + i.senb,) e calculemos o modulo e o
argumento de z = 2.z, = p(cos6 + i.send).

Temos: z;.2; = p1p2(c0sO; + 1.5en06;).(cosO, + i.senOy), assim:

p1p2[(c0s0;.c080, - senb1.sendy) + i.( senb,c0sH; + send, coso,).

Portanto, p(cos6 + i.sen@) = (p1p2)[cos(01 + 0,) + i.sen(01 + 6)].
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Logo, p = p1.p2 € 6 = (01 + 0,) + 2kn, ke Z. A formula que acaba de ser deduzida
estende-se ao produto de n fatores (n>2), aplicado a propriedade associativa da
multiplicagdo; z = 2;.2,.23...z, = p.(C0sO + i.5en0).

Assim, z = (p1.p2.p3...pn)[COS(O1 + B2+ O3 +...+ O;,) + i.5en(0; + B, + 63 +...+ 0))].

Portanto: p.(cosO + i.senB) = (p1.p2.p3...pn)[COS(01 + O, + O3 +...+ O,) + i.sen(6; +

0,+ 03 +...+ 0,)] e finalmente: p = p1.p2.p3...pne 0 = (01 + B2+ O3 +...+ Op) + 2kn, ke Z.

A respeito da forma algébrica lezzi (2013, p. 34) afirma que “a forma algébrica
facilita as operacdes de adicdo, subtracdo, multiplicacdo e divisdo de nUmeros
complexos, porém ndo é muito pratica no calculo de poténcias, Se necessitarmos
calcular (x + yi)", com neZ, teremos de usar a formula do binémio de Newton, que é

bastante trabalhosa.”

Teorema 5 (Primeira férmula de Moivre):
Dado o complexo z = p.(cos6 + i.send), ndo nulo, e 0 nimero inteiro n, temos:

"= p".(cos n@ +i.sen nB) ou ainda z" = p".cis(nG).

Demonstracao:

Usando o principio da inducdo finita, provemos inicialmente que para neN a
propriedade é valida. Paran = 0.

z°=1e p’(cos 00 + i.sen 00) = 1.

Vamos agora admitir que a férmula valha para n = k - 1. Assim:

Zk—l —

P L[cos (k - 1)0 + i.sen(k - 1)0] e provemos a validade para n = k:
Z*=7"1z=p* L[cos (k - 1)0 + i.sen(k - 1)0]p(cos6 + i.send]
= pkflp.[cos ((k-1)6 +0) +i.sen((k-1)6 + 0)]

=71 = p*(cos kO + i.sen ko).

Vamos estender a propriedade para neZ - Se n<0, entdo n = - m, com meN,;

portanto a m se aplica a férmula:
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1 1
2" p™(cosmé +i.senmo)

1 (cosmé —i.senm@)
™ (cosm@ +i.senm@).(cos mé — i.senmd)
1 (cosm@ —isenmd)

p" (cos? mé +i.sen’mdo)
= p ".[cos(-mB) +i.sen(-mé)]

= p".(cosn@ +i.sennd)

Exemplo 5:
Calcular z° sendo z = 2 + i.2+/3. Temos que p = 1/22+(2\/§)2 =4earg(z) = %

Logo, z = 4.(cos% +i.sen %) =7° = 45.[c055?7[ +i.sen 5?”) =512 -i.512+/3.

1.10 - RADICIACAO DE UM NUMERO COMPLEXO

Dado um namero complexo z, chama-se raiz enésima de z, e denota-se 2z, a

um ndmero complexo z tal que z" = z.

Teorema 6 (Segunda férmula de Moivre):
Dado o nimero complexo z = p.(cos6 + i.senb) e o nimero natural n(n > 2),

entdo existem n raizes enesimas de z que séo da forma:

z, = Q/;.[COS(§+ k.z—”j+ i.sen(g+ k%ﬂ em que t/p eR € keZ.

n n

Demonstracéo:

Determinemos todos 0s complexos z, tais que V7 =2z

Se zx=r.(cosm + i.senw), nossas incognitas sao r e o. Apliqguemos a definicdo de
8z . Assim ¥z =z < z" = z. Entdo: r".(cos n@ + i.sen nw) = p.(cosO + i.send),

portanto é necessario:

Li"=p=r=1/p,reR..

Il. cos nw = cos 0
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I11. sen nw = sen O, para os itens (1) e (111) n® = 6 + 2kn = w:g+k.2—7[.

n n
Supondo 0 < 6 < 2w, vamos determinar os valores de k para os quais resultam

valores de ® compreendidos entre 0 e 2

k=0=> a)zg
n
n n
k=2= 0=2422%
n n
k=3= 4,-2,32%
n n

k=n-1= w=21(n-1.2%
n n

Estes n valores de ® ndo sdo congruentes por estarem todos no intervalo [0, 2x][;
portanto, d&o origem a n valores distintos para zy.

Consideremos agora o valor de o obtido parak =n: = @w= €+ n. 27 _ §+ 27 .
n

noon
Este valor de o é dispenséavel por ser congruente ao valor obtido com k = 0. Fato
analogo ocorre parak igualan+1,n+2,n+3, ..ekigual a-1, -2, -3,...

Portanto para obtermos os valores de z é suficiente fazerk =0, 1, 2,...,n - 1.

Para (Iezzi, 2013, p.40) “todo ndmero complexo z ndo nulo admite n raizes

enésimas distintas, as quais tém todas o mesmo mddulo Q/;e argumentos principais

e g . 0 « 2T,
formando uma progressao aritmetica de primeiro termo —e razao —.
n n

Exemplo 6:
Calcular as raizes quadradas de — 1.
Temos z=-1, entdo p = 1 e arg(z) = 6 = n. De acordo com a segunda formula

de Moivre, temos:

z, = \/I.[cos(% + k.;rj + i.sen[% + kﬂﬂ , ke{0, 1}.
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k=0= gz, = ﬁ{cos(%) + i.sen(%ﬂ =1
k=1=z = \/i.[cos(%rj + i.sen(%zﬂ =i

1. 11 - REPRESENTACAO EXPONENCIAL DE UM NUMERO COMPLEXO

Dependendo da necessidade de cada problema, faz-se necessario conhecermos
as variadas formas de representacdo de um numero complexo, assim, além das formas
algébricas e trigonomeétricas j& apresentadas, Guimardes (2008, p.29) acrescenta “Uma
outra forma de representarmos um nudmero complexo € usando a sua forma

i.X59

exponencial(forma de Euler) z = |z|.e"* ou z = p.e

Demonstracao:
Para Guimarées (2008, p.29):

Para mostrarmos que todo complexo pode ser escrito nessa forma, devemos
mostrar a que para todo X real, vale: cosx + i.senx = e*. Para isso vamos
recorrer a um resultado conhecido do Calculo Diferencial. O Teorema de
Taylor diz que as funcBes derivaveis em qualquer ordem em um ponto de seu
dominio podem ser escritas na forma de um polinémio com grau infinito em

torno desse ponto (também chamados Séries infinitas).
COSX = Ag + AX + Axx? + Agx® +...
senx = Bg + Byx + Box? + Bax® +...
e*= Co+Cix+ CzX2 + C3X3 +...

O passo agora é tentar descobrir os coeficientes desses polindmios. Faremos

como exemplo a série infinita de cosx.

cosx = Ag + Ax + Axx? + Asx® +....A expressdo deve ser valida para qualquer x.
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Fazendo x = 0 = Ay = 1. Derivando a Série de Taylor de cosx em relagdo a x,

obtemos, - senx = A; + 2A0X + 3AgX% +...

Novamente a expressdo deve ser valida para todo Xx.

Fazendo x = 0 = - sen0 = A; = 0. Derivando novamente a Série de Taylor em

relagdo a X, obtemos a igualdade - cosx = 2AxX + 6AX +12AX% +...

Fazendo x = 0 = - cosO = 2A, = A, = - 1/2. Procedendo desta maneira

infinitamente, é facil wver que a série infinita para cosx fica:

2 X4 XG

cosx=1-—+———+—...
21 4 6l

Analogamente, as fungbes senx e e, ficam assim representados:

3 XS X7 2 3 X4

sex=x—~ X X e e =laxs i X XA partir desses
3 5 7 20 3 4

resultados podemos escrever:

2 3 4 5
X

. . X5 . X . X
cosx+isenx=1+iIX———-1.—+—+1.——+...8
2! 3 4 5

) 2 x®E x* X
=l HiX—— — i —
21 3 4 5l

i.X

e

Portanto, cosx + i.senx = ei'x.

Observacéo 7:
Seguem, duas importantes propriedade da forma de Euler do nimero complexo:

—i.X i.X —i.x

=COSX € T=SenX,VXE R.
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2 - POLINOMIOS
2.1 - FUNCAO POLINOMIAL OU POLINOMIO

Dada a sequéncia de nimeros complexos (ag, ai, az, ..., an), consideremos a
funcéo f: C — C dada por f(x) = ap + a;x + Xt + ...+ ax" A funcdo f é denominada
funcdo polinomial.

Onde ap, ay, ay, ..., a, s40 denominados coeficientes e as parcelas ao, a;x, a,x, ...,
a,X" sdo os termos do polindmio f(x).

Uma funcao polinomial de um unico termo é denominada funcdo monomial ou

mondmio, dois termos bindbmio, trés termos trindmio ou ainda polindmios.

Exemplo 7:

A funcdo f(x) =2 + 5x - 6x°, onde p=2,a,=5,a,=-6.
2.2 - GRAU DE UM POLINOMIO

Seja f(X) = ag + a1X + aX° + ... + a,x" um polindmio ndo nulo. Chama-se grau de

f, representado por gr f(x) o maior nUmero natural entre os expoentes de X.

Exemplo 8:

O grau do polindmio f(x) = 12 + 6x - 10x’ + ... + 5x° é 7.
2.3— VALOR NUMERICO E RAIZ DE UM POLINOMIO

Dados o niimero complexo X, e 0 polindmio f(X) = ag + aX + ax* + ... + ax",
chama-se valor numérico de f em X, ao valor f(xp) determinado quando substituimos X,
no lugar de x do polindmio f(x):

f(Xo) = @ + a1.Xo + @2.X¢° + ... AnXq".
Se Xo € um namero complexo e f(x) um polinémio, tal que, f(xo) = 0 dizemos

neste caso que Xq € uma raiz ou zero do polinémio f(x).
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Exemplo 9:

Verificar se 4 é raiz do polinbmio f(x) = 12 - 3x. Vamos calcular o valor
numeérico de f(x) para x = 4, logo f(4) =12 -3.4 =12 - 12 = 0. Logo, 4 é raiz de f(x).

2.4 — POLINOMIO NULO E POLINOMIOS IDENTICOS

2.4.1 — Polindbmio nulo

Dizemos que um polindmio f(x) é nulo (ou identicamente nulo) quando todos

os coeficientes de f(x) sdo nulos

2.4.2 — Polinbmios idénticos

Dizemos que dois polinémios f(x) e g(x) sdo iguais (ou idénticos) se 0s

coeficientes das parcelas de mesmo grau sdo iguais.

2.5 — OPERACOES COM POLINOMIOS

2.5.1 - Adicéo

Para somarmos dois polindmios, basta somarmos os coeficientes dos termos de

mesmo grau.

Observacéo 8:
Para operacdo de soma sdo validas as propriedades: associativa, comutativa,

existéncia do elemento neutro e existéncia de inverso aditivo.

Observacéo 9:
A operacdo de subtracdo € analoga a de soma, porém a ordem da subtracdo dos

coeficientes deve ser mantida.
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2.5.2 — Multiplicacado

Dados dois polindmios f(X) = ag + a;x + a;X + ... + anx™ e g(x) = bg + byx + byx?
+ ... + bx" chama-se produto f(x).g(x) o0 polindmio h(X) = co + CiX + CoX* + ... +

CmenX ", cujo coeficiente ¢y pode ser assim obtido:

Kk
C, = b, +ab,, +..+ab, => ab,;.
i=0

Exemplo 10:
Multiplicar f(x).g(x), sendo f(x) = x + 2x* + 3x® e g(x) = 4 + 5x + 6x°.

Dispositivo pratico
4 +5x+6x° < g

X+ 22 +3C « f

4x + 5%% + 6X < X.g
8x%+ 10x° + 12x* « 2x°.g +
12x% + 15x* + 18x° « 3x%.g

4x + 13x% + 28x> + 27x" + 18x° « f.g

Observagéo 10:
Para operacdo de multiplicacdo sdo validas as propriedades: associativa,

comutativa, existéncia do elemento neutro e distributiva.
2.5.3 - Divisao
Dados dois polinomios f(x) o dividendo e g(x) # 0 o divisor, dividir f(x) por g(x)

é determinar dois outros polindmios q(x) o quociente da divisdo e r(x) o resto da

divisdo. Porém as condigdes seguintes devem ser verificadas:

i —q(Xx).g9(x) + r(x) = f(x).

il —gr r(x) <gr g(x) (ou r(x) =0, caso em que a divisdo € chamada exata e,

consequentemente, g(x) divide f(x).
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I — Método de Descartes (ou método dos coeficientes)

Dados dois polinomios f(x) o dividendo da divisdo e g(x) # 0 o divisor da
divisdo, dividir f(x) por g(x). Sejam gr q(x) e gr r(x) o grau do quociente e resto,
respectivamente, da divisdo de f(x) por g(x). Assim:

a) Constroem-se os polindmios q(x) e r(x), deixando indeterminados 0s seus
coeficientes, tal que, gr r(x) < gr g(x);

b) Determinam-se os coeficientes impondo a igualdade de q(x).g(x) + r(x) = f(x).

Exemplo 11:
Dividir f(x) = 3x* - 2x* + 7x + 2 por g(x) = 3x* - 2x* + 4x - 1.

Solucéo
Temosgrq(x)=4-3=1=q(X)=ax+b
grr(x) <3= grr(x) <2 =r(x) = cx’ +dx +e.
q(x).g(x) + r(x) = f(x) = (ax + b)( 3x® - 2x* + 4x - 1) + (cx* + dx + €)
=3x* -2+ Tx + 2.
Desenvolvendo, vamos ter para todo x:
3ax’+ (b -2a)x>+ (4a-2b +C)x? + (4b-a+d)x + (e -b) =3x* - 23 + Tx + 2
Da igualdade de polindbmios, temosque 3a=3 = a=1;3b-2a=-2=Db=0;
4a-2b+c=0=c=-4;4b-a+d=7=d=8,e-b=2=e=2.

Portanto, gq(x) = x e r(x) = - 4x* + 8x + 2.
Il — Método da chave

Exemplo 12:
Dividir f(x) = 3x° - 6x* + 13x> - 9x® + 11x - 1 por g(x) = x* - 2x + 3.

5
Inicialmente determinamos o 1° termo de q(x) pela operago 3%:3x2e
X

construimos o 1° resto parcial ry(x) = f(x) - (3x%)g(x) = 4x* - 9x* + 11x - 1, que tem grau
3

maior que gr g(x). A seguir o 2° termo de q(x) pela operacéo 412 =4x e construimos o
X

2° resto parcial ro(x) = ri(x) - (4x)g(x) = - X* - x - 1, que tem grau igual a gr g(x). E por
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_X2

Gltimo determinamos o 3° termo de q(x) pela operagdo —=-1¢€ construimos o 3°

resto parcial r3(x) = ry(x) - (- 1)g(x) = - 3x + 2, que tem grau menor que gr g(x).

f—>3x°-6x"+13°-9x*+11x -1 | x*-2x+3 > g

-3x° + 6x* - 9x° 3¢ +4x-15q

r— 4% - 9x% + 11x - 1

4x3 + 8x?% - 12x

r; — -x*-x-1

X -2x+3

-3X+2>r

I11 — Divisdo por bindmios do 1° grau.

Exemplo 13:
fo23-7+4x-1 X -4 — g(X)
- 2x3 + 8x? 2%+ X + 8 = q(X)
r— X+ 4x -1
- X2 + 4x
r, — 8x -1
-8x+ 32

31->r
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Neste tipo de divisdo r(x) é um polinbmio constante, pois o grau de g(x) é 1le,
portanto, gr r(x) = 0 ou r = 0. Vemos que o valor numérico de r ndo depende do numero

a substituido no lugar de X, isto é, r(a) = r, VaeC.

Teorema 7 (Teorema do resto)
O resto da divisdo de um polindmio f(x) por x - a € igual ao valor numérico de f

para x igual a a.

Demonstracao:

De acordo com a definicdo de divisdo, temos q(x).(x - a) + r(x) = f(x) em que
g(x) e r(x) sao, respectivamente, o quociente e o resto. Como x - a tem grau 1, o resto ou
é nulo ou tem grau zero; portanto r € um polinbmio constante.

Calculemos os valores dos polindmios da igualdade acima em a:

q(a).(a-a) +r(a) =f(a) = r (a) = f(a) = r = f(a).

Exemplo 14:

Calcular o resto da divisdo de f(x) = 2x? + 3x - 1 por x - 1.

Solucao:
Pelo teorema do resto basta calcularmos f(1) = 2.1% + 3.1 - 1 = 4. Logo o resto da

divisdo é 4.

Teorema 8 (Teorema de D’ Alembert)

Um polinémio f(x) € divisivel por x - a se, e somente se, a € raiz de f(x).

Demonstracao:
De acordo com o teorema do resto, temos r = f(a). Se r = 0, entdo f(a) = 0. Por
outro lado se a é raiz de f(x), entdo f(a) = 0 e, consequentemente, r = 0 e, portanto f(x) €

divisivel por x - a.

Observacao 11:
Fatoracio de D’Alembert este sugeriu uma solucdo para um impasse ao tentar
mostrar que dado um polindémio de raiz k, ele pode ser escrito de tal forma que possui o

termo (X - k) em sua fatoragéo. Ou seja, 0 polindmio p(x) = X2 - BX + 6, que tem raizes
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X =3 e x = 2, deve possuir os termos (x - 3) e (X - 2) em sua fatoracdo, de fato

X2 - 5x + 6 = (X - 3).(X - 2). O mesmo vale para o caso de raizes complexas, por

exemplo, p(x) = x3 - 3x% - 2 que possui raizes 1, 1 - i e 1 + i, assim:
P(X)=x*-3x%-2=(x-1).[x-(1- D][x-(@1+1i)]

Caso geral (demonstracao):
Seja k uma raiz qualquer do polindmio genérico:

n

P(X) = X" +ap_ X" L4 X’ +agx + ag ().

Como x = k é raiz, podemos escrever: 0 = a,k" + a,. k" 1 + ...+ ak + ao (11).

Fazendo a subtracéo (I) - (I1) membro a membro, temos:
P(X) -0 = an(X" - K™ +an_1(X""* - K" + .+ ax(x? - K2) + ag(x - k) + ag (111).

Da fatoracdo conhecidaa"- b" = (a-b)@" ' +a" % +..+a.b" >+ b" ).

Podemos colocar o fator (x - k) em evidéncia em cada termo do lado direito de
(1), logo, temos que p(x) = (x - k).Q(x). De forma geral, podemos fatorar o
polindbmio de raizes Xy, Xz, Xs,..., Xn € coeficiente do termo de maior grau igual a

a da seguinte forma: p(x) = a(x - Xz).(X - X2).(X - X3)...(X - Xp).
2.6 — ALGORITMO DE BRIOT - RUFFINI

Dados o0s polindmios f(x) = apx" + a;x" "1 + ax" "2 +..+ a. X + ap- 1X + a, com
an 7 0 e g(x) = x - a, vamos determinar o quociente g(x) e o resto r(x) da diviséo de f(x)
por g(x).

3

Facamos: q(x) = gox" "> + gux" "2 + X" ¥ +...+ On - 2X + O - 1 € apliquemos o

método dos coeficientes:

q(x).9(x) = qox" + (qa - aqo)x" "'+ (a2 - aqu)X" "2 +..+ (Gn-1 - Gy - 2)X - Ay - 1.

Impondo a condicdo g(x).(x - a) + r = f(x), resultam as igualdades:
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Jo= ao

Qu-afp=a1=>0q1=aqo+ a1
Oz-afi=ax =01 =afqy + a
On-1-80n-2=a8n-1=>0n-1=a0n-2t an-1

r‘aqn.j_:anjr:aqn.j_"'an

Os calculos para obter q(x) e r(x) indicados anteriormente tornam-se mais

rapidos com a aplicacdo do seguinte dispositivo pratico de Briot — Ruffini.

do ai do dn-1 dn
a do d.dp+dz agi+az ad0n-2+an-1 | AQn-1+4Qn
To 01 02 On-1 R
Exemplo 15:

Dividir f(x) = 2x* - 7x* + 3x - 1 por g(X) = x - 3

Solucéo
2 0 -7 3 -1
3 2 32+0 36-7 3.11+3 | 3.36-1
2 6 11 36 107

Portanto, q(x) = 2x® + 6x* + 11x + 36 e r = 107.

2.7 — DIVISAO POR BINOMIOS DE 1° GRAU QUAISQUER E O
ALGORITMO DE BRIOT — RUFFINI.

Para obtermos rapidamente o quociente ¢(X) e o resto r(x) da divisdo de um

polindmio f(x), com gr f(x) > 1, por g(x) = bx - a, em que b # 0, notemos que:

(bx - a)q(x) + r(x) = f(x), entéo (X_Zj (bg(x)) = f(x) do que decorre a seguinte

q'(x)

regra pratica:
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i. Divide — se f(x) por (x - Ejempregando o algoritmo de Briot-Ruffini;

ii. Divide-se o quociente q’(x) encontrado pelo nimero b, obtendo q(x).

Exemplo 16:

Dividir f(x) = 3x* - 2x3 + x*-7x + 1 por g(x) =3x -5 = 3(x—§j

Solucao:

3 -2 1 -7 1
> 3 §.3—2 §.3+1 §.6—7 §.3+1
3 3 3 3 3

3 3 6 3 6

Portanto, q’(x) = 3x° + 3x* + 6x + 3 = q(X) = % =X+ X+ 2x + 1.
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3 - DEFINICOES E TEOREMAS RELEVANTES PARA O ESTUDO DAS
EQUACOES POLINOMIAIS

3.1. DEFINICOES

n-1

Dada a funcdo polinomial f(x) = ax" + an . X" + a, . X" "2 +..+ axt + a

chamamos equacéao polinomial ou equacgdes algébricas a igualdade f(x) = 0.

Chamamos conjunto solugé@o ou conjunto verdade da equacdo f(x) =0em C o

conjunto S cujos elementos sdo as raizes complexas da equacéo.

Exemplo 17:
As raizes da equacdo x* - 5x + 4 = 0 sdo 1 e 4, dai S = {1, 4}.

Duas equacOes sdo chamadas equivalentes quando apresentam 0 mesmo

conjunto solucéo.

Dizemos que uma raiz a € uma raiz multipla de um polinémio f(x) quando ela é
raiz de f(x) e quando o fator (x - a) aparece mais de uma vez na fatoracdo de f(x). O
numero natural m de vezes que esse fator aparece indicara a multiplicidade da raiz a,

por exemplo, se m é igual a trés a raiz é tripla ou de multiplicidade 3.

Exemplo 18:

O zero é raiz tripla do polinémio f(x) = x3, pois f(x) = (x - 0).(x - 0).(x - 0).

Dados dois polindmios f(x) e g(x). O M.D.C(méaximo divisor comum) entre eles
sera 0 polindmio m(x) de maior grau tais que f(x) e g(x) sdo divisiveis por m(x). Um
importante resultado dessa definicdo é que as raizes comuns entre f(X) e g(x) serdo as
raizes de m(x). Dados dois polindmios f(x) e g(x). Se 0 M.D.C(maximo divisor comum)
entre eles for igual a um polinbmio constante ndo nulo, entdo serdo ditos polindmios

primos entre si.
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Derivada de uma fungdo polinomial: dada uma funcdo polinomial f: C—C,

n-2

definida por f(x) = aX" + a,. X" '+ a,. X" %+ . +ax+a, emquea,#0en>0,

chama-se fun¢ao polinomial derivada de f(x) a fun¢do f*:C—C, definida por:

P(x) =nanx" '+ (n-1Dar- X" 2+ (n-2an. X"+ ... +ag+0. Se f(x) = k,

VkeC, entdo a fungao derivada ¢ definida por f*(x) = 0.

Exemplo 19

Calcular a primeira e segunda derivada da fungéo polinomial f(x) = 3x* - 3x°.

Solucao:
£(x) =4.3x%-3.3x* = 12x* - 9x% e £°(x) = 3.12x° - 2.9x = 36x° - 18x.

Observacao 12:

Podemos definir a funcdo polinomial derivada representada por f’(x) ou f(l)(x).
Como f’(x) também é uma funcdo polinomial, € possivel determinar a sua fungédo
derivada (f’(x))’, obtendo a chamada derivada - segunda de f(x), que serd denotada por
£°(x) ou fP(x), e assim por diante. O estudo de derivada é muito amplo, passa por
analises graficas, definicbes de limites, teoremas e corolarios, porém, vamos nos
prender apenas nos assuntos que servirdo de ferramenta para a solugdo de equagdes

lineares de uma variavel.
3.1.1 — Relacdes de Girard

As relacGes de Girard sdo as relagdes existentes entre os coeficientes e as raizes
de uma equacdo, as demonstracGes dessas relacdes podem ser feitas pelo principio de
inducdo finita. Abaixo apresentamos as relacbes existentes para uma equacdo

polinomial de graun (n > 1).

Dada a equacdo P(x) = apX" + an. 1X" 1+ a,.oX" % + ... + ar1x + a, em que a, # 0,

tal que Ky, ks, Ks, ..., ky sd0 as raizes da equacgéo,temos as relacdes:
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Sy =Ky + kot kgt .tk = — o0t
an
— — an—Z
Sy = kp.ky + kiks + kikg + ... + Kk =
— — an—3
Sz = ki.Ko.ks + Ki.ko. ks + ... + Kno.Knr.Kn = — 3

an—m

Sm = (soma de todos os C m produtos de m raizes da equagdo) = (-1)".

n

a=nm@mm=cgw?

n

Exemplo 20:
Resolver a equacdo x° - 6x* + 3x + 10 = 0, sabendo que a soma de duas de suas

raizes € igual a um.

Solucdo:

Temos que:

kKi+ko+ks= _%2=6
a3

Kiko + Kk + Kpkg = 2L =

a3

kl.kg.kg = _aioz -10
a;

k1+k2:1.
Dek;+ky+ks=6ek;+ky=1=ks;=5.De ki.ko.ks=-10 = ki.k, = - 2.

Deki+ky,=1ekpky=-2=k;=-1ek,=2(ouvice - versa).
3.2. TEOREMAS IMPORTANTES

Os teoremas a seguir sdo de grande utilidade para resolucdo das equacdes

algébricas polinomiais e, portanto, indispensaveis para o presente trabalho.
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Teorema 9 (Teorema Fundamental da Algebra)
Dado o polindmio f(X) = aX" + ay-1X" 1 + ay. X" "2 +...+ a;x* + a, com a, # 0,
ou seja, de grau n > 1 e coeficientes complexos, entdo f(x) possui pelo ao menos uma

raiz complexa podendo ou ndo ser imaginaria.

Demonstracao:
Uma outra forma de interpretar o teorema 10, seria dizermos que se um
polindmio tem grau n, entdo admite exatamente n raizes. Este fato pode ser observado

com a ajuda do livro Algebra Linear, onde Hoffman e Kunze (1970, p.128) diz:

Um polinémio f de grau n sobre um corpo F tem no maximo n raizes em F.

O resultado é obviamente verdadeiro para polinémios de grau 0 e 1.
Suponhamos que seja verdadeiro para polindmios de grau n - 1. Se a é raiz de
f(x), f(xX) = (x - a).q(x) onde q(x) tem grau n - 1. Como f(b) = 0, se, e somente
se, a= b ou q(b) = 0, decorre de nossa hipotese de inducdo que f(x) tem no
maximo n raizes.

Dai, temos que se a = b e b ndo € raiz de q(x), entdo teriamos as n - 1 raizes de ¢
mais a raiz b, totalizando exatamente, n raizes para f. Se b é raiz de q(x) ¢ b # a esta sera
contabilizada nas n - 1 raizes de q(x), assim teriamos as n - 1 raizes de g mais a raiz a,
totalizando n raizes para f. Por fim se a = b e b é raiz de g, 0 nimero de raizes sera n,

porém b sera uma raiz maltipla.

Observagéo 13:
N&do faz sentido o nimero de raizes ser menor que o grau n de f, pois ao
aplicarmos a fatoracdo de D’Alembert seria impossivel chegarmos a uma identidade

polinomial.

Teorema 10 (Teorema da Derivada e a Multiplicidade de uma Raiz)
Se k é raiz de multiplicidade m da equacdo f(x) = 0, entdo k é raiz de

multiplicidade m - 1 da equagao f’(x) = 0, em que f’(x) é a derivada — primeira de f(x).

Demonstracéo:
f(x) = (x - K)™.q(x) = £(x) = m(x - k)™ 1q(x) + (x - k)™.q’(x), portanto, temos:
£(x) = (x - K™ L[mg(x) + (x - k).q°(x)] e, como m.q(k) + (k - k).q’(k) = m.q(k)

este ndo-nulo, logo k é raiz de multiplicidade m - 1 de f’(x) = 0.
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Exemplo 21:
Resolva a equagdo 4x° - 20x? - 33x - 18 = 0, sabendo que admite uma raiz dupla.

Solucao:
Fazendo f(x) = 4x® - 20x? - 33x - 18, temos £(x) = 12x” - 40x + 33. A raiz dupla

€ necessariamente, raiz de *(x).

Aplicando a Regra de Baskara para a equacdo 12x° - 40x + 33 = 0, obtemos
como raizes ge % porém f(g) =0e f(%l) # 0. Assim, a raiz dupla de f(x) é g :
Aplicando Briot- Ruffini ou Descartes chegaremos a:

4x% - 20x? - 33x - 18 = (X - g)z(x -2), assim S = {gz}

Teorema 11 (Teorema da Raiz Complexa)
Dado o polindmio f(x) = aX" + an-1X" 1+ ay. X" 2 +..+ aixt + ap, com a, # 0, e

coeficientes reais. Se o imaginario z é raiz de f(x) entdo z o conjugado de z também é

raiz de f(x).

Demonstracao:

Seja a equacdo f(x) = axX" + an . X" 1+ ap . X" 2 +.+ axt + 3= 0 de
coeficientes reais que admite a raiz z, isto €, P(z) = 0. Provemos que P(Ej =0.

n n-1 n-2
P(zj:an(zj +anl[zj +an2(zj +...+a, 2+ a,

Observagéo 14:
Uma raiz complexa e sua conjugada tém a mesma multiplicidade.
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O teorema a seguir tem as mesmas caracteristicas do Teorema da Raiz

Complexa e vale também o fato dessas raizes terem a mesma multiplicidade.

Teorema 12 (Teorema da Raiz Irracional)
Dado o polindmio f(X) = anX" + an-1X" 1 + an. X" "2 +...+ a;x* + ao, com a, # 0,
ou seja, de grau n e coeficientes racionais. Se o irracional a++b é raiz de f(x) entdo

a—+b também é raiz de f(x) ou vice-versa.

Teorema 13 (Teorema da Raiz Racional)

"Lpan X" %+ + axt + ag, com an #0,

Dado o polindmio f(x) = a,x" + a, - 1X
ou seja, de grau n e coeficientes inteiros. Se a fracéo irredutivel p/q (p e g primos entre

si, q # 0) é raiz de f(x) entdo p divide ag e q divide an.

Demonstracéao:

Se p/q é uma raiz de f(x) = 0, temos:

n n-1
n p_n + an*l pn—l
q q q

Multiplicando a equacdo por g", temos:

n-2
+a,, P +...+al£+a0 =0

a n-2

anp” + an-1p" g+ an-op" %+ apq” t + ag” = 0.

Isolando a,p" e, depois, ayq", temos:

(1) awp" =-qlan-1p" " + an-2p" g +.+ awpq” * +aoq” ],
(2) 209" = - plap” * +aq.1p" ’q +.+ ang" Y],

Como ay, ai,..., an, p € q séo todos inteiros, decorre que:
a=[an-1p" t +an op" Ag et apd” e ],
B=[a:p" " +a..ap" g+t aug” ],

Assim, retomando (1) e (2), vem:
Q&P __4cz

q
@2 =—pez

p

Isso significa que:
(1) aqp" é divisivel por q e, como p" e g sdo primos entre si, a, € divisivel por .

(2) aoq" é divisivel por p e, como g" e p sdo primos entre si, ag € divisivel por p.
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Para o teorema 14 nos limitaremos, apenas ao enunciado, uma vez que para o
entendimento da demonstracdo sdo exigidos conhecimentos da matematica superior.
Porém, é valido ressaltar que esse teorema da origem a um teorema de grande utilidade

para o estudo das raizes das equagdes polinomiais, conhecido pelo Teorema de Bolzano.

Teorema 14 (Teorema do Valor Intermediario)
Se f for continua em [a, b] e se k for um real compreendido entre f(a) e f(b),
entdo existira pelo ao menos um ¢ em [a, b] tal que f(c) = k.

Teorema 15 (Teorema de Bolzano ou do Anulamento)

n n-2

Dado o polindmio P(x) = ax" + a,. X" 1 + a, . ox" "2 +..+ a;x* + ag, com a, # 0,

ou seja, de grau n e coeficientes reais e ]a; b[ um intervalo real aberto.

i — Se P(a) e P(b) ttm mesmo sinal, entdo existe um numero par de raizes reais

ou ndo existem raizes da equacdo em ]a; b[.

ii — Se P(a) e P(b) tém sinais contrarios, entdo existe uma raiz ou nimero impar

de raizes reais em ]a; bl.

Demonstracéao:

Notemos que, se r; € interno ao intervalo Ja, b[, entdoa <rj<b, istoé,a-r;<0e
b-r>0,logo(a-r)b-r)<O0.

Notemos também que, se r. é externo ao intervalo ]Ja, b[, por exemplo, se
a<b<reresultaa-re<0eb-r.<0,logo (a-re)(b-re) >0.

Calculemos agora o produto P(a).P(b):

P(a).P(b) = [a..Q(a).(a - r1)(@ - 12)... (a - rp)][an.Q(D).(b - r1)(b - r2).... (b - 1p)]

= 2,"[Q(2).Q(M)][(a - r1)(b - r)][(a - r2).(b - r2)]...[(@ - rp)(b - )] (%)

Verificamos que P(a).P(b) é um produto de p + 2 fatores numéricos, a saber:

Um fator é a,2 > 0, outro fator é Q(a).Q(b) > 0, pois Q(x) > 0, ¥xeR. E por
Gltimo os p fatores do tipo (a - ry)(b - r), em que ry, é raiz real da equacédo dada.

Assim, os Unicos fatores negativos do segundo membro da relagcdo (*) sdo os
fatores correspondentes as raizes de P(x) = 0 internas ao intervalo ]a, b[, o que permite

concluir a existéncia de duas possibilidades.
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1% Quando P(a) e P(b) tém mesmo sinal, isto &, P(a).P(b) > 0 existe um nimero
par de fatores negativos do tipo (a - r;)(b - r;) e, portanto, existe um numero par de raizes

reais da equacdo P(x) = 0 que sdo internas ao intervalo ]a, b[.

2°) Quando P(a) e P(b) tém sinais contrérios, isto &, P(a).P(b) < O existe um
numero impar de fatores negativos do tipo (a - r;)(b - r;) e, portanto, existe um ndmero

impar de raizes reais da equacao P(x) = 0 que sdo internas ao intervalo ]a, bl.

Exemplo 22:

Considere P(x) = x* - 3x + 1. Quantas raizes existem no intervalo ]0, 1[ ?

Solucao:

Inicialmente, temos que P(0) =0°-3.0+1=1eP(1)= 1®-3.1+1=-1. Logo,
pelo Teorema de Bolzano, temos uma raiz ou um ndmero impar de raizes entre 0 e 1.
Sabemos que o grau do polinémio é trés, logo pelo Teorema Fundamental, esse numero
impar s6 pode ser 1 ou 3.

PB)=3%-33+1=1 o0u seja, P(1) = - 1 e P(3) = 1 tém sinais opostos, assim
pelo Teorema de Bolzano existe pelo ao menos uma raiz real em (1, 3). Como (0, 1) ndo

estd contido em (1, 3) a Unica possibilidade é que exista uma Unica raiz real em (0, 1).
3.3 - TRANSFORMACOES
Dada uma equacdo algébrica f(x) = 0 quando substituimos em x uma expressdo
com outra variavel, obtemos neste momento uma transformacéao da equacdo f(x) = 0
em uma equacdo na nova variavel escolhida. A equacéo original é chamada primitiva e

a equacdo obtida é denominada transformada.

Exemplo 23:
x* - x? + 2 =0, fazendo x* = y, obtemos a transformada y* - y + 2 = 0.

Seja a equacéo algébrica f(x) = 0, tal que x é funcdo de uma variavel y e geC.



44

3.3.1 — Transformada aditiva

Quando substituimos x =y + g em f(x) = 0, obtemos a transformada aditiva da
primitiva f(x) = 0.

3.3.2 — Transformada multiplicativa

Quando substituimos x = qy com q # 0, em f(x) = 0, obtemos a transformada
multiplicativa da primitiva f(x) = 0.

3.3.3 — Transformacéo reciproca

Quando substituimos x = i com y # 0 em f(x) = 0, obtemos a transformada
y

reciproca (inversa) da primitiva f(x) = 0.

Observagéo 15:
As transformadas de uma equacdo algébrica, em muitos casos, servem como
ferramenta auxiliar para solucionar algumas equac@es de grau maior ou igual a trés, dai

a sua relevancia.

3.4 —EQUACOES RECIPROCAS

Sobre as equac0es reciprocas Guimarées (2008, p.146) afirma que:

As equacles reciprocas sdo caracterizadas por possuirem
coeficientes equidistantes do centro da equagdo simétricos ou anti -
simétricos, tornando assim possivel classifica-las quanto a dois tipos. A
equacdo reciproca de primeira espécie 0s termos equidistantes sdo iguais e na
equacdo reciproca de segunda espécie 0s termos equidistantes sdo simétricos.

Exemplo 24:
2x* - 5x3 + 6x% - 5x + 2 = 0 (equacao reciproca de primeira espécie) e;

-3 +H4Ax%-4x+3=0 (equacdo reciproca de segunda espécie)
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Exemplo 25:

Resolva a equacdo P(x) = 0, tal que P(x) = 2x° - 7x° + 7x* - 7x% + 7x - 2.

Solucao:

Inicialmente, temos que P(x) = 0 é uma equacdo reciproca de segunda espécie,
pois os coeficientes equidistantes sdo simétricos.

E facil ver que 1 e - 1 sdo raizes da equacéo, pois:

P(1)=21%-71°+71°-71°+71-2=2-7+7-7+7-2=0.

P(-1) = 2.(-1)8 - 7.(-1)° + 7.(-1)* - 7.(-1)2 + 7.(-1) -2=2+7+7-7-7-2=0.

Primeiramente, vamos fatorar a equacédo através do dispositivo pratico de Briot-
Ruffini.

2 -7 7 0 -7 7 -2
1 2 -5 2 2 -5 2 0
-1 2 -7 9 -7 2 0

Assim, a equacdo inicial fica (x - 1)(x + 1)(2x* - 7x3 + 9x? - 7x + 2) = 0. Agora, a
partir da equacdo 2x”* - 7x* + 9x* - 7x + 2 = 0 acharemos as raizes restantes. Observemos
inicialmente que essa equacgdo é reciproca de primeira espécie e que para equagdes
reciprocas com nimero de termos impar € sempre viavel dividir toda a ela pela parte
literal do termo central para em seguida formarmos “pacotes algébricos”.

Dividindo 2x* - 7x3 + 9x? - 7x + 2 = 0 por X, obtemos:

2x2—7x+9—7.£+2.i:0,organizando, ofxie L7 xstls0-0.
X X X X

s ~ 1
Formando os “pacotes algébricos”. Fazendo a transformagdox+—=ye
X

1
elevando ambos os membros ao quadrado, vamos ter que x* +— = y® —2. Obteremos
X

a nova equacdo 2y’ - 7y + 5 = 0, que tem como raizes 5/2 e 1. Atribuindo os valores de
y na transformagao:

Paray=5/2 = 2x*-5x+2=0=x; =2 e X, = 1/2.
1+i/3

Paray=1=x*-x+1=0= x= S

L
Portanto S = {+ 1, 1/2, 2, 1—;/5 ).
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4 — SOLUCOES DE EQUACOES POLINOMIAIS DE 3° E 4° GRAUS E
APLICACOES

As equacg0es de graus um e dois ndo sdo os focos deste trabalho, porém é valido
mostrar as formas mais recorrentes de solucéo.
Na equacéo de 1° grau da forma ax + b = 0, tal que a, beR e a # 0, temos que a

Unica solucdo é dada por x = — 9 assim S = {— E}
a a

J4 na equacdo quadratica (2° grau) da forma ax® + bx + ¢ =0, tal que a, b, ceR e

a # 0, sdo duas as formas mais recorrentes de solucao.

i. Regra de Baskara

Seja o polindmio P(x) = ax® + bx + ¢, tal que a, b, ceR e a # 0. Se o é raiz de
P(x), entdo P(a) = 0. Assim:
P(a) =0 < aa’ +ba+c=0

b c
sSal+—a+—=0
a a

2 b b? c b?
Sat+—a+ > |+—=0+ 5
a 4a a 4a

<:>(a2+9a+ b* j b® ¢

a 432 ) 4a’ a
( b ]2 b? —4.ac
Sla+r— | =——
2a 4.a?
( b j ++/b? —4.ac
Slatr— | =—F7
2a 2.a
. —b++/b?
Portanto, temos que o é dado por: o = b+ 2 4ac ,onde A=b*—-4.acé
a

chamado discriminante da equacao.

Se A <0, entdo as duas raizes sdo da forma m + ni; m, neR.

Se A =0, entdo as raizes serdo reais e iguais.

Se A > 0, entdo as raizes serdo reais e distintas.
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Exemplo 26:

Resolver a equacao x2-5x +4=0.

Solucao:

Inicialmente, comparando com a equacdo geral os valores dos coeficientes da
equacdo sdo a = 1, b = - 5 e ¢ = 4. Assim, o discriminante sera dado por
A=(-5)*-4.1.4=25-16=9>0, isso nos garante que a equacao terd duas raizes reais

e distintas.

—(=5)+ + -
X = ( 52)1—\@:5;3:”(1:&23:4 e x2:5—23=1. Portanto o conjunto

solucéo é dado por S = {1, 4}.

il — Soma e produto

Indicado para equacdes quadraticas que possuem raizes inteiras. Sendo S a soma

das raizes e P o produto das raizes, entdo:

2
Sendo x, = —b—\/g —4ac
a

_—b++b*-4ac

5 as raizes da equacdo
a

1 X,
quadraticaax’ + bx + ¢ = 0; a, b, ceR e a # 0.

(<b—+/b? —4.ac) . (-b++b®-4ac) -2b_-b
2.a 2.a a

S=x+x, = s

{(—b—\/bz —4.a.c)M(—b+\/b2 —4.a.c)} b?-b’+dac dac c
24 ' 2a -

P=x.x,= = -
v 432 432

iii — Equac0es quadraticas incompletas

Podem facilmente ser resolvidas sem, necessariamente, utilizarmos formulas ou
relacdes. Para as equacdes com coeficiente do termo linear igual a zero, ou seja,

equacdes do tipo ax® + ¢ = 0; a, ceR’". As raizes serdo dadas por:
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Para as equagdes com termo independente nulo igual a zero, ou seja, equagdes
do tipo ax® + bx = 0; a, beR".
ax? + bx = 0, podemos tirar o termo semelhante x, assim a equacdo fica fatorada
da seguinte forma x.(ax + b) = 0. Dai x = 0 (sempre serd raiz) ou ax + b = 0, desta
X = _—b Assim, S ={o,__b}.
a a
Para as equacOes da forma ax? = 0; a é n&o nulo, temos o zero como raiz de

multiplicidade dois, logo S = {0}.
4.1 - EQUACOES CUBICAS
S&o equacdes da formaax® + bx? + cx +d = 0, tal que a, b, ¢, deR, com a # 0.

Para a solucdo das equacdes de grau maior que dois (em especial as cubicas e

quarticas) comecaremos das formas particulares e seguiremos as formas completas.
4.1.1 — Equagdes cubicas incompletas
I — Trés termos nulos

Fazendo b = ¢ = d = 0 a equacdo cubica fica reduzida a forma ax’=0;a#0,

tendo como raiz de multiplicidade trés o zero, ou ainda, S = {0}.
Il — Dois termos nulos
a)a, bndonulosec=d=0

Neste caso a equacdo clbica fica reduzida ax® + bx® = 0.
axC+bx* =0« x%(ax +b) =0 = x* = 0 ou ax + b = 0. Assim, temos 0 zero

como raiz de multiplicidade dois e x = ~P como raizes.

a

Portanto, S = {O, _?b}
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Exemplo 27:

Resolver a equagdo 2x* + 6x° = 0.

Solucao:

233 +6x° = 0 < 2¢%.(x + 3) = 0 = 2x* = 0 = x = 0 (raiz de multiplicidade dois)
oux+3=0= x=-3. Portanto, S = {- 3, 0}.

b)a,cndonuloseb=d=0

Neste caso a equacdo clbica fica reduzida ax® + cx = 0.
axC+cex=0< x.(a?+c)=0=x=0o0uax’+c = 0. Assim, temos 0 zero

—C

como raize x=+.|— as raizes restantes.
a
—C —C
S=40- -5+ |75
Portanto, { a a

Exemplo 28:
Resolver a equacdo 3x* + 12x = 0.

Solucéo:

3 +12x= 0 3x.(xX*+4) =0 =3x=0=x=0oux*+ 4 = 0. Da equacio

quadratica anterior, temos que x =+, /_T4 =++/—4 = +2i. Portanto, S = {0, — 2i, 2i}.

c)a,dndonuloseb=c=0

Neste caso a equacdo clbica fica reduzida ax® + d = 0.

ax’+d=0= x-3~9. como =% ecC, aplicaremos os conhecimentos relativos
a a

a radiciacdo de numeros complexos, e consequentemente, encontraremos as trés raizes

da equacéo.
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Exemplo 29:

Resolver a equacao 2x3-16=0.

Solucao:
2x*-16=0= x=3\/%=§/§.
Fazendo,z=8=8+0i=|z|]=p=8earg(z) =06 =0".

Da expresséo, z, = \/;.[cos(g + k.z—ﬁj + i.sen(g + kz—ﬂﬂ tal quek=0,1,2.
n n

n n
Temos que:
Parak =0 = x, =3/8. cos(9+0.2—”j+i.sen(9+0.2—”j =2(1+0i)=2
3 3 3 3
k=1= X =3/8. cos(9+l.2—ﬂj+i.sen(9+1.2—”j =2 _—1+i£ =-1+i/3
3 3 3 3 2 2
0 .2z) . (0 .2« -1 .3 .
= X, =3/8/cos| —+2.=— |+isen —+2.-—= ||=2| ——i— |=-1—i+/3
k=2=% \/_{ (3 3] [3 3)} (2 2] V3

Portanto, S = {2,—1+ i\/§,—1—i\/§}

111 — Um termo nulo apenas
a)a, b,cndonulosed=0.

A equacdo cubica fica reduzida a forma ax® + bx? + cx = 0.
ax® +bx’ +cx =0 < x.(ax’ + bx + ¢) =0 = x = 0 ou ax’ + bx + ¢ = 0 (equacéo
quadratica de onde sairdo as duas raizes restantes).

O—b—\/Z —b+A
" 2a ' 2a |

Assim, S :{

Exemplo 30:

Resolver a equagdo x° - 4x% + 3x = 0.
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Solucao:
XA +3x= 0 X(X-4x+3)=0=>x=00ux’-4x+3=0=x;=1e
X, = 3. Portanto, S = {0, 1, 3}.

b) a, b, d ndo nulose c = 0.

A equacdo cubica fica reduzida a forma ax® + bx? + d = 0. Para este tipo de

equacao seguiremos 0s seguintes passos:

1% — Verificar se a equagdo é reciproca, pois pode ajudar em uma possivel

mudanca de variavel.

2° — Utilizar o teorema das raizes racionais ou tentativas (se possivel), Bolzano

(para tentar localizar a raiz) para posterior aplicacdo do algoritmo de Briot-Ruffini.

3 — Se nenhum dos passos anteriores solucionar a equacio, recorreremos ao
processo de eliminacdo do termo quadratico visando a aplicacdo da Regra de Cardano

que veremos agora.
Regra de Cardano

A regra de Cardano, a principio, permitia encontrarmos a solucdo real de uma
equacdo clbica incompleta da forma x* + cx + d = 0.

Seja a equacdo ax® + cx + d = 0, inicialmente vamos dividir todos os membros
da equag&o clbica por a, assim obtemos uma equagdo x> + px + q = 0, onde p = c/a e
q=d/a.

Estamos interessados em achar uma expressdo capaz de calcular a solu¢édo da
equacdo x° + px + g = 0. Vamos pensar em x como a soma de duas parcelas, u e v,
substituindo em x a soma u + v. Vamos ter:

x=u+v= X = U+ V)= =ud+ 30tV + 3uvi + vV = ud + VP + Buv(u + V)
= x> = u® + V¥ + 3uvx = x® - 3uvx - (U + V), comparando com a equacéo inicial

x>+ px+0q=0,temos que:u®+Vv¥=-qiuv=_P.
3
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3
Portanto, W} +Vv*=-qeu’ v = _P_.
27
Vamos agora interpretar u® e v¥ como sendo a solucdo de uma equacdo
quadrética, tal que conhecemos a soma e o produto delas.

3

Obtemos entdo a equacdo y* + qy —% = 0. Utilizando a regra de Baskara,
vamos ter:
—q+\/q —41[ ) —q+’q +4p / q +4p
ud = 27 27 _ 27
2.1

3 3

=9, q—+p—:>u \/—q q—+p—

2 4 27 2 4 27

Sendo V? a outra raiz, entio:

. / p
4.5
] q+427 q+ 27

2 3 2 3
:>V3__—q— q_+p_:>\/ \/__q_ q_+p_
2 4 27

Como x = u + v, portanto a solucdo da equacao é:

2 3 2 3
XZ?J—_Q_ e p +3J—_q+ o p
2 4 27 2 4 27

Exemplo 31:
Resolver a equacao x* - 6x - 9 = 0. Fazendo a comparagdo com a equacao geral

x3+px+q=0,temosquep=-6eq:-9.

Solucao:

Aplicando a regra de Cardano:
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X=3J—(—9)+ (97, 6 ,,[-(9_ [97 (6 _
2 4 27 2 4 27

+

\/ 9 \/ 2187 (-864) \/9 \/ 2187 (-864)
X =3=+ 3= " =
2 V108 ' 108 2 V108 108

\/ 9 [1323 \/9 1323 \/9 49 \/9 49
X=3 =+ [ +3|=— [ =X=3 =+ [— +3=— [ — =
2 V108 \2 V108 2 Va4 \2 Va4

9+Z+i/3_12§/§+i/i=2+1=3
22 V2 2

x
Il
_®

Para encontrarmos as ouras duas raizes vamos fatorar o polinémio da equacédo
representado por x° - 6x - 9, dividindo-o pelo polindmio x - 3. A divisdo pode ser feita
usando o método das chaves, Descartes ou ainda utilizando o algoritmo de Briot-
Ruffini, em ambos os casos chegaremos a:

X3 - 6x - 9 = (x - 3).(x* + 3x + 3). Assim, (x - 3).(* + 3x + 3) = 0, fazendo

—3+i\/§e ~3-i3
R XZZT

X +3x+3=0= x = . Portanto:

S:{—3+i\/§,—3—i\/§!3}
2 2

2 3
Na regra de Cardano o termo qIJr% é chamado discriminante da equacéo.

Quando o discriminante é zero a expressdo fica reduzida a x = 2.31/_—2q ,araizé

facilmente encontrada.

A Unica limitacdo para regra de Cardano era quando o discriminante assumia um

valor negativo, porém essa limitacdo foi suprimida com o aparecimento do corpo dos
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complexos e em alguns casos com a igualdade desenvolvida pelo matematico Rafael

Bombelli, tal igualdade consistia em fazer 3/x+./—y =a++/b e x—/—-y =a—-+b.

Apresentaremos agora um processo para solucionar equagdes cubicas onde o

discriminante é negativo.

Vimos anteriormente na deducgéo da formula de Cardano que:

_ 2 3 _ 2 3
u3:_q+ q_+p_:>u=3\/_q+ q_+p_e
2 4 27 2 4 27

2 3 2 3
=0 q_+p_:V=3J—_q_ @ p
2 4 27 2 4 27

Como x = u + v, portanto a solucdo da equacao é:

_ 2 3 _ 2 3
XzaJ_q_ @, 0 +3J_q+ @, p
2 4 27 2 4 27

2 3
Acontece que A = qT + 2p—é negativo. Assim:

u’ :_—2q+ i—A :‘u3‘.(cosa +isena)e v? =—_2q_ iV—A :‘v3‘.(cos/3+ i.senp)

Vamos agora encontrar a forma trigonométrica desses complexos.

No corpo dos complexos, um complexo e seu conjugado tém o mesmo modulo,

logo u® e v* terdo o mesmo médulo, ou seja, |u®| =|v°|

O e R e C A P

Temos ainda que:

—-a —4a
COSa:LeCOS,B:L:COSa =C0S f.
3 3
] v
-A -A
seno = ———esenf = ———— = sena =—seng.
N v
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Assim, 0 argumento sera dado por:

C0S @ = —2— = g = arccos| —2. 27 .
2 \-p°

Portanto, as formas trigonométricas serdo dadas por:

e :—_2q+ in/— A =|u’|(coser +i.sencr) €

Ve :——n/ A =|v*|(cos B +isenp) =|v*|.(cos(~ &) + i.sen(~ &) =|v°| (cos & —i..sena)

Pela radiciacdo de um namero complexo, temos que:

N3
u=3{/u_3=31/ P .cos(g+2k—”)+i.sen(g+2k—7[j e
27 3 3 3 3
i/_—?{/,/_p cos[ +ﬁj—i.sen(z+2k—7[j parak =0, 1, 2.
3 3 3 3
Resolvendo os radicais os valores de u e v acima podem ser representados por:
u=%ud = 1/ cos[ +—J+|sen(a Zk”j e
3 3
v=3h® = 1/ cos[ +—j—|se [a ZK”J
3 3
Para k = 0.
R B R B
u=,——|cos| — |+isen — ||e v=_ |—]|cos| — |—isen — ||.
3 3 3 3 3 3
COMOX=U+V =X = 2.‘/_—p.cos L arcos =9, 27
3 3 2 \-p°

Para k = 1.
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Para k = 2.

- P (05 47T) . [a 47rj_
U=.—")cos| =+— |+isen =+— ||e
3] 13 3 373
-p| (0! 47Tj . (a 47r]—
V= —"]cos| = +— |—isen =+ —
31 .3 3 33 )
X3 = 2.‘/_—p. cos| 1 .arccos| =9. 273 LAz
3 3 2 \-p 3

Exemplo 32:

Resolver a equagdo x° - 6x + 4 = 0

Solucao:

Aplicando a formula de Cardano chegaremos a X = i/—2+\/—4 +§/—2—\/—4

ouaindax=3%-2+2i+%-2-2i.

Fazendo:
u® :—2+2.i:‘ua‘:\@:COSa:—%,SGna:—Ze

J2

vi=—2-2ij :>‘v3‘=\/§:>cosﬂ=_§,senﬂ=—7
Observemos que, ‘u3‘ :‘v3‘ e que o e B sdo angulos opostos, pois sen a. = -sen .

Assim, u® =|u®|(cosa + i.sena) @ v* =|v°|.(cos B +i.senf3) =|v°| (cos & —i..senar).
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Quanto ao argumento, cos o = —gesena = g S>a= 37” rad.

Pela radiciagdo de um complexo:

u=%ud = \/_{cos( 3 j+|sen(§ ZI;”H e
V= %/v—3 = E{/E{cos(%+2k7ﬂj— i.sen(g+2k7ﬂﬂ parak =0, 1, 2.

3

Resolvendo os radicais os valores de u e v acima podem ser representados por:
Parak =0.

u:ﬁ.{cos(sjﬂsen } =2

cos— —i.sen , logo:

| 3§ o
3r

Como x = u+v:>x1—2\/_cos% _2\/_cos \/_§=2.

Para k = 1.

u=+/2/cos g+2—7Z +i.sen g+2—7[ e
i 3 3 3 3

v =+/2] cos g+2—” —1.sen g4r2—7Z )
| 3 3 3 3

3
Xo = 2/2.cos —+2— = 2/2.cos| = 7[ 27 = 2./2.cos| —— 117[
3 3 4 3 12

Para k = 2.

u=+v2 cosl &+ 7 ) visen| E 127 |
i 3 3 3 3

v =+/2] cos g+4_7z —i.sen g+4—7z )
i 3 3 3 3

3
X3 = 2+/2.c0s A AT o2 008 E A 2 22008 197 |
3 3 4 3 12
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Ao acharmos a raiz x = 2, podemos também aplicar o algoritmo de Briot- Ruffini

e encontrar as demais raizes sem depender dos valores dos cossenos acima.

‘1 o -6 4‘

2 ’ 1 2 -2 ‘ 0 ‘
Assim, x> - 6x + 4 = 0 < (x - 2).(0¢* + 2x - 2) = 0, resolvendo a equacio

2+
quadrética, obtemos: x = Z_T\/E

Portanto, S = {2,

—2-410 —2+\/E}

2 2

Como resolver as equacdes da forma ax® + bx® + d = 0?

Anteriormente, através da regra de Cardano encontramos uma forma para
encontrar a solugdo da equacdo x* + px + q = 0. E possivel encontrarmos apés uma
mudanca de variavel em equacdo ax® + bx? + d = 0 uma nova equagio sem a presenca
do termo quadratico? A resposta é sim. Para isso vamos fazer uma mudanga de variével
na equacdo ax® + bx? + d = 0 através da relagdo x = y + k. Qual k devemos escolher para

que a equacdo em y ndo tenha termo quadratico?

Solucdo

ax®+bx*+d=0

—a(y+k?>+b(y+k?+d=0

= a(y® + 3y’k + 3yk® + k) + b(y? + 2yk + kK*) +d = 0

— ay® + (3ak + b)y? + (3ak? + 2bk)y + ak® + bk? + d = 0.

Para eliminar o termo quadratico devemos ter 3ak + b =0 = k = ;—:.

Portanto, para eliminar o termo quadratico de uma equacdo cUbica basta

fazermos k = —.
3a
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Exemplo 33:

Resolver a equagdo x® + 3x?-2 = 0.

Solucao:
Comparando com a equacao geral, temos que k :;—i =-1. Assim, fazendo a

substituicdo x =y - 1. Vamos ter:

XC+3x%-2=0=(y-1)°%+3(y-1)?-2=0
=y -3y%1+3y1%-1+3y?-6y+3-2=0=y*-3y=0.
=y -3y=0y(y?-3)=0=>y=00uy?-3=0=y= ++/3.

Voltando a equag&o original.

Paray=0=x=-1.

Paray= -3 =>x=-3-1

Paray= 3 = x=3-1. Assim,S={-1, -3-1, /3-1}.

c)a, c,dndonulose b=0.

A equacdo cubica fica reduzida a forma ax® + cx + d = 0. Para este tipo de
equacdo sendo acharmos uma solucdo pelos teoremas aqui apresentados, basta aplicar a
regra de Cardano vista anteriormente. Se a # 1, entdo divida a equagéo por a, antes.

4.1.2 — Equacao cubica completa

Seja a equacdo ax® + bx? + cx +d = 0, tal que a, b, ¢, d sdo ndo nulos. Para
resolver uma equacdo cubica completa, de um modo geral, procederemos com o

seguinte critério:

1° — Manipulacio algébrica, ou ainda, verificarmos se a equacdo é reciproca,

pois pode facilitar na solugdo da equacao.

20— Utilizagdo do Teoremas aqui apresentados.



60

3°_ Eliminar o termo quadratico para em seguida aplicar a regra de Cardano.

Exemplo 34:

Resolver a equagdo 3x° - 2x° - 5x - 6 = 0.
Solucao:

1° — Inicialmente, observamos que ndo tem como manipular algebricamente a

equacdo (normalmente a manipulacdo se da em equac@es reciprocas).

2° - Utilizacdo do teorema das raizes racionais. D(- 6) = {*1, +2, +3, 6},
D(3) = {#1, £2, +3}. Possiveis raizes {+1, +2, £3/2, +6}. Fazendo o teste, observamos
que parax =2 = 3.2°-22%-52-6=24-8-10-6=0. Assim, x = 2 é raiz dai ndo
precisamos ir para o terceiro critério. Poderiamos, também ter tentado o Teorema de

Bolzano para localizar a raiz.

Portanto, 3x% - 2x% - 5x - 6 = (x - 2)(ax’ + bx + c). Aplicando o método de

Descartes, obtemos: a=3,b=4,c=3.

Assim, 3x° - 2x% - 5X - 6 = (X - 2)(3x? + 4x + 3) = 0, fazendo 3x% + 4x + 3 = 0,

obtemos X:—z—?:zﬁ ou xzﬂ.

Logo, S = {2,—2—;2\/5,—2—;2\/3}_

4.2 - EQUACOES QUARTICAS

E toda equacéo da forma ax* + bx® + cx? + dx + e = 0, onde a, b, ¢, d, ecR e
a # 0. Analogamente, ao estudo das equacdes cubicas, vamos particularizar os casos

para facilitar o aprendizado da solucéo dessas equacdes.
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4.2.1 — Equaces quarticas incompletas
I — Equagdo quértica com quatro termos nulos

Fazendo b = ¢ = d = e = 0, a equacdo quartica fica reduzida a forma ax” = 0. E

facil ver que equacdo tera como raiz de multiplicidade quatro o zero, assim S = {0}.
Il — Equacdo quartica com trés termos nulos
a)a, bnadonulosec=d=e=0.

A equacdo fica reduzida a forma ax* + bx®> = 0 ou x*(ax + b) = 0 = x* = 0 ou
ax + b = 0. E fécil ver que zero € raiz de multiplicidade trés e - b/a a outra raiz, assim

S = {0, - b/a}.

Exemplo 35:

Resolva a equagdo x* - 2x* = 0.

Solucao:

De x*-2x* = 0 = x*(x - 2) = 0, assim x*> = 0 = x = 0 (raiz de multiplicidade 3)
oux-2=0= x=2.Portanto, S = {0, 2}.

b)a,cndonuloseb=d=e=0.

A equacéo fica reduzida a forma ax* + cx* = 0 ou x’(@x* +c¢) =0 = x* =0 ou

ax? + ¢ = 0. E facil ver que zero é raiz de multiplicidade dois e x = + /_—C s80 as raizes
a
restantes, assim s :{0,_ =€, /—C}.
a a

Exemplo 36:
Resolva a equagdo 3x”* + 27x* = 0.
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Solucdo:

Ded3x*+27x* =0 = X*Bx* +27) = 0 = xX* = 0 = x = 0 (raiz de

multiplicidade dois) ou 3x* + 27 = 0 = x = + 3i. Portanto, S = {0, - 3i, +3i}.
c)a,dndonuloseb=c=e=0.

A equagcdo fica reduzida a forma ax* + dx =0 ou x(@’ +d) =0 =x =0
ou ax® + d = 0. E fécil ver que o zero é uma das raizes, e as raizes restantes sairdo da
utilizacdo dos conhecimentos relativos a radiciacdo de um ndmero complexo aplicados

na equacdo ax® + d = 0.
3 N —d —d . .
De ax® +d =0, implica x =3|— , basta tomarmos z = — e aplicarmos a raiz
a a
cubica. Encontraremos trés complexos que serdo as trés raizes restantes da equacéo

quartica.

Exemplo 37:

Resolver a equagdo x* + 27x = 0.

Solucao:
X'+ 27x= 0o x(*+27)=0=x=00u x*+27 =0 = x=3%—27, fazendo

z=-27,temosque |z|=p=27eargz=0=m.

Da expressio, z, = %{cos{g + kz—ﬂj + i.sen(g + kz—”ﬂ tal que k=0, 1, 2.
n o n

n n

Temos que:

Para k = 0.

X, =%/27/ cos £+0.2—ﬁ +i.sen Z+O.2—” =3 1+£ :§+%
3 3 3 3 2 2 2 2

Para k = 1.

x, =3 27{005(% +1.2?”j + i.sen(% +1.2?”ﬂ =3(-1+0)=-3
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Para k = 2.
X, =3/27. cos(z+2.2—”j+i.sen(£+2.2—”j =3 1—£ :E—%
3 3 3 3 2 2 2 2
Portanto, S = —3,0,§—iﬁ,§+iﬂ .
2 2 2 2

d)a,endonuloseb=c=d=0.

A equacdo fica reduzida & forma ax* + e = 0. As raizes sairdo da
utilizacdo dos conhecimentos relativos a radiciagdo de um complexo aplicados na

equacdo ax” + e = 0.
4 . . —€ —e . .
De ax™ + e = 0, implica x =4|—, basta tomarmos z =— e aplicarmos a raiz
a a
quarta. Encontraremos quatro complexos que serdo as raizes da equacao quartica.

Exemplo 38:
Resolver a equagdo 2x* + 32 = 0.

Solucao:

2x*+32=0= x=4/-16,fazendoz=-16 = |zj]=p=16eargz=0 =m.

Da expressio, z, = Q/;{cos(g + kz—”j + i.sen[g + kz—ﬂﬂ tal que k=0, 1, 2.
n o n n

n
Temos que:
Parak =0.
X, =4/16 cos £+0.2—” +i.sen Z+0.2—” =2 £+£ =J2+i2
4 4 4 4 2 2
Parak =1.

X, = %.{cos(%ﬂ.%}r i.sen(% +1.%Tﬂﬂ = 2[%—%} =2-iV2
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Pelo Teorema das Raiz complexa as raizes restantes serdo~2 —if2 e
—J2-iv2.
Portanto, S = {\/E—i\/?,\/i +iv2,—V2 —iv2,—/2 + i\/E}.

111 — Dois termos nulos
a)b=c=0ea,d, enédonulos

A equacdo quartica fica reduzida a forma ax* + dx + e = 0. Para este tipo de

equacdo, devemos tentar os seguintes métodos:

1% — Verificar se a equagdo é reciproca (facilita a manipulacdo algébrica,

formacao de “pacotes algébricos”)
2° — Utilizar os teoremas aqui apresentados.
3° — Aplicar o método geral para equacdes quérticas que veremos mais a frente.
b)b=d=0¢a,c, endonulos

A equacdo quértica fica reduzida a forma ax* + cx? + e = 0. Esta equacdo é
conhecida como equacdo biquadrada e é de fécil solucdo. Para isto basta fazermos uma
mudanca de varidvel simples que implicard no aparecimento de uma equacdo do

segundo grau (ja estudada).

Exemplo 39:
Resolver a equagdo x* - 13x* + 36 = 0.

Solucao:

Fazendo a mudanca de variavel x* = y, obtemos uma nova equacdo em y dada
por y? - 13y + 36 = 0.

Como resolver a equacdo quadratica em y ndo é foco do exemplo, aplicando os

conhecimentos anteriormente expostos no presente trabalho chegaremos as raizes y; = 4
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e y» = 9. Porém, nos interessa solucionar a equacao e x. Substituindo cada valor de y na
igualdade x* = y. Vamos ter:

X*=4=>x=+2ex*=9=x=%3.Assim,S={-3,-2,2,3}.

c)b=e=0¢ea,c, dndonulos

A equacio quértica fica reduzida a forma ax® + cx® + dx = 0, equivalentemente, a
x@ +cx +d)=0=x=0ouax’+cx +d=0, nesta poderemos aplicar a regra de

Cardano ja estudada anteriormente.

Exemplo 40:
Resolver a equago 2x* - 12x* - 18x = 0.

Solucao:
2xt- 122 -18x =0 = 2X(X*-6x-9) =0 =2x=0=x=00u x> - 6x - 9 = 0.
Esta ja foi resolvida no exemplo 31. Assim, S = {0,3, _32'\@ , _3_2'\/5}.

dc=d=0ea, b, endonulos

A equacdo quértica fica reduzida a forma ax* + bx® + e = 0. Para este tipo de

equacao, devemos tentar 0s seguintes métodos:

1° — Verificar se a equacdo é reciproca (facilita a manipulacdo algébrica,

formacao de “pacotes algébricos™)
2° — Utilizar os teoremas aqui apresentados.

3° — Aplicar o método geral para equacdes quarticas que veremos mais a frente.
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e)c=e=0ea,b, dndo nulos

A equacdo quértica fica reduzida a forma ax* + bx® + dx = 0, equivalentemente,
a x(ax® + bx® + d). O zero sera uma das raizes, as outras trés raizes sairdo da solucéo da
equacao ax® + bx® + d = 0 que pode ser resolvida eliminando o termo quadratico para,
posteriormente, aplicarmos a regra de Cardano ou outro método mais simples

dependendo da equacéo.

Exemplo 41:

Resolver a equacdo x* + 3x® - 4x = 0 utilizando a Regra de Cardano.

Solucao:
Dex*+3¢-4x=0=x(¢+3x*-4)=0=x=00ux®+3x*-4=0. Agora
vamos eliminar o termo quadratico, fazendo uma mudanca de variavel de tal modo que,

3
X=y-—=y-1
Y 3.1 y

Substituindo em x, na equagdo x* + 3x’ +4=0= (y- 1)+ 3(y - 1)*- 4= 0.
Desenvolvendo as poténcias, chegaremos a y® - 3y - 2 = 0.

Comparando com a forma y3 +py+q=0,temosquep=-3eq=-2. Logo:

- EJ_(_Z) L 27 +,JJ—(—Z) 27 3
2 4 27 2 4 27

y=3¥1+0+31-0=N+¥1=>y=1+1=2
Darelagio x =y -1 = x =2 -1 = x = 1. Aplicando o algoritmo de Briot-
Ruffini.

1 3 0 -4 0
1 1 4 4 0 0
0 1 4 4 0

Temos que x* + 3x° - 4x = (x - 0)(X - 1)(x* + 4x + 4) = 0. De X’ + 4x + 4 = 0,

X = - 2 e raiz de multiplicidade 2, assim, S = {0, 1, - 2}.
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f)d=e=0ea, b, cndo nulos
A equacéo quértica fica reduzida a forma ax* + bx® + cx? = 0, equivalentemente,
x4(ax? + bx + d) = 0 = x* = 0 = x = 0 (raiz de multiplicidade dois) ou ax* + bx + ¢ = 0,

esta facil resolver, pois se trata de uma equacdo quadratica.

Exemplo 42:

Resolver a equacdo 2x* + 3x% + x* = 0.

Solucao:

2+ 3+ X =0 X2 +3x+1)=0=x*=0 = x = 0 (raiz de
multiplicidade dois) ou 2x* + 3x + 1 = 0 equacéo quadréatica com raizes - 1 e -1/2.
Assim o conjunto solugdo da equacéo sera dado por S ={- 1, - 1/2, 0}.

IV — Um termo nulo apenas

a) Para os casos em que apenasoub=0ouc=0oud=0.

1° — Verificar se a equacdo é reciproca (facilita a manipulacdo algébrica,

formacao de “pacotes algébricos™)
2° — Utilizar os teoremas aqui apresentados.
3° — Aplicar o método geral para equacdes quarticas que veremos mais a frente.
b)e=0ea,b,c, d, endo nulos
A equacdo quértica fica reduzida a forma ax® + bx® + cx* + dx = 0,

equivalentemente, x.(ax® + bx? + cx + d) = 0, ou seja, X = 0 (raiz) ou ax*+bx*+cx+d=0

(equacéo cubica completa, vista anteriormente).
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4.2.2 — Equacao quartica completa
E toda equacdo da forma ax* + bx® + cx? + dx + e = 0.

Para solucionar as equacOes de quarto grau completas, alguns autores fazem uso
de radicais e outros dos métodos numeéricos (ou de aproximacao). Apresentaremos aqui
uma solugdo geral para equacdes quarticas da forma w* + Kw® + Mw? + Rw + L = 0, tal
que LK? = R? como afirma Filho (2009, p.17) “ (...) em qualquer caso podemos resolver

a equagao’.

O método consiste em, inicialmente, acharmos uma constante g, tal que, que a
partir da equagdo original, possamos fazer aparecer “pacotes algébricos” que
acompanhados de uma posterior mudanca de variavel transformaremos a equacéo

quartica original em uma equacao quadratica.
Seja a equacdo w* + Kw® + Mw? + Rw + L = 0, tal que LK?* = R%

Para K = 0 = R = 0, assim a equacdo w* + Kw® + Mw? + Rw + L = 0, em que
LK? = R? ficaria reduzida para a forma w* + Mw? + L = 0 uma biquadrada de facil

solucéo.
R 2
ParaK#0= L = (E] = Se R =0, entdo a equacdo dada por:

w*+ Kw? + Mw? + Rw + L = 0, em que LK? = R? se reduz a:
w' + Kw® + Mw? = 0, ou equivalentemente, & w2.(W? + Kw + M) = 0, com
w = 0 (raiz de multiplicidade 2) ou w® + Kw + M = 0 equacdo quadratica de facil

solucéo.

Agora, se K#0 e R #0, entdo w = 0 ndo ¢ solucdo, assim para w # 0, podemos
dividir toda a equagdo w* + Kw® + Mw? + Rw + L = 0, em que LK? = R? por w?, daf,

2
obtemos w? + Kw+ M +E+% = 0. Adicionando a esquerda da equacao os termos
" w
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2
w? + Kw+M +E+%—2—R+2—R=
w  Kw K

2
W2+2—R+ R L+ KW+E + M—Z—R =0
K  K2Zw? W K

2
(W+i) + K.(W+ij+(M —Z—RJ:O
Kw Kw K

Fazendoz= w+ i, obtemos a equacdo quadratica z2 + Kz + (M _ZRJ =0.
w K

0>

Determinando as raizes de z, determinaremos as raizes de w, pois existe uma

relacdo entre elas.

Consideremos agora uma equacdo da forma ax* + bx® + cx* + dx + e = 0
dividindo-a por a obtemos x* + Ax® + Bx? + Cx + D = 0, fazendo x = y + q, tal que g é
uma constante. Vamos ter: (y + q)* + A(y + q)® + B.(y + q)* + C.(y + q) + D = 0,
queremos achar q para obtermos uma equacio da forma y* + Ky* + My” + Ry + L = 0,
em que LK? = R%

Desenvolvendo as poténcias acima e fazendo a comparagdo com o polindmio
y*+ Ky® + My? + Ry + L, temos que:

K=4q+A

M =6q” +3Aq + B

R=4q®+3Aq¢*+2Bq+C

L=q*+Agq*+Bg*+Cq+D

Queremos que LK? = R?. Assim:

(q" + Ag® + Bg® + Cq + D).(4q + A) = (49° + 3Ag” + 2Bq + C)°.

Desenvolvendo ambos os membros e fazendo os devidos cancelamentos e
simplificacOes, obtemos:
(8C + A - 4AB)q +(16D + 2AC + A’B - 4B%)g? +(8AD + A’C - 4BC)q + A’D - C*=0

Esta equacdo em @, tem no maximo grau trés, pois o grau da equacdo vai

depender do valor de seus coeficientes.
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Observe que se 8C + A% - 4AB = 0 e 8AD + A’C - 4BC = 0, ent#o:

8AD + A’C - 4BC = 0 = A. (8AD + A’C - 4BC) = 0, da mesma forma vale que
se 8C + A*-4AB=0= C.(8C + A*-4AB) =0.

A.(BAD + A’C - 4BC) - C.(8C + A%- 4AB) = 8.(A’D - C%) = 0.

Exemplo 43:
Resolver a equagdo x* + 5x - 31x? - 72x - 36 = 0.

Solucao:

A equacdo ndo é reciproca, aléem disso, e os demais teoremas apresentados, ndo
facilitam a solucdo da equagdo. Assim vamos aplicar o método geral visto
anteriormente.

Comparando com a equacio x* + Kx® + Mx® + Rx + L = 0, temos que K =5,
M=-31,R=-72e L = - 36. Observamos que LK? # R®.

Temos que achar um t, tal que ao fazermos x =y + t, obteremos uma equacgédo em

y, que satisfaca LK? = R,

Y+ + K+t + My +t’+R(y +t) +L =0

y* + (4t + 5)t + (6t2 + 15t - 31)y® + (483 + 15t* - 62t - 72)t + (t* +5t° - 31t - 72t-36 ) = 0
Queremos que LK? = R?. Assim:

(t* +5t3 - 31t% - 72t - 36 ). (4t + 5)° = (42 + 15t° - 62t - 72)* = t° - 35t* - 72t — 36 = 0, 0 que

implica em t = - 1. Substituindo em:
y'+ (4t + 5)t2 + (6t* + 15t - 31)y” + (4% + 15t* - 62t - 72)t + (t* +5t° - 31t* - 72t-36) =0

Obtemos a equacdo y* + y* - 40y* + y + 1 = 0, que satisfaz LK? = R?. Dividindo

toda a equacdo por y*. Obtemos, y? +y—40+ % + iz = 0.Adicionando ao membro da

esquerda i%zizT’lziZ.Vamoster y? +y—40+1+i2+2—2=0.
y

y2+y—40+1+i2+2—2=0:> y2+2+i2+ y+1—40—2=0
y 'y y y
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2
[y+1J +(y+1j—42:0
y y

Fazendo z = y+£.0btemos a equacdo z° + z - 42 = 0. As raizes desta equago
y

sdo 6 e -7. Dai:
6=y+£:>y:3i\/§:>x:21r\/§.
y

“Teh 29205 _3( 5. )

-7 = y+£:> y=
y
Exemplo 44:

Resolver a equagdo 25x* + 25x° + 50x° + 25x + 19 = 0.

Solucao:
Primeiramente, vamos dividir toda a equacao por 25, assim, obtemos a equacéo

equivalente x* + x° + 2x% + x + 12 = 0. Fazendo x = y + t, e substituindo na equacio em
25

X, obtemos (y + t)* + (y + )3 + 2(y + ) + (y + t) + 279: 0, para esta equacdo em y
5

precisamos achar um t real, tal que, apés as devidas substituicGes e operagOes
obtenhamos uma equacdo em y da forma y* + Ky* + My> + Ry + L = 0, em que
LK® =R

(y + 1) = y* + 4y3.t + 6y + 4yt + t4,

(Y + 8 =y +3y°t+ 3yt* + £,

(y + )2 = y* + 2yt + t>. Substituindo na equacdo em y, obtemos:

v+ (4t + 1)y3+ (662 + 3t + 2)y’ + (A3 + 3P+ 4t + 1)y + (P + 2+ 2t2+t+%):0.

Comparando com a equacéo
y*+ Ky® + My? + Ry + L = 0, temos que:

K=4t+1, M=622+3t+2, R=42+3t +4t+2e L=t*+ 2+ 22+t + 19

25
Porém, para aplicarmos o método geral, devemos ter LK? = R Assim:
'+ +208+t+ % ).(4t + 1)? = (4% + 3t* + 4t + 1)%. Desenvolvendo ambos 0s

membros e fazendo as devidas operacdes, chegaremos a equacao:
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B+ —tP- =2t 2—5:0. E facil ver que t = 1 é raiz da equacio .

Voltando a equacdo em y, fazendo t = 1, obtemos:

K=5M=11,R=12eL= %

Assim, obtemos a equacdo y* + 5y° + 11y* + 12y + % = 0, que satisfaz a

condigdo LK? = R?.

Vamos agora focar na solugéo da equacéo y* + 5y° + 11y° + 12y + % =0.

Inicialmente, vamos dividi — 14 por y?, com o objetivo de fazermos aparecer

12 144

“pacotes algébricos”. Obtemos, y*+5y+11+=—+ ooy =0. Vamos adicionar 0s
y

termos 2_54 e — 2_54 no primeiro membro da equagdo. Assim:

y2+5y+11+E+ 1442—§+%:0: y2+%+ 1442 +5y+E+11—%:0.
y 25y 5 b 5 25y y S)

2
Que corresponde a (y + é—zj + 5[y + ;—ZJ +3€1 =0. Usando a “ponte algébrica”
y y

m=y+ é—z , obtemos a equacdo em m dada por m? + 5m + %= 0, equivalentemente, a
y
5m? + 25m + 31 = 0. Como ndo é o foco do presente trabalho detalhar a solucdo das

_25+.5
10

equacOes forneceremos, diretamente, os valores das raizes, logo m = . O que

. - 12
temos a fazer agora é substituir cada valorde memm = y + v
y

para m = “2BFNS 12 =255 10 4 05 . By + 24 = 0,
10 5y 10
obtemos y = (/5 — 25) +i4/330 + 5045 |
20
Para m = ﬂ:y+2=ﬂz 10y° + (25 + /B)y + 24 = 0,
10 5y 10
obtemos y = (_‘/5—25)il 330—50\/3_

20



73

Porém, a equacdo original na qual queremos encontrar a solu¢do é dada por
25x* + 25x> + 50x? + 25x + 19 = 0. Mas, X = y + t = y + 1, ent#o, fazendo as devidas
substituigdes, obtemos:

- (v/5 —5) £i/330 + 5045 oy - (/5 + 45) + i4/330 —504/5

20 20 '

Portanto, a equacgéo possui quatro raizes complexas.

4.3 — APLICACOES

Vamos agora, resolver alguns problemas a respeito de polinbmios e a
determinacdo de suas raizes, uma vez que, é indispensavel para o aluno além da
capacidade de resolver equacgdes ter também a capacidade de interpretar problemas, pois
grande parte dos exames de ingresso ou para carreira profissional ou para carreira
académica apresentam questdes denominadas, contextualizas. O proprio Exame
Nacional do Ensino Médio (ENEM) que para muitas Instituices de ensino do pais
serve como a Unica prova de selegdo, tem como caracteristica principal, a

contextualizagdo de suas questoes.
4.3.1 — Polindmio e matemética financeira

A receita e a despesa de uma pequena fabrica em certo ano sdo dadas,

respectivamente, por r(t) :%ﬁ — 4t? +67?t e d(t) =%(t3 —109t? +91t). Em que t € 0 més

(Janeiro 1, fevereiro 2,...) e r(t), d(t) sdo dados em milhares de reais.

a) Escreva um polinémio f(t) para representar o lucro (ou prejuizo) da fabrica, de

acordo com o més do ano.

Solucao:
Na matematica financeira para sabermos se uma certa empresa teve lucro ou

prejuizo, basta fazermos a diferenca entre a receita e a despesa, assim, f(t) = r(t) - d(t).

Logo, temos que f(t) = Gﬁ 42 +6715tj— %(t3 ~19t? +91t) = %(ﬁ —13t2 +39t).
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b) No més de janeiro a empresa teve lucro ou prejuizo?

Solucao:

Para chegarmos a f(t) fizemos r(t) - d(t), assim se f(t) < 0 = a empresa teve
prejuizo, pois a receita seria menor que despesa, por outro lado, se f(t) > 0 = a empresa
teve lucro, pois a receita seria maior que a despesa. Para 0 més de janeiro temos t = 1,

que substituindo em f(t), vamos ter f(1) = %(13 -13.1° +39.1) = %7> 0, logo a empresa

teve receita de 3375 reais.
4.3.2 — Polindbmio e a agricultura

No Brasil, uma das utilizacdes da cana - de - aclcar é na producdo de alcool
combustivel. Em razdo da grande procura por este bicombustivel, e das novas
tecnologias referentes a geracdo de energia elétrica por meio da queima do bagaco, a
cana — de - acUcar tem sido produzida a cada ano em maior escala. A variacdo de
producéo de 2001 a 2008, por exemplo, foi de aproximadamente, de 281 milhdes de
toneladas. Assim, como a producdo, a area plantada de cana - de - aclcar também
variou de 2001 a 2008, sendo que essa variacdo pode ser modelada pela funcdo
polinomial a(t) = - 0, 0003t> + 0, 0076t* - 0, 0547t> + 0, 1692t* - 0, 0459t + 4, 946, em
que t é o tempo, em anos, a partir do ano 2001 (2001 — t = 1), e a é a area plantada, em
milhdes de hectares. Os valores obtidos por meio da funcdo sdo aproximacGes dos
valores reais. Determine a variacdo de area plantada de cana - de - acUcar de 2001 a
2008.

Solucéo:
Sabemos que para 2001 temos t = 1, assim para 2008 teremos t = 8. Para
determinarmos a variacao de area plantada, basta fazermos a(8) - a(1).

a(8) = - 0, 0003.8° + 0, 0076.8* - 0, 0547.8° + 0, 1692.8” - 0, 0459.8 + 4, 946
=-90,8304 + 31, 1296 - 28, 0064 + 10, 8288 - 0, 3672 + 4, 946 = 8, 7004

a(1) = - 0, 0003.1° + 0, 0076.1* - 0, 0547.1° + 0, 1692.1% - 0, 0459.1 + 4, 946
=-0,0003 + 0, 0076 - 0, 0547 + 0, 1692 - 0, 0459 + 4, 946 = 5, 0219.

Logo, a(8) - a(1) =8, 7004 - 5, 0219 = 3, 6785 milhdes de hectares.
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4.3.3 — Polindmio e altitude

A altura h de um baldo em relagéo ao solo foi observada durante certo tempo e
modelada pela fungdo h(t) = t* - 30t? + 243t + 24 com h(t) em metros e t em minutos.
No instante t = 3min o baldo estava a 510 metros de altura. Determine em que outros

instantes t a altura foi também de 510 metros?

Solucéo:

Devemos achar t, tal que, f(t) = 510 = t3 - 30t + 243t + 24 = 510, ou
equivalentemente, t° - 30t* + 243t - 486 = 0. Pelo enunciado, temos que trés é raiz da
equaco t° - 30t? + 243t - 486 = 0, assim, podemos fatorar a equagao:

t* - 30t* + 243t - 486 = 0 pode ser fatorado assim:

(t-3)(at® + bt + ¢) =at® + (b - 3a)t? + (¢ - 3b)t - 3c.

Igualando os polinémios t* - 30t* + 243t - 486 e at® + (b - 3a)t* + (¢ - 3b)t - 3c,
teremos:a=1,b-3a=-30,c-3b=243,-3c=-486. Assim,a=1,b=-27,¢c=162.

Portanto, t* - 30t? + 243t - 486 é equivalente a (t - 3)(t° - 27t + 162), agora basta
encontrarmos as raizes de t* - 27t + 162. Aplicando o método da soma e produto S = 27
e P = 162, dai temos t = 9 e t = 18 como raizes. Assim, nos instante 9min e 18min a

altura do baldo atingira 510 metros.
4.3.4 — Polindmios e eletricidade

Mestre Laureano, técnico e professor de eletrénica, em uma das suas aulas
praticas, escolheu trés resistores e prop6s aos seus alunos que calculassem o valor da
resisténcia de resistor equivalente aos trés resistores escolhidos, associados em paralelo

ele informou aos alunos que:

- 0s valores Ry, R, e R3 das resisténcias dos trés resistores escolhidos, medidos em

ohms, s&o as raizes do polinémio p(x) = x* - 7x% + 16x - 12.
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- 0 valor R da resisténcia, medido em ohms, do resistor equivalente aos trés resistores

: . : L1 1 1 1
escolhidos, associados em paralelo, satisfaz a relagdo — = —+—+—.
R R R, R,
Com base nessas informacdes, qual o valor de R?
Solucdo:
R,.R;, +R.R; +R,.R .
Temos que i+i+i= 2N T TR Agsim:

R, R, R, R,.R,.R,

1 R,.R,+R.R,+R.R,
R R,.R,R,

Pelas relacdes de Girard ou relagdo entre

coeficientes e raizes R3.R, + R{.R3 + R1.R, =-16/1=-16 e R1.R,.R3 =-12/1 = -12.

Substituindo em 1 - R, R; +R.R; + R.R, |
R R..R,.R,

Obtemos l = _—16:> R =0, 75 ohms.
R 12

4.3.5 — Polindbmio e a geometria

Uma caixa d’ 4gua de certa residéncia assume a forma de um paralelepipedo reto
e possui dimensdes X - 1, X - 2 e X + 2 medidas, em metros. Determine, em valores, as

dimensodes dessa caixa d’agua sabendo que seu volume ¢ dado por 10m*.
Solucéo:

Da geometria sabemos que o volume de um paralelepipedo reto é dado pelo
produto de suas dimensdes, assim, V = (x - 1).(x - 2).(x + 2) = x> - X* - 4x + 4.

Como V = 10m>. Entdo x* - x* - 4x + 4 =10 = x> - x* - 4x -6 = 0.

Fazendo p(x) = x® - X - 4x - 6, observamos que p(2) = 2%-22-42-6=-10<0
equep(4)=4°-4>_44-6=26>0.

Assim, pelo teorema de Bolzano, existe pelo a0 menos uma raiz entre 2 e 4.
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Vamos testar o valor 3 em p(x), assim p(3) = 3* - 3°- 4.3 - 6 = 0. Assim, 3 é raiz.

Com a ajuda do algoritmo de Briot-Ruffini, vamos encontrar as outras raizes.

Logo, X® - X% - 4x — 6 = (X - 3)(X* + 2x + 2).
Ao fazermos x* + 2x + 2 = 0, temos que o discriminante é igual a - 4, ou seja

teremos duas raizes imaginarias que ndo servirdo para contexto do problema.

Portanto, a Unica raiz coerente com o problema é 3, assim as dimensdes da caixa

d’4gua sdo 1m, 2m e Sm.
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CONCLUSAO

Trabalhar com solucéo de equacdes de graus 1 e 2 na educacgédo basica funciona
quase como uma paradigma. O que se aprende no ensino fundamental relativo as
equagdes, normalmente, é repetido no ensino médio, ou seja, 0 aluno passa 12 anos
ininterruptos, contando o ensino médio e fundamental, resolvendo esses tipos de

equacdes.

Para uma melhor formacdo dos nossos alunos, precisamos romper com esse
paradigma. Primeiramente, € necessario desde o ensino fundamental proporcionar aos
nossos alunos um estudo aprofundado a respeito das expressdes algébricas e suas
operagdes. Manipular constantemente polindbmios de grau maior que 2, assim o aluno
comegaré a se familiarizar com essas representacfes. No sétimo e oitavo anos do ensino
fundamental, ao calcular valor numérico de uma expressdo algébrica, atentar para 0s

polinbmios de terceiro, quarto e quinto graus.

Apresentamos neste trabalho ferramentas, entre, definigbes, teoremas e
observagdes acompanhados de exemplos que aplicados em sala de aula possibilitardo ao
aluno resolver equacdes de 3% e 4° graus. Mostramos como resolver as equacdes
polinomiais de 3° e 42 graus partindo de casos particulares (equacées que apresentam
coeficiente (s) nulo(s), pois vimos que na maioria dos casos se torna facil encontrar o

conjunto solucdo), até os casos mais complexos.

Para as equacdes cubicas, apresentamos a Regra de Cardano-Tartaglia que faz o
uso de radicais, que junto ao processo de eliminagdo do termo quadratico, possibilita a
solucdo das equacdes cubicas completas. Vimos que a utilizacdo da Regra de Cardano-
Tartaglia se torna ainda mais trabalhosa e exige certo conhecimento a respeito dos
numeros complexos, em especial, da segunda formula de Moivre, quando seu
discriminante € negativo. Tal fato, tornou indispensavel um estudo aprofundado do

corpo dos complexos.

Para as equacOes quarticas apresentamos um metodo totalmente algébrico que se
baseia em transformarmos uma equacdo quartica completa (original) em uma nova

equacdo, em outra variavel, na qual existira uma relacdo especifica entre seus
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coeficientes, que possibilitard formacdo de ‘pacotes algébricos” visando o posterior
aparecimento de uma equacdo quadratica. O método € complexo, mas eficiente para a

solucéo das equacdes quarticas.

Quanto as equacBes de grau maior ou igual a cinco, sabemos que Niels Henrik
Abel através de um artigo provou a impossibilidade da resolucdo geral, por meio de
radicais dessas equacgdes, a demonstracdo dessa impossibilidade é conhecida como
teorema de Ruffini-Abel. Porém, independente, deste teorema, ndo € dificil encontrar
raizes para muitas dessas equacdes, principalmente, das equacBes incompletas, pois
essas equacOes incompletas, muitas vezes, nos dao a oportunidade de resolvé-las através
da aplicacdo de métodos estudados neste trabalho, tais como: as manipulacbes
algébricas (na qual procuramos identificar um termo semelhante para uma possivel
reducdo de grau); podemos também fazer uma andlise dos coeficientes da equacéo
visando identificar a existéncia de uma possivel equacdo reciproca (pois a mesma
apresenta alternativas para sua solucdo); utilizacdo dos teoremas aqui apresentados
como o Teorema das Raizes Racionais (visando testar possiveis raizes), Teorema de
Bolzano (visando sendo um valor exato para raiz, mas pelo a0 menos uma
aproximac&o): além da utilizacdo da segunda formula de Moivre, em especial, para as

equacOes que apresentam apenas o coeficiente dominante e termo independente.

Na equacdo x° - 3x® + 2 = 0, por exemplo, com uma simples substituicdo de
varidvel (x> = y), obtemos uma equacdo quadratica de facil solucdo. Na equacdo
x" - x = 0, ao colocarmos o termo semelhante x em evidéncia, obtemos, x(x° - 1) = 0,
onde o0 zero é uma das raizes e as seis raizes restantes sairdo da aplicacdo direta da

segunda formula de Moivre.

Portanto, para que os alunos da rede publica adquiram uma formacdo capaz de
torna-los competitivos e preparados para futuras necessidades no que se refere as
equacles polinomiais, € indispensdvel que os docentes durante processo de
escolarizacdo possam proporcionar a esses alunos um ensino mais abrangente,

aprofundado e detalhado do assunto.
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