- -~
FLUENDO CRESCIT
Q 9O U

UNIVERSIDADE FEDERAL DE SERGIPE
PRO-REITORIA DE POS-GRADUACAO E PESQUISA
PROGRAMA DE POS-GRADUACAO EM MATEMATICA
MESTRADO PROFISSIONAL EM MATEMATICA
REDE NACIONAL - PROFMAT

SIMONE CARLA SILVA SOUZA EVANGELISTA

PROBLEMAS DE OTIMIZAGAO: UMA
ABORDAGEM METODOLOGICA A
LUZ DO ENSINO MEDIO.

Sao Cristovao-SE
2015



SIMONE CARLA SILVA SOUZA EVANGELISTA

PROBLEMAS DE OTIMIZACAO: UMA
ABORDAGEM METODOLOGICA A
LUZ DO ENSINO MEDIO.

Dissertacao apresentada ao Programa de Pos
Graduacao em Matemética da Universidade
Federal de Sergipe, como parte dos requisitos
para obtencao do titulo de Mestre em Ma-

tematica.

Orientador: Prof. Dr. Zaqueu Alves

Ramos

Sao Cristévao-SE
2015



FICHA CATALOGRAFICA ELABORADA PELA BIBLIOTECA CENTRAL

UNIVERSIDADE FEDERAL DE SERGIPE

E92p

Evangelista, Simone Carla Silva Souza

Problemas de otimizacdo : uma abordagem metodolégica a luz
do ensino médio / Simone Carla Silva Souza Evangelista ;
orientador Zagueu Alves Ramos. — S&o Cristévao, 2015.

50 f. :il.

Dissertagdo (Mestrado Profissional em Matematica) -
Universidade Federal de Sergipe, 2015.

1. Otimizacdo matematica. 2. Analise combinatéria. 3.
Geometria analitica. 4. Funcgdes (matematica). . Ramos, Zaqueu
Alves, orient. Il. Titulo.

CDU 517.9:373.5




3

ia

A _ UNIVERSIDADE FEDERAL DE SERGIPE sty
AA PRO-REITORIA DE POS-GRADUAGAO E PESQUISA : a
PROGRAMA DE POS-GRADUAGAO EM MATEMATICA .
PROEMAT MESTRADO PROFISSIONAL EM MATEMATICA EM REDE NACIONAL =7

Disseriacdo submetida & aprovagdo pelo Programa de Pos-Graduagdo em Matemdtica da
Universidade Federal de Sergipe, como parte dos requisitos para obtengdo do grau de Mestre em
Matemdtica.
Problemas de otlmlza;ao uma abordagem metodoldgica a luz do ensino
médio.
por

Simone de Carla Silva Souza Evangelista

Aprovada pela Banca Examinadora:

=2 My e

f. Dr. Zaqueu Alvés Ramos- UFS
Orientador

NalS:naen~  Asn Saden

Prof. Dr. Naldisson dos Santos - UFS
Primeiro Examinador

loillms Sonlen otn 'v()a,‘;ui@
Prof. Dra. Crislene Santos da Paixdo - IFS
Segundo Examinador

Sdo Cristovio, 13 de Abril de 2015.

Cidade Universitaria “Prof. José Aloisio de Campos” — Av. Marechal Rondon, s/no - Jardim Rosa Elze
— Campus de Sao Cristévio. Tel. (00 55 79) 2105-6887

CEP: 49100-000 - Sio Cristévio — Sergipe - Brasil — E-mail: promat.ufs@gmail.com



Agradecimentos

Primeiramente a Deus por ter me dado sabedoria e paciéncia durante esses dois

anos de esforgo e dedicacgao.

A minha mae, Maria José, por sempre acreditar em mim me incentivando para eu

alcancar este sonho. Minha fonte inspiradora!!!!

Ao meu pai, José Carlos (in memoriam), que mesmo nao estando entre nés sei que
sempre esteve ao meu lado me abengoando e me orientando. Esta vitoria também é

dele!!

Ao meu esposo, Marcio Wagno, pela paciéncia e companheirismo durante meus

momentos de estresses. Obrigada por estda sempre ao meu lado.

As minha irmas, sobrinhos, cunhados, afilhadas e amigos que sempre torceram

por mim.

Ao meu orientador e amigo, Zaqueu Alves Ramos, pela confianca e por sua de-
dicacao e zelo para este trabalho. Vocé é um excelente profissional que consegue

encher os olhos dos seus alunos, sou sua fa!!

Aos professores Almir Rogério, Danilo Felizardo, Humberto, Débora Lopes, Evil-
son Vieira, Anderson, Kalasas, Naldisson Santos, Allyson que compartilharam dos

seus conhecimentos académicos em prol da nossa evolugao profissional.

Aos meus colegas de curso pelos momentos de estudos, aflicoes, alegrias, brin-
cadeiras e o mais importante pela troca de experiéncias, em especial, agradeco ao
companherismo e a cumplicidade dos meus queridos amigos Fabio Vilanova e Jefson
Santos (Jefinho).

A Sociedade Brasileira de Matemética (SBM) pela iniciativa de promover o mes-
trado profissional cujo objetivo é priorizar a capacitagdo dos professores de ma-

tematica da Educacao Basica.



A Secretaria de Educacao do Municipio de Aracaju por ter me concedido o afas-

tamento para cursar o mestrado.

Enfim, a todos que contribuiram diretamente e indiretamente para a concretizagao

deste sonho.



Resumo

Problemas de otimizacao sao interessantes tanto do ponto de vista tedrico quanto
pratico. Nesta dissertacao abordamos este assunto, apresentando problemas de na-
tureza analitica, algébrica, geométrica e combinatéria que podem ser abordados no
ensino basico. Nosso principal objetivo é evidenciar como muito dos contetidos ja ensi-
nados na escola podem ser utilizados de forma atrativa para os alunos, através de pro-
blemas do cotidiano que podem ser resolvidos com o uso da matematica. Também ex-
perimentamos sugerir alguns temas que, embora nao fagam parte do curriculo padrao,

podem ser implementados integrando a parte diversificada do curriculo.

Palavras Chave: Problemas de Otimizacao, maximos, minimos, funcao custo, gra-

fos.



Abstract

Optimization problems are interesting both from the theoretical and practical
point of view. In this thesis we address this subject, presenting problems of analy-
tical nature, algebraic, geometric and combinatorial that can be addressed in basic
education. Our main goal is to show how much content already taught in school can
be used in attractive way for students through real-world problems can be solved with
the use of mathematics. Also tried to suggest some topics that, although not part of

the standard curriculum can be implemented by integrating diverse part.

Keywords: Optimization Problems, maximum, minimum, cost function,graphs.
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Introducao

O Ensino da Matematica no ensino basico tem passado por varias mudancas ao
longo dos anos, devido a necessidade de que o aluno ao final do Ensino Médio saiba
utilizar a Matematica para resolver problemas do seu cotidiano. Em virtude desse
fenomeno é que imaginamos este tema sobre problemas de otimizacgao.

Problemas de otimizacao aparecem nas mais variadas areas da matematica. De
maneira sucinta, podemos dizer que sao problemas que envolvem uma funcao a valores
reais e que o objetivo é determinar os valores do dominio da fungao que minimizem
ou maximizem o valor da imagem da funcao. Dependendo da natureza do dominio
da funcdo e/ou da regra que a define, as técnicas utilizadas podem ser algébricas,
geométricas, analiticas ou combinatorias.

Usualmente, o primeiro contato com problemas de otimizacao de maneira mais
explicita dar-se nos cursos de cdlculo, na graduacao. Nesse contexto, é apreciado o
poder da derivada como ferramenta para estudar maximos e minimos de fungoes a
valores reais nos mais diversos exemplos.

O objetivo desse trabalho é reconhecer, em topicos variados do ensino basico, onde
os problemas de otimizacao podem surgir de maneira natural e atrativa. Também
apresentamos algumas situagoes que, embora nao fagam parte propriamente da grade
curricular do ensino basico, podem compor a parte diversificada do curriculo.

Do ponto de vista pedagdgico acreditamos que este seja um tema que de fato con-

tribui para o desenvolvimento das seguintes competéncias contempladas nos PCN'’s:
e Identificar o problema (compreender enunciados, formular questoes etc.).
e Procurar, selecionar e interpretar informagoes relativas ao problema.
e Selecionar estratégias de resolucao de problemas.

e Aplicar conhecimentos e métodos matematicos em situacoes reais, em especial

em outras areas do conhecimento.
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Explicamos abaixo, de maneira resumida, como estd organizada a estrutura do
texto.

No Capitulo 1, iniciamos discutindo, de maneira geral, quais sao os ingredien-
tes basicos que compdem um problema de otimiza¢ao, como por exemplo: funcgao
custo,conjunto de restrigoes, funcao objetivo e extremos de fungoes. Logo em seguida,
apresentamos como conteidos ensinados no ensino médio podem ser explorados no
contexto de otimizagao.

No segundo e ultimo Capitulo iniciamos fazendo um breve apanhado sobre grafos.
O objetivo é utilizar esta nocao para aplicar em alguns problemas de otimizacao
combinatéria. Exemplos de resultados e nogoes que serao utilizados sao: problema
das quatro cores, arvores geradoras e algoritmo guloso. Embora o tema de grafos
nao faca parte do curriculo padrao, inserimos ele nesse texto como sugestao de um
tema atual que pode ser utilizado como recurso para compor a parte diversificada do

curriculo.
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Capitulo 1
Generalidades sobre otimizacao

Neste capitulo apresentamos os ingredientes mateméaticos mais basicos na for-
mulacao de um problema de otimizacao, a saber: fungao custo, conjunto de restricao,
minimos e maximos de fungoes a valores reais. Alguns resultados de existéncia de
valores extremos sao provados e outros apenas mencionados. Para situacoes mais

elementares resultados mais precisos sao apresentados.

1.1 Funcao objetivo

Em varias contextos o ser humano depara-se com situacoes de tomada de decisao

e em todas elas procuramos a melhor maneira de executar tarefas. Por exemplo:

e Na administracao escolar: como alocar uma equipe de professores de modo

a minimizar a quantidade de intervalos ociosos para todos?

Na bolsa de valores: em que empresa investir de modo a maximizar o lucro?

e Em uma estrada: qual o caminho que minimiza distancia?

e No supermercado: de que maneira distribuir as filas de clientes de modo a

minimizar o tempo de espera?

Na maioria das vezes as respostas acabam baseando-se em intuicoes e experiéncias
anteriores. Todavia, tais decisoes podem ser melhor tomadas mediante o uso de
modelos matematicos. Em algumas ocasioes, os modelos matematicos nos revelam

respostas surpreendentes como nos mostra o seguinte exemplo:

13



Exemplo 1.1.1. Imaginemos dois pontos posicionados como na Figura 1.1. Deseja-
se construir uma curva C, ligando A a B, de modo que ao soltarmos uma particula
do ponto A a particula percorra C' e alcance o ponto B no menor tempo possivel.
Se basearmos nossa resposta apenas na intuicao e no conhecimento prévio de que a
menor distancia entre dois pontos é uma reta, somos levados a crer que a curva C' a ser
contruida deva ser uma reta. Contudo, contrariando a intui¢cao, modelos matematicos
mostram que a resposta correta ¢ a curva denominada de braquistécrona'. De fato, o
primeiro a provar esta propriedade foi Bernoulli, que se baseou no principio de Fermat

sobre a propagacao da luz.

Figura 1.1: Pontos A e B no plano cartesiano

O ramo da matematica que faz uso de modelos matematicos, estatisticos e al-
goritmicos para a realizacao de tomadas de decisao é chamado de otimizacgao.
Os ingredientes matematicos basicos na formulagao de um problema de otimizagao

sa0:
e Um conjunto nao vazio S, chamado de conjunto de restricoes do problema.

e Uma funcao f : S — R, chamada de func¢ao objetivo do problema.

Em geral, o que procura-se é minimizar ou maximizar a funcao objetivo. Para uma

melhor formulagao matematica dessas duas nogoes apresentamos a seguinte definicao:

Definicao 1.1.2. Sejam D um conjunto nao vazio e f : D — R uma funcao. Dado

um elementos a € D dizemos que:

!Esta curva nada mais é do que uma cicléide de cabeca para baixo

14



(a) a é valor de minimo da fungao f se f(z) > f(a) para cada x € D.
(b) a é valor de mdzimo da fungao f se f(z) < f(a) para cada = € D.

Assim, minimizar (resp. maximizar) uma fungado objetivo f : D — R significa
determinar um valor de minimo (resp. de maximo) de f.
Em algumas situagoes é conveniente considerar os seguintes enfraquecimentos das

nocoes de valores maximos e minimos:

Definicao 1.1.3. Seja f : D — R uma funcao e A um subconjunto de D. Dado um

elemento a € A dizemos que:

(a) a é valor de minimo relativo da fun¢do f com respeito ao subconjunto A se
f(x) > f(a) para cada x € A.

(b) a é valor de mdzximo relativo da fungao f com respeito ao subconjunto A se
f(z) < f(a) para cada x € A.

Para uma melhor compreensao dos objetos até aqui mencionados, apresentamos

o seguinte exemplo:

Exemplo 1.1.4. José é um caixeiro viajante que tem clientes em cinco cidades: A,
B, C, D e E. Ele precisa planejar uma viagem de negdcios com cidade de partida e
de destino final A (a cidade onde mora), passando por cada uma das restantes quatro
cidades precisamente uma vez. A Figura 1.2 representa o custo de cada viagem em
reais (em qualquer um dos sentidos) entre cada par de cidades. Qual o percurso mais

barato para essa viagem do José 7

Figura 1.2: Grafo que representa o custo de cada viagem

15



Notemos que nesse problema o conjunto de restrigoes consiste de todos os possiveis
percursos. Cada percurso é caracterizado por uma permutacao das letras B, C, D,
E. Dai, a quantidade de percusos possiveis para esse problema é 4! = 24. A funcao
objetivo aqui é o custo de cada percurso, ou seja, a soma nos custos de uma cidade
a outra em cada percurso. Também notemos que percursos que diferem apenas pelo

sentido, possuem o mesmo custo. A tabela abaixo lista os 24 percursos possiveis e

seus respectivos custos:

Percurso Custo total Pecurso inverso
A-B-C-D-E-A | 1854+1214+1744+199+133=812 | A-E-D-C-B-A
A-B-C-E-D-A | 1854+1214+1204+199+152=777 | A-D-E-C-B-A
A-B-D-C-E-A | 185+1504+174+120+133=762 | A-E-C-D-B-A
A-B-D-E-C-A | 1854+1504199+120+119=773 | A-C-E-D-B-A
A-B-E-C-D-A | 1854-2004-120+174+152=831 | A-D-C-E-B-A
A-B-E-D-C-A | 18542004199+174+119=877 | A-C-D-E-B-A
A-C-B-D-E-A | 1194+12141504+199+133=727 | A-E-D-B-C-A
A-C-B-E-D-A | 119412142004-199+152=791 | A-D-E-B-C-A
A-C-D-B-E-A | 119+17441504200+133=776 | A-E-B-D-C-A
A-C-E-B-D-A | 1194+-1204-200+150+152=741 | A-D-B-E-C-A
A-D-B-C-E-A | 1524+1504+1214120+133=676 | A-E-C-B-D-A
A-D-C-B-E-A | 1524+1744-1214+200+133=780 | A-E-C-B-D-A

Verificamos que ha exatamente dois percursos que minimizam o custo: o percurso
A-D-B-C-E-A e o percurso A-E-C-B-D-A. Em qualquer dos casos José gasta 676 reais

na sua viagem de trabalho e estas sao as melhores solugoes.

Através desse exemplo podemos ver que o minimo (resp. maximo) de uma fungao
f + D — R nao é, necessariamente, inico. Outra particularidade desse problema, é
que o conjunto de restrigoes tem cardinalidade pequena. Assim, para determinarmos
os valores de minimo da funcao objetivo podemos recorrer ao processo de exaustao,
comparando custo por custo. Contudo, esse método de exaustao ¢ impraticdvel em
situagoes tais que a cardinalidade do conjunto de restrigoes é grande. Nesses casos,
faz-se necesséario o uso de técnicas e resultados oriundos das mais variadas areas da

matematica, como por exemplo: a combinatoria, analise, topologia, etc.
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Diante de um problema de otimizagao com funcao custo f : D — R uma primeira
pergunta que podemos nos fazer é se existe valor de minimo (resp. maximo) de f. De
fato, existem situacoes em que f nao admite valor de minimo nem maximo. Este é o

caso, por exemplo, das fungoes do teorema a seguir.

Teorema 1.1.5. Seja f : R — R uma func¢ao crescente ou decrescente. Entao, f
nao possui valores de minimo ou mdximo relativos em qualquer que seja o intervalo
aberto de R.

Prova. E suficiente argumentarmos para f crescente, pois para f decrescente a prova
é analoga. Ora, suponhamos que f admita um ponto de maximo x, em um intervalo

aberto (a, #). Notemos que xg+ % €(a,p)exg <xo+ Bgﬂ O fato de xq ser valor

B=z0
2

contradiz a hipétese de f ser crescente. A prova para mostrar a nao existéncia de

de méximo relativo em (a, 8) nos da f(zg) > f (2o + ) ; mas essa desigualdade

minimo relativo é anédloga. O

Em oposicao ao teorema acima, existe uma sucessao de resultados que garantem
que sobre certas hipdteses no conjunto de restrigoes e/ou na regra que define a funcao
objetivo temos a garantia da existéncia de maximos e minimos. Abaixo listamos

algumas dessas situagoes:

e Toda funcao custo f : D — R em que D € finito admite valor de minimo e

mdximo.

e Toda funcao custo f : D — R em que D € um espago topolégico compacto e
f € continua admite valor de minimo e mdximo. (Para as nogoes envolvidas
no enunciado desse resultado bem como a prova do mesmo o leitor interessado

pode consultar [4, Cap. 3, Secgao 27]).

1.2 Funcao objetivo polinomial

Para discutir o problema de minimizar ou maximizar uma fungao polinomial ar-
bitraria necessitamos, em geral, de técnicas do calculo diferencial. Contudo, para
fungoes polinomiais quadraticas podemos explorar o conhecimento ja presente no en-
sino basico. Nessa se¢ao, iremos explorar problemas de otimizag¢ao modelados por
funcoes quadraticas. Também iremos abordar - o que é menos comum na literatura

usual a nivel bésico - problemas envolvendo fungoes polinomiais ctibicas.

17



1.2.1 Funcao objetivo polinomial quadratica

Um funcao f : R — R é dita funcdao polinomial quadrdtica quando é definida
pela seguinte regra
f(z) =ax* + bz +c

onde a, b e ¢ sdo constantes reais, com a # 0. Esta funcao é também denominada de
funcao polinomial do sequndo grau.
No teorema a seguir, apresentamos as principais informagoes das fung¢oes polino-

miais quadraticas que sao tteis para o contexto da otimizagao.

Teorema 1.2.1. Seja f : R — R uma fun¢do polinomial quadrdtica dada pela regra
f(x) = az® + bx + c. Suponhamos A = b* — 4ac. Entado:

(a) Sea >0 entdo f tem unico ponto de minimo em x = —b/2a.

(b) Se a <0 entdo f tem tnico ponto de mdzximo em x = —b/2a.

Prova. (a) Podemos reescrever f(x) = ax? + bx + ¢ da seguinte maneira:

flz) = a x2+éx+g) (1.1)

2 2
_ a(m2+éx+2+b——b—> (1.2
a
b b? c b
— 2, 7 I -
— a{(x +ax—|—4a2)+(a 4@2)} (1.3)

(SHE)Q_MI (1.4)

- 2a 4a2
b\%2 b —dac
_ R 1.
a (:t:+ 2a> 1 (1.5)
b\? A
= —) - =. 1
a(HM) = (1.6)

Agora notemos que para qualquer z € R, temos:

b 2
R > .
(93+2a) >0

A

1.2 @ ambos os membros dessa desigualdade

Equivalentemente, somando a constante —

obtemos:
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para qualquer x € R.
Como a é positivo, o sentido desta desigualdade nao se altera quando multiplicar-

mos por a, ou seja,

b\ 2
— ] —-—=>—-— 1.
¢ (£+ Qa) 4da = 4da (1.7)

para qualquer x € R. Contudo, pelo que discutimos no inicio da demonstragao o
primeiro membro dessa desigualdade é f(z), e por verificacao direta temos que o
segundo membro é f(—b/2a). Logo, temos f(x) > f(—b/2a) para qualquer x € R.
Logo, —b/2a é de fato valor de minimo.

Agora suponhamos d um outro valor de minimo. Entao

Logo, a (d + %)2 = 0. Logo, d + % = 0. Logo, d = —b/2a e a unicidade segue.
(|

O grafico cartesiano da fungao polinomial do segundo grau é uma curva plana
denominada parabola. O sinal do coeficiente do termo dominante, a, desta funcao

polinomial indica a concavidade da parabola:

e Se a > 0 entao a concavidade estara voltada para cima

Figura 1.3: a > 0: ponto de minimo

e Se a < 0 entao a concavidade estard voltada para baixo.

19



Figura 1.4: a < 0: ponto de maximo

Na sequéncia apresentamos um problema de otimizacao modelado por funcgao

quadratica.

Problema 1.2.2. Com 80 metros de cerca um fazendeiro deseja limitar uma regiao
retangular junto a um rio para confinar alguns animais. O lado da regido retangular
Jgunto a margem do rio nao é cercado. Quanto deve ser x, a medida em metros da

base da regidgo retangular, para que a drea cercada seja a maior possivel?

Solucao. A modelagem do problema é dada pela figura abaixo, onde a regiao esver-

deada representa a drea a ser delimitada.

Ria

B

—

Fi

Figura 1.5: Representacao do problema

Sejam x e y as dimensoes, em metros, dos lados do retangulo. Note que o perimetro

da regiao que deseja-se cercar é:
x+ 2y =80 (1.8)
Assim, expressando y como fun¢ao de x vem
=40 — = 1.9
y 5 (1.9)
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Como sabemos, a drea do retangulo é dada por:

A=x-y

Logo, substituindo o valor de y na equagao da area, obtemos:

Alx) =z (40 - g) , (1.10)
ou seja,
72
A(x) = 40x — 5 (1.11)
Pelo Teorema 1.2.1 segue que a funcao terd valor de maximo em x = —b/2a = 40 m.

1.2.2 Funcao objetivo polinomial cibica

Uma funcao f: R — R ¢é dita func¢ao polinomial cibica quando é definida pela
seguinte regra:
f(@) =az’® +bz® +cx+d

onde a, b, ¢ e d sao constantes reais, com a # 0. Esta fungao é também denominada
de funcao polinomial do terceiro grau.

Como ¢ facil perceber, as fungoes polinomiais cuibicas distinguem-se das quadraticas
essencialmente por um tunico termo. Todavia, este simples aspecto de distingao entre
estas duas classes de fungoes polinomiais acaba tornando o estudo das fungoes ctibicas
bem mais sofisticado que o das quadraticas. Inclusive, esta sofisticacao acaba sendo
um fator que inviabiliza o ensino das fungoes ctibicas no ensino basico.

Na maioria das abordagens para a determinacao de valores minimizantes ou ma-
ximizantes de funcoes cubicas utilizam-se ferramentas do céalculo diferencial. Nesta
subsecao, procuraremos fornecer uma abordagem que se apoie em nog¢oes mais ele-
mentares. Vale ressaltar que as idéias aqui contidas sao inspiradas nas referéncias [1]
e [2].

O primeiro ponto a ser observado diz respeito a inexisténcia de minimos e maximos

globais tal como nos revela o seguinte teorema.

Teorema 1.2.3. Se f : R — R € uma fungdo cubica entao f nao possui ponto de

MATIMo 0U MIinimo.

Prova. Digamos que f(z) = ax® + bz* + cx + d. Sem perda de generalidade, assumi-

remos que a > 0 (o caso a < 0 é reduzido ao anterior considerando a fungao cibica
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h(zr) = —az® — bax? — cx — d ). Como R nao é um conjunto limitado, entao existe x

com |z| bastante grande tal que

a a
b < Z|x| e e < Z|x .

Dai,
b - a c a
— J— e JE— —
T 4 2 4
Logo,
a - b - a a < c - a
[ — — J— e —_ — JE— —
4 x4 4~ 22 A4
Entao,
a - b N c - a
2 x  x?2 2
Portanto,
a b c 3a
- < -t = < —. 1.12
2 at z + 2 < 2 ( )

Suponhamos xy valor de méximo e gy, valor de minimo. Para z negativo com |z

bastante grande temos,

b ¢ a
— 3 3
flz)==x (a+5+x2)+d<§x +d.

Em particular, dessa desigualdade temos que para qualquer = negativo com |z|
bastante grande a expressao %.733 é maior que a constante f(yp). O que é um absurdo.
Logo, f realmente nao admite valor de minimo.

Por outro lado, para x positivo bastante grande temos da primeira desigualdade
em (1.12).

b C a
— 3 3
flx) =2z (a+——|——2)+d>§x +d.

Logo, dessa desigualdade temos que para qualquer x positivo bastante grande a ex-
pressao 2z° é menor que a constante f(z). O que é um absurdo. Logo, f também

nao admite valor de méximo. O

Com o teorema acima chegamos a conclusao de que fungoes cibicas admitem, na

melhor das hipéteses, valores de minimo ou maximo relativos. Assim, o que faremos
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¢ investigar minimos e maximos relativos de fungoes cibicas em intervalos abertos

apropriados.

Observacao 1.2.4. Uma observagao ttil para a discussao da sequéncia é que para

estudar os extremos relativos de f podemos reduzir o problema a outra funcao ciibica

o=t 1) ()

Por exemplo, se ¢ é um valor de maximo relativo de g no intervalo («, ) entao

f(q_%>_f(;—5)ZQ(Q)Zg(x):f(x_%)_f<;_j)

para cada = € («, 3). Logo,
b b
Mom5) 2o (o50)

b
para cada z € («, ). Logo, (q — 3—> é um valor de maximo relativo de f no intervalo
a

mais simples, a saber:

b b
(a ~ 37 B — 3—) . Note que a reciproca é também verdadeira por um argumento
a a

andlogo. Sendo assim, podemos realmente estudar os extremos relativos de f através
dos de g.

A vantagem de trabalhar com a funcao g é que ao expandirmos as contas temos

72

ou seja, g possui dois termos a menos, os de grau 2 e 0.

Em virtude da discussao acima, passaremos a considerar apenas fungoes cibicas

da forma;:

f(z) = ax® + ba.
Lema 1.2.5. A funcao cibica f(x) = ax® + bx € impar.
Prova. De fato, para cada x € R temos
f(=2) = a(—2)* + b(—z) = —(az® + bx) = — f(x)
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o que nos mostra o desejado. O

Gracas a este lema temos que para entender o grafico de f(z) = az3+bx é suficiente
conhecer o que esta do lado direito da reta x = 0 pois, a outra parte é obtida desta

por uma rotacgao de 7 radianos centrada na origem O do plano cartesiano.

Lema 1.2.6. Se a fungdo f(x) = ax®+ bz possui mdzrimo ou minimo relativo em um

intervalo aberto entao f possui trés raizes reais distintas.

Prova. Notemos que f(z) se fatora na forma f(z) = az (z* 4+ 2) . Para mostrar que
f possui trés raizes reais distintas é suficiente concluir que o fator z2? + g téem duas
raizes reais distintas, ou seja, % < 0. Sem perda de generalidade, podemos supor que
a > 0. Suponhamos, por absurdo, que g > (0. Assim, dados z,y e Rcom 0 <z <y

temos

b
O<ar<ay e 0< <$2+5) < <y2+5)'

Logo,

ro) = (24 2) <an (2 +2) = s0)

Desse modo, temos que f é crescente no intervalo [0, 00). Por simetria, também
temos que f é crescente em (00, 0]. Logo, f é crescente em toda a reta R. Pelo Teorema
1.1.5 segue que f nao admite maximo ou minimo relativo em nenhum intervalo aberto.

Ul

Finalmente, temos o principal resultado desta secao:

Teorema 1.2.7. Se uma funcao cibica f(x) = az® + bx possui valores de mdzimo e

. . [ b .
minimo relativos entdo estes devem ocorrer nos pontos ¢ = + ~34 Além disso, os
a

intervalos onde os valores extremos devem ocorrer sao (—o0,0) e (0,00).

Prova. Pelo Lema 1.2.6 e a hipdtese de que f admite extremos relativos segue que
[ b

f possui trés raizes distintas: uma delas é zero, e as outras duas sao +4/ ——. Para
a

facilitar a argumentagao iremos supor a > 0 (o caso a < 0 é similar).

AFIRMAGAO : A funcao f € crescente no intervalo (—oo, —y/—b/3al] e decrescente
no intervalo [—+/—b/3a,0).

Consideremos = < y < —y/—0b/3a. Temos
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fly) = f2) = (y — 2)[a(@® + 2y +y*) + 0]
b

Como a é positivo, temos que para valores de ¢ maiores ou iguais a —— o nimero
a

b b
at + b é positivo. As desigualdades = < y < —\/—3— nos dao |z| > \/—3— e
a a
b
ly| > V300 Assim,

I L .1
3¢ 7 773 Y= 73
Logo,
2 2 b
Ty +y >_E'
Logo,

a(x® +zy +y*) + b > 0.

b
Desse modo, f(y)—f(z) > 0 e dai segue que f é crescente no intervalo (—oo, —1/ “a |
a

A prova de que f é decrescente é a mesma. A ressalva é de que escolhendo
—/=b/3a < x < y < 0 teremos a(x? + xy + y?) + b < 0, o que acarreta em
f(y) — f(z) < 0 e daf o decrescimento de f no intervalo [—+/=b/a, 0).

Com esta afirmacao concluimos que ¢ = —\/—73% ¢ um valor de maximo relativo

no intervalo (—oo,0) como desejado.

b
O fato de que \/—3— é valor de minimo relativo no intervalo (0,00) segue por
a

simetria, uma vez que f é funcao fmpar. O

Corolario 1.2.8. Se a fungdo cibica f(x) = ax®+bx?+cx+d tem matimo e minimo

relativo entao eles devem ocorrer nos pontos

. —b 4 Vb? — 3ac
N 3a

(1.13)

Prova. Consequeéencia imediata da Observacao 1.2.4 e o do Teorema 1.2.7. O

A seguir serao exemplificados dois problemas de otimizacao dos quais figuram
como funcao custo as funcoes polinomias cibicas. O Problema 1.2.9 é mais elaborado,
pois requer a habilidade de modelar matematicamente uma situacao-problema para

encontrar a funcao custo adequada para resolve-lo. J4, o segundo é mais elementar,
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pois a fungao custo ja estd explicita no enunciado.

Problema 1.2.9. Uma caiza sem tampa deve ser feita a partir de uma folha de
papelao medindo 30cm por 50cm, destacando quadrados iguais dos quatro cantos e
dobrando-se o0s lados. Qual € a medida do lado dos quadrados para se obter uma

caiza com maior volume?

Solucgao: Para facilitar o entendimento, fazemos inicialmente uma representacao

grafica do problema.

30 am

Figura 1.6: Modelagem geométrica da caixa de papelao

Seja r a medida do lado dos quadrados nos quatro cantos do retangulo. A caixa
obtida terd base com dimensodes (50 —2z) cm , (30 — 2x) cm e altura x cm. Como as

dimensoes da caixa sao positivas, temos:
50—2x >0, 30—2z>0 e x>0.

Ou seja, a medida de x é tal que 0 < x < 15. Assim, o volume da caixa serd dado

por:

V(z) = x(50 — 2x)(30 — 2z), com 0<z<15 (1.14)

ou, equivalentemente,

V(z) = 42 — 1602* + 1500z, com 0<z<15 (1.15)

Como a > 0 o maximo relativo sera o valor de z, igual a:

 —b= Vb?% — 3ac
N 3a

T
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. 160 + /1602 — 3.4.1500
- 3.4

. 160 + /25600 — 18000
n 12

r =20,6cm ou x=6,06cm

Portanto, x = 6,06cm de acordo com o dominio de .
Assim, a medida do lado dos quadrado deve ser 6,06 cm para que tenhamos uma

caixa de maior volume. O

Problema 1.2.10. Durante vdrias semanas, o departamento de transito de uma certa
cidade vem registrando a velocidade dos veiculos que passam por um certo cruzamento.
Os resultados mostram que entre 13 e 18 horas, a velocidade média neste cruzamento
¢ dada aprozimadamente por v(t) = t3 —10,5t* 4+ 30t + 20 onde t € o nimero de horas
apds o meio-dia e a velocidade v € dada em km/h. Qual o instante, entre 13 e 18

horas, em que o transito € mais rapido? E qual o instante em que ele é mais lento?

Solucao: Como no problema exposto ja é dada a fungao, nao é necessario modelar

a situacao-problema. Devemos determinar o maximo e o minimo da fungao
v(t) = t° — 10, 5% + 30t + 20

no intervalo 1 <t < 6. Note que a > 0, entao o maximo relativo é o menor valor de
t e o minimo relativo é o maior valor de ¢, desde que estejam dentro do dominio de
existéncia de t.

Utilizando, a formula de otimizacao de funcoes ciibicas, temos:

—b+ Vb? — 3ac
3a

t=

,_ 105+ v/ (—10,5)2 — 3.1.30
B 3

e 10,5 + /110,25 — 90
N 3

t=5Hout=2.
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Como analisado anteriormente, quando ¢t = 2 temos que a velocidade do transito
¢ mais rapida e quando ¢ = 5 é mais lenta. Assim, o transito é mais réapido as
14h, quando os carros passam pelo cruzamento a uma velocidade média de 46 km/h
e o transito é mais lento as 17h, quando os carros passam pelo cruzamento a uma
velocidade média de 32,5 km/h. O

1.3 Problema de otimizacao em geometria euclidi-

ana

Nesta secao apresentamos alguns problemas de otimizacao que podem ser resol-
vidos a luz da geometria euclidiana plana.O primeiro destes é conhecido como Pro-
blema de Heron. Este é um problema bastante interessante pois, além de possuir
uma belissima solucao, também permite a interdisciplinaridade com a Fisica. Essa

conexao interdisciplinar dar-se essencialmente pelo seguinte principio aristotélico:
“A natureza nada faz do modo mais dificil”.

Quando traduzimos este principio para o problema de incidéncia e reflexao de um

raio de luz sobre um espelho devemos ter:

“Se a luz deve ir de uma fonte S a um espelho M e, entao, ao olho E de um

observador, ela deve sequir o caminho mais curto”.

A lei que hoje conhecemos sobre a igualdade dos angulos de incidéncia e de reflexao
sao conhecidos desde Euclides e Aristételes. Todavia foi Heron quem mostrou, por
um argumento geométrico simples, numa obra chamada Catéptrica (ou reflexao), o
referido resultado.

A seguir apresentamos o enunciado do problema e na sequéncia apresentamos a

solucao.

Problema de Heron: Dados dois pontos A e B do mesmo lado de uma reta r, qual

o menor caminho de A a B passando por r?

Solucgao Inicialmente, faremos a reflexao do ponto A em relacao a reta r obtendo o
ponto A’, de modo que a reta r seja a mediatriz do segmento AA’. Tragando a reta

A’B, percebemos que esta corta a reta r no ponto P. Escolhemos arbitrariamente,

28



2
Nl S

Figura 1.7: Representacao geométrica do problema de Heron

um ponto P’ sobre a reta r. Vejamos que, se P # P’ entdao devemos mostrar que
PA + PB é menor que P’A+ P'B.
De acordo com a Figura 1.7, notemos que, PA = PA" e PPA = P'A’, dai :

PA+PB=PA +PB=AB (1.16)

PA+PB=PA +PB. (1.17)

Aplicando a desigualdade triangular no AA’BP’, temos:

AB < PA+PB. (1.18)

Substituindo (1.16) e (1.17) em (1.18), temos:
PA+ PB< P'A+ P'B.

Além disso, as medidas de AﬁE, A'PE ¢ BPP' sdo iguais, pois os angulos < A'PE
e < BPP' sao opostos pelo vértice e portanto A'PE = B]3P’, e, como a reta r é
mediatriz do segmento AA’, temos que APE = A'PE. Logo, APE = A'PE = BﬁP',
ou seja, P é o ponto tal que PA e PB formam angulos iguais com a reta r, a soma
AP + PB seja a minima.

Portanto, P é o ponto sobre a reta de tal forma que PA e PB formam angulos

iguais com a reta r fornece a solucao para o problema de Heron. O

Um outro problema com idéias parecidas com o anterior € :

Problema 1.3.1. Suponhamos as cidades A e B que situam-se em lados opostos de
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um rio que, para efeito de modelagem, admitiremos possuir margens paralelas (ver na
Figura 1.8 a ilustragdo do problema). Desejamos construir uma ponte perpendicular
as margens do rio de tal maneira que se P e ) sao os pontos da ponte que tocam as

margens do rio entao AP + PQ + QP possui o menor comprimento possivel.

Figura 1.8: Modelagem do problema

Solucao: A estratégia da prova sera exibir as posicoes dos pontos P e ) que sao
candidatos a resolver o problema e depois confirmar que esta ¢ realmente a solugao
desejada. Para determinar as posicoes dos candidatos procedemos da seguinte ma-
neira. Primeiro tragamos uma reta perpendicular as margens r e s do rio passando
pelo ponto B tal como nos mostra a Figura 1.9. Esta reta perpendicular corta as
margem 7 e s nos pontos R e S, respectivamente. Em seguida, transportando o seg-
mento RS ao longo da reta perpendicular até o ponto B obtemos um novo segmento

BB’. Note que por construcao temos,

SR = BB (1.19)

Agora construimos um segmento de reta ligando os pontos B’ e A. Considere P
o ponto de intersecao entre o segmento B’A e a margem r e () o ponto de intersecao
entre r e sua reta perpendicular passando por P. Como r e s sao paralelas também

temos,

PQ = SR = BB’ (1.20)

AFIRMACAO: Para os pontos P e Q construidos acima tem-se que a soma AP +
PQ + QB ¢é minima.

30



Figura 1.9: Solucao geométrica do problema

Para provar esta afirmacdo consideremos P’ um ponto em r diferente de P (tal
como ilustrado na Figura 1.9). Seja )’ o ponto de intersecao entre s e sua reta

perpendicular passando por P’. Mostraremos a desigualdade:

AP+ PQ+QB< AP+ P'Q'+Q'B

Para isso, observamos inicialmente que o quadrilitero BB'P() ¢é um paralelo-
gramo, pois BB’ e P(Q) sao paralelos e possuem o mesmo comprimento. Dessa ma-
neira,

B'P =QB. (1.21)

Assim,

B'A= AP+ B'P= AP+ @QB. (1.22)

Olhando para o triangulo B’AP’ e lembrando o fato de que o comprimento do lado

de um triangulo é menor que a soma dos outros dois vem

B'A< AP + B'P'. (1.23)

Substituindo (1.22) nessa desigualdade obtém -se:

AP+ QB < B'P' + P'A. (1.24)

Por outro lado, também temos que o quadrilatero BB’ P'Q)’ é um paralelogramo,

pois BB’ e P'()' sao paralelos e possuem o mesmo comprimento. Assim,
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B'P' = Q'B. (1.25)

Substituindo entao essa igualdade em (1.24) vem
AP+ BQ < AP'+ Q'B. (1.26)

Dessa desigualdade juntamente com o fato de que PQ = P'Q’ segue o desejado, ou

seja,

AP +PQ+ QB < AP+ P'Q'+ QB
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Capitulo 2

Problemas de otimizacao
envolvendo conteudos

extracurrilares

Uma maneira de se realizar a aproximacao de teorias mateméticas mais atuais ao
conteudo do ensino médio pode ser feito através da teoria de grafos. Essa afirmacao
é corroborada pelo documento denominando Orientacoes Curriculares para o Ensino
Médio. Neste documento sao apresentados alguns tdpicos que, segundo [5], servem
para serem trabalhados em feiras de ciéncia, laboratérios de matematica ou ainda para
compor a parte diversificada do curriculo. Entre esses topicos, os grafos sao citados
e destacam-se pelo aspecto lidico no trabalho de construgao de modelos concretos
ilustrativos. Pode-se perceber a existéncia dos grafos em muitas situacoes cotidianas
vivenciadas pelos alunos. Por isso se faz necessario a sua exploracao e apresentacao
em aula como um recurso extremamente interdisciplinar ligado a muitas areas do

conhecimento.

2.1 Um breve apanhado sobre grafos

A teoria dos grafos teve seu surgimento no ano de 1736, quando Leonhard Euler
se depara com o famoso problema das pontes de Kénigsberg (atual Kaliningrado). O
centro da cidade de Konigsberg ¢é dividido pelo rio Pregel em quatro regioes as quais

sao ligadas por um complexo de sete pontes como mostra a Figura 2.1.
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Figura 2.1: Pontes de Konigsberg

Discutia-se nas ruas da cidade a possibilidade de atravessar todas as pontes, vol-
tando ao lugar de onde se saiu, sem repetir uma mesma ponte. Havia-se tornado
uma lenda popular a possibilidade da facanha quando Euler, em 1736, provou que
nao existia caminho que possibilitasse tais restri¢oes.

Euler generalizou o problema, de maneira muito elegante, através de um modelo
de grafos. Ele o fez da seguinte maneira: a cada ilha e margem ele associou um ponto

(vértice) e a cada ponte uma ligacao (aresta). Com isso, ele obteve a Figura 2.2:

B

Figura 2.2: Grafo utilizado por Euler

Euler percebeu que existiam vértices com exatamente trés arestas incidentes. Por
outro lado, como os moradores queriam atravessar cada ponte apenas uma vez, cada
vértice deveria ter um numero par de arestas. Logo, se tornaria impossivel fazer um

percurso seguindo as regras impostas pelos moradores.

A definicao formal de grafo pode ser dada da seguinte maneira.
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Defini¢ao 2.1.1. Um grafo G é uma tripla ordenada (V,E,I), onde V e E sao

conjuntos finitos e I C V' x F satisfaz
I1<|weV:(ve) eV xEl <2
para todo e € E.

Notagao: Os elementos dos conjuntos V := V(G), E := E(G) e [ := I(G) sao

chamados, respectivamente, de vértices, arestas e incidéncias de G.
Definigao 2.1.2. E dito que a aresta e é incidente ao vértice v, quando (v,e) € 1.

Dois vértices em um grafo G serao ditos adjacentes (ou vizinhos) se existe uma
aresta que incide a ambos. Quando duas arestas forem incidentes a um mesmo par
de vértices elas serao chamadas de arestas em paralelo. Outra possibilidade é uma
aresta ser incidente a um tnico vértice, neste caso diremos que tal aresta é um laco.

A representacao geométrica de um grafo no plano dar-se da seguinte forma: cada
vértice corresponde a um ponto e cada aresta a um segmento de reta, cujos extremos

representam os vértices incidentes a esta aresta.

U3 V4 f

V3 U1
Vg
Figura 2.3: Grafo G

A Figura 2.3 ilustra a representagao geométrica de um grafo G em que as arestas
g e h estao em paralelo e a aresta f é um lago. Notemos que nesse grafo os vértices
vy € vg sao exemplos de vértices adjacentes enquanto que v; e vg nao sao adjacentes.
Para uso em diversas aplicagoes é suficiente considerar grafos como na seguinte

definigao.

Definicao 2.1.3. Um grafo simples é um grafo sem lacos e arestas em paralelo.
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Obviamente, o grafo da Figura 2.3 nao é simples. Abaixo temos um grafo simples,
onde os vértices representam cada estado brasileiro e dois desses vértices estao ligados

por uma aresta se os respectivos estados sao vizinhos.

Figura 2.4: Grafo representando o mapa do Brasil

Defini¢ao 2.1.4. Sejam G = (V, E,I) e G' = (V', E', I') dois grafos simples. Dizemos
que G’ é subgrafo de G, e denotamos este fato por G' C G,se V' C Ve E' C E.

Dizemos que um grafo G' = (V', E',I') é subgrafo induzido de um grafo G =
(V,E,I) se:

(i) ' C G, e

(ii) para cada par de vértices vy, vy € V', se vy e vy sd0 adjacentes em G entao eles

sao adjacentes em G'.

Em tal caso, também dizemos que V' gera (ou induz) G’ em G e denotamos este fato
por G' = G[V'].

Um subgrafo G’ = (V' E’,I') de um grafo G é dito subgrafo gerador de G se
G = G[V'].

Exemplo 2.1.5. Neste exemplo, ilustrado pelas figuras abaixo, temos que G’ é real-
mente um subgrafo de GG. Contudo, ele nao é subgrafo induzido pois os vértices vy, vo

pertencem aos vértices de G’, sdo adjacentes em G e nao adjacentes em G’.
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vy @ —e )

Figura 2.5: Grafo G Figura 2.6: Subgrafo G’ de G

Dado um grafo G = (V, E, I), considere uma aresta e € E. O subgrafo de G obtido
apenas pela exclusao da aresta e é denotado por G \ e. Chamamos G \ e de subgrafo

obtido de G pela remog¢ao da aresta e. De maneira indutiva, dado X = {e;,...,e,} C
E, definimos G\ X = (G') \ e,, onde G' = G\ X' com X' ={ey,...,en1}.

Observagao 2.1.6. Dado um grafo G = (V, E,I) e um subconjunto X C E, temos

trivialmente que G'\ X é um subgrafo gerador de G.

2.2 O teorema das quatro cores

Depois do problema das pontes de Konigsberg, o teorema das quatro cores é o
mais famoso problema de Teoria de Grafos. Este teorema foi por mais de um século
uma conjectura em aberto. Ela ocorreu a Francis Guthrie enquanto coloria um mapa
da Inglaterra. Seu irmao a comunicou a De Morgan em outubro de 1852, que por
sua vez a relatou a seus alunos e outros matemaéticos, comecando por difundi-la.
O seu enunciado era aproximadamente o seguinte: porque razao, quando dividimos
qualquer figura em zonas coloridas, de modo que duas zonas que tenham fronteira
comum fiquem com cores diferentes, precisamos, no maximo, de quatro cores? A
simplicidade de seu enunciado parece induzir a suposi¢ao de que sua demonstracao
seria simples também. No entanto foram varias as tentativas de demontra-la, o que
contribuiu para grandes avangos em teoria de grafos. E foi em 1976 que K. Appel e
W. Haken apresentaram uma prova de que a conjectura ¢é correta. Esta prova envolve,
além de argumentos elaborados e sofisticados, 1200 horas de calculo em computador,

e € por isso que alguns consideram que nao foi ainda resolvido satisfatoriamente.
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De maneira formal, o teorema das quatro cores é enunciado como segue:
Teorema 2.2.1. Todo grafo planar € 4-colordvel.

No enunciado acima, a expressao 4-coloravel significa exatamente que os vértices
do grafo podem ser coloridos com exatamente 4 cores sem que dois vértices vizinhos
tenham a mesma cor. Ja a expressao “planar” para defini-la mais precisamente pre-
cisariamos de nocoes mais elaboradas de topologia, todavia podemos dar uma idéia
intuitiva do que seja. De fato, podemos dizer que um grafo é planar se pode ser
desenhado no plano de modo que nao haja intersecao entre suas arestas.

A figura abaixo mostra uma 4-coloracao para o mapa do Brasil

o
“RR

(o

RS/"/
Figura 2.7: 4-coloracao do mapa do Brasil

Problema 2.2.2. A tabela abaizo mostra a distribuicio de alunos do 1° ano do
ensino médio nos exames finais que eles devem prestar. Duas disciplinas so podem ter
exames realizados simultaneamente se nao houver alunos comuns. Quantos periodos

serao necessdarios para a realizacdo destes exames?

Solucao: Vamos modelar esse problema através de um grafo G. Para isso, iremos
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Alunos 1
Matematica | X X X X
Portugues | X
Fisica X X X
Quimica X | X X X X
Biologia
Geografia
Historia
Inglés

slks

X
X X

pensar cada vértice do grafo como uma disciplina. Assim,
V(G)={M,P,F,Q,B,H,G,I}.

Dois vértices desse grafo G estarao ligados se tiverem um aluno em comum. Com

isso, temos que a representacao geométrica do grafo é dada pela figura abaixo:

Figura 2.8: Modelagem gréfica do problema

Notemos que o problema de determinar a quantidade de periodos sem que haja
disciplinas com alunos comuns num mesmo periodo equivale a colorir o grafo acima
sem que dois vértice vizinhos com a mesma cor. Assim, para resolver nosso problema
devemos encontrar o menor nimero de cores necessario para realizar o desejado. Pelo
Teorema das Quatro Cores sabemos que é possivel fazer isso com apenas 4 cores. Para
mostrar que essa é a menor quantidade possivel devemos mostrar que nao é possivel
fazer com menos cores. Essa impossibilidade pode ser observada quando olhamos
para o conjunto de vértices {M, P, B, H}. Os vértices desse conjunto estao dois-dois

ligados,logo trés cores nao seriam suficientes para colori-los. Assim, a quantidade
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minima de cores é exatamente 4.
Portanto, a quantidade minima de periodos deve ser 4.

Abaixo, exibimos uma coloracao para G' com apenas 4 cores.

Figura 2.9: Solucao do problema

2.3 Arvores geradoras

Definicao 2.3.1. Em um grafo G, um caminho A é uma sequéncia vy, €1, vy, €2, Vs, ...,
VUp_1, €n, Un, Onde vg, U1, Vg, ..., v, sao vértices de G, eq, e, ..., €, sao0 arestas de GG e, para

1 €1,2,...,n, os vértices de GG incidentes com e; sao v;_1 e v;.

Em um grafo simples, podemos representar um caminho apenas como uma sequéncia
de vértices, em que quaisquer dois vértices consecutivos estao ligados por uma aresta

e esta ¢ Unica .

Definicao 2.3.2. Sejam G um grafo e A um caminho em G. Diremos que n ¢é
o comprimento de A\, que é denotado por |\|. Temos que |A| é igual ao ntimero de
arestas que compoe A\. Chamaremos vy e v,, de vértices terminais de A e vy, v, ..., Up_1

de vértices interiores.

Diremos que A liga vy a v, ou que é um vyv,-caminho. Quando os vértices
Vg, V1, ..., U, sao dois a dois distintos diremos que o caminho é simples, e quando
Vo = Up, [{v1, 02, ...0n}| = [{€1, €2, ...,en}| = n, chamaremos o caminho de ciclo (cir-

cuito).
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Defini¢ao 2.3.3. Seja G = (V, E, I) um grafo. G é dito conero se, dados quaisquer
dois vértices u, v € V(G), com u # v, existe um caminho em G que une u a v. Caso

contrario o grafo é dito desconezxo.

Como podemos perceber, o grafo que representa o mapa do Brasil (ver Figura 2.4)
¢ um grafo conexo. Todavia, o grafo da Figura 2.10 é desconexo, por exemplo, nao

existe caminho em G unindo v; a qualquer outro vértice do grafo.

V9

V1
7

V3

Vg
%‘ Vo

Uy

Figura 2.10: Exemplo de grafo desconexo

Defini¢ao 2.3.4. Seja G = (V, E,I) um grafo. Uma componente conexa C de G é
um grafo C' = (V' E'), tal que V' CV | E' C E e:

1. B' = {Ul?)g ck: U1, Vg € V’},
2. C' é conexo;
3. para todo v € V'\ V' e para todo v' € V', a aresta vv’ ¢ E.

O grafo da Figura 2.10 possui exatamente 3 componentes conexas.

Definicao 2.3.5. Uma drvore é um grafo conexo que nao possui ciclos.
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V10

Figura 2.11: Exemplo de uma &arvore grafica

Definicao 2.3.6. Uma floresta é um grafo simples em que cada componente conexa

é uma arvore.

Proposicao 2.3.7. Seja G um grafo conexo. Se e € E(G), entao G \ e € desconezo

se, e somente se, € nao esta em nenhum circuito de G.

Prova. Sejam v e w os vértices de GG incidentes a e. Note que v = w quando e for

um lago. Primeiro mostraremos que,
(%) para cada uw € V(G), existe um uv-caminho ou um uw-caminho em G\ e.

Seja A um caminho de menor comprimento de GG tendo como vértices terminais u
e algum v em {v,w}. Pela escolha de A\, A é simples e V/(A\) N {v,w} = {«'}. Em
particular, e ¢ E(\). Isto é, A é um caminho de G \ e. Portanto (%) segue. Por (x),

as seguintes afrimacgoes sao equivalentes:
(i) G\ e é conexo;
(ii) v e w estdo na mesma componente conexa de G \ ;
(ili) existe vw-caminho simples em G \ e;
(iv) existe circuito em G contendo e.

A dltima equivaléncia segue porque um wv-caminho simples pode ser completado a

um circuito adicionando-se a aresta e. O

Uma consequéncia imediata dessa proposicao é :
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Corolario 2.3.8. Seja G um grafo conexo. Entao G contém um subgrafo que € uma

arvore geradora de G.

Prova. Suponha G um grafo que nao contém circuitos, entao G ja é uma &arvore
e nao ha o que demonstrar. Caso contrério, escolhemos uma aresta e; contida em
um circuito de G. Pela proposi¢ao anterior, G \ e; é conexo. Se G \ e; nao conter
nenhum circuito entao G'\ e; é uma arvore e o resultado fica provado. Caso contrario,
escolhemos uma aresta e; em um circuito de G \ e; e repetimos o argumento anterior.
Continuamos com esse argumento sucessivamente. Note que este argumento deve
parar em algum momento, pois a quantidade de arestas de G é finita. Mas esse
argumento parar significa exatamente que chegamos a uma aresta e, tal que G \
{e1,...,e,} é um grafo conexo que nao contém circuitos, ou seja, G \ {e1,...,e,} é

uma arvore. O

Dado um grafo G e um vértice v de GG, a quantidade de arestas de G' que incidem
em v é chamado o grau de v em G, e denotamos esse niumero por dg(v). Quando
dg(v) = 1 dizemos que v é um vértice terminal de G. Temos o seguinte resultado de

existéncia a respeito de vértices terminais.

Proposicao 2.3.9. Se G ¢ uma drvore com pelos menos dois vértices, entao G possui

ao menos dois vértices terminais.

Prova. Seja vy o caminho simples de maior comprimento em G. Notemos que |A| > 1.
Vamos mostrar que dg(v) = 1 quando v é um vértice terminal de 7. Suponha que
dg(v) > 1 e seja e uma aresta incidente a v que nao esta em 7. Se w é o outro vértice
de G incidente a e, entao w é um vértice de v, senao v,e,w ou w,e,y seria um caminho
simples em GG com maior comprimento que 7. Se 7/ é o subcaminho de v tendo w e v
como vértices terminais, entao v',e,w ou w,e,y’ é um circuito de G ; uma contradicao.

Logo e nao existe e dg(v) = 1. O

Esta proposicao ¢ tutil para obtermos a seguinte relagdo entre os nimeros de

vértices e circuitos em uma arvoren.

Proposicao 2.3.10. Seja G uma drvore. Denotemos os numeros de vértices e arestas
de G por |V(G)| e |E(G)|, respectivemente. Entao:

[E(G)] = V(G)] -1
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Prova. Faremos a prova aplicando indugao sobre |V (G)|. Note que para |V(G)| =10
resultado é imediato. Supondo entéo o resultado valido para |V(G)|—1 (|V(G)| > 1)
iremos mostrar que é verdade para |V (G)|. Para isso, consideremos uma aresta e que
incide em um vértice terminal v. Dessa maneira, teremos que o grafo G\ e é desconexo
com exatamente duas componentes conexas, uma delas formada apenas pelo vértice
v e a outra por um grafo G’ contendo exatamente |V (G)| — 1 vértices. Note que G’
nao contém circuitos, pois caso contrario G também teria. Assim, G’ é também uma

arvore. Logo, pela hipdtese de indugao devemos ter
|E(G)] = V(G| - 1. (2.1)

Como |V(G")| = |V(G)| — 1 e |[E(G")| = E(G) — 1, entao substituindo essas duas
igualdades em (2.1) temos que, |E(G)| = |V(G)| — 1 como desejavamos.

A versao da proposicao acima para um grafo qualquer é :

Corolario 2.3.11. Seja G um grafo conexo. Entao, |[E(G)| > |V(G)| — 1.

Prova. Consequéncia imediata da Proposicao 2.3.10 combinado com o Corolério
2.3.8. |

Podemos agora considerar o seguinte problema de otimizagao:

Problema 2.3.12. Considere uma rede de cabos de comunicag¢ao conectando cidades
representado por um grafo G tal como na Figura 2.12. Suponhamos que a comunica¢do
entre duas cidades seja estabelecida desde que haja uma caminho conectando-as. De-
sejamos determinar o subgrafo de G' que minimize a quantidade de cabos necessarios

e de tal modo que quaisquer duas cidades possuam comunicacao.

Solugao: A traducao em termos de grafos é que devemos encontrar um subgrafo
com menor quantidade de arestas possiveis com a propriedade de ser conexo. Pelos
resultados anteriores concluimos que um tal subgrafo deve ser uma arvore geradora
de G. Desse modo, podemos ver que uma solugao (ver Figura2.13) para este problema

é:
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Figura 2.12: Rede de cabos

Figura 2.13: Rede de cabos minimizante

2.4 Algoritmo guloso

Dado um grafo G, dizemos que uma fungao ¢ : E(G) — Ry é um custo. O custo

de um subgrafo H de G é definido como:

e€E(H)

Na se¢ao anterior aprendemos como determinar um subgrafo gerador de G, com
(G conexo, que minimiza a quantidade de arestas e que mantém a conectividade. Uma

questao natural é:
Questao 2.4.1. Como determinar uma drvore geradora de G com custo minimo?
Consideremos essa questao no seguinte problema:

Problema 2.4.2. No Problema 2.3.12, suponhamos que cada aresta tenha um custo

tal como ilustrado na Figura 2.14 abaizo:
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Figura 2.14: Rede de cabos com funcao custo

Desejamos determinar o subgrafo de G que minimize a quantidade de cabos ne-
cessdrios e de tal modo que quaisquer duas cidades possuam comunicac¢do € que possua

custo minimo.

Antes de resolvermos esse problema iremos considerar o chamado Algoritmo Gu-

loso. No seu enunciado, utilizaremos a notagdo G|E para denotar o subgrafo G \

(E(G) — E).

Teorema 2.4.3 (Algoritmo Guloso). Seja G um grafo conexo com uma fungdo custo

c. Uma drvore geradora T de G pode ser obtida executando o sequinte algoritmo:
(1) Escolha um vértice v de G e faga V :={v} e E =10.
(2) Se V =V(G), entao faca T := G|E e pare.

(3) Sendo escolha uma aresta e de G incidente a um vértice em V e outro em
V(G) — V possuindo custo minimo. Faga V := VUw e E := E Ue, onde
w € V(G) =V éincidente a e. Volte para sequnda etapa.

Para a demonstragao desse resultado remetemos a [6].

Agora, de posse do algoritmo guloso, determinaremos a solugao do Problema 2.4.2.
Solugao: Notemos que o algoritmo nao restringe o vértice que devemos comecar.
Escolhemos iniciar pelo vértice v;. De todas as arestas incidentes a vq, escolhemos
aquela que tem custo minimo. Assim,

V ={v,v3} e FE={vus}.

Como V' # V(G) escolhemos uma aresta incidente a um vértice em {vy,v3} e outro

em V(G) — V com menor custo, que é vzvy. Assim,
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V =A{v,v3,1} e E = {vvs,v3vs}.
Como V' # V(G) escolhemos uma aresta incidente a um vértice em {vy, v3, v2} € outro
em V(G) — V com menor custo, que é vyvg. Assim,
V = {uv1,v3,v2,08} e E = {v1v3,v3v9,vo08}.
Como V' # V(@) escolhemos uma aresta incidente a um vértice em {vy,vs,va,v8} €
outro em V(G) — V com menor custo, que é vovy. Assim,
V = {U17U37U27v87v4} € E = {'011)3,113'112,7)27}8,1)2'1}4}.

Como V' # V(G) escolhemos uma aresta incidente a um vértice em {vy, vs, va, vs, v}

e outro em V(G) — V' com menor custo, que é vyvs. Assim,
V = {v1,v3,02,08, 05,05} e E = {0103, 0202, Uavs, V204, V45 }.

Como V' # V(G) escolhemos uma aresta incidente a um vértice em {vy, vs, va, vs, V4, Vs }

e outro em V(G) — V' com menor custo, que é vsvg. Assim,

V= {U1,U3702,U8,U4,U5,U6} e I= {U1U3703U2,U2U8702U4,U4U5>U5’U6}-

Como V' # V(@) escolhemos uma aresta incidente a um vértice em {vy, vs, va, Vs, U4, Vs, Ug }

e outro em V(G) — V' com menor custo, que é vgvy. Assim,

V= {U17U3;U27U87U47U5>U67U7} e B = {U1U37U2U3>U2U8;U2U47U4U57U5U67U6U7}-

Como V' # V(@) escolhemos uma aresta incidente a um vértice em {vy, vs, va, vs, v4, V5, Vg, U7 }

e outro em V(G) — V com menor custo, que é vgvg. Assim,

V= {Uh02,03,1)8,04,?)57@6,@7,09} e b= {011}3,02713,UQUS,UQU4;U4U5,U5067U6U7,U6vg}-

Note que chegamos ao ponto onde o algoritmos se encerra pois V = V(G). Assim, a

solucao desejada é :
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Figura 2.15: Arvore geradora da rede de cabos com funcao custo
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Consideracoes finais

Este trabalho apresenta uma proposta de como explorar os Problemas de Oti-
mizagao utilizando conteiidos do Ensino Médio. Nosso objetivo foi mostrar como
inimeras situacoes do nosso cotidiano envolvem problemas de otimizacao que podem
ser solucionados através da modelagem utilizando embasamento tedrico da Geometria
Euclidiana, da Teoria dos grafos, entre outros. Também quisemos evidenciar como
esses tipos de problemas explorados no Ensino Médio podem oferecer oportunidades
ao professor de trabalhar a interdisciplinaridade de forma contundente com outras
areas.

E notério que estas aplicacoes e exemplos de otimizagao corroboram para o desen-
volvimento do raciocinio légico do aluno, fazendo uma ponte entre os conteidos que
sao estudados com as atualidades que norteiam as areas das ciéncias e tecnologias.
Além disso, desperta no aluno um interesse pela matematica fazendo-o perceber que
¢ uma ciéncia dinamica sempre com novos estudos a serem descobertos.

Nessa perspectiva é de fundamental importancia o papel do professor no ensino
da matematica, haja a vista o fato que este deve ser capaz de identificar em sua
pratica, com criatividade e dedicagao, momentos propicios para a implementacao de

problemas atraentes que envolvam otimizagao. Como nos diz George Polya:

“Sabemos, naturalmente, que é dificil ter uma boa idéia se conhe-
cemos do assunto e que é impossivel té-la se dele nada sabemos.
As boas idéias sdo baseadas na experiéncia passada e em conheci-
mentos previamente adquiridos. Para uma boa idéia, nao basta a
simples recordacao, mas nao podemos ter nenhuma boa idéia sem
relembrar alguns fatos pertinentes”.

Esperamos que este trabalho possa contribuir de alguma forma para que esse
tema, que unifica teoria e pratica mostrando o poder e beleza da matemaética, possa

ser mais difundido entre professores do ensino basico.
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