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RESUMO

Este trabalho trata da introdugcdo ao conhecimento sobre geometria
hiperbdlica, uma das geometrias conhecidas como nao-euclidianas. Para isso é
apresentado um breve relato historico envolvendo os matematicos que
contribuiram de alguma forma para o desenvolvimento desta geometria, além
do estudo de alguns de seus resultados e modelos de representacao.

E bastante interessante compreender o que seja 0 método axiomatico, a partir
da comparacgéo dos conceitos e propriedades da geometria hiperbdlica com os
da ja conhecida geometria euclidiana. As Geometrias Euclidiana e Hiperbdlica
diferem basicamente pelo quinto postulado de Euclides e uma curiosidade
sobre suas concepcoes é que a euclidiana foi observada a partir de situacdes
concretas e depois transformada em teoria mateméatica organizada, ja a
geometria hiperbodlica foi obtida em forma de teoria légica, coerente e
consistente para depois ganhar uma interpretacao visual.

Este estudo pretende mostrar que € possivel estabelecer conexdes entre estas
duas geometrias a ponto de ser possivel explorar, ainda que superficialmente,
0 assunto numa turma de ensino basico, usando como apoio o modelo
conhecido como “Disco de Poincaré”, que aproxima bem as duas geometrias.

Palavras chave: Geometria Nao Euclidiana, Geometria Hiperbdlica,Disco de
Poincaré.



ABSTRACT

This work is about the introductory learning of hyperbolic geometry, one
of the non-Euclidean geometries. It includes a brief historical narrative about the
mathematicians, who collaborated in some way for the development of this
geometry, and the studies of some of their results and representation models.

It is very interesting to understand the axiomatic method by comparing
hyperbolic geometry concepts and properties with the ones of the Euclidean
geometry. The difference between Euclidean and hyperbolic geometries is
basically the Euclid's fifth postulate; and a curious fact about their conceptions
is that the Euclidean geometry was observed from concrete situations, and then
transformed into an organized mathematic theory, while the hyperbolic
geometry was based on a logical, coherent and consistent theory to afterwards
gain a visual interpretation.

This study intends to demonstrate that is possible to associate those two
geometries, in order to explore this matter, though superficially, in middle school
and high school classes, using a model called “Poincaré disc”, which
approximates those two geometries.

Keywords: Non-Euclidean geometry, hyperbolic geometry, Poincaré disc.
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INTRODUCAO

O termo "geometria" deriva do grego geometrein, que significa medicéo
da terra (geo=terra, metrein=medicdo). A provavel origem da Geometria esta
na agrimensura, segundo o historiador grego Herédoto (séc.V a.C. ), mas ndo
ha duvidas de que civilizagcbes antigas, da Babilénia a China e também as
civilizacbes Hindu, tinham conhecimentos de natureza geomeétrica.

A Geometria era uma ciéncia empirica, um conjunto de regras praticas que
conduziam a resultados aproximados, suficientemente bons para auxiliar nas
construcdes das piramides e templos Babilénios e Egipcios, por exemplo.

Nascido em Atenas em 428/427 a.C. Platdo interessou-se por matematica, e
especialmente pela geometria, e ndo se satisfazendo com verificagbes
experimentais, evidenciou, durante o ensino, a importancia de demonstragdes
rigorosas dedutivas. O principal responsavel por esta estruturacdo foi o
discipulo da escola platénica Euclides (325-285a.c), mestre na escola de
Alexandria (Cidade do Egito, famosa por seu farol). Euclides de Alexandria
publicou em torno de 325 a.C. uma obra chamada Os Elementos, composta
por uma colecéo de treze volumes. Nessa obra, Euclides apresentou o estudo
da Geometria num modelo diferente a partir de principios e defini¢des,
procedendo o seu desenvolvimento de forma dedutiva, num modelo hoje

conhecido como modelo axiomatico.

O modelo de Euclides baseava-se em cinco postulados, os quatro
primeiros foram acolhidos pelos mateméaticos ao longo do tempo, entretanto o

quinto postulado gerou controvérsias.

“Se uma linha reta cortar duas outras retas de modo que
a soma dos dois angulos internos de um mesmo lado
seja menor do que dois retos, entdo essas duas retas,
guando suficientemente prolongadas, encontram-se do

mesmo lado em que estdo esses dois angulos.”




Ou da forma como é enunciado nas escolas de ensino basico:

‘Dada uma reta r e considerando um ponto P nao
pertencente a ela, existe uma Unica reta s contendo o

ponto P e paralela a reta r dada.”

Alguns matematicos tentaram provar, usando o método da contradicéo,
gue o quinto postulado era, na verdade, uma consequéncia dos outros quatro;
nao conseguiam, mas acabaram por desenvolver outras geometrias,
conhecidas como geometrias ndo euclidianas. Este trabalho aborda uma
destas geometrias, especificamente, a Geometria Hiperbdlica; nela, o quinto

postulado tem a seguinte forma:

“‘Dada uma reta r e considerando um ponto P nao
pertencente a ela, existe mais de uma reta contendo

o ponto P e paralela a reta r dada.”

No primeiro capitulo faremos um breve passeio pela histéria desta
geometria, destacando os mateméaticos que, de alguma forma contribuiram
para seu desenvolvimento; além de apresentar algumas definicdes importantes
e as caracteristicas mais intrigantes desta geometria.

Especialmente pela dificuldade de representacdo desta geometria, ja
gue as superficies nas quais ela acontece ndo s6 ndo sao planas como sao um
tanto complexas. Era interessante desenvolver modelos que pudessem
aproxima-la da geometria euclidiana, ja bastante familiar. Um modelo neste
sentido € o do Disco de Poincaré, ao qual daremos destaque no segundo
capitulo deste trabalho. Esse modelo consiste em considerar um circulo
desconsiderando sua circunferéncia, assim como, na teoria dos conjuntos, um
intervalo numérico aberto. As “retas” neste modelo sao arcos de circunferéncia
perpendiculares a circunferéncia do disco e, a partir dai, é possivel representar

situacdes referentes a geometria hiperbodlica dentro deste disco.



As ideias por tras do modelo do Disco de Poincaré também serviram de
inspiragéo para a arte. O genial artista holandés Mauritis Cornelis Escher
(1898-1972) cuja obra € recheada de elementos da geometria, algumas criando
ilusdes espetaculares; alguns desenhos de Escher sdo claramente inspirados

no Disco de Poincaré, como os desenhos reproduzidos abaixo:

Nas trés ilustracbes acima, os elementos do desenho vao ficando menores a
medida que estdo mais proximos da fronteira, o que cria a nocdo de que eles

vao cada vez mais longe, assim como no Disco de Poincaré.

Acreditamos que abordar aspectos desse assunto em turmas de ensino
basico poderia ser enriquecedor, mostrando aos alunos que uma geometria
bem diferente daquela estudada por eles pode ser representada de uma forma
que lhes é familiar, e aproveitar para mostrar alguns resultados intrigantes
inerentes a geometria hiperbdlica. O terceiro capitulo propde exatamente isso;
trés atividades diferentes, duas envolvendo constru¢cdes geométricas e a outra
trabalhando com logaritmos; todas conectando a desconhecida geometria

hiperbdlica a geometria euclidiana.



1. A GEOMETRIA HIPERBOLICA

1.1 Um breve relato histérico

1.1.1 O Modelo Axiomatico de Euclides

Pode-se dizer que a obra Os Elementos de Euclides revolucionou a
estrutura e a argumentacdo de teorias e demonstracbes matematicas de tal
maneira que se tornou um modelo, tanto quando se pensa na apresentacao da
estrutura de uma teoria matematica quanto nas demonstracdes necessarias ao
seu desenvolvimento.

O método axiomatico consiste basicamente do seguinte: as premissas,
chamadas de Axiomas ou Postulados e as conclusfes tiradas a partir delas ou
de outras conclusdes ja obtidas previamente, ditas Proposicées e que podem
ter “apelidos” dependendo de algumas circunstancias que comentaremos logo
em seguida.

Assim, para estruturagdo, no modelo axiomatico, de uma teoria
relacionada a matematica, deve haver uma série de afirmativas admitidas como
verdadeiras, ndo havendo para elas qualquer tipo de demonstracao, sédo as tais
premissas das quais se parte: os Axiomas ou Postulados.

As hipoteses feitas sao as Conjecturas, que podem ser verdadeiras ou
falsas; se uma conjectura é verdadeira, entdo € possivel demonstra-la
seguindo regras logicas rigidas e passa a ser chamada de Proposicdo. As
proposicdes, muitas vezes, sdo renomeadas da seguinte maneira: as mais
relevantes dentro da teoria sdo os Teoremas; uma proposicdo que resulta facil
e diretamente de um Teorema é um Corolario; e uma proposicdo menos
significativa cuja principal utilidade € auxiliar na demonstracdo de um Teorema
€ chamada de Lema.

Uma teoria esta apresentada de forma axiomatica, se ela € colocada em
uma ordem logica de forma que todas as afirmativas resultam de uma
determinada quantidade de axiomas e de outras proposi¢bes previamente

demonstradas. Um sistema axiomatico para ser consistente deve satisfazer a



duas condi¢cdes: os postulados ndo podem se contradizer, direta ou
indiretamente; e cada um dos postulados deve ser independente dos demais,
ndo podendo ser consequéncia deles. Além disso, o sistema é dito completo
guando cada uma das proposi¢coes formuladas no contexto da teoria pode ser

provada verdadeira ou falsa;

1.1.2. O quinto postulado e a nova Geometria

Provavelmente por ser “inspirada” na ideia daquilo que € observado em
circunstancias que ocorrem no dia a dia e por ser baseada em principios
facilmente admitidos intuitivamente, a Geometria Euclidiana foi, durante
séculos, tida como Unica.

A obra Os Elementos, de Euclides é admirada por matematicos e
fildsofos em geral em qualquer tempo devido a pureza da visdo a respeito da
geometria.

Composta por treze volumes, dentre eles 0s quatro primeiros tratam
de geometria plana elementar; que comecam das propriedades mais
elementares sobre retas e angulos. O primeiro volume comecga listando 23
defini¢cdes, seguidas dos Postulados e dai em diante; "postular” significa "pedir

para aceitar”. Os cinco postulados propostos por Euclides séo os seguintes:

1. Dados dois pontos, ha um segmento de reta que 0s une.

2. Um segmento de reta pode ser prolongado indefinidamente para

construir uma reta.

3. Dados um ponto qualquer e uma distancia arbitraria pode-se construir

um circulo de centro naquele ponto e com raio igual a distancia dada.

4. Todos os angulos retos sdo congruentes.
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5. Se uma linha reta cortar duas outras retas de modo que a soma dos
dois angulos internos de um mesmo lado seja menor do que dois retos,
entdo essas duas retas, quando suficientemente prolongadas, encontram-

se do mesmo lado em que estdo esses dois angulos.

Figura 1.1: Quinto postulado proposto por Euclides.

Embora os quatro primeiros postulados tenham sido sempre vistos como
simples e evidentes, o0 mesmo ndo aconteceu com o0 Ultimo. A nog&o
geométrica a qual se refere postulado 5 foi revista e enunciada de uma forma
um pouco diferente, porem equivalente a anterior, pelo mateméatico e fisico

escocés John Playfair (1748, 1819) em 1796, porém sem perder sua esséncia:

Dada uma reta r e considerando um ponto P ndo pertencente a ela,

existe uma Unica reta s contendo o ponto P e paralela a reta r dada.

Figura 1.2: Quinto postulado proposto por John Playfair

Diversas investigacOes para provar a validade do quinto postulado de
Euclides foram realizadas desde a antiguidade, ao longo de séculos. Muitas
tentativas se deram pela técnica da reducéo ao absurdo, na qual o resultado a
ser provado € negado e, a partir dessa negacéo, procura-se obter alguma

contradicdo. Em todas as tentativas de demonstrar o quinto postulado nao
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houve éxito, pois, a partir de sua negacao, chegou-se a uma teoria axiomatica
consistente.

Atualmente se sabe que sua validade depende do tipo de superficie
sobre a qual se considera a Geometria. Nesse sentido, surgem dois tipos
classicos de Geometrias Nao-Euclidianas: a Geometria Hiperbdlica e a
Geometria Eliptica.

Analisando a maneira de Playfair enunciar o quinto postulado, podemos
observar que ele pode ser negado de duas formas diferentes e cada uma delas
conduzira a uma das Geometrias N&o - Euclidianas citadas:
| - Geometria Eliptica

Dada uma reta e considerando um ponto ndo pertencente a ela, nao

existe uma reta contendo o ponto que seja paralela a reta dada.

Il - Geometria Hiperbdlica
Dada uma reta e considerando um ponto ndo pertencente a ela, existe

mais de uma reta contendo o ponto e paralela a reta dada.
Vamos agora nos estender um pouco mais sobre os gedbmetras que
mais contribuiram para o desenvolvimento da Geometria Hiperbdlica, ja que ela

€ a protagonista deste estudo.

Euclides de Alexandria

Pouco se sabe sobre Euclides, mas dentre as escassas informacdes que
se pode encontrar esta a de sua lecionou na Biblioteca de Alexandria no Egito,
onde teria escrito os Elementos, por volta de 300 a.C.

Existe a convicgao de varios estudiosos de que o objetivo de Euclides ao
escrever Os Elementos, era a elaboracdo de material didatico para o ensino.
Seu nome eternizou-se na historia da matematica para sempre associado a
primeira apresentacdo de algum segmento da matematica como um conjunto
l6gico e dedutivo de propriedades, que ficou conhecido como Modelo

Axiomatico.
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Girolano Saccheri (1667, 1723)

Saccheri nasceu em San Remo na lItalia, foi um jesuita e atuou em
Turim, Pavia e Mildo como professor de retérica, filosofia e teologia. La teve
contato com grandes matematicos italianos, e estes o apresentaram a obra Os
Elementos de Euclides.

A partir de entdo, seu interesse pelo assunto foi despertado e ele passou
a dedicar-se ao desenvolvimento de seu raciocinio l6gico, atividade para a qual
tinha talento.

Depois de conhecer muitas tentativas para a demonstragcdo do quinto
postulado, Saccheri resolveu elaborar sua prépria. Acredita-se que foi o
primeiro a tentar provar o quinto postulado, pelo método da contradicdo. A
estratégia utilizada por Saccheri foi estudar o que ocorre em um quadrilatero
ABCD, no qual os angulos em A e B s&o retos e os segmentos AD e BC iguais

entre si, observe a figura.

=]
o

Figura 1.3 — Quadrilatero de Saccheri

Saccheri considerou trés possibilidades em relagéo aos angulos C e D:
I. Ambos séo retos;
Il. S&o iguais e maiores que 90°;
lll. S&o iguais e menores que 90°;
esperando encontrar algum tipo de absurdo nas possibilidades Il e 1ll, o que
provaria o postulado das paralelas.
Para C e D maiores que 90° Saccheri concluiu que a reta seria limitada e
pensou ter achado um absurdo, que Riemann mostraria ndo ser; no caso de

C e D menores que 90°, Saccheri ndo chegou a qualquer contradicao.
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Mas o que Saccheri fez, a partir das negativas do quinto postulado, foi provar
uma série de teoremas que Ihe pareciam bastante estranhos, o que era de se
esperar, pois ele ndo estava na tradicional Geometria Euclidiana; ele estava em
um mundo novo, mas nao percebendo isso ndo investigou mais a fundo suas
conclusdes inesperadas.

Apesar disso, o quadrilatero usado por ele € uma pec¢a importante da

Geometria Hiperbdlica e é hoje conhecido como Quadrilatero de Saccheri.

Johann Heinrich Lambert (1728, 1777)

Lambert nasceu em uma familia numerosa e a necessidade o forcou a
ser alfaiate como seu pai. Mas ele continuou os seus estudos, e conseguiu um
cargo de tutor na familia de um nobre suico, o que lhe deu tempo para
pesquisar. Matematico brilhante que era, foi o primeiro a publicar a
demonstracao de que =« é irracional.

Lambert fez importantes contribuicbes no ramo da Gtica, cosmologia,
filosofia e matematica. Dentre elas, destacou-se o livro Theorie der
Parallelliniem, que tratava do postulado das paralelas, escrito por ele em 1776.
Por ndo considerar satisfatéria a forma como resolvera a questdo, Lambert
decidiu n&o publicar o seu livro, que acabou sendo publicado postumamente
em 1788.

Lambert estudou quadrilateros com trés angulos retos, o que o levou a
considerar trés hipoteses para a natureza do quarto angulo. A primeira é a
hip6tese do angulo reto, a segunda a do angulo obtuso e a ultima a do angulo

agudo.

Figura 1.4 — Quadrilatero de Lambert
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Em seus estudos, Lambert analisou as possibilidades da soma dos
angulos internos de um triangulo ser maior, menor ou igual a dois retos. Ele
chegou as férmulas para a area de um tridngulo dependendo da soma dos
seus angulos. Ele observou que na esfera, quando se consideram as linhas
retas como circulos maximos, entdo os triangulos tém mais de 180° para soma
de seus angulos internos, e perguntou-se se a soma dos angulos internos de
um tridngulo poderia ser menor que dois angulos retos sobre uma superficie
imaginaria adequada; e chegou a mencionar esferas cujos raios envolviam a

raiz quadrada de nameros negativos.

Johann Friedrich Gauss (1777, 1855)

Nascido em 1777, Gauss era uma figura dominante da Matematica em
sua época (ficou conhecido como Principe da Matemética). Suas ideias sobre o
tema podem ser lidas em inUmeras cartas a colegas ao longo de quase trinta
anos.

Gauss comecou a escola primaria com sete anos de idade, e seu talento
para a matematica foi logo percebido por seu professor, Bittner, e pelo
assistente dele, Martin Bartels; eles ficaram surpresos quando Gauss somou
rapidamente os numeros inteiros de 1 a 100 associando esta soma a dos 50
pares de numeros formados pelo primeiro e dltimo (1 e 100), segundo e
penultimo (2 e 99) e assim sucessivamente, assim cada par soma 101.

Em 1788 Gauss deu inicio, com a ajuda de Bittner e Bartels, sua
educacdo no Gymnasium, onde aprendeu aleméao e latim; recebeu uma bolsa
de estudos do duque de Brunswick-Wolfenbittel e entrou para o Brunswick
Collegium Carolinum em 1792. Na academia Gauss descobriu o teorema
binomial independentemente lei de Bode, bem como a lei da reciprocidade
quadrética e o teorema dos niUmeros primos.

Em 1795 Gauss foi estudar na Universidade de Gottingen onde ficou até
1798 mas saiu sem um diploma. Gauss fez uma de suas mais importantes
descobertas, a construcdo de um poligono regular de dezessete lados apenas

com régua e compasso; este foi 0 mais importante avanco no campo da
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geometria desde os tempos da matematica grega e foi publicado como Secao
VIl de seu famoso trabalho Disquisitiones Arithmeticae.

Seu amigo entre os estudantes foi Farkas Bolyai. Eles se conheceram
em 1799 e se corresponderam por muitos anos. Depois o duque de Brunswick
pediu que Gauss apresentasse uma tese de doutorado na Universidade de
Helmstedt; a dissertacdo de Gauss foi uma discussdo sobre o teorema
fundamental da algebra. Gauss pode dedicar-se a pesquisa e publicou o livro
Disquisitiones Arithmeticae no verdo de 1801.

Desde o inicio de 1800 Gauss esteve interessado na possivel existéncia
de uma geometria ndo-euclidiana. Debateu o tema com Farkas Bolyai e em sua
correspondéncia com Gerling e Schumacher;.discutiu provas que deduziram o
axioma das paralelas dos outros axiomas euclidianos, sugerindo que ele
acreditava na existéncia de geometria ndo-euclidiana.

Gauss confidenciou a Schumacher que acreditava que sua reputagcao
sofreria se ele admitisse publicamente que acreditava na existéncia de tal
geometria. Em 1831 Farkas Bolyai enviou a Gauss o trabalho de seu filho
Janos Bolyai sobre o assunto. Gauss ficou impressionado com o estudo de
Janos. Ele também teve um grande interesse em geometria diferencial, e
publicou muitos artigos sobre o assunto.

De 1850 em diante os trabalhos de Gauss foram quase todos de
natureza pratica, embora ele tenha participado na tese de doutorado de
Riemann, concluida em 1851. Sua saude deteriorou-se lentamente, e ele
faleceu durante o sono na manha de 23 de fevereiro de 1855, aos 77 anos de
idade.

Nikolai lvanovich Lobachevsky (1792, 1856)

Nicolai Ivanovich Lobachevsky nasceu em primeiro de dezembro de
1792 em Nijni Novgorod, cidade russa situada as margens dos rios Volga e
Oka. Naquele tempo Nijni Novgorod era especialmente importante
economicamente para a Russia. Sua familia era pobre e, com a morte de seu
pai quando ele tinha 7 anos de idade, teve de mudar-se para Kazan, onde,
com apenas dez anos de idade, no ano de 1802, estudou no Instituto de

Kazan, concluindo em 1807.
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Aos quatorze anos, Lobachevsky estava preparado para estudar na
Universidade de Kazan, financiado por bolsas escolares e supervisionado por
um matemadtico que era correspondente de Gauss. Pretendia ingressar na area
de medicina, mas um livro sobre a historia da matematica, adotado em sua
escola, que continha uma discussao envolvendo o quinto postulado, despertou
seu interesse pela matematica.

Lobachevsky ingressou na Universidade de Kazan como aluno, onde foi
influenciado pelo professor Johann Christian Martin Bartels, um ex-professor e
amigo do matematico aleméo Carl Friedrich Gauss. Lobachevsky fez mestrado
em fisica e matemética em 1811 e, em 1816, tornou-se professor titular no
ensino da matematica, fisica e astronomia, aos 23 anos de idade.
Desempenhou também as fun¢des de bibliotecario e conservador do museu e,
finalmente, entre 1827 e 1846 ocupou o cargo de reitor.

Lobachevsky se encantou com a Teoria das Paralelas. Em 12 de
fevereiro de 1826, suas descobertas foram divulgadas numa conferéncia do
Departamento de Matematica e Fisica da Universidade de Kazan. Em 1829,
publicou o seu trabalho Sobre os Fundamentos da Geometria em um boletim
local. Escreveu um artigo sobre o que chamou de uma descricdo concisa dos
fundamentos da geometria, publicado pela Kazan Messenger, mas além de
suas ideias contrariarem a geometria de Euclides, seus estudos escritos em
russo acabaram ndo tendo o merecido reconhecimento e seu trabalho foi
rejeitado pela St. Petersburg Academy of Sciences para publicagéo.

Em 1835, 1836 e 1837, tornou a fazer publicacdes sobre o assunto, mas
ainda néo tivera o reconhecimento da comunidade cientifica. Em 1840,
Lobachevsky publicou, em alemdo, um resumo do seu trabalho e, Gauss,
reconhecendo o valor, conseguiu sua eleicdo para a Academia de Ciéncias de
Gottinge. Tao consistente era o conhecimento de Lobachevsky sobre o
assunto, que seu ultimo trabalho sobre o tema, em 1855, teve que ser ditado a
um auxiliar, pois ja estava cego.

A geometria ndo-euclidiana por ele desenvolvida, hoje chamada de
geometria hiperbdlica, substituia o quinto postulado pela afirmacdo de que,
para um determinado ponto, existe mais de uma reta que pode ser tracada,

passando por este ponto, e paralela a outra reta que ndo contém esse ponto.
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A obra prima de Lobachevsky foi concluida em 1823, mas a obra
completa s6 foi publicada muito tempo apdés a sua morte, em 1909.
Lobachevsky também escreveu as Novas Bases de Geometria (1835-1838),
Geométricas InvestigacOes sobre a Teoria da Paralelas (1840) e Pangeometry
(1855).

Lobachevsky faleceu pobre, completamente cego e incapaz de andar, a
24 de fevereiro de 1856 aos 63 anos de idade na cidade de Kazan.

Janos Bolyai (1802, 1860)

Janos Bolyai, filho do matematico Farkas Bolyai, foi um mateméatico
hangaro nascido a 15 dez 1802, na cidade da Transilvania de Kolozsvar
(Klausenburg), que fazia parte do Império Habsburgo, hoje Cluj-Napoca, na
Roménia. Bolyai foi um dos fundadores da geometria n&o-euclidiana, uma
geometria alternativa coerente que pode corresponder a estrutura do universo
e gue ajudou matematicos a estudarem conceitos abstratos
independentemente de uma eventual ligacdo com o mundo fisico.

Com 13 anos de idade ele dominava o calculo e outras formas de
mecanica analitica, recebendo instru¢des de seu pai; estudou na Faculdade de
Engenharia Real em Viena de 1818 a 1822 e passou grande parte desses
cinco anos pesquisando sobre a Teoria das Paralelas. Ele se tornou téo
obcecado com postulado das paralelas de Euclides que seu pai lhe escreveu:
"Pelo amor de Deus, pec¢o-vos, dar-lhe o medo ndo é menos do que paixdes
sensuais, pois também pode tomar todo o seu tempo e priva-lo de sua saude,
paz de espirito e felicidade na vida ". Mas Janos ndo ouviu os conselhos de
seu pai e persistiu em sua busca. Chegou a conclusdo de que o quinto
postulado é independente dos outros axiomas da geometria euclidiana e que
diferentes geometrias consistentes podem ser construidas negando este
postulado. O jovem oficial da artilharia hangara, de 21 anos, escreveu ao seu
pai a 3 de novembro de 1823: " Eu criei um mundo novo e diferente a partir do
nada”.

Entre 1820 e 1823, Janos preparou um estudo sobre um sistema
completo de geometria n&o-euclidiana e Farkas manifestou a intencdo de

incluir este estudo em um livro que estava escrevendo, chamado Tentamen
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Juventutem Studiosan in Elementa Matheseos (Ensaios sobre os Elementos de
Matematica para Jovens Estudiosos), publicado apenas em 1832. O livro tinha
como apéndice, em 26 péaginas, o histérico trabalho de Janos Bolyai sobre
aquilo que denominou A Ciéncia Absoluta do Espaco. Um exemplar foi
encaminhado a Gauss, na compreensivel expectativa de que o0 mesmo
reconhecesse o0 valor dessas descobertas. Apds tomar conhecimento do
trabalho de Janos, através da leitura do apéndice, Gauss escreveu a um amigo
dizendo: "Eu considero este jovem gedmetra Janos Bolyai um génio da
primeira ordem”. Por outro lado, afirmou também que n&o elogiaria o tal
trabalho, porque elogia-lo redundaria em elogiar a ele mesmo, uma vez que o
inteiro conteddo, o caminho seguido e os resultados a que aquele trabalho
conduziu, coincidiam quase que exatamente com estudos realizados por ele
(Gauss) por cerca de trinta e cinco anos.

Em 1848 Bolyai descobriu que, em 1829, Nicolai Lobachevsky havia
publicado um trecho de trabalho semelhante. Apesar de Lobachevsky ter
publicado seu trabalho alguns anos antes de Bolyai, este tratava apenas da
geometria hiperbdlica. Além disso, Bolyai e Lobachevsky ndo se conheciam,
nem sabiam nada a respeito das obras um do outro.

Além de seus estudos sobre as geometrias ndo euclidianas, Bolyai
desenvolveu 0 conceito geométrico dos numeros complexos como pares
ordenados de numeros reais. Apesar de nunca ter publicado nada a mais do
que as 24 péaginas do apéndice do livro de seu pai, ele deixou mais de 20 mil
paginas de manuscritos matematicos, que podem ser encontrados hoje em dia
na biblioteca Bolyai-Teleki em Targu Mures, Roménia.

Bolyai faleceu aos 57 anos de idade e hoje existem varias instituicbes
que levam o seu nome: a Universidade Babes-Bolyai em Cluj-Napoca, criada
em 1959; o Instituto de Matemética Janos Bolyai na Universidade de Szeged.;
escolas primarias e secundarias na Bacia dos Carpatos, por exemplo, Janos
Bolyai MUSZAKI szakk®dzépiskola em Budapeste, Janos Bolyai Gyakorld
Altalanos Iskola és Gimnazium em Szombathely, Janos Bolyai Altalanos Iskola
em Debrecen e a sociedade profissional de matematicos hungaros. Existem
também ruas que levam seu nome, uma em Budapeste, Hungria e outra em
Timisoara, Roménia. E ainda, uma cratera na Lua e um planeta menor, 1441

Bolyai, descoberto em 1937, homenageiam o matematico. Como as nao
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bastasse, ha um prémio de matematica dado a cada cinco anos que se chama

Prémio Bolyai.

Felix Klein (1849, 1925)

Filho de um oficial do governo, Klein estudou em Dusseldorf, cidade
onde nasceu na Alemanha, até 1865, ano em que foi para a Universidade de
Bona para estudar matematica e fisica, onde obteve o doutoramento em 1868.
A partir de 1886 estabeleceu-se definitivamente em Géttingen, onde tinha
comecado a carreira, e dedicou-se a tornar esta universidade o centro mundial
de investigacdo matematica.

Embora Klein tenha trabalhado em varios assuntos, sua principal
contribuicdo foi na geometria. Em 1871 descobriu que as geometrias,
euclidiana e ndo euclidiana podiam ser vistas como casos dependentes da
superficie escolhida, o que as tornava equivalentes em sua consisténcia. No
ano seguinte Klein apresentou o seu Erlanger programm, que descrevia a
geometria como o estudo das propriedades de um espaco invariante pela acéo
de um grupo, e que viria a determinar o desenvolvimento da mateméatica
no século XX. A geometria euclidiana nao era mais do que o estudo do grupo
das transformacdes euclidianas, a geometria hiperbdlica ndo era mais do que o
estudo do grupo das transformacdes hiperbdlicas, desmitificando assim as

novas geometrias.

Eugenio Beltrami (1835, 1900)

Beltrami publicou seu primeiro trabalho em 1862 e foi nomeado
professor de algebra e geometria analitica na Universidade de Bolonha. Dois
anos depois, ocupou a cadeira de Geodésia da Universidade de Pisa, de 1864-
1866. Em 1873, Beltrami foi nomeado para a cadeira de mecanica racional na
Universidade de Roma, que fora erguida na nova capital italiana. Passados trés
anos, mudou-se para Pavia, para ocupar a cadeira de fisica matematica, mas
voltou a Roma em 1891, onde passou seus ultimos anos ensinando.

Influenciado por Lobachevsky, Gauss e Riemann, Beltrami contribuiu

para o trabalho em geometria diferencial de curvas e superficies. Traduziu os
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trabalhos de representacdo de Gauss para o italiano. Considerando a ideia de
que as geodésicas de uma superficie podem ser representadas como linhas
retas no plano, mostrou que nem sempre seria desta maneira; passou entdo a
considerar a situacdo particular de superficies que tinham a propriedade de
suas geodésicas poderem ser representadas como linhas retas no plano, e
descobriu que eles eram precisamente as superficies de curvatura constante.
Beltrami entdo considerou as superficies de curvatura negativa e constante e
chegou a seu resultado mais famoso de 1868. Seu estudo sobre a
interpretacdo da geometria néo-euclidiana de Lobachevsky e Bolyai; a
obtencdo da pseudoesfera, uma superficie gerada pela revolucdo de uma
curva chamada tractriz, com aparéncia semelhante & uma corneta, sobre a
sua assintota, considerada por ele a mais conveniente para a representacdo da

Geometria Hipérbdlica.

Figura 1.5 — Pseudoesfera — corneta dupla
Fonte: (www.seara.ufc.br)

1.2. Um Pouco da Matemética da Geometria Hiperbdlica

Nesta secdo, apresentaremos as principais definicbes e resultados
matematicos que envolvem a Geometria Hiperbdlica, como os tipos de pontos,
triangulos e alguns quadrilateros em especial, bem como teoremas envolvendo

estes elementos.

Definicdo 1: O ponto obtido pela intersecdo de duas retas é chamado de Ponto

Proprio.


http://www.seara.ufc.br/donafifi/hiperbolica/hiperbolica5.htm
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Definicdo 2: Assim como na geometria euclidiana, duas retas paralelas ndo tém
nenhum ponto em comum, entretanto, nesta geometria, diz-se que elas
encontram-se em dois pontos diferentes, chamaremos estes de Pontos Ideais,

e 0s representaremos por Q e Q’.

Q' Q

Figura 1.6 — Pontos ideais

Na figura acima a e b sdo paralelas a reta r e s € uma nao secante, as retas

entre a e b sdo as nao secantes.

Definicdo 3: Um ponto de encontro entre uma reta e suas nao-secantes €
denominado Ponto Ultra-ldeal ou ponto-gama (); além do ponto gama em
comum, prova-se que retas nao-secantes tém uma reta perpendicular comum e
gue ela é anica, pois do contrario teriamos um retangulo da geometria plana o

que nédo existe na Geometria Hiperbolica.

Definicdo 4: Aqueles triangulos cujos trés vértices sdo pontos proprios sao
ditos Triangulos Ordinarios.

Antes de continuarmos com as definices, convém apresentarmos um
primeiro modelo de representacdo da Geometria Hiperbdlica, O modelo de

Klein, que ndo € o melhor modelo para a representacao desta geometria.

Este modelo utiliza um circulo, considerando apenas a regido interior a
ele, que passa a ser o “plano” de Lobachevsky ou plano hiperbdlico; as “retas”
deste plano sao cordas do circulo desconsiderando suas extremidades ja que a
circunferéncia deste circulo ndo faz parte do plano hiperbdlico, a esta

circunferéncia chamaremos fronteira ou horizonte do plano.
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Assim, dada uma reta AB (corda) e um ponto P no interior do circulo, as
retas MA e NB, sdo as retas paralelas a AB passando pelo ponto P; as infinitas
retas que passam que passam por P e tém suas extremidades situadas nos

arcos AM e BN sdao as retas ndo-secantes a AB que passam pelo ponto P.

Este modelo permite a observacdo de alguns fatos relevantes para a

Geometria Hiperbdlica:

| — O angulo de paralelismo (KPB) é agudo e variavel, ele depende da distancia

entre o ponto P e a reta a qual deseja-se tracar a paralela;

Figura 2.9 — Quadrilatero “retangulo” no modelo de Klein

Il — Duas retas distintas e perpendiculares a uma mesma reta formam um
quadrilatero KPQR da figura acima; e é da analise deste quadrilatero que se
obtém o resultado de que a soma dos angulos internos de um triangulo é
menor que 180° o que é uma caracteristica da Geometria Hiperbdlica.

Definicdo 5: Os tridngulos nos quais pelo menos um dos vértices € um ponto
ideal sdo os Triangulos Q ou Tridngulos Hiperbdlicos.

Figura 1.7 — Triangulo Omega
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Para os triangulos da geometria hiperbolica, 6mega ou néo, vale o

axioma de Pach da geometria euclidiana:

“uma reta que corta um tridngulo por um de seus vértices, intersecta o lado
oposto a este vértice; aos triangulos Q é dada uma atencéo especial pelo fato

de um de seus vértices ser obtido pelo encontro de duas retas paralelas.”

Vejamos entdo um teorema, que se baseia no axioma de Pach, e um

corolario imediato deste teorema.

Teorema 1: Uma reta que corta um triangulo por um de seus vértices,

intersecta o lado oposto a este vértice

Demonstracdo: Tomado um ponto qualguer P no interior de um triangulo ABQ,

e lembrando que BQ é a primeira reta que passa por B e nao intersecta AQ
conclui-se que BP tem interse¢ao com AQ, analogamente AP também encontra
o lado BQ; considerando, agora, uma reta PQ que corta o triangulo em seu
vértice ideal ela intersectara o lado AB, pois o triangulo ABP néo é triangulo

Omega e, portanto, a ele aplica-se o caso euclidiano do axioma de Pach.

Figura 1.8 — Axioma de Pach

Corolério 1: Se um reta corta um dos lados de um triangulo ABQ num ponto Q
e ndo passa pelo vértice oposto a este lado, entdo ela cortara também um dos

outros dois lados do triangulo considerado.
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Demonstracdo: Dividiremos esta demonstracdo em dois casos:

| — A reta corta o lado AB: Se considerarmos a reta QQ, ela sera a primeira reta
que passa por Q e ndo AQ ou BQ, logo qualquer reta que passar por Q e ndo

por Q intersectara AQ ou BQ.

Figura 1.9 — Demonstracéo do Axioma de Pach |

Il — A reta corta um dos lados que passa pelo vértice ideal Q, é claro que a
escolha entre eles é indiferente jA que as situacfes sdo analogas: Vamos
tomar entdo uma reta que corta o triangulo ABQ num ponto R pertencente ao
lado AQ e que nao passa pelo vértice B; se tracarmos a reta RB o tridngulo
ABQ ficara dividido em dois tridngulos, ABR e BRQ, e a reta que passa por R e

corta o triangulo ABQ cortara obrigatoriamente um dos dois triangulos.

Se a reta que passa por R cortar o triangulo ABR, que ndo € 6mega, 0 axioma

de Pach garante a intersecdo com AB;

Figura 1.10 - Demonstra¢gdo do Axioma de Pach Il
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Se cortar o triangulo RBQ, como RQ é a primeira reta que passa por R e ndo

encontra BQ a intersegéo da reta considerada com BQ esta garantida.

Na Geometria Hiperbdlica também existe a congruéncia entre
triangulos, apresentaremos entéo os critérios de congruéncia de triangulos na

Geometria Hiperbdlica.

Para Triangulos Ordinarios os critérios sdo, basicamente, os mesmos da
Geometria Euclidiana: Os trés lados congruentes (LLL); dois lados congruentes
e 0 angulo entre eles congruente (LAL); um lado congruente e os angulos
adjacentes a ele congruentes (ALA) e um lado congruente, o angulo oposto a
este lado e um dos &ngulos adjacentes respectivamente congruentes (LAAo).

Entretanto, como veremos mais adiante, se dois triangulos tém os trés
angulos congruentes (AAA), isso também garante a congruéncia entre eles,
uma vez que na Geometria Hiperbodlica ndo existem triangulos semelhantes,

nao congruéntes.

Considerando os Tridngulos Q, os critérios s&o os seguintes:

| — Os triangulos AB Q e A’'B’Q’ sdo congruentes se AB = AB'e A=A'ou B =

§/

Il - Dois triangulos AB Q e A’'B’Q’ sd0 congruentes se A = A' e B = B'.
Podemos facilmente reconhecer caracteristicas dos critérios de

congruéncia dos triangulos ordinarios nos critérios de congruéncia dos

triangulos Q.

Veremos agora mais um teorema, este estuda os angulos externos dos

vértices proprios de um triangulo Q.

Teorema 2: Em qualquer triangulo é6mega ABQ, a medida de cada angulo
externo, formado pelos prolongamentos do lado AB é maior do que a medida

do angulo interno do outro vértice de AB.(de > B e Be > A)
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Y

A,‘&

Figura 1.11 — Angulo externo no Triangulos Omega

Demonstracdo: Escolhamos um dos dois angulos externos sem perda de

generalidade, jA que as demonstracfes para os dois casos sdo analogas;
vamos conduzir esta demonstracdo pelo método da contradicdo, e a

dividiremos em duas etapas, Ae < B e Ae = B:
| — Vamos supor que Ae < B

Desta forma seria possivel construir um triangulo ABP, com P pertencente a
AQ, de tal maneira que ABP = Ae, 0 que é um absurdo ja& que ABP é um
triangulo euclidiano e neste caso € sabido que Ae = B + P (Teorema do Angulo

Externo), e cada angulo interno tem medida entre 0° e 180°.

Figura 1.12 — Demonstrag&o Angulo externo no Triangulos Omega |
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Il — Agora suponhamos que Ae = B

Sendo assim determina-se o ponto M, médio de AB, por ele traca-se MR
perpendicular a BQ, com R pertencente a BQ, e toma-se o ponto S em AQ de
modo que AS = BR.

R _B
bar
/ B
v :
AL |
LS
/ A

Figura 1.13 — Demonstragéo Angulo externo no Triangulos Omega Il

Desta forma os triangulos MAS e BMR sdo congruentes e R, M e S séo
colineares. Conclui-se entdo que SA e BQ sao paralelas, com angulo de
paralelismo reto, o que é um absurdo pois no Modelo de Klein foi visto que o

angulo de paralelismo é agudo.

Vamos tratar neste momento dos quadrildteros de Saccheri e de
Lambert, dois importantissimos quadrilateros da Geometria Hiperbdlica. Eles
gue servem de apoio para a demonstracdo de uma das caracteristicas mais
peculiares desta geometria: o fato da soma dos angulos internos de um

triangulo ser inferior a 180°.

Girolano Saccheri tentando provar o quinto postulado de Euclides
acabou por criar um quadrilatero que leva seu nome Quadrilatero de Saccheri.
Consideremos o quadrilatero ABCD como sendo de Saccheri, temos que: se
AB é a base, AD = BC e A=B =90° o lado CD é o topo do quadrilatero.

Prova-se que os angulos € e D s&o agudos e congruentes.

D topo C

Figura 1.14 — Quadrilatero de Saccheri



28

Teorema 3: O segmento que une 0s pontos médios da base e do topo do

Quadrilatero de Saccheri é perpendicular a ambos.

o N c
o m“a

Figura 1.15 — Quadrilatero de Saccheri pontos médios topo e base

Demonstracdo: Consideremos o Quadrilatero de Saccheri ABCD, sejam M e N

0os pontos médios da base AB e do topo CD, respectivamente. Unindo os
pontos C e D ao ponto M, constréi-se os triangulos ADM e BCM congruentes
por LAL, assim DM e CM sdo segmentos congruentes. Com DM = CM e N
sendo ponto médio de CD conclui-se que MN € a mediatriz do topo CD e,

portanto é perpendicular a ele.

Além de os triangulos ADM e BCM serem congruentes, os triangulos
CMN e DMN também sédo, estas duas congruéncias garante a congruéncia dos

angulos AMN e CMN, logo MN é perpendicular & base AB. o

Teorema 4: Os Angulos do topo de um quadrilatero de Saccheri sdo

congruentes e agudos.

Demonstracdo: A congruéncia dos angulos do topo pode ser obtida das
congruéncias dos triangulos (ADM e BCM) e (CMN e DMN) do Teorema 3:
ADN =BCN entdo ADM + NDM = BCM + NCM, mas NDM = NCM, dai vem que
ADM =B(CM.

Utilizando propriedades dos triangulos 6mega mostraremos que ADM e BCM

sao agudos:

Na figura seguinte, CQ e DQ sao retas paralelas a reta AB, e, portanto CDQ é
um tridngulo Q; PCQ é um angulo externo do tridngulo CDQ, e, no Teorema 3

foi demonstrado que ele é maior que CDQ (PCQ > CDQ). Por outro lado, os
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angulos ADQ e BCQ sdo congruentes por serem angulos de paralelismo a uma
mesma distancia, pois AD = BC, ja que estamos falando do Quadrilatero de
Saccheri (ADQ = BCQ). Ent&o temos que PCQ + BCQ > CDQ + ADQ que é o
mesmo que BCP > CDA, mas CDA = BCD. Mas BCP e BCD s&o angulos
adjacentes com os lados ndo comuns alinhados e portanto sdao agudos, o
completa a demonstracao.

Figura 1.16 — Quadrilatero de Saccheri angulos do topo congruentes

Também na tentativa de provar o quinto postulado por vias indiretas, o suico-
alemdo Johann Heinrich Lambert partiu de um quadrilatero, s6 que este tem

trés angulos retos e é conhecido como Quadrilatero de Lambert.

Figura 1.17 — Quadrilatero de Lambert

E possivel provar que o quarto angulo do Quadrilatero de Lambert é agudo
usando o Quadrilatero de Saccheri. Para isso basta perceber que o
Quadrilatero de Saccheri (ABCD) pode ser dividido em dois quadrilateros de
Lambert (APQD e BPQC), onde P e Q sdo os pontos médios de AB e CD,

respectivamente; do quadrilatero de Saccheri, ja sabemos que C e D sio
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agudos como demonstrado no Teorema 4. Portanto, os Quadrilateros de
Lambert APQD e BPQC tém trés angulos retos cada um, e quarto angulo de
cada um, no nosso exemplo os angulos ¢ e D,dos quadrilateros BPQC e

APQD, respectivamente, sdo agudos.

D Q C
L[]
L]

A_\ L O 5

Figura 1.18 — Quadrilatero de Lambert quarto &ngulo agudo

J4 podemos tratar entdo de uma particularidade muito marcante da
Geometria Hiperbdlica, a soma dos Angulos internos de um triangulo,
diferentemente da Geometria Euclidiana é menor que 180°.

Teorema 5: A soma dos angulos internos de qualquer triangulo é menor que
180¢.

Observacdo: Dividiremos esta demonstracdo em duas partes: primeiro 0s
triangulos retangulos e depois, usando o resultado obtido nestes triangulos

estenderemos o resultado a qualquer triangulo.

Demonstracao:

Para os Triangulos Retangulos

Sejam ABC um triangulo retangulo e M o ponto médio da hipotenusa BC,
Toma-se um ponto P pertencente a AB, de maneira que MP seja perpendicular
a AC; constréi-se entdo BQ de forma que ACB = CBQ e PC e BQ sejam
congruentes (PC = BQ). Assim, os triangulos BMQ e CMP séo congruentes e

em decorréncia deste fato os pontos P, M e Q sdo colineares e o angulo que Q
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€ reto. BAPQ é entdo um Quadrilatero de Lambert no qual o a&ngulo agudo é o

ABQ, isto é ABC + CBQ < 90°.

Figura 1.19 — Soma dos angulos internos no tringulo retdngulo

Da Congruéncia dos triangulos BMQ e CMP, tem-se que ACB = CBQ, entdo

ABC + ACB < 90°; a soma dos angulos internos do triangulo ABC é
ABC + ACB + BAC e BAC = 90°,
logo
ABC + ACB + BAC < 90° + 90°,
0 gue significa que
ABC + ACB + BAC < 180°.
Para Triangulos Quaisquer

Consideremos o triangulo ABC nao retangulo, tracemos AH perpendicular ao
lado BC, assim o triangulo ABC fica dividido em dois triangulos retangulos ABH
e ACH; utilizando resultado obtido no caso dos triangulos retangulos temos

que:
Dos triangulos retangulos em H, ABH e ACH temos que:

ABH + HAB + BAA < 180° e ACH + HAC + CHA < 180°,
entao

ABH + HAB + BHA + ACH + HAC + CHA < 360°.
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Como CHA = BHA = 90°, vem que
ABH + BAH + 90° + ACH + HAC + 90° < 360°,
logo
ABH + BAH + ACH + HAC < 180°,
mas
BAH + HAC = BAC, ABH = ABC e ACH = A(CB,
e finalmente podemos concluir que

ABC + ACB + BAC <180° o

Figura 1.20 — Soma dos angulos internos no triangulo qualquer

Definicdo 8: A diferenca entre 180° e a soma dos trés angulos de um triangulo
€ a diferenca angular. Ela esta relacionada a area do triangulo, por isso tanto
0os 180° como a soma dos angulos do triangulo sdo, mais frequentemente,
expressas em radianos, para que ela seja dada por um numero real 6, isto €: &

= 2-(A+B+0)

Na Geometria Hiperbdlica, se dois triangulos tém os trés angulos
respectivamente congruentes, entdo eles sdo congruentes e nao apenas

semelhantes como na geometria plana, como mostra o teorema a seguir.



33

Teorema 6: Dois triangulos que tém os trés angulos respectivamente

congruentes, entdo eles sdo congruentes.

Demonstracédo: Suponhamos que os triangulos ABC e APQ da figura tenham

0os trés angulos congruentes. Uma consequéncia direta disso é que o
quadrilatero BCQP teria a soma de seus angulos internos igual a 360°, o que

nao € compativel com a Geometria Hiperbdlica.

Figura 1.21 — Caso de congruéncia trés angulos congruentes |

Na possibilidade de os lados BC e PQ se intersectarem também chega-
se a um absurdo, pois teriamos que os angulos externos dos vértices C e Q do

triangulo CQR seriam congruentes.

A |

~Q
Figura 1.22 — Caso de congruéncia trés angulos congruentes (contradi¢cdo)

Nesta geometria 0 tamanho de um triangulo ndo é independente se sua
forma, se dois triangulos tém a mesma forma eles terdo necessariamente a
mesma area; aqui ndo existe o0 conceito de figuras semelhantes.
Conheceremos agora o conceito de poligonos equivalentes da Geometria de
Lobacchevsky. O fato de ndo existir o quadrado na Geometria Hiperbdlica

implica que a unidade de area usada nesta geometria € um triangulo.
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Definicdo 9: Se dois poligonos puderem ser divididos em um mesmo numero
finito de triangulos respectivamente congruentes eles sdo chamados

poligonos equivalentes.

No caso especial dos triangulos. A area de um triangulo nesta geometria
€ dada pela expressao ko, onde ¢ é a diferenca angular e k € uma constante
positiva. O valor de k depende do triangulo de area unitaria; portanto dois
triangulos serdo equivalentes se e somente se tiverem a mesma diferenca
angular; observa-se facilmente que a area de um triangulo € diretamente
proporcional a sua diferenca angular e o triangulo de area méaxima é aquele no

qual os trés vértices sdo ideias.

Vamos conhecer agora dois tipos de curvas que se apresentam nesta
geometria e entender suas principais caracteristicas. Tudo o que, na Geometria
Euclidiana, depende do quinto postulado, obviamente ndo se aplicara a
Geometria Hiperbdlica, como algumas relacdes entre arcos e angulos, por
exemplo. Entretanto, outras propriedades que ndo dependem deste postulado
continuam validas, por exemplo a relacdo de que uma tangente ao circulo &

perpendicular ao o raio no ponto de tangéncia.

Na Geometria Hiperbdlica aparecem dois tipos de lugares geométricos:
a curva limitante, importante na obtencdo das relacbes numéricas entre 0s
lados e os éangulos de um triangulo hiperbdlico, isto €, na trigonometria
hiperbdlica;, e a curva equidistante, que estd diretamente ligada ao

Quadrilatero de Saccheri.

Ja4 sabemos que dada uma reta e um ponto fora dela, temos duas
paralelas a esta reta, que tém com ela, um ponto ideal em comum cada, e
infinitas retas ndo secantes, que tém com ela um ponto ultra ideal em comum.
As retas ndo secantes tém uma perpendicular em comum com ela, ja& as
paralelas ndo tém. Consideraremos, entdo, dois tipos de feixes de retas nesta
geometria o feixe de retas paralelas e o feixe de retas ndo-secantes; estes
feixes de retas determinam, a curva limitante e a curva equidistante,

também chamadas de horociclo e hiperciclo, respectivamente.
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Definicdo 10: Considerado um feixe de retas com vértice num ponto ideal Q

(paralelas), curva limitante € a curva descrita por um vetor cuja direcdo €

sempre ortogonal a cada uma das retas do feixe.

Figura 1.23 — Curva Limitante

ABCD é uma curva limitante de vértice Q.

Observacdo: Uma interpretacao da reta na Geometria Euclidiana, é de que ela
pode ser entendida como uma circunferéncia cujo centro encontra-se no
infinito, pode-se fazer a analogia entre esta visdo de reta na geometria plana e

a de curva limitante na Geometria Hiperbolica.

Algumas propriedades do circulo da geometria plana sdo também da curva

limitante:

e A “mediatriz” de uma corda passa pelo centro;
e Conhecidos trés pontos distintos de uma curva limitante, ela esta
definida, entretanto, trés pontos escolhidos ao acaso nédo determinaréo,

necessariamente uma destas curvas.

E claro que a curva limitante também possui outras caracteristicas

préprias da sua natureza: duas curvas limitantes sdo sempre congruentes.

Como a curva limitante é perpendicular a todas as retas do feixe, por
analogia com o circulo da Geometria Euclidiana, cada reta do feixe é chamado

de raio de curvatura da curva limitante que tem seu centro em Q.
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Definicdo 11: Dado um feixe de retas que tém uma perpendicular comum (n&o-
secantes), curva equidistante € a trajetoria percorrida por um vetor cuja
direcdo € sempre perpendicular a cada uma das retas do feixe e a mesma
distancia da perpendicular comum entre elas. A curva equidistante possui um
ramo de cada lado da perpendicular comum, e esta pode também ser

denominada linha de base.

Figura 1.24 — Curva Equidistante

Qualquer dos quadrilateros formados por duas das paralelas do feixe, a
perpendicular comum e pela curva equidistante est4d relacionado ao

Quadrilatero de Saccheri.

Figura 1.25 — Curva Equidistante e o Quadrilatero de Saccheri

Algumas propriedades da curva equidistante:

e Trés pontos de uma curva equidistante determinam a curva;

e Apenas as curvas equidistantes que estdo a mesma distancia da linha
base sé&o congruentes;

e Nas curvas equidistantes a cordas congruentes correspondem arcos
congruentes;

e Somente a curva equidistante esta a mesma distancia da perpendicular

comum.
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2. O DISCO DE POINCARE

Neste capitulo abordaremos o Disco de Poincaré, modelo que aproxima
a complexa Geometria Hiperbdlica da Geometria Euclidiana, com a qual temos
uma maior familiaridade. A importancia deste modelo reside na possibilidade
de representar as situacdes geométricas dentro de uma realidade ja conhecida
0 que permite observar determinadas propriedades e caracteristicas de forma
menos distante daquilo que ja aprendemos. Tornando-a mais visual e nao

simplesmente um conjunto de regras e teoremas abstratos.

2.1. Representacdes e Modelos para a Geometria Hiperbdlica

Como foi dito no capitulo anterior, a validade do quinto postulado de
Euclides depende da superficie sobre a qual a Geometria estd sendo
considerada. Em particular, a Geometria Hiperbdlica estd relacionada a
superficies de curvatura negativa e, portanto, alguns modelos de representacao
dessa Geometria se dao sobre tais superficies.

Para darmos prosseguimento a essa representacdo, convém termos
uma nocao, ainda que superficial, do que seja uma superficie com curvatura
positiva, negativa ou nula; para isso langaremos mao de uma ideia bastante
simples.

Dada uma superficie S, e um ponto qualquer pertencente a ela e ainda

by

cada plano ¢, tangente a superficie S nestes pontos. Agora analisamos as
intersecbes do plano « com a superficie S, se independente do ponto
considerado em S: houver um Unico ponto de interse¢do do plano & com S,
entdo S tem curvatura positiva; sendo a intersecao o préprio plano « conclui-
se que S é o plano « e sua curvatura é nula; no caso de para algum ponto de S

sua intersecdo do plano « tiver mais de um ponto, entdo S tem curvatura

negativa.
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Exemplos:
| — O plano a néo intersecta a superficie S em mais nenhum ponto; neste caso

a superficie tem curvatura positiva (ex: esfera);

Figura 2.1 — Plano tangente a esfera

Fonte:http://pt.wikipedia.org/wiki/Espa%C3%A70_tangente

Il - A intersecdo do plano  com a superficie S é o préprio plano ¢, entdo S € o

plano & e sua curvatura é nula.

i B O s o LA oy
T
LIS
Sy
Y

Figura 2.2 — Plano
(http://www.math.ist.utl.pt/~lgodin/GEOII/Geometria/geometry_surfaces.html)

lll - O plano « intersecta a superficie S em outros pontos além de P, assim a

superficie tem curvatura negativa (ex: sela);

Figura 2.3 — Plano tangente a sela

(http://www.dma.uem.br/kit_antigo/maxminl.html)


http://www.math.ist.utl.pt/~lgodin/GEOII/Geometria/geometry_surfaces.html

39

2.1.1 O modelo da Pseudoesfera

Eugenio Beltrami considerou a Pseudoesfera, uma superficie com
curvatura negativa - ou, em outras palavras, cbncava - como a superficie
espacial mais conveniente para a representacdo da Geometria Hiperbdlica;
mostrando que, em qualquer ponto dela, existem duas curvas que se cruzam

com curvaturas em sentidos opostos, assim como na sela.

Pseudoesfera Completa

\i

Fonte: Banco Internacional de Objetos Educacionais - MEC
Figura 2.4 — Pseudoesfera — corneta dupla

Fonte:www.educadores.diaadia.pr.gov.br

O nome Pseudoesfera também se deve a Beltrami. Mas o que € esta
pseudoesfera? Que caracteristicas, do ponto de vista geométrico, possui esta
superficie?

Ela pode claramente ser entendida como uma superficie que é obtida
pela revolugdo de uma curva em torno de um eixo; esta curva é chamada de
“tractriz". Quando um objeto é arrastado ao longo de um plano horizontal preso
a extremidade de fio de comprimento constante enquanto a outra extremidade
do fio se move ao longo de uma reta no plano, a trajetéria descrita pelo objeto é
uma tractriz, palavra que em latim — tractum - significa draga. Vale observar
gue apenas uma das extremidades deve estar sobre a reta considerada, caso

contrario a curva gerada seria a propria reta.

Figura 2.5 — Obtencéo da Tratriz

Fonte:www.seara.ufc.br



http://en.wikipedia.org/wiki/Eugenio_Beltrami
http://www.educadores.diaadia.pr.gov.br/modules/mylinks/viewcat.php?cid=15&min=90&orderby=ratingA&show=10
http://www.seara.ufc.br/donafifi/hiperbolica/hiperbolica5.htm
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Se a extremidade do fio que esta fixada ao eixo, mover-se para baixo,
gerara, obviamente uma outra tractriz simétrica a primeira em relacdo a
horizontal. Fazendo a revolucédo dessas duas tractrizes simétricas em torno do
eixo a superficie obtida sera uma “corneta dupla”: duas pseudoesferas
simétricas em relacdo a um plano. Para estudarmos a superficie basta

considerarmos uma das pseudoesferas.

Figura 2.6 — Pseudoesfera — corneta dupla

Fonte:obaricentrodamente.blogspot.com

N&o nos estenderemos sobre 0 assunto curvatura para ndo desviarmos
o foco do nosso objeto de estudo, mas vale a observacdo de que a
pseudoesfera é uma superficie de curvatura negativa e constante, e € possivel
provar que em todos os pontos de sua superficie ela é kp = - 1/ R?; se kp €
constante entdo R também é uma constante, € o conhecido como raio da
pseudoesfera.

Comparando a curvatura da pseudoesfera kp, com a curvatura da esfera, que é
ke =1/ R?, sendo R o raio da esfera, podemos entender a analogia que levou a
escolha do nome pseudoesfera para a superficie considerada.

Nesse modelo, as “retas” sdo as geodésicas da superficie, ou seja,
curvas que, localmente, minimizam distancias. Analisando as duas figuras
abaixo que representam a pseudoesfera, percebemos uma boa visualizacéo
das caracteristicas da geometria hiperbdlica. No entanto, esse modelo torna

mais custosos alguns célculos e analises de certas situacdes .

Figura 2.7: Retas L, e L paralelas Figura 2.8 - Triangulos na

L, que passam pelo ponto a L, pseudoesfera

que passam pelo ponto P.

Fonte: www.seara.ufc.br


http://obaricentrodamente.blogspot.com/2012_06_01_archive.html
http://lh3.ggpht.com/--FD-hXiFZ7I/T-JpFqL2d1I/AAAAAAAAT7E/GlEVOlARSWY/s1600-h/image[53].png
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Na tentativa de facilitar tais analises, alguns matematicos desenvolveram
modelos planos para o estudo da Geometria Hiperbdlica, o que traz a situacao
para a zona de conforto permitindo que as tais analises sejam feitas pelo ponto
de vista da geometria euclidiana. Um deles foi o alem&o Felix Klein (1849-
1925) e outro foi o francés Henri Poincaré (1854 — 1912).

2.2 O Modelo do Disco de Poincaré

Essa secdo é dedicada ao Modelo do Disco de Poincaré, que sera
tomado como base para a proposta de aula, apresentada no proximo capitulo.
Este modelo aproxima a “estranha” Geometria Hiperbdlica da ja conhecida
Geometria Euclidiana, o que facilita a representacdo e a analise de situacfes
da Geometria Hiperbdlica, por alunos que nada sabem sobre ela, mas estudam
em suas respectivas escolas a tradicional Geometria Euclidiana.

2.2.1 Jules Henri Poincaré (1854, 1912)

Nascido na cidade de Nancy, Poincaré comecou a estudar no Liceu em
1862, onde ficou conhecido como “monstro da matematica”. Em 1873, entrou
na Ecole Polytechnique, graduando-se em 1875. Em 1879, fez o Doutorado em
Matematica pela Universidade de Paris, onde adquiriu Catedra; foi homeado
professor da disciplina na Universidade de Sorbonne em 1881, e mantendo-se
no cargo até a sua morte, em 1912.

Poincaré foi um dos matematicos mais criativos de todos os tempos,
escreveu mais do que qualguer outro mateméatico do século XX, e morreu no
auge de sua capacidade intelectual.

Cientista interessado em Matematica, Fisica e Filosofia, foi dito o “Ultimo
Universalista®. Pela variedade de assuntos que o compunham seu trabalho,
Poincaré foi eleito para ocupar cinco secbes da Académie des Sciences:
geometria, mecanica, fisica, geografia e de navegacdo. Foi eleito diretor
da Académie Francaise no ano de sua morte e também cavaleiro da Légion
d’Honner. A conjectura de Poincaré foi um dos problemas mais desafiantes da
topologia algébrica, sendo resolvido apenas em 2003 pelo matematico russo

Grigory Perelman.
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O Disco de Poincaré, modelo proposto para a Geometria Hiperbdlica, foi

desenvolvido entre 1882 e 1887 e a construcao pode ser entendida por alunos

do Ensino Médio.
2.2.2 O modelo

No modelo de Poincaré o plano hiperbdlico € representado por um

circulo, desconsiderando-se a sua fronteira, chamado de "disco de Poincaré". A

diferenca basica entre este modelo e o proposto por Klein € que aqui as “retas”

sdo representadas por diametros, como o CD do disco abaixo, ou por arcos de

circulos perpendiculares ao disco, como o arco PQ da figura a seguir.

~ .,
o/ ~\
;;\\\

/
=d
AN

Figura 2.10 — Retas no modelo de Poincaré

Algumas definicbes e observagbes se fazem necessarias para

compreensao do modelo:

A circunferéncia do disco de Poincaré - dita horizonte do plano
hiperbdlico - ndo pertence ao modelo (assim como em um intervalo
aberto, as extremidades ndo pertencem ao conjunto).

Cada ponto do plano hiperbdlico corresponde a apenas um ponto dentro
do disco.

Uma "reta" do plano hiperbdlico sera representada por um arco de
circulo dentro do disco, e ortogonal ao horizonte, ela s6 sera uma reta
propriamente dita no caso de passar pelo centro do disco.

O angulo entre duas “retas” serd dado pelo angulo « formado entre as
tangentes t1 e t> aos respectivos arcos de circunferéncia, no ponto de
intersecao entre eles, por exemplo os arcos AB e CD que, na figura
abaixo, representam essas ‘“retas”, no ponto P em que eles se

interceptam.
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Figura 2.11 — Angulo entre retas no modelo de Poincaré

e A distancia entre os pontos P e Q , ndo é o comprimento do arco de
circunferéncia PQ e sim dada pela seguinte formula:
PA
ap, Q) = |in LB,
0B

Onde, AP, PB, AQ e QB sao segmentos de reta euclidianos.

Figura 2.12 — Distancia entre pontos no modelo de Poincaré

Teorema: A distancia definida para o modelo de Poincaré € uma métrica, isto é,
satisfaz as seguintes condigdes:
. d(P,Q)=0ed(P,Q)=0P=Q
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.  d(P,Q)=d(Q,P)
. d(P,Q) <d(P,S)+d(S,Q)

Demonstracao:
l.
PA
e dP,Q)=|ln§5|=0
0B

pa
PB
In oa
0B

Como |x| = 0,V xe R, > 0e portantod(P,Q) =0

e Podemos supor, sem perda de generalidade que:
PASQAHg—jS 1 (1) e

PB
PB2QB -2 =1 (2)

P4 P4 P4
(—)Sed(P,Q) =0, entdo |In g—i‘ = 0, temos que In g5 = 0logo 55 =1
QB QB QB
De onde vem 22 =22 3)
QA 0B
Analisando as conclusdes (1) e (2), observamos que (3) s € possivel se
g—j = 2_2 = 1, de onde concluimos que PA=QAePB=QBlogo P =Q
(< )P =Qtemos de (1) e (2) que g—j =1 e g—i = 1, respectivamente,
PA PA pa
logo G4 = 1, entéo In gz = 0 e finalmente d(P, Q) = |In Z_ﬁ‘ =0.
QB QB [Z]
. d(P,Q)=d(Q,P)
PA 9B
_ | PB. _ | QA
d(P,Q) = |In 04 e d(Q,P) =|In PR
QB PA
P o &
Vamos manipular o logaritmando de d(P, Q): 04 ~ 75 0a PB
0B PA
observamos que chegamos ao logaritmando de d(Q, P) e concluimos

portanto que d(P,Q) = d(Q, P)
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n.  d(P,Q) <d(P,S)+d(S, Q)

Pa s4
d(P,S) = |In 22| e d(S,0) = |in 3—2‘
SB QB
e sabemos que |x| + |y| = |x+y|,Vxey € R, entio:
PA SA PA SA
_ |, PB SB PB SB|_
d(P,S)+d(S,Q) = |ln SA + ln% > |ln &+ln% =
SB OB SB OB
PA sS4 Pa
In £%- 35| = |iIn &&| = d(P,Q) , portanto
SB QB QB
d(p,s) +d(s,Q) = d(P,Q) u

Na figura abaixo esta representado um quadrilatero de Saccheri ; nessa
representacdo, a base AB é menor que o topo CD, os angulos A e B sao retos

e os angulos C e D sdo menores que 90° .

Figura 2.13 — Quadrilatero de Saccheri no modelo de Poincaré

Na figura seguinte, temos a representacao de retas paralelas e retas nao

secantes, as restantes a uma reta dada.

Figura 2.14— Retas paralelas e ndo secantes no modelo de Poincaré



46

Considerando a reta AB da figura acima, CP e DP sé&o paralelas a ela e

as demais sdao nao secantes.

As figuras a seguir mostram a representacdo dos tipos de triangulos
existentes na geometria hiperbdlica.

,/ - .' \\\\
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Figura 2.15 — Triangulo ordinario no modelo de Poincaré.
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Figura 2.18 — Triangulo com os trés vértices ideais no modelo de Poincaré
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E interessante sabermos agora, como obter “retas” hiperbdlicas que
passam por um ponto P dado, e também a “reta” hiperbdlica que passa por
dois pontos conhecidos.

A partir de agora nos apoiaremos em construgdes baseadas na

Geometria Euclidiana.

Definicdo 12: Dado um ponto P define-se o ponto P’, inverso do ponto P em
relacéo ao horizonte (circunferéncia do disco), como o ponto P’ colinear com O,
onde O ¢ o centro do circulo e P e que satisfaz a seguinte relacio OP - OP' = r2,

onde r é o raio do Disco de Poincaré.

Figura 2.19 — Ponto inverso no modelo de Poincaré

Considerando uma reta euclidiana AB do Disco de Poincaré que passa pelo
ponto P é facil perceber que os triangulo OP’A e OP’B séo retangulos em A e
B, respectivamente, ja que o arco AB deve ser ortogonal ao disco.

E a relagdo OP - OP' = r2 ¢ facilmente associada a uma das relagbes métricas
do triangulo retangulo aplicada aos triangulos OP’A e OP’B da figura acima.

As retas que passam por P séo representadas aqui por arcos de circunferéncia,
com centro em qualquer ponto da mediatriz de PP’ condicdo para a
manutencéo da relagcdo OP - OP' = r2.

A demonstragéo desse fato encontra-se no Apéndice Il
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W

Figura 2.20 — Centros das retas que passam por dois pontos - Poincaré

J& é possivel entdo construir uma reta que passa por dois pontos P e Q dados,
para isso basta determinar P’ e Q’, a “reta” PQ ser& representada por um arco
de circunferéncia com centro em O’, intersecéo das mediatrizes m e n de PP'e

QQ’, respectivamente, e que passam por P ou Q.

<0, P

Figura 2.21 - reta que passa por dois pontos P e Q, dados
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3. UMA PROPOSTA DE AULA PARA O ENSINO MEDIO

Este capitulo traz a sugestdo de aulas, baseadas em trés atividades, que
aborda um assunto que nao faz parte do universo de estudos de um aluno do
ensino basico, a Geometria Hiperbdlica. Utilizando o modelo do Disco de
Poincaré, que aproxima esta nova geometria da geometria euclidiana, esta aula
faz uso de conhecimentos apresentados aos alunos no primeiro segmento do
ensino fundamental e no ensino médio. Alunos do 92 ano ja tém dominio de
desenho geométrico suficiente para realizar constru¢bes de triangulos e
quadrilateros, assim como para medir angulos entre “retas” no disco de
Poincaré. No ensino médio aprendem sobre logaritmos, 0 que permite também
a abordagem da expressdo para distancia entre dois pontos. E uma otima
oportunidade para mostrar que conhecimentos adquiridos ao longo de seus

estudos podem auxiliar na compreensao de assuntos ainda desconhecidos.

Objetivos: Apresentar aos alunos o Disco de Poincaré da Geometria
Hiperbdlica, caracteristicas de triangulos 6&mega, quadrildteros de
Saccheri e estudar a distancia entre dois pontos, mostrando a
possibilidade da utilizacdo de seus conhecimentos neste novo assunto.
Pré-requisitos: Construcdes basicas de desenho geométrico e logaritmos
Série Indicada: 22 ano do ensino médio.

Duracéo: 3 tempos de 50 minutos

Materiais: Quadro, giz, instrumentos de desenho geométrico,

computadores com Geogebra instalado e Data-Show.

Sugerimos que o professor inicie a aula falando brevemente sobre a
geometria hiperbdlica, se utilizando de fatos histéricos, de modo a tornar o
assunto um objeto de curiosidade da turma. Para tanto é preciso abordar os
cinco postulados da Geometria Euclidiana, ressaltando que o quinto foi objeto
de debates e estudos que acabaram por levar ao desenvolvimento de outras
geometrias. Nesse momento, o professor pode instigar a turma a enunciar
versdbes que neguem o quinto postulado e apresentar o resultado
correspondente & Geometria Hiperbdlica. E interessante, ainda destacar as

principais caracteristicas dessa nova geometria em contraste com a Euclidiana:
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e A soma dos angulos internos de um triangulo € menor do que 180°
e Nao existe semelhanca de triangulos

¢ Nao existem retangulos

Em seguida, o professor deve comentar que, ao contrario da Geometria
Euclidiana, cujo comportamento € compativel com superficies planas, existem
geometrias que funcionam perfeitamente em alguns espacos Ccurvos,

apresentando a esfera e a pseudo-esfera como exemplos.

Figura 3.1 — pseudoesfera

Fonte: www.im.ufrj.br

A seguir, o professor pode falar da importancia da visualizacdo em
Matematica e da praticidade de utilizar modelos simples, que fazem uso de
conceitos e ferramentas que aproximem um assunto novo de outro mais
conhecido. Este € o momento de mostrar aos alunos o modelo do Disco de
Poincaré, destacando que sdo necessarias apenas ferramentas de Geometria
Euclidiana e ressaltando a peculiaridade de se representar um espaco infinito
em um conjunto limitado.

Para dar continuidade a aula e iniciar as atividades envolvendo o modelo
do Disco de Poincaré, o professor deve definir, os seguintes elementos desse
modelo: retas, segmentos de reta, angulos entre duas retas, distancia
entre dois pontos, tridangulos e quadrilateros. E interessante, o professor
ilustrar no modelo esses elementos, bem como o quinto postulado segundo a
geometria de Lobachevsky.

Para a realizacdo destas atividades é importante que o professor ensine
os alunos a, no modelo de Poincaré, tragar uma “reta”, conhecidos dois pontos
dela e determinar o angulo entre duas retas, conforme visto no Capitulo 2

desse trabalho.


http://www.im.ufrj.br/
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Apos essa introducéo, propde-se a realizacao de trés atividades a serem
desenvolvidas a partir do modelo do Disco de Poincaré. Em duas delas utiliza-
se 0 Geogebra, 6timo software para se fazer construcbes geométricas e
planilhas entre outras coisas; por isso, no final deste capitulo existe um
apéndice com um tutorial sobre as operacfes que serdo usadas durante a

execucao dessas atividades.
ATIVIDADE 1.

Essa atividade tem por objetivo apresentar a definicdo de distancia entre
dois pontos no modelo de Poincaré, e, a partir dessa idéia, trabalhar conceitos
de Geometria Euclidiana, comportamento da Fungdo Logaritmo e introduzir
nocdes intuitivas sobre limite. Para este dltimo, basta analisar o caso bem
simples da variacdo do numerador e denominador de uma fracdo. O aluno tera
a possibilidade de observar a conexdo entre 0s assuntos novos e 0s ja
conhecidos por ele, e experimentar uma espécie de evolucdo em seus

conhecimentos sobre matematica.
A proposta € que a atividade seja dividida em 4 Passos.
Passo 1

No modelo de Poincaré, a distancia entre os pontos P e Q pertencentes a “reta”

AB da figura, é dada pela expressao:

dP,0) = |In| 2B

Figura 3.1.1 — Distancia entre pontos no modelo de Poincaré
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Passo 2

O que seria “In"? E o logaritmo na base e, loge X, onde e é o nimero de
Euler, um nimero irracional que vale aproximadamente 2,7. Esse € o logaritmo
mais utilizado na Matematica, chamado frequentemente de logaritmo natural, é
muito utilizado na analise de fenbmenos naturais. No que diz respeito ao seu
comportamento como uma funcéo ou em relacao as propriedades operatérias,

€ um logaritmo como outro qualquer.
Passo 3

Para fins de ilustracdo, o professor pode calcular d(P,Q), quando P=Q e

concluir que o resultado tem que ser zero

Vamos manipular o logaritmando de d(P, Q):

PA __ __
75 _PA QB _PA QB
QA PB QA QA PB
0B

Podemos supor, sem perda de generalidade que:

PASQA—>Z—‘:§1 1) ePBZQB—>g—2 >1 (2)

Se P = Q temos de (1) e (2) que g—j =1 e g—i = 1, respectivamente,
PA PA pa
logo & = 1, entéo In 55 = 0 e finalmente d(P, Q) = |In g—ﬁ‘ = 0.
QB QB QB
Passo 4

Esse passo tem por objetivo ilustrar que, com essa expressdo, a
distancia aumenta indefinidamente. Para isso usa-se o0 software Geogebra para
construir uma figura e cria-se uma planilha que calculara a distéancia entre os
pontos P e Q, mantendo-se P fixo e variando a posi¢cdo de Q. Durante toda
esta a atividade a janela de algebra sera ocultada, sendo exibida somente apés

a figura estar completamente construida, para que se possa inserir a planilha.



53

e Constréi-se uma circunferéncia de raio arbitrario representando o disco
de Poincaré, a construcdo exibira o centro do disco e o ponto A

pertencente a circunferéncia.

T . . . S, . . . . T

Arquivo Editar Exibir OpgBes Feramentas Janela Ajuda
G
F

B3 50 5 3 o) [ e DN e 3 P PP

Tl

A Mover
L Arraste e

ABC
)

cione um ou mais objetos (Ese) Q&

' 25015

Figura 3.1.2 — Ponto A da circunferéncia do Disco de Poincaré

e Escolhe-se um ponto B, pertencente a circunferéncia, para se obter uma

“reta” AB.
om0 "R W MR - - W W W W S o

Arquivo Editar Exibir OpgBes Ferramentas Janela Ajuda
»

[P 2 ¥ 3 [ 2 P N 2 P B PR PR S

Tl

Mover
Araste ou selecione um ou mais objetos (Esc) Q&

ABC
3

A
.
)

20052015

Figura 3.1.3 — Pontos A e B da circunferéncia do Disco de Poincaré
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e Traca-se as tangentes ao disco pelos pontos A e B; observa-se que o
ponto de intersecdo destas tangentes nao esta visivel, e ele é

importante, pois ele € o centro da reta AB.

Gonman | Lak TN e T TN ok

Arquivo Editar Exibir OpgBes Feramentas Janela Ajuda

Tl

A Mover [J
® Araste ou selecione um ou mais objetos (Esc) 7]

o~

9

ABC
)

¥ 13 (o] [ PA N = = e PR PAPS

' 25015

Figura 3.1.4 — Tangentes ao Disco nos pontos A e B

¢ O “rolinho” do mouse permite aproximar ou afastar a figura; afasta-se ela

para que o ponto de intersecado das tangentes possa ser visto.

Gonman 1 LAk T T e T T ok

Arquivo Editar Exibir OpcBes Ferramentas Janela Ajuda
P Y 1 [c] 5 P N I N P P P - S e
T

ABC

Figura 3.1.5 — Distanciamento da figura 3.1.4
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e Determina-se o ponto de interse¢édo das duas tangentes.

CICETRR Pt e . B o e SN e B e R
[Aquivo Editar Exibir Opges Feramentas Jamela Ajuda
A NG Wover @@
K2 Y N (o) =) 72 N 2 = [ PR PR P e Sy o
T
;
| : |
N / I
. ;
N /
,
;
/
. .
\ /
. ,
;
;
;
N\ ’/
.
;

Figura 3.1.6 — Ponto de intersecdo das tangentes

e Com centro na intersecdo das tangentes constréi-se um arco que passe
por A e B; esta é a “reta“ AB.

CITErE R B e e S e B =TT
Arquivo Editar Exibir OpcBes Ferramentas Janela Ajuda
. N ()
AP elolelnd Al +Jalal] o ammmonssorwneo e
T
:
/ I
\ ! I

Figura 3.1.7 — Reta AB distanciada
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¢ Oculta-se as tangentes e o ponto de intersecao entre elas, ja que estes

elementos ndo tém mais nenhuma finalidade nesta atividade.

Conman _Lak TN e T TN ok
N!lM)Edt Exibir OpcBes Ferramentas Janela Ajuda

aac)

lecione um ou mais objetos (Esc)

@e
e

Figura 3.1.8 — Reta AB distanciada sem as tangentes

e Reaproxima-se a figura.

msmmw:mmmsmmoa

] ”/J PEOEEN

‘",‘ ’—1,” 'i'," -)ylv” 7 \,H re ] A:u:; ou selecione um ou Mais odjetos (ESC) 00

3.1.8 - Reta AB reaproximada
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Ocultar os rétulos (nomes dados automaticamente pelo programa) dos
pontos ja existentes na figura e usar a ferramenta de texto para que o0s
nomes fiqguem claros. E a partir de agora faremos esta operacdo com
cada ponto no ato de sua construgdo, exceto com o0 ponto Q, pois ele
serd movimentado e o nome dado com a ferramenta de texto ndo se

movimenta junto com objeto.

3.1.9 — Pontos com nomes visiveis

Escolher, arbitrariamente os pontos P e Q sobre AB.

TR S S SN S S i ST
Alquivo Editar Bxibir Opgdes Feramentas Janela Ajuda

d
% B SO AN C D E— -
T|Ey A~ |N) s orands |2
I

3.1.10 — Pontos P e Q sobre AB
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e Determinar alguns pontos sobre AB para estudar o que acontece
gquando Q coincide com eles, usa-se pontos meédios por exemplo;
comecga-se encontrando o ponto Qo, médio de AB, para isso traca-se a
mediatriz de AB.

Craw a0 "R W W - - W W W e e

Arquivo Editar Exibir Opgdes Feramentas Janela Ajuda
I'

EREcEEN e

AEC

lecione um ou mais objetos (Esc)

3.1.10 — Mediatriz de AB

A intersecao da mediatriz com a “reta” AB esta Qo, oculta-se a mediatriz.

Gonman | Lak T T e T T ok

AmnmEm Exibir OpgBes Feramentas Janela Ajuda
I'

< 2]ofol4]N] o

o)

lecione um ou mais objetos (Esc)

29/05/2015

3.1.10 — Ponto Qo
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e De maneira analoga ao passo anterior determina-se os pontos Qi, Q2,
Qs e Q4, pontos meédios de QoB, Qi1B, Q2B e QsB, respectivamente. Creio
gue estes pontos podem ser inseridos de uma so6 vez, sem prejuizo para
a compreensao da atividade.

Gonman L LAk T T e T T ok

NREENETERNEERFAFEFE

ABC

A
°

Mover L
Araste ou sele

cione um ou mais objetos (Esc) Y

T

1550 |

= 6
1O 50

3.1.11 — Pontos Q1, Q2, Qs, Qu,

e Construir os segmentos PA, PB, QA e QB, o que também pode ser feito

num Unico passo, uma vez que trata-se de quatro construcdes idénticas.

@omoiges L LA T — ==Y
[Aquo Edar Exior Opgbes Femamentas Janela Auda

[ = < NG |'ae [0 |ae)] wover Bl
‘ AU P \'},H 1% Z‘,:‘ x\‘ Asch '*IH kPP 7”1 Artaste ou selecions m ou mas objelos (Esc) 02
Tl isisccrotany

3.1.12 — Segmentos PA, PB, QA e QB
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e Com a figura construida € o momento de inserir a planilha. Vamos antes
deixar a janela de algebra visivel; nela é possivel observar as medidas
dos segmentos tracados no passo anterior. Ela nomeia automaticamente
0S segmentos, para certificar-se de “quem é quem”, basta posicionar o

mouse sobre o nome de um determinado segmento e suas

extremidades serao exibidas.

£2 0PAOL9gb L.
Arquivo Edfar Exidir Opgdes Feramentas Janela Aluda
= = 1 N »
N A 9~ P ;\N ‘,,‘ Mover [
o | ’/ v L ‘ "‘ z-,‘} o\ JiASC it '{‘, 2| 25| @5 |  Araste ouselecione um ou mais odjetos (€3¢) 0o
» e Algeara

o (2] |~ Janela de Visuakzagdo

-4.24808)" + (y + 9.47103F =1
s 1=5023219
= Ponto
3 A=(-2166181,-29.77273)
5 B=(34.28503,.22.93244)
B, = (30.6769, 10.15036)
E=(149,12)
F = (11.97947, -72.70718)
4 0=(4.24808, .9.47103)
7 P=(1163274,-2353842)
3 Q=(1.6097,-19.88259)
9 Q0=(5.36003, 18.56582)
3 Q1-(2012118, 18.77374)
3 Q2=(27.3449,20.37166)
 Q3=(30.85888, -21.53423)
3 04-(32.58427,-22.20425)

Reta
a,:-3.42705x + 1.39821y = 142.71
d:25.9099x + 20.30169y = 1165.6¢
€:-30.03785x + 134614y = 13385
£ -55.94774x - 6.84020y = 172886
n:-28.9259% + 4.36661y = -664.000
@ 14.16475x + 415869y = 47205
5:-6.94103x + 2.56078y = -269.336

Segmento

a=3291628
b=3291628

3 g-2235849

2 h=36.02496

3 1=11.80885

3 j=4592267

3.1.13 - Figura pronta coma janela de &lgebra sendo exibida

= Segmento

----- 0 a=32.91628
----- O b=32.91628
----- & 9=22.35849
----- & h=36.02496
----- @ 0= 11.81 Segmento qg; Segmentao [A, {1]|
----- &4 j=4592267

3.1.14 - Identificacdo e medida de um segmento de reta



€ 0PAMOLagh

= Por

Aquivo Ectar Exibir Opedes Feamentas Janeta Auda
B % B¥ 1= [o] %) u
y ) Janela de Visualizach

24808F + (y + 947103 =1 |~
219

o
3 A=(2166181,-2077273)
5 B (3428503, 2293244)
8, - (30,6769, 10.15036)
£=(149,12)
F = (11.97947, 72.70718)
5 0= (424808,-9.47103)
4 P=(1163274,-23.53842)
3 Q=(1.6007,19.88259)
4 Q0=(536003, 18.56582)
4 Q1=(2042118, 18.77374)

3 Q2-(27:3449, -20.37166)
4 Q3-(30.85088, -21.53423)
Q4 - (32.5842

Reta
a,:-342705% + 139821y = 142.71

4:25.9099x + 2030169y = -1165.6¢
€:-30.03785¢ + 134614y - 13385
£ 55.94774x - 6.04029 = -172.806
n:-28.9250x + 4.36661y = .664.000
1416475 + 415860y = 472.05
5694103+ - 36
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Pode-se assim identificar que QA =g, QB =h, PA =i e PB =j, esta

identificacdo é imprescindivel para a utilizacdo da planilha. Vamos exibi-

la entao.

3.1.14 - Figura com a planilha sendo exibida

Para preencher a planilha, basta colocar a formula que se deseja

PA
usando os elementos que se quer. Vamos considerar d = In (g—g) e
QB

adaptar a expressao aos nomes dados aos elementos pelo Geogebra,

> |Q|\‘.| ~

entdo d =ln< > note que d(P, Q) = | d |. Colocaremos entdo, na

planilha i em Al, j em A2, g em A3 e h em A4. Apenas para ficar mais
detalhado podemos fazer’= ilj” em B1 e “=g/h” em B2, assim teremos 0
numerador e o denominador de d respectivamente nestas duas células

da planilha.



62

CITCP R S . S . S S S T
Arquivo Editar Exibir Opges Feramentas Janela Ajuda
NREREEEENEE DR e
LI g [t AN (O . e a7 W0 7 A Arraste ou selecione Um ou mais objetos (Esc) G
» Janela de Algebra ~ Janela de. i ~ Planiiha
= Conica L ERAEEIEIER=]
|| 5 ci(x-4245087(y+ 94710371
9 1=5023210 R
= Ponto
@ A=(-2166181, 29.77273) A ‘ B ‘
© B=(34.28583,-22.93244) 1 1180885 0.25715 ~|
© B,=(30.6769,10.15036) N 159257 | 062068
3 2235849
4 36.02496
5 =
6
9 Q1=(2012118,18.77374) 7
@ Q2=(27.3449, -20.37166) i
@ Q3=(30.85888,21.53423) L2
@ Q4=(32.58427,-22.20425) el
= Reta 0
O ,1-3.42705% +1.39821y - 44271 ol
o o
o L2 |
o 12
o 1
e} . . =1
O 5-6.94103x + 256078y =-269.336 s
= Segmento i
© a-3291628 1
O b=3281628 7]
@ g=2235849 i
@ n-3602496 )
2 i=11.80885 2o
9 j=4592267 2]
21
22
23
24
2%
2
a7
« i v o »
Entrada: 2

S mE e

Figura 3.1.15 — Planilha com os valores dos segmentos inseridos e o calculo do numerador e

denominador de d

e Para usar um In na planilha escolhe-se uma célula, por exemplo B3 e
digita-se “=In(” o “fecha parénteses” aparecera automaticamente; insere-
se, dentro desses parénteses a expressao “B1/B2” e o valor de d sera

exibido na célula.

FICT ISt . S o s SSEesut e SEEEe s e SEREET
Arquivo Editar Exibir Opgies Feramentas Janela Ajuda
A Ol ]lec]] + 3]
o /'/v | D‘v @w 4 . e )2l 2l Amaste ou selecione um ou mais objetos (Ese)
» Janela de Algebra ~ Janela de ] Planilha
= Corica L [EERAEEEIE =
|| 9 cx-4248087 + (y + 9471037 =1
9 1=5923219 VR4
= Ponto
-2 A=(-21.66181, 20.77273) A ‘ B ‘
@ B-(34.28593,-22.95244) 1 1180885 025715 2|
O B,=(30.6769,10.15036) =1 w90287 | 002088
O E=(149,12) 1
O F-{11.07847, 72.70718) [ 3] 2235849 | 08811
9 0-=(424808,9.47103) 4 36.02406
5 =
6
7
@ Q2= (273449, -20.37166) —
@ Q3=(30.85888, -21.53423) L2
@ Q4=(3258427,-22.20425) 9
= Reta 0
© 2342705+ 139821y = 14271 il
-0 a o
o 2]
o 12
© 14
O q:-1816475x + 415869y = 472.05 1
O 5 6.941035 + 2.56078y = 269,336 B
= segmento [0
-0 a=3201628 =
© b-3291628 =
@ g=2235849 18
@ h=3602496 10
9 i=1130885 ol
@ j-4592267 2
21
22
23
2
25
2
27
« i v o »
Entraga: 2]

Figura 3.1.16 — Planilha com o célculo de d
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e Agora o professor deslizara o ponto Q sobre AB, fazendo-o coincidir
com 0s pontos Qo, Q1, Q2, Q3, Q4 e B, fazendo a leitura de d em cada
situacdo para concluir que esta distancia entre P e Q tende a infinito
quando Q se aproxima de B; na figura construida para exemplificar esta
atividade, os respectivos valores de d, com duas casas decimais, sao:

-1.35, -2.42; -3.27; -4.05; -4.83 e -00
Como d(P, Q) = |d| a progressao dos valores de d(P, Q), é:
1.35, 2.42; 3.27; 4.05; 4.83 e ®©

Vale a observacdo que quando Q muda de lado em relacédo a P, d muda de

sinal

e Este é 0o momento, de dar um tom mais tedrico a analise desta distancia.
Embora as turmas do ensino médio ndo tenham nenhum conhecimento
sobre limites, uma observacdo atenta sobre a variacdo de uma fracéo
enquanto seu numerador ou denominador variam sera suficiente para
compreenderem intuitivamente a ideia de limite.

1 — Dada uma fracéo g, sabemos que:

A medida que o numerador n aumenta a fracdo aumenta e vice-versa:

100 10000 1000000

ex: —— = 100; - = 10000; = 1000000

E a medida que o denominador d aumenta a fracdo diminui e vice-versa:

ex: —=0,1: — = 0,001: —— = 0,00001
10 1000 100000

,e PA .,
2- No nosso caso especifico o numerador -~ permaneceu constante, ja que o

~ -~ . A . .
ponto P ndo mudou de posi¢ao, o denominador g—B € que variou; analisando o
denominador separadamente, enquanto o ponto Q se aproxima de B, QA,
QA

aumenta limitado pelo didmetro do disco, e QB diminui, logo a fracdo o5

representa um numero cada vez maior, “tendendo” ao infinito.
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3 — Consequentemente a fracao g “tende” a anular-se, pois n permanece

constante e d aumenta indefinidamente.

e Usaremos agora alguns de nossos conhecimentos sobre logaritmos: a
funcdo y = loga(x), é crescente quando a base a € maior que 1 (a>1) e
decrescente quando a ¢é menor que 1, e nas duas situacdes ela é
ilimitada.

Na situacdo que esta sendo estudada, o In é o logaritmo de base e (loge(X)),
onde e é o Algarismo de Euler que vale aproximadamente 2,7, e portanto a
funcdo y = In(x) é crescente; isto significa que quanto maior for o logaritmando
X, maior sera a sua imagem In(x), e vice-versa, isto €, se x cresce para o infinito
n entdo y = In(x) também cresce para o infinito(«), mas se x tende a zero, y =
In(x) tende a menos infinito(-«).

A concluséo é que, como a medida que Q se aproxima indefinidamente
24 PA
de B, a fracéo (%) tende a zero, a funcdo y = In(Z—E{) “tende” a menos infinito,

QB 0B

PA
PB

In <Q__A>
BA

ATIVIDADE 2: Essa atividade tem por objetivo construir com os alunos um

mas d(P, Q) = , entdo d(P,Q) “tende” ao infinito.

quadrilatero de Saccheri no modelo de Poincaré usando o GeoGgebra. Além
disso ao final da atividade poderéa ser percebido que na Geometria Hiperbdlica
nao existem retangulos. Isso sera feito utilizando os conhecimentos sobre
Geometria Euclidiana e desenho geométrico que eles ja possuem, além de
algumas ferramentas do GeoGebra. Ndo usaremos as ferramentas de
geometria ndo euclidiana que o programa possui, pois o principal objetivo desta
atividade € conectar esta nova geometria aquela que os alunos ja conhecem

desde o0 92 ano.

Para simplificar um pouco a construgdo vamos nos valer de um eixo de

simetria e apresentar a constru¢cao em 26 passos.
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Passo 1

Em primeiro lugar deve-se definir para os alunos o que vem a ser o
quadrilatero de saccheri:

O quadrilatero ABCD sera de Saccheri, se, considerando AB como
base, tiver os angulos 4 = B = 90° e ainda os lados AD e BC congruentes
(AD = BC) e é possivel provar que os angulos do topo €D, C e D s&o agudos e

congruentes.

Figura 3.2.1 — Quadrilatero de Saccheri

Passo 2

Para comecar a construgao, faz-se uma circunferéncia de centro O e

raio arbitrario.

Qomus: S - . e . i S
Arquivo Editar Exibir Opgdes Ferramentas Janela Ajuda ——
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Figura 3.2.2 — Passo 2
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Passo 3
Construir uma reta r vertical que contenha o centro do disco, ela sera o

eixo de simetria do quadrilatero ABCD.
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Figura 3.2.3 — Passo 3
Passo 4

Traca-se uma s perpendicular a reta r que intersecte a circunferéncia em

dois pontos.
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Figura 3.2.4 — Passo 4
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Passo 5
Determina-se entdo os pontos de intersec¢do entre s e a circunferéncia,

eles serdo os pontos P e Q.

‘3":“:3“ J.,‘;‘?:m:m -' b B SN W AR s e s BT

ABC
lacione um ou mais objetos (Esc)
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Figura 3.2.5 — Passo 5

Passo 6
Para obtermos o centro (O1) da “reta” PQ, basta tracar a tangente t1 ao

disco no ponto P, O: é a interse¢do de t1 comr.

Arquivo Editar Exibir Opg Bes Ferramentas Janela Ajuda
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Figura 3.2.6 — Passo 6
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Passo 7

O arco de circunferéncia com centro em Oz e raio O1P, € a “reta” PQ.

Gonmw + Law TR T i . R T o
AI!I"IDEG( Exibir Opcbes Ferramentas Janela Ajuda
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Figura 3.2.7 — Passo 7

Passo 8

Agora constréi-se uma reta u, perpendicular a r que intercepte o arco PQ
em dois pontos.

ren A "R WO WS - --oNE W NN S o)
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Figura 3.2.8 — Passo 8
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Passo 9

Os dois pontos obtidos no passo anterior serédo A e B.

CLLCEIRP Y L. W o A X e A -~ = = | =
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Figura 3.2.9 — Passo 9

Passo 10
Como os angulos em A e B tém que ser retos, 0s centros dos arcos que
serao as “retas suporte” dos lados AD e BC estardo sobre as tangentes ao

arco PQ, t3 e t4 nos pontos A e B, respectivamente.
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Figura 3.2.10 — Passo 10
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Passo 11

hY

Constréi-se agora uma reta v, perpendicular a r, que intersectara as

tangentes t3 e ta.

oomu JAR TR WO W - N WO W s
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Figura 3.2.11 — Passo 11

Passo 12
Determina-se O2 e Os, na intersecdo de uma reta v, com t3 e ta,

respectivamente.

Gom a8 TR W s i T W o
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Figura 3.2.12 — Passo 12
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Passo 13
Com centro em Oz e raio O2A teremos a “reta suporte” do lado AD e com

centro em O3 e raio O3B teremos a reta suporte do lado BC.

Gomaas LI e
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Figura 3.2.13 — Passo 13

Passo 14
Tracando uma reta z perpendicular a r, encontra-se dois pontos da reta

Z, uma com cada uma das circunferéncias, de centros em Oz e O3,
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Figura 3.2.14 — Passo 14
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Passo 15

Determina-se os dois pontos do passo anterior, eles serdo denominados C e D,
.sobre 0s arcos no interior do disco, determinados pelas circunferéncias
desenhadas do passo anterior.

€2 0PA G299 4 > T . =
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Figura 3.2.15 — Passo 15

Passo 16

Precisamos agora, para finalizar a construcdo do quadrilatero ABCD de
Saccheri,, tracar a “reta” que passa pelos pontos C e D; pela simetria da
construcédo é simples perceber que o arco que representa a “reta suporte” do
lado CD pertence a reta que passa pelos pontos O e Oi; entdo basta
encontrarmos a reta m que contém os possiveis centros das “retas” que
passam por C, por exemplo, e a intersecdo desta com a reta OO1 sera o ponto
O4, centro do “lado” CD, topo do quadrilatero.

Para encontrar a reta m, € preciso determinar C’, inverso de C, m é a
mediatriz do segmento CC’, esta construcao ja foi descrita no capitulo 2; Para

destacar esta parte especifica da construcado usaremos a cor vermelha

Inicialmente traca-se a semi-reta OC.
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Figura 3.2.16 — Passo 16

Passo 17

Agora constréi-se a perpendicular a OC passando pelo ponto C, esta
perpendicular é secante a circunferéncia.

Gonu 4 LN T W v T TN ok
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Figura 3.2.17 — Passo 17



74

Passo 18
Determina-se um dos pontos de interse¢do da ultima reta tracada com a

circunferéncia.

IR B - S S
AlqrvoEdt Exibir OpgBes Ferramentas Janela
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Figura 3.2.18 — Passo 18

Passo 19
Traga-se a tangente a circunferéncia no ponto determinado no passo

anterior.
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Figura 3.2.19 — Passo 19
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Passo 20

A intersecédo da tangente obtida no passo anterior com a semi-reta OC é

o ponto C’, inverso de C.
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Figura 3.2.20 — Passo 20

Passo 21

Traca-se entdo a reta m, mediatriz se CC’ que intersectara a reta r.

e IaS TN WO WS - - OWE W WO e e
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Figura 3.2.20 — Passo 21
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Passo 22

Determina-se o ponto de intersecdo de m e r chamando-o de Oa.

CHEEP P ... . e N e AR o - s T
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Figura 3.2.22 — Passo 22

Passo 23

Com centro em Oa4 e raio O4C, teremos a “reta” suporte do topo CD e,

imediatamente, o topo CD propriamente dito.
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Figura 3.2.23 — Passo 23
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Passo 24

Destacar o quadriladtero ABCD de Saccheri construido, fazendo os seus lados

com linhas mais grossas.
CIEETI Y S S i e W A o e = _ER=C

Arquivo Editar Exibic Opgdes Feramentas Janela Ajuda
@~

DEENECIEHANDSD o6

Tl

1o || apllllong|  Mover
| @ | @ | Amaste ou selecione um ou mais objetos (Esc)

S

Entrada

¥ Mo I M Ere

Figura 3.2.24 — Passo 24

Passo 25

Tracaremos agora, as tangentes ts e te aos lados BC e CD,
respectivamente, no ponto C, o angulo entre estas duas tangentes é o angulo
C do nosso quadrilatero, que pela forma como foi construido tem claramente os

angulos C e D congruentes.
IR ... . i ———— . A . . . =)
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Figura 3.2.25 — Passo 25
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Passo 26

Consultando a janela de algebra, que foi mantida oculta até o momento,
ja que nado era necessaria e “poluiria” a apresentacao da construcao, € possivel
fazer, no canto inferior esquerdo da tela, a leitura clara e precisa da medida do
angulo C, aqui denominado a e verificar que ele de fato é agudo, neste caso o
= 35,78665°.

TN S R W = BT
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Figura 3.2.26 — Passo 26
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Figura 3.2.27 — Leitura da media do &ngulo
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ATIVIDADE 3: O que se pretende nessa atividade € construir com alunos um
triangulo hiperbdlico arbitrario, para entdo medir seus angulos internos e
concluir que a soma é menor do que 180° e ainda que um angulo em um
vértice ideal é 0°. Isso permitira concluir, sem construir, que, num triangulo que
possuir os trés vertices 6mega, a soma dos angulos internos sera 0°. Seréo
Uteis os conhecimentos de geometria euclidiana e de desenho geométrico que
eles ja possuem. O tridngulo escolhido para esta atividade é um triangulo com
um vértice ideal. Essa atividade sera apresentada em 12 passos; e € uma

atividade para ser realizada no papel, usando régua, compasso e transferidor.

Passo 1
Para iniciar a atividade é preciso definir para os alunos o que é um ponto
ideal e como representa-lo no disco de Poincaré e em seguida o que é um

triangulo 6mega.

Assim como na geometria euclidiana, duas retas paralelas n&o tém
nenhum ponto em comum, mas nesta geometria, considera-se que elas
encontram-se em dois pontos diferentes, estes sdo os Pontos Ideais, e o0s

representaremos por Q e Q'.

T =
Figura 3.3.1 — Pontos ideias

No disco de Poincaré os pontos ideais estdo localizados na

circunferéncia, também chamada de horizonte.
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Um triangulo dmega com um vértice ideal, quando representado no

disco de Poincaré tera um de seus trés vértices sobre a circunferéncia.

Figura 3.3.2 - Tridngulo d&mega com um vértice ideal

Passo 2

Vamos escolher aleatoriamente os trés vértices do triangulo, sendo A e
B no interior do disco e C sobre a circunferéncia, conforme o modelo da figura

acima.

Figura 3.3.3 — Passo 2
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Passo 3

Vamos neste momento obter, seguindo o procedimento descrito no
Capitulo 2, a reta m que contém os centros das “retas” que passam pelo ponto
A. Como este tipo de construcao serd repetida outras vezes nesta atividade, i
uso de cores diferentes em cada etapa ajudarda na compreensdo da figura

depois de pronta; esta sera em vermelho.

. o

Figura 3.3.4 — Passo 3

Passo 4

Agora para obter a reta n que contém os centros das “retas” que passam

pelo ponto B pode-se usar a cor azul

N oA

Figura 3.3.5 — Passo 4
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Passo 5
Na intersecdo das retas m e n esta P, centro do arco que representa a
‘reta” que passa pelos pontos A e B. Pode-se tracar agora, a reta t tangente a

circunferéncia no ponto C, como ele pertence a circunferéncia ela é a reta que

contém os centros das “retas” que passam por C esta parte estara em verde.

Cal

Figura 3.3.6 — Passo 5
Passo 6

No encontro n e t, esta o ponto Q, centro do arco que representa a “reta” que

passa pelos pontos B e C; e na intersecao das retas m e t, esta o ponto R.

Figura 3.3.7 — Passo 6
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Passo 7

J& é possivel construir o triangulo ABC, com centro em P e raio PA o
lado AB, com centro em A e raio QB o lado BC e com centro em R e raio RC o
lado AC.

o /

Figura 3.3.8 — Passo 7

Passo 8

Destacar o triangulo ABC.

Figura 3.3.9 — Passo 8
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Passo 9
Tracgar as tangentes no vértice A, em vermelho, aos “lados” AB e AC,

para poder medir o angulo no vértice A.
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Ly -

I AN N
Figura 3.3.10 — Passo 9
Passo 10

Tracgar as tangentes no vértice B, em azul, aos “lados” AB e AB, para

poder medir o angulo no vértice B.

Figura 3.3.11 — Passo 10
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Passo 11

Como o veértice C é ideal, uma rapida analise sobre a construcao
necesséria para se medir um angulo nesta geometria, € suficiente para concluir
que ele mede 0°, 0 que € um resultado bastante surpreendente para quem esta

acostumado a pensar em geometria euclidiana.
Passo 12

Somar os trés angulos do triangulo ABC construido, e comprovar que a soma

deles é inferior a 180°.

Neste caso, o Geogebra nos da as medidas: 51.1872° + 14.14662° + Q° =
65.33382°
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CONSIDERACOES FINAIS

N&o é possivel terminar este estudo sem observar alguns aspectos

relevantes sobre o assunto aqui visto, passando pela educacao no Brasil.
Pra comecar, devo dizer que fiz graduagdo em Licenciatura em Matemética na
Universidade Federal Fluminense e que exerco o oficio de professor ha
aproximadamente vinte e cinco anos; e ainda assim desconhecia
completamente este assunto. Sabia apenas da existéncia de geometrias ndo
euclidianas, mais nada; sei que, quanto a este desconhecimento nédo sou
excecao.

Achei 0 assunto muito interessante, e a principal curiosidade que me
despertou foi o fato de ter “nascido” apenas com embasamento tedrico e néo
como um instrumento para resolver algum tipo de problema que pudesse afligir
a humanidade, para sé depois modelos sobre ela serem concebidos.

Percebi também que é possivel realizar com alunos do ensino basico,
atividades que envolvam Geometria Hiperbdlica: para alunos que conhecam a
funcao logaritmo e suas propriedades operatorias, pode-se analisar a distancia
entre dois pontos; para os que conhecem constru¢cdes geométricas no plano é
possivel explorar o Disco de Poincaré.

O nivel de cobranca de conteddos vem caindo com o passar dos anos;

desde o ensino fundamental, isso eu afirmo categoricamente com base em
minha prépria experiéncia, e, suponho, desde a educacéao infantil.
Muitos topicos sao estudados mais superficialmente e alguns tém partes
suprimidas; assuntos que eram antes considerados como conhecidos numa
determinada etapa académica, agora admite-se a necessidade de revé-los
nessa etapa, quase como se fossem desconhecidos, chegando ao ponto de
surgirem em universidades matérias novas nos periodos iniciais, com o intuito
de fazer esta recuperacdo de conteddo com os alunos. Além disso, 0s
calendarios e avaliagdes que atropelam cotidianamente o nosso trabalho...

O que resta, nesta realidade, é tentar fazer com que nossos alunos
saibam satisfatoriamente o basico para cumprir aguela etapa académica e
nada, ou quase nada, além disso; e assim alguns temas foram, e futuramente
outros serdo sacrificados. Levando-se em conta esta realidade, dificilmente um

professor do ensino basico tera tempo, no modelo de hoje, para ilustrar suas
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aulas de desenho geométrico com o Disco de Poincaré, ou se dando ao luxo
ainda de ilustrar suas aulas de geometria com um pouco de histéria e transmitir
a idéia da existéncia de outras geometrias além da euclidiana. Obviamente
precisamos levar em conta o “efeito domind”, os estudos no ambiente
universitario sentem também o reflexo disso tudo; como este processo nao
comecgou ontem, ndo me surpreende que hoje as geometrias ndo euclidianas
sejam t&o pouco valorizadas em nossas instituices de ensino superior.

Eu, que tenho um grande entusiasmo pela geometria euclidiana, adorei
a oportunidade de, através deste trabalho, adquirir esse pequeno
conhecimento sobre a existéncia de outras geometrias um pouco mais

detalhadamente e especificamente sobre geometria hiperbdlica.

APENDICE | (Tutorial sobre o GeoGebra)

Como nas duas primeiras atividades utilizaremos o softwre Geogebra,
na construcéo de figuras e medicdo de alguns elementos delas, faremos agora
um breve tutorial “super basico” do Geogebra; vale ressaltar que este apéndice
nao pretende ser um “Manual do Geogebra”; serdo apresentadas apenas
aguelas operacdes que forem necessarias as construcdes existentes nas duas
atividades deste trabalho.

Apresentacao do Geogebra

£7 GeoGebra T N— ) » N PEYEN s

Arquivo Editar Exdir Opgdes Ferramentas Janela Ajuda
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Figura A.1 — Tela de abertura do Georgebra
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Ao abrir o programa prece uma tela branca dividida em duas partes: o
retdngulo grande é o “papel”, é o espago para fazer as construgdes, a coluna a
direita € a janela de algebra (que pode ser ocultada quando sua exibi¢ao for
julgada desnecessaria), Na janela de algebra cada objeto do desenho fica
registrado: pontos por coordenadas cartesianas; retas e circunferéncias por
suas equacdes; segmentos de reta e angulos por suas medidas e assim por
diante. Estéo destacadas em vermelho as barras de ferramentas de
construcbes geométricas, acima; cor (o quadrado preto) e apresentacao do
elemento, abaixo. Sobre a forma de apresentacdo dos elementos, cada tipo de
elemento terd suas possibilidades de apresentacdo como veremos adiante com
a devida calma (na figura de exemplo aparece o que se refere as retas e seus

subconjuntos).
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Figura A.2 — Barras de ferramentas de construgfes, apresentacdo e cor de um elemento

Observa-se que a barra de ferramentas de construcdes geométricas é
composta de quinze janelas, cada uma é na verdade uma “colegcédo” de
ferramentas especificas representadas por um icone, estara exposto aquele
icone da “colegcao” que for selecionado; as janelas que estdo numeradas sao
as que serado usadas nestas atividades. Quando clica-se em um determinado
icone, ele fica destacado como est4 o numero 3 na figura, e automaticamente
aparece a barra de formas de apresentacdo do elemento referente ao icone
selecionado (ao lado do quadrado preto). Para abrir as op¢des de cada icone,
basta clicar na seta branca do canto inferior direito de cada um; no caso de cor

e apresentacao na seta cinza a direita do icone.
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Agora conheceremos a utilidade de cada uma das sete janelas
numeradas, bem como quais das op¢des nelas existentes nos interessaréo de

fato em nossas atividades.

A janela niumero 1 permanecera com o icone apresentado na figura
durante todo o nosso trabalho. Quando ele estiver selecionado, servira para
mover um elemento da construcéo, isso sera feito com um ponto na primeira
atividade, para isso, € preciso clicar no elemento com o botdo esquerdo do
mouse, mantendo-o pressionado, e arrastar conforme o desejado; este icone
pode servir também para mudar a forma de apresentacdo de um elemento ja
construido, ao clicar no elemento aparecera a barra de formas de apresentacao
referente além da barra de cores, e faz-se no objeto selecionado as
modificacdes desejadas

As opcdes apresentadas na janela nimero 2 estdo representadas na
figura a sequir:

Gebra ‘

3 Editar Exibir Opclies Ferramentas Ja

L3>l

® Paonto

o

r._‘_’“_f: Ponto em Objeto

/ Vincular f Desvincular Ponto

X Intersecdo de Dois Objetos

. Ponto Médio ou Centro

.‘7— Mumero Complexo

Figura A.3 — Opgles da janela 2 da barras de ferramentas de construgfes geométricas

Dai, usaremos a primeira, Ponto, e a quarta Intersecéo de Dois Pontos.
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Se a primeira estiver selecionada, um clique no espaco para desenhar
determina um ponto, que ja vird nomeado:

e e R
=) R =

l.uul@ qm

» Janela de Algebra 'J\dV ualizagho

ABC

cli q a Janela de Visualizagio ou sobre um objeto G )

= Ponto
|| -2 A-@as09)

Figura A.4 —Determinac&@o do um ponto A

Para a quarta ser selecionada € necessario que ja existam na construcdo, pelo

menos duas figuras que se intersectem; usaremos como exemplo uma reta e

uma circunferéncia:

Qeoteoa & L - —

Arauho Eotar Exur Opgles Femamentas Janela Auca

. Z [o0 |20 [ 22|  mtersegao de Dois Objetos Ga
H \\, | ‘*',“l & .,‘ & | selecione dois ovjetos ou dlique aretamente na Intersegdo 00

le Visuakizagdo (¢

l| 9 cix-477+y+0.045 = 104008
Ponto

9 A=(47,0.04)
9 B=(452,318)
3 C-(1.32,06)
9 D=(10.94,392)
Reta

9 %4520+ 1226y =-1.3896 D

Entrada: <)

Figura A.5 —Reta secante a circunferéncia

Ainda ndo é o momento de pensar como esta reta e esta circunferéncia foram

construidas; mas, uma vez que elas fazem parte da constru¢cdo, como
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determinar os pontos de intersecdo entre elas? Seleciona-se 0 quarto icone
desta janela; um clique na reta e outro na circunferéncia, em qualquer ordem, e
0S pontos de intersecdo entre as duas curvas serdo destacados e nomeados.
Para clicar numa curva, passa-se 0 cursor sobre ela, e ela entdo destaca-se, o
programa esta indicando que naquele momento o ponto ao qual o cursor

corresponde pertence a curva.

I . . S e o e ST
Arquivo Editar Exibir OpcBes Ferramentas Janela Ajuda

X’\@X Iisegaodl)oobi -‘

4* e dois objetos ou clique diretamente intersecdo 2]

WEJ I rlolo)4l]

iJ\dMgh ~ Janela de

(X477 + (y + 0.04)" = 104008

nsc

=@7,000)

- 452,3.18)

- (1.32,-06)

- (10.94,3.92)
=(1.51148,0.44391)
=(6.81133,2.39785)

sfqmoensis 5

LE&LLLLL}&Q

@452 +12.26y = 13896

Figura A.6 —Pontos E e F de interse¢éo entre a reta e a circunferéncia

A janela niumero 3, apresenta as seguintes possibilidades:

st TR

- Exibir OpcBes Ferramentas Janela Ajuda

Edxlolol4

57|

| |
e
Reta —

Segmento

Segmento com Comprimento Fixo

Semirreta

Caminho Poligonal

Vetor

WA TN '\‘:\\

Vetor a Partir de um Ponto

Figura A.7 — Opc¢Ges da janela 3 da barras de ferramentas de constru¢des geomeétricas



92

Desta janela serdo usadas trés alternativas: a primeira reta, a segunda

segmento de reta e a quarta semi-reta. Como o0s icones sugerem, todas séo

obtidas a partir de dois pontos. O primeiro clique determina um ponto e 0

segundo o outro, a ordem entre 0s pontos so é relevante no caso da semi-reta,

pois o primeiro ponto é a origem dela; nos outros dois casos sdo, dois pontos

por onde a reta passa ou as extremidades do segmento de reta. Creio que néo

h& prejuizo na execucgédo da atividade se apenas um exemplo for apresentado.

Ao escolher o primeiro ponto, enquanto o0 mouse € deslizado pela tela a reta ou

seu subconjunto vai sendo exibido...

€2 GeoGebra av
ArQuivo_ Editar Exdir OpcBes Femamentas Janela AluGa

DB & 5
» Jan s

Ponto
4 A=(562,138)

.h’\

ANDED 7 semirreta
Al N2 P @0 @ @ | selecone primeiro a origem e, depois, um oo ponto

——— "=y

%@

Of

Figura A.8 — Construcdo da semi-reta primeiro ponto

S6 quando o segundo cligue é dado, o segundo ponto fica determinado, e
consequentemente a direcdo da reta ou seu subconjunto fica também definido.

€2 GeoGeda av JRD——
Arquivo Etar Exbir Opgles Femamentas Janela Ajuds
k M Al L sl semirreta e

= s
J 20k T84y = 210172

Figura A.9 — Construcdo da semi-reta
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As opcdes da janela 4 estdo expostas na figura a seguir:

Las TS

Opcles Ferramentas Janela Ajuda

>le)e

e » W

\

Reta Perpendicular

Reta Paralela

Mediatriz

Bissetriz

Reta Tangente

Reta Polar ou Diametral

] ool BT

Reta de Regressao Linear

a:\ Lugar Geométrica
T

Figura A.10 — Opc¢des da janela 4 da barras de ferramentas de constru¢6es geométricas

O que nos sera util dentre estas opgdes sdo: a primeira reta
perpendicular, a terceira reta mediatriz e a quinta reta tangente.
Para tracar uma reta perpendicular, € necessario ja existir a reta, ou
subconjunto, & qual queremos tragar uma perpendicular:

©GeoGebn &

Arquivo Editar Exibir Opcdes Ferramentas Janela Ajuda
§ cl[EFAN

® 3 /vm 9 =~3) °

» Janela de Algebra ~ Janela de Visualizaga

= oo 'm-

O A=(392,248)

ABC
)

B R PAPAPE

5

Reta Perpendicular [d

Selecione primeir o ponto e, depois, UMa reta (ou segmento, ou semirreta, ou vetor)

9 B=(125,124)
= Reta
O a-372x+ 858y = 35.8608




94

Selecionado o icone da reta perpendicular, na janela 4. Clica-se na reta a qual
se pretende construir a perpendicular e ela aparecera imediatamente, com o
cursor pode-se posicionar esta perpendicular num local especifico onde se que
construi-la.

Coiin L L af T W W - AT W T W W o
Arauivo Edtar Exibir Opgbes Femamentas Janela Ajuda
Ny SlElOllN e =] 32l 52 [3]]  onzermensicsar (@)
Jle gl IR {01 . 5L 2 2 Selecione primeiro o ponto e, depois, Umareta (ou segmento, ou semirrets, ou vetor) 0 &
» Janela de Algebra o @ [~ Janela de 4
= Ponto (> —-
| - A-(@a, 260
5 B=(1224,054)
5 C=(1562,-0.08)
- Reta
5 a32x+8Ady= 347724
5 b 8AMx-32y=-1268908
5
c
A

Se o objetivo for obter a mediatriz do segmento de extremidades A e B , ndo é
necessario que o segmento AB esteja tracado, mas que os pontos A e B

estejam ja determinados na figura.

T e e SRR e R e e e SRSCT

Arquivo Editar Exibir Opges Feramentas Janela Ajuda

A . Wediatriz Gd
K P 5 B (ol [ P N 2 ) [ P P P e, e
b Janela de Algebra ~ Janela de Visualizagao
= Ponto ‘ u- -

|| ~© A-@o02088
9 B=(9:66,036)

Figura A.13 — Dois pontos distintos A e B
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Ao clicar no primeiro ponto uma possivel mediatriz sera exibida, esperando

apenas a definicdo da segunda extremidade do segmento do qual pretende-se

obter a mediatriz, ao segundo clique ela ficara definida.

R e e e e
DE Jﬂ &H\m o Y P PR T —— %

» Janela de Algebra

~ Janela de

= Ponto
|| -9 a=@402,088)
9 B=(9.66,036)
= Reta
0 @ 564X +0.52y = 38.2652

Figura A.14 — Mediatriz dc do segmento de reta com extremidades nos pontos A e B

wor |

2 RTO onsons

Para obter a reta tangente, a uma circunferéncia , ja existente na construcéo, €

preciso que o ponto pelo qual a reta tangente passard ja esteja determinado,

que para fins de exemplificar pode ser o ponto B

» Janela de Algebra

P e e R e W e e e BN
Arquivo Editar Exibir DDQ es Ferramentas Janela Ajuda

R'aT l
. % 1: DO BN DS O, 73

~ Janela de

Cénica
©(x-B.57 +(y+ 1.787 = 17.9188

@
Ponto
~@ A=(65,1T8)
9 B=(10.22,024)

Figura A.15 — Circunferéncia dada
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Clica-se entédo na circunferéncia, e depois no ponto por onde esta reta tangente

vai passar (B), e a tangente a circunferéncia no ponto B ser& construida.

€ GecGeorn & | - ol
Arquivo Editar Exibir Opgbes Ferramentas Janela Ajuda

[ A ra | o) . P / | 2] Retatangente [@e
DR &) P2 N 2 0 [ Pl P P [ .
v Janela de Algetra neta do Visalizacio

= Céni
o

6.5) +(y + 1.78) = 17.9188

Ponto
9 A=(65,-179)
9 B=(1022.024)

Reta
4 @372x+202y-385032

Figura A.16 — Reta tangente a circunferéncia dada no ponto B

Abaixo estéo as opc¢des da janela 5, dela usaremos a primeira Circulo dados
Centro e Um de seus Pontos e a quinta Arco Circular.

lentas Janela Ajuda

@<

@ Circulo dados Centro e Um de seus Pontos | —

IHNEE

Circulo dados Centro & Raio

)| ®
|

H
A

Compasso

Circulo definido por Trés Pontos

Semicirculo Definido por Dois Pontos
Arco Circular

Arco Circuncircular

> O O

Setor Circular

q Setor Circuncircular
T

Figura A.17 — Opcdes da janela 5 da barras de ferramentas de construg6es geométricas
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Para construir uma circunferéncia escolhidos seu centro e um de seus pontos

0 primeiro clique determina o centro da circunferéncia, imediatamente uma

circunferéncia sera exibida enquanto o cursor “passeia” pela tela

€ GeoGebra

Ciad TR e ST T

Arquivo Editar Exibir Opges Ferramentas Janela Ajuda

ABC

DE%EE o DANE DD P

ﬂposumplﬂ
Janela de Visualizagéo
"JA(uz.ua) a-

Clslalol=] < LN

Flgura A.18 — Construcédo da circunferéncia de centro em A

o segundo cliqgue determina um ponto por onde a circunferéncia passara, e
assim, ela ficara definida.

i 11 TN - W W W o=
Arquivo Editar Exibir OpcBes Ferramentas Janela Ajuda
C bﬂﬂ s Centro e Um de: seusPol '
DK xl-o Ol + Jae)a]ag] copiomnecmoaumsecoson 0o
> Janela de Algetra ~Janela de Visualizagho
ica “jv -
D (x-832 + (y+1487-28.73
= Ponto
@ A=(832,-148)
@ B=(4.16,19)

Figura A.19 — Construcao da circunferéncia de centro em A que passa pelo ponto B
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Ja se o objetivo for tracar um arco de circunferéncia, o primeiro clique
determina o centro do arco e o segundo clique um ponto por onde o arco

passa, ao arrastar o mouse, um arco de circunferéncia comeca a ser tracado...

B e e e s R e e e ST

Arqui ar Exibir Opode:
[&] Ol N = =Tl sesee 3
=) £ e ) E) ) o) o) Selecione o centro e, depois, dois pontos Q&
b Janela de Algebra X [~ Janela de Visualizagio
= Ponto a- -
l| -2 a=(eoa, 128
U B=(1158,144)

00:23
29/05/2015

% 136

Figura A.20 — Construcao do aro de circunferéncia de centro em A que passa pelo ponto B
o ultimo clique determina a direcdo do raio que contém a outra extremidade do

arco; arcos de circunferéncia sdo sempre construidos no sentido anti-horario.

T e e SR e R e e e RSCT

Arquivo Editar Exibir Opgdes Feramentas Janela Auda
BGa
A &) . e % % % Arco Circular
DEESE R RN O . T
» Janela de Algebra ~Janela de Visualizagio
= Cénica O~ -
|| o e=135507
= Ponto
9 A=(804-124)
O B-(1158,1.44)
-0 €=(106,55)
B
)
.
c
.

025 |
290572015

% 13

Figura A.21 — Construcéo do aro de circunferéncia de centro em A que passa pelo ponto B fim
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O Unico interesse na janela 6 é a construcao e observacao da medida de

um angulo, eles também sdo construidos no sentido anti-horério. Ndo héa

necessidade de os pontos ja estarem determinados na constru¢do, porém o

que interessa as atividades aqui propostas é usar pontos que ja fazem parte da

construcdo; se o que se quer é angulo ABC, deve-se clicar em A, B e C, nesta

TR i M T e SN
Arquivo_Editar Exiir Opgbes Feramentas Janela Ajuda
i "
NEN R ERNEE B -
» Janelade Algebra ([~ Janela de Visualizagio
= Pono L&
|2 a- 220
-0 B=@72,16)
9 c-(756,236)
c
B
3
.
A
o

€7 GeoGebra

V' w5005

Figura A.22 —Pontos A,B e C

Lad TR

’ @

W W T W e
Arquivo Editar Exibir Opgdes Feramentas Janela Ajuda
@)
’ Ol e+ Jaefacfa] &=
k| o) /V A’V D‘v @v Dl N e ) 26 26 Selecione rés panios ou duas relas o0&
» Janela de Algebra ~ Janela de i
= Ponto g ——-
A=(61,-1.26)

9 B=(472,16)
9 C=(7.56,2.36)
Anguio

2 a-7922351°

5
@79 22351

FR=KT)
G 29/05/2015

Figura A.23 —angulo ABC
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Antes de falar sobre a ultima janela, a de niumero 7, convém observar
que os elementos que o programa nomeia automaticamente sao dificeis de
enxergar nesta exposicdo, além disso, o nome que lhes é atribuido pelo
programa nem sempre € o0 que convém. Ao clicar com o botédo direito do mouse

sobre um objeto qualquer aparece janela exibida abaixo (vamos usar uma reta

/

Reta a: Reta AB

como exemplo):

Equacdoy=ax+Db

Forma Paramétrica

Exibir Objeto
Exibir Ratulo
Hahgilitar Rastro

Renomear

SIEICYE

Apagar

Propriedades ..

it

Figura A.24 —Ocultar um objeto seu rétulo ou renomea-lo

Nela as possibilidades que interessam sao:

Exibir Objeto — Clicando nesta opg¢ao, o objeto fica aparente ou oculto, alguns
objetos podem ser importantes numa construcdo, mas sua visualizacdo vai
apenas “poluir” a figura; nao € o mesmo que apagar, pois quando apaga-se um
objeto tudo o que decorre dele na construcdo é automaticamente apagado
também e quando apenas oculta-se ele, o mesmo continua virtualmente

presente na construcdo embora ndo esteja sendo exibido.

Exibir Rétulo — O rétulo € o nome que o programa da automaticamente a um
objeto e o exibe na construcdo; todos os roétulos serdo ocultados e a janela 7

auxiliard numa nomenclatura mais visivel.

Renomear — Agueles elementos da construgéo cujo rotulo automético nao for

conveniente, pode ser modificado para receber o nome que se desejar.
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A Ultima janela que sera util a estas atividades € a ndmero 7; e
permanecera com o icone de texto durante todo o nosso trabalho, ela permite a
escolha de fonte em negrito ou italico, sete opcbes de tamanho e ainda a
escolha da cor, para que os nomes dos elementos das construcdes figuem
claros.

3 Janela Ajuda

) (5] PN

- Janela de Visualizagdo
| [2]= A~ | N | Pequeno  «

Extra Pequeno
Muito Pequena
Pequeno
Médio

Grande

Muito Grande
Extra Grande

Figura A.25 —Ferramentas de texto

Escolhidas as caracteristicas dos caracteres, no exemplo abaixo: cor
vermelha em negrito e tamanho grande; clica-se em qualquer ponto da parte

destinada as construcdes e aparecera a janela para a digitagao.

€3 GesGebra T . B . i & =@l =
Arquivo Editar Exibir Opgde: ramentas Janela Ajuda
AR elclol =] ] == .
I e S NP O . il A1 A 7 S Cligue no objeto para selesiond-lo Q&
» Janela de Algebra ~ Janela de Visualizagio
|E- 2~ | Grange  ~ | &
€7 Text [

[] Férmula LaTex | Simbolos ~ | Objetos ~
[«T T T TTTTTT

Visualizar

o Auda [Lox ][ canceiar |

1357
29/05/2015

O R )

Figura A.26 — Janela de digitacdo
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Vamos supor que o que se quer i nomear um objeto como P, digita-se P e
<ok>; ao passar o cursor sobre a letra P aparece uma janela retangular em
torno dela, clicando com o botdo esquerdo do mouse e mantendo-o

pressionado pode-se arrastar a letra para o local desejado.

Gomn L T T T W o
Arquivo Editar Exibir Opgdes Feramentas Janela Auda
BGa
A . . e % % % Mover
DEEP RO RN SO g
» Janela de Algebra ~ Janela de Visualizagao

L#

B |
290572015

% 13

Figura A.27 — Letra P pronta para ser arrastada
A barra de cores serve para todos os objetos que usaremos, e as

opc¢des sao as seguintes:

-" |

itas Janela Ajuda
DO <IN
- a

L 3

W) W)
] | » Janela de Visualizagéo
-
HE | SN

HE ENEEN
L.

I

ABC
7

=

-

Figura A.28 — Barra de cores



Para finalizar este tutorial,
geométricas, no exibir,

trabalho:

L]
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acima da barra de ferramentas de construcdes
existem duas ferramentas que serdo Uteis neste

Las TS

r[Exihir Opches Ferramentas Janela Ajuda

==

[]

< [ ] [

.
L

@ @

Janela de Algebra Clri+Shift+A | o
Planilha Cirl+3hift+3 \:\
Janela CAS Cirl+Shift+K %
Janela de Visualizagio Ctrl+5hift+1 [
Janela de Visualizacdo 2 Ctri+Shift+2
Protocolo de Construcio Cirl+Shift+L
Teclado

Campo de Entrada

Layout ...

Atualizar Janelas Ctri+F
Recalcular Todos os QObjetos Cirl+R

Figura A.29 — Exibir

Janela de Algebra — Exibe ou oculta a Janela de Algebra. Feita uma figura
qualquer, pode-se observar os elementos registrados nela; e estes dados
podem ser usados em uma planilha, por exemplo.

£ GeoGebra

Arquivo Editar Exibir Dp;sFrame« s Janela Ajuda

AEC

DE /IXIT\ @] 2N

N

» Jan \dMgD ~ Janela de
( -11.3) + (y +4.22 = 54788

=(16,02)
=@as,270)

mb"'

(374 5.88)
254 +6.84y= 2696

5 9722

ngwLyLLLLLnguygg
o
3

it

2 aanssare

H

ao 15531

025 |
20/05/2015

Iz D6

Figura A.30 — Elementos para observar o registro da Janela de Algebra
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€3 GeoGebra Y " |

Arguivo Editar Exibir OpcBes Ferramentas

DR EESC

7 "'"\"-_Hv 7
» Janela de Algebra N
=l Cdnica
L@ ociix-113P+ [y +4.227=54788
= Ponto

""" & A=(1.6,02)

""" # B=(8.44, 2.74)

""" & C={11.3, 4.22)

""" # D=(12.82, -244)

""" & E=(15.76, 1.64)

""" & F=(19.52,-3)

""" +# G=(1.68,-2.62)

""" & H=(4.3, -3.42)

""" & 1={3.74, -5.88)

- Reta

Lo a-2.54% + 6.84y = -2.606
= Segmento

Ly b=5.9722

= Angulo

L@ o=94.15531°

A
L ]
)

Figura A.31 — Janela de Algebra das constru¢des da figura A.27

Planilha — Na Atividade 1 sera usada uma planilha, esta é uma planilha tipo
Excel, que pode ser elaborada usando dados da Janela de Algebra.

[Arquivo Edtar [EWBI) Opgées Femamentas Janela Awda
Cl+shifteA
cussnines P2 9 =

cio ~_Planiha
crsshinek © N IEEEEEEE
Culsshiftet A [ 8 [ c [
Cti+shif2 1 -
Ctrl+ShifteL 2|
3
v CampodeEntrada %
4 Layout 6|
£ Aualizar Janelas ctrleF L
RecalcularTodos s Objetos CH1+R %
[0 |
[
[z
[2
[4 |
[5 |
[0 |
[7 ]
[12 |
[19 |
[20 |
[21 ]
[22 |
[z
[24
[25 |
%
[z |
[2s |
[20 |

o o=
29/05/2015

Figura A.32 — Exibir Planilha

Agora é s0O preencher a planilha da forma desejada.
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APENDICE Il (Demonstracéo de que: considerado um ponto P qualquer de
um circulo, o Lugar Geométrico dos centros dos arcos que passam por P
e sdo ortogonais a circunferéncia do circulo considerado, é a mediatriz de

PP’, onde P’ é o inverso de P em relagao a circunferéncia citada)

Na construcao abaixo estdo uma circunferéncia C, de raio r, um ponto P no seu
interior e o ponto P’ inverso de P em relacéo a circunferéncia.

Nela ja sabemos que OP - OP' = r?

Queremos provar que:

Qualquer circunferéncia passando por P e P’ e apenas elas sdo ortogonais a
circunferéncia C.

Para tanto aplicaremos o conceito de poténcia de um ponto em relacdo a
circunferéncia, e o ponto escolhido sera o ponto O, centro da circunferéncia C.

VA figura ao lado representa uma
c | circunferéncia C1 que passa pelos
pontos P e P’.

——
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Agora vamos considerar apenas o centro O
da circunferéncia C, a circunferéncia C1 e
\ seu centro O1.

01

C1

Tragaremos agora duas retas: Uma tangente a C1 passando por O e a reta OP,
lembrando que O, P e P’ estdo alinhados.

t
\ Aplicando, nesta situacéo, a poténcia do
T ponto em relacdo a circunferéncia,
\ temos que:
o /J OP-0OP' = OT*
7 P /

c1

Mas ja sabiamos no comego desta demonstracdo que OP - OP' = r?, portanto
OT=r, ou seja, T pertence a C.

Inserindo C na situacao acima temos:

\ Comote O1T séao
J perpendiculares, C e C1 sao
/' ortogonais.

c1
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Caso a circunferéncia C1 nao passe por P’:

Consideraremos o caso particular com P’ interior a C1, e o caso tera
demonstracao analoga:

Neste caso OP - OP' < OT?, pois OP -
0Q =0T? e 0Q > OP.

Portanto OT > r, entdo T n&o pertence a
C

AN
N

Caso P’ seja exterior a C1 teremos OP - OP’' > OT?, pois OP - 0Q = OT? e
0Q < OP.

Portanto OT < r, e T também n&o pertence a C.



108

REFERENCIAS BIBLIOGRAFICAS

COUTINHO, L. Convite as geometrias ndo-euclidianas. 2. ed. Rio de Janeiro:
Interciéencia, 2001.

COURANT, R.; ROBBINS, H. O que é matematica? Rio de Janeiro: Ciéncia
Moderna,

2000.

Henry Poincaré - Ciéncia e Hipotese - Editora da UnB, 1996.

BARBOSA, J. L. M. ; Geometria Hiperbdlica. Universidade Federal de Goiania,
2002. 167p.

BARBOSA, Jodo Lucas Marques. Geometria hiperbdlica. Goiania: Ed. da UFG,
2002.

DO CARMO, M. P., Geometrias Nao-Euclidianas, Matematica Universitaria, N.
6, dezembro de 1987, pp. 25-48.

Henry Poincaré - Ciéncia e Hipotese - Editora da UnB, 1996.

AVILA G.. Euclides, Geometria e Fundamentos. Revista do professor de
matematica 45,2001. Acessado em 05/12/2014

Geometria Hiperbdlica. Il Bienal da SBM — UFG, disponivel em
www.ime.ufg.br/bienal/2006/poster/flavia.pdf, tltimo acesso em 13/04/2015.

BOYER, C. B., Histdria da Matemética. Traducéo de Elza Gomide. Sao Paulo,
Editora Edgard Blicher Ltda, 1996

ENCYCLOPAEDIA BRITANNICA, 152 Edicao. Londres, Helen Hemingway
Benton Publisher, 1978.

DE FREITAS, K. A. e PEREIRA K. C. Dissertacdo Geometrias Nao-Euclidianas
disponivel em www.ime.unicamp.pr/~~elaine/ma241/trabalhos/ndo_euclidiana,
Acessado em 11/04/2015

O'CONNOR J. J. ROBERTSON F. Artigo disponivel em www-
history.mcs.stand.ac.uk/Biographies/Gauss.html, Acessado em 05/10/2015

http://www.lobachevsky.com/biografia.htm, Acessado em 12/02/2015

http://www.univerciencia.ufscar.br. Acessado em 23/02/2015


http://www.univerciencia.ufscar.br/

