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RESOLUCAO GEOMETRICA DE EQUAQOES DO SEGUNDO
GRAU COM UTILIZACAO DE REGUA E COMPASSO
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F4bio Alexandre de Matos?

Resumo: O presente trabalho tem por objetivo apresentar resolugoes geométricas de equagoes
do 2° grau, utilizando somente régua e compasso. Com o intuito de incentivar a busca
do conhecimento através da tecnologia, realizamos alguns exemplos de construcoes dessas
equacoes com o auxilio do software GeoGebra.
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1 Introducao

Este trabalho tem o propédsito de apresentar ao leitor uma forma diferenciada de resolugao de
equacoes do segundo grau. As equacoOes que trataremos aqui sao equacoes cujos coeficientes
sao numeros construtiveis com régua e compasso, isto é, niimeros que representam compri-
mentos de segmentos de reta construtiveis com régua e compasso através de construgoes
elementares com uma unidade fixada.

Podemos citar como exemplo de construgoes elementares com régua e compasso: a obtengao
da reta mediatriz de um segmento dado, a construcao de retas paralelas e perpendiculares
ao um segmento dado passando por um ponto fixo. Com estas construgoes podemos definir
duas operagoes sobre o conjunto de niimeros construtiveis, a saber, a soma e a multiplicagao
usuais de nimeros reais.

As construcoes elementares as quais nos referimos acima estao detalhadas na secao 3. O
leitor que se sentir familiarizado com tais conceitos pode seguir diretamente para a secao 4.
Para maiores informagoes sobre construgoes elementares indicamos (WAGNER, 2007).
Historicamente as equagoes do segundo grau surgiram na busca de resolu¢ao de problemas
geométricos envolvendo areas de figuras planas. As ferramentas utilizadas até entao eram
apenas régua e compasso sem graduagao. Dai o nosso interesse em explorar tal assunto, com
o objetivo de apresentar um método pouco utilizado na atualidade e que envolve geometria
e algebra.

Inicialmente apresentaremos, as construgoes geométricas elementares ja mencionadas acima
e as operacgoes usuais de soma e multiplicacao do conjunto dos niimeros reais restritas ao
conjunto de nuimeros construtiveis. Como requisitos basicos para essas construgoes podemos
citar o Teorema de Tales, as relagoes métricas no triangulo retangulo e as relacoes métricas
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na circunferéncia.

Na secdo 3 faremos a resolucao geométrica das equacoes dos tipos 22 = bz + %, 22 = bxr — ¢
e 22 = ¢ — bz, em que b e ¢ sao nlimeros construtiveis e positivos. O método que utilizare-
mos aqui foi desenvolvido por René Descartes. Ainda utilizando o método desenvolvido por
Euclides, apresentaremos as solucoes geométricas da equacao 22 4+ bx +c¢ = 0, em que b e ¢
sao numeros construtiveis. Essa equacao sera resolvida em dois casos distintos, a saber, para
c>0ec<0.

Na dltima secao apresentaremos, de forma detalhada, como transportar as solucoes das
equagoes descritas acima para o GeoGebra. Ressaltamos que o uso do GeoGebra serd somente

para representar e nao resolver as equagoes do segundo grau.

2

2 Contexto Historico

Segundo (BOYER, 1974) e (FRAGOSO, 2000), o estudo de equagoes do segundo grau
comecou ha mais de quatro mil anos. Foram encontradas evidéncias de que as mesmas eram
estudadas pelos egipcios e babilonios de forma rudimentar. Os indianos sao os responsaveis
pela famosa “férmula de Bhaskara” que tem sua origem no século XI d.C.. Ja pelos chine-
ses, em 1303, foi apresentada uma técnica especial para a resolucao da equacao do segundo
grau, baseada em aproximacoes sucessivas. Pode-se dizer que as solugoes por Bhaskara eram
encontradas com o uso de radicais. Isto diferenciava e ampliava a quantidade de equacoes

solucionaveis através do método de completar quadrados, que foi a origem de tal método de
Bhaskara.

Na Grécia, a maneira de os matematicos apresentarem seus resultados sobre solugoes de
equagoes de segundo grau era geométrica (GILBERTO, 2007). Nos Elementos de Euclides,
escritos em 300 a.C., a ferramenta geométrica que permite resolver equacgoes de segundo grau
que possuiam como coeficientes niimeros positivos e construtiveis, era a aplicacao de areas
de figuras planas.

Os arabes assimilaram a Matematica dos gregos e fizeram progressos em varias areas.
Muhammad ben Musa al-Khowarizmi (780-850) apresenta a equacao do segundo grau, bem
como sua resolugao, além de uma comprovacao geométrica denominada “Método de comple-
tar quadrados”. Este método originou a férmula de Bhaskara.

Na Europa do século XV ao XVII, embora ainda nao se usasse o formalismo atual, o
processo para resolver problemas envolvendo as atuais equagoes do segundo grau resumia-se
na receita usada por Bhaskara.

Em 1637, René Descartes (1596-1650), além de apresentar uma notagao que diferia da
utilizada até entao somente pelo simbolo de igualdade, desenvolveu um método geométrico
para obtengao da raiz positiva. No apéndice La Géométrie de sua obra O Discurso do
Método (WAGNER,1991), Descartes resolveu equagoes do tipo: x? = bx +c? ,2? = ¢ — b e
2% = bx — ¢ sempre com b e ¢ positivos e construtiveis .

Nos préximos capitulos serao demonstradas as construgoes geométricas necessarias para
a resolugao das equagoes do segundo grau, assim como as formas geométricas de resolugao
utilizadas por Euclides e Descartes.



3 Construcoes Geométricas

As construgoes geométricas tém grande importancia no estudo e na compreensao da Matemati-
ca, ha quase dois mil anos. Como os nimeros racionais e reais ainda estavam ha séculos de
serem descobertos, as ferramentas utilizadas pelos gregos para representarem uma grandeza,
eram as construcoes de segmentos de reta. Quando descobriram a impossibilidade de resolver
algumas equagoes, foram surgindo novas teorias e novos conjuntos de nimeros com respec-
tivas estruturas algébricas. Alguns anos depois, essa técnica foi aplicada pelos arabes com o
objetivo de encontrar solugoes de problemas diversos, entre eles o de encontrar solugoes de
equagoes do segundo grau. Comecaremos entao por apresentar as construcoes geométricas
elementares que nos encaminharao as construgoes de solugoes de equagoes do 2° grau com
coeficientes construtiveis.

3.1 Construcoes Elementares
Mediatriz de um segmento:

Por definicdo, a mediatriz de um segmento AB é o lugar geométrico dos pontos que
equidistam dos pontos A e B. Pode-se mostrar que a mediatriz é, na verdade, a reta perpen-
dicular a este segmento que passa pelo ponto médio do segmento AB. E valido ressaltar que
a construcao da mediatriz acarreta no encontro do ponto médio do segmento AB.

Construgao da mediatriz

Considere o segmento AB. Com centro em A e em B, tracamos dois arcos de circun-
feréncia de mesmo raio de modo que se interceptem. Denote por C' e D os pontos de intersecao
desses arcos (Veja Figura 1.). Afirmamos que a reta r que passa por C' e por D é a mediatriz.
De fato, se denotarmos por £ o ponto de interseccio da reta r com o segmento AB, temos
que o triangulo ABC' é isésceles com altura C'E. Como a altura de um triangulo isdsceles
¢é perpendicular a base e a divide em dois segmentos iguais, podemos concluir que a reta r
encontrada ¢ a mediatriz do segmento AB.

Figura 1: Construcao da Mediatriz



De fato, E pertence & mediatriz (ponto médio de AB), se C' pertence a mediatriz, temos
que o triangulo AEC' é congruente ao triangulo BEC. (CE = CE, AE = BE e AC = BC)
Dai CEA e C'EB sao congruentes, como sao suplementares, segue-se a defini¢ao.

Perpendiculares:
I - Construcdo da perpendicular a um segmento AB por um ponto P.

Considere o segmento AB e P um ponto fora do segmento. Com uma abertura do com-
passo com a ponta seca em P, traca-se um arco determinando, no segmento E, os pontos C'
e D. Executando agora a construcao da mediatriz do segmento C'D, encontramos uma reta
perpendicular ao segmento AB passando por P.
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Figura 2: Construcao I de Perpendicular

I - Construcdo de uma reta perpendicular a um segmento AB por uma de suas extremi-
dades.

Considere um segmento AB. Sem perda da generalidade, vamos fazer a construcio pela
extremidade B. Com centro em B, e com uma abertura qualquer do compasso, faca um arco
de circunferéncia interceptando o segmento AB e o prolongamento do segmento AB por B.
Denote os pontos de interseccao por X e Y. Agora, com a mesma abertura, marque com
a ponta seca em X e Y os pontos N e P sobre a circunferéncia. Agora trace dois arcos
de circunferéncia, com o mesmo raio, com centros em N e P se interceptando em C' (Veja
Figura 3.) Afirmamos que a reta que passa por C' e B é perpendicular ao segmento AB. De
fato, observe que o segmento NP é paralelo ao segmento XY, pois sdo bases de um trapézio
isosceles. Ainda, o triangulo NC'P é is6sceles, o que implica, como na construcao da media-
triz, que a reta que contém o segmento BC é a altura do triangulo N PC, implicando que a
reta seja perpendicular ao segmento NP. Uma vez que NP e AB sio paralelos, esta reta ¢
também perpendicular ao segmento AB passando por B.



Figura 3: Construcao II de Perpendicular

Paralelas:

Dizemos que duas retas r e s sao paralelas se a distancia de P a s é constante para
qualquer ponto P em 7.

I -Construcao de uma reta paralela a reta r dada passando por um ponto P, onde P nao
pertence a r

Sejam r uma reta e P um ponto, com P nao pertencente a r. Com o compasso centrado
em P marque um ponto A sobre a reta r e construa um arco de circunferéncia. Com a
mesma abertura e com centro em A marque um ponto B sobre a reta r. Finalmente com a
mesma abertura do compasso e com centro em B faca um arco de circunferéncia encontrando
o ponto @ (figura 4). Afirmamos que a reta que passa por P e () é paralela a r. De fato, o
quadrilatero ABQ P é um losango pois possui os quatro lados iguais ao raio escolhido.

Figura 4: Construgao I de Paralelas

Observagao: Com os mesmos argumentos utilizados na construcao acima podemos cons-
truir um par de retas paralelas que eqiiidistam da reta r.

3.2 Numeros Construtiveis

Uma vez conhecidas as construgoes elementares, passamos a definicao de nimeros cons-
trutiveis.

Dizemos que um nimero real a é construtivel se for possivel, utilizando somente compasso
e régua sem graduacao, construir um segmento de tamanho |a| com um ndmero finito de
passos a partir de uma unidade fixa (JUNIOR, 2013). Segue, diretamente da definigao, que
podemos construir todos os niimeros inteiros.

Denotando por £ o conjunto dos niimeros construtiveis com régua e compasso, mostraremos
que as operacoes de soma e multiplicacao usuais estao bem definidas sobre £. Além disso



mostraremos também que € possivel encontrar o inverso multiplicativo de todo ntimero cons-
trutivel nao nulo.

i b

Figura 5: Nimeros Construtiveis (a) e (b)

Adigao dos Nimeros Construtiveis (a + b) :

Sejam a e b nimeros construtiveis. Vamos supor, sem perda de generalidade, que |a| > |b].
Sobre uma reta 7 marque um ponto O e com centro em O e raio |a|, marque o ponto A na
reta r. Agora com centro em A e raio |b| marque os pontos D e E na reta r, conforme a
figura abaixo.

9] b A D r

Figura 6: Determinacao de (a + b)

— Se a e b sao ambos positivos ou negativos, temos que a + b é representado geometrica-
mente pelo segmento OD.

— se a € positivo e b é negativo ou vice-versa, temos que a + b ¢é representado geometri-
camente pelo segmento OF.

Multiplicagao de Nimeros Construtiveis (ab):

Sejam a e b ntimeros construtiveis. Sobre uma reta r marque o segmento OA represen-
tando o numero a, trace por O uma reta s concorrente a r e marque sobre essa reta o ponto
E de forma que OF seja o segmento unitario. Com centro em E e raio b marque o ponto D
pertencente a s. Denotando por t a reta que passa pelos pontos por E e A encontre a reta u
paralela a reta t passando por D. Denote por P o ponto de intersecao de u e r. Concluimos
que o segmento AP possui comprimento ab.



Figura 7: Determinagao de (ab)

De fato, os triangulos AOE e POD sao semelhantes (basta usar o Teorema de Tales).

Entao: L
OF

oD
Seja 2 = |AP|, entdio OP = OA+ AP =a +x
Substituindo as medidas dos segmentos, temos

SN

I a
1+b atax
Assim,
a+r=a+ab
E consequentemente
r=ab

Inverso multiplicativo de Nimeros Construtiveis

Seja @ um numero construtivel. Para construir o inverso de a procedemos de maneira
analoga a multiplicacao de nimeros construtiveis. Basta ajustar convenientemente os seg-
mentos nas retas transversais e aplicar o Teorema de Tales.

Com as operacoes de soma e multiplicacao e a construcao de inverso multiplicativo pode-
mos concluir que é possivel construir todos os niimeros racionais.

Por exemplo

R

Q|-

Raiz Quadrada (1/a):

Para construir a raiz quadrada de um nimero a positivo, usaremos a Média Geométrica
(VARHIDY, 2010). Relembramos que a média geométrica entre dois niimeros positivos é
a raiz quadrada do produto de ambos. Para encontrarmos a MG utilizaremos as relagoes



métricas no triangulo retangulo e uma relagao métrica da circunferéncia, que apresentaremos
a seguir.

Dentre as relagoes métricas no triangulo retangulo destacamos trés que representam
médias geométricas, sao elas:

Figura 8: Relagoes Métricas no Triangulo Retangulo

i) A altura ao quadrado é igual ao produto das projegoes.

h? =mn

(1)
ii) Cada cateto ao quadrado é igual ao produto entre a hipotenusa e sua respectiva
projecao.
b =am

Somando, membro a membro as igualdades acima obtemos o famoso Teorema de Pitagoras.
De fato,
V> + 2 =am +an
implicando em
b> 4+ =a(m +n)

e consequentemente
v+ =d?

(4)
Vamos apresentar as relagoes métricas na circunferéncia, que utilizaremos para encontrar
a raiz quadrada de um nimero construtivel a.



Considerando um ponto P, externo a uma circunferéncia, podemos determinar uma reta
P—fl tangente a ela no ponto A e uma reta secante a essa mesma circunferéncia nos pontos
B e C (B entre P e C) que passa pelo centro O. Podemos identificar o triangulo APO
retangulo em A, visto que toda reta tangente é perpendicular ao raio no ponto de tangéncia.
Aplicando o Teorema de Pitdgoras temos que PA é a média geométrica de PB e PC.

Figura 9: Relagao Métrica na Circunferéncia

De fato,

(PA)* + (AO)* = (PO)?
substituindo, temos,
y = (z+r)?

desenvolvendo o produto notavel, obtemos
y2+r2 = 2% + 21 + 12

assim,

y* = 2% + 2ar
colocando x em evidéncia

y? = x(x +2r)
e finalmente, substituindo, temos:

(PA)* = (PB)(PC)
(5)

Utilizando as relagoes acima, vamos a construgao geométrica da raiz quadrada de a, em
que a é um numero construtivel.

Considere inicalmente um segmento AB = a e o segmento unitério BD = 1 adjacentes e
colineares. Trace a semicircunferéncia de raio ATD e centro no ponto médio de AD. Construa
uma reta perpendicular ao segmento AD passando por B, obtendo o ponto E na semicir-
cunferéncia. Note que o triangulo ADFE é retangulo em E, visto que o triangulo ADFE esté

inscrito numa semicircunferéncia.



Figura 10: Determinagao de /a

Pelas relagoes métricas do triangulo retangulo (h* = m-n), temos que (EB)? = (AB)(BD),
isto é, h = +/a

4 Equacoes do 2° grau

Apresentaremos aqui, como mencionado na introducgao, os métodos de resolucao geométrica
de equacgoes do segundo grau desenvolvidos por Descartes e Euclides. Para esse fim, utilizare-
mos as construgoes geométricas apresentadas na secao anterior.

4.1 Resolucao Geométrica das Equagoes do 2° grau

Para encontrar as raizes da equacao do tipo ax?+bx+c = 0 utilizaremos técnicas de resolucio
geométrica bem eficazes, relacionando a algebra e a geometria, fazendo o aluno colocar em
pratica seu aprendizado sobre construcao de graficos e resolucao de sistemas e criando a pos-
sibilidade de visualizagao do conjunto solugao procurado. Para tanto é interessante o uso de
algum tipo de programa computacional que construa gréficos (usaremos aqui o GeoGebra) o
que tornara as aulas mais dinamicas e atrativas.

4.1.1 Meétodo de Descartes

René Descartes, no apéndice “La Giomitrie”de sua obra “Discours de La Methéde” (WAG-
NER,1991) desenvolveu um método para obtencao das raizes positivas das equagoes do se-
gundo grau. Descartes discriminou as equacoes em trés casos: 2 = bx + 2, 22 = ¢ — bz e
2% = bx — ¢, em que b e ¢ sdo niimeros positivos e construtiveis.

- Para as equacoes do tipo % = bx + 2
Este método inicia-se com um segmento LM de comprimento c. Por L traga-se o seg-

mento LN de comprimento g perpendicular a LM e em seguida uma circunferéncia de centro
N e raio LN. Prolongando o segmento M N obtemos os pontos O e P na circunferéncia.



Figura 11: Método de Descartes (I)

Afirmamos que a raiz procurada x corresponde a medida do segmento OM = ON + M N.

Denotando por x o comprimento de OM temos, pela relacao (5), temos que

(O3)(PM) = (L3T)?

logo,
r(x—b)=c?

assim
22 =br+

Como, por construcao temos que LN = g e LM = c , entao:

assim

portanto
_ b2
MN =+ 1 + 2

Vb2 4+ 4c?
2

e, finalmente

MN ==+

Como OM = ON + MN e OM = x, temos:

—— b b2 + 4c?

Assim, podemos afirmar (segundo Bhaskara) que M N é uma raiz da equagao.



Concluimos que OM representa uma solucao positiva para a equacao. A outra raiz nao
foi considerada por Descartes na época por se tratar de uma raiz negativa.

- Para as equacoes do tipo 22 = ¢ — bx

Considerando ainda a construcao representada na figura 11, temos que a raiz positiva
procurada é o segmento M P = x, de fato, como M P = M N — NP e temos:

(OM)(PM) = (LM)>?
substituindo
z(z+b) =

portanto

2= —br

Pela demonstracao anterior temos que M N = g + —”’2;402 e NP = % entao:

P = - —
2 2
assim
I b Vb2 +4c?
P = -5 + %

Assim, podemos afirmar (segundo Bhaskara) que M P é uma raiz da equagao.

- Para as equacoes do tipo 2% = bz — 2

Assim como nos tipos anteriores, o método inicia-se com um segmento LM de compri-
mento ¢ , por L traga-se o segmento LN de comprimento % perpendicular a LM e em seguida

uma circunferéncia de centro N e raio LN. Por M traga-se uma paralela a LN obtendo os

pontos Q e R na circunferéncia. As raizes procuradas para esta equacao sao representadas
por M(@) e MR.

Figura 12: Método de Descartes (IT)



De fato, temos que MR = MZ + ZR e por construgio ZR = \/(W%P — (NZ)2, visto
que o triangulo NRZ é retangulo em Z. Temos ainda NR = NQ = LN = MZ = %, raio da
circunferéencia e NZ = LM = c.

Dai ZR = \/% —¢2,logo MR = g -+ \/% — 2, daqui vocé obtém a outra raiz

MQ=MR-2ZR="%— /% — ¢

4

Observacao: Caso a reta perpendicular MR nao corte a circunferéncia, a equagao nao
possui raiz positiva.

4.1.2 Método de Euclides

Apresentaremos agora o Método de Euclides para resolver as equagoes do segundo grau do
tipo 22 4+ bz + ¢ = 0 em que b e ¢ sdo nimeros construtiveis (VALE, 2013). Este método
se diferencia do Método de Descartes pois transforma a equacao em um sistema nao linear,
como veremos a seguir (TUNALA, 1988):

1° Caso: Se ¢ > 0, temos que as raizes da equacao possuem sinais iguais, assim:

21| + [2] = 1]

21| - 2] = |cf

O problema consiste em determinar dois segmentos de reta cuja soma seja |b| e cujo pro-
duto seja |c| ou simplesmente ¢ , ja que ¢ > 0.

Sobre uma reta r tracemos trés segmentos adjacentes tais que MN = c, NO=1eOP =
|b], em seguida tracemos duas semicircunferéncias tangentes no ponto O, com diametros MO
e NO respectivamente. Por N tracamos uma reta s perpendicular & reta r, e obtemos o
ponto @ na circunferéncia de diametro MO. Pelas relacdes métricas do triangulo retangulo,
temos que:

NG = ve

Por () tracemos a reta t, paralela a r e obtemos o ponto U na semicircunferéncia de
diametro OP = b . Por U tracemos a reta v perpendicular a r , obtendo G em r . Assim obte-
mos os segmentos que representam os valores absolutos das raizes da equacao x2 4+ bx+c = 0,
OG e @, respectivamente.



Q U

Figura 13: Método de Euclides

De fato, como GU = NQ = /c e (GU)? = (OG)(GP) (pois o triangulo OU P é retangulo
em U) temos que ¢ = (OG)(GP). Além disso, temos por construcio que |b| = OG + GP.
Note que:

Se b < 0, entao as raizes sao positivas. E se b > 0, entao as raizes sao negativas.

Observe ainda que caso a reta t, nao interceptar a circunferéncia de diametro OP,

b

(Ve < 5) a equagao nao possui raizes reais, e sendo assim a constru¢ao nao nos permite

determina-las. O mesmo ocorrerd quando b = 0.

2° Caso: Se ¢ < 0, temos que as raizes da equagao possuem sinais contrarios, assim:
Supondo |z1| > |x2| temos:

21| = [aa] = [b]

21| - |22| = |c]

O problema consiste em determinar dois segmentos de reta cuja diferenca seja |b] e o
produto deles seja |c|.
Analogamente ao 1° caso , determinaremos os pontos M, N, O e P numa reta r e o ponto
@ . Translademos N@Q = \/c numa direcdo paralela a s e obtemos OU. Tracando a reta que
passa pelos pontos U e I, em que I é o centro da circunferéncia de diametro OP, obtemos
os pontos G e H, e conseqilentemente as raizes UG e UH da equacio dada.
De fato, ao utilizarmos a média geométrica contida nas relagoes métricas na circunferéncia
obtemos

(OU)? = (UG)(UH)
isto é,
c=(UG)(UH)

Como GH = OP = b é o diametro da circunferéncia, temos que:

Se b < 0, entao as raizes sao r1 = UH e 2y = —UG,



Se b > 0, entao as raizes sao r1 = —UH e x5 = UG,

") 2]

Figura 14: Método de Euclides (II)

No caso de b = 0, a circunferéncia de centro I nao existe, assim teremos as raizes simétricas

OU e —OU . Para todas as outras situagoes sempre obteremos solucao.

No préximo capitulo faremos alguns exemplos, aplicando os métodos de Descartes e Eu-
clides, utilizando o software GeoGebra.

5 GeoGebra

O GeoGebra é um software de geometria dinamica, livre, de facil instalacao, utilizacao e en-
tendimento, que une a geometria, algebra e cdlculo. O GeoGebra foi elaborado por Markus
Hohenwarter em 2001/2002, desenvolvido como sendo parte de sua tese de mestrado e re-
visado durante o seu curso de doutorado. Apds esse momento professores de Matematica de
varios paises o traduziram para mais de vinte e cinco idiomas diferentes.

No site http://www.geogebra.org, obteremos um manual online e o software pronto para a
instalacao e um tutorial em pdf, completo e de facil entendimento. Nesta pagina serd possivel
realizar seu download para que este fique disponivel nos computadores pessoais, sem nenhum
custo financeiro. Neste trabalho, utilizaremos algumas das muitas funcoes e ferramentas
disponiveis no programa. No primeiro caso de cada método faremos um tutorial com os
principais recursos do software, utilizados para a resolugao das equacoes do 2° grau.

5.1 Utilizacao do GeoGebra no estudo das Equacoes do 2° grau

Inicialmente utilizaremos o Método de Descartes. Como Descartes discriminou as equagoes
em trés casos: x2 = bx + ¢, 22 = > — bz e 2% = bx — 2, em que b e ¢ sao nimeros positivos



e construtiveis, faremos trés exemplos, mostrando cada etapa.

1°caso x2 = bz + 2

Tomaremos como exemplo a equagao 2% = 6z + 16, assim |[b| = 6 e ¢ = 16 logo

22— 6x—16=0

A construcao da solucao da equacao do segundo grau 22 — 6z — 16 = 0 segundo Descartes,

inicia-se com a construcao de um segmento fixo AB de comprimento \/c = 4 , utilizando o
comando segmento fixo contido no terceiro icone da barra de ferramentas do GeoGebra. Im-
portante ressaltar que a obtencao da raiz quadrada de um nimero natural ja foi demonstrada
anteriormente. Traga-se por A, utilizando o quarto icone da barra de ferramentas, uma reta
perpendicular ao segmento AB.
Traca-se entdo outro segmento fixo AC, agora com comprimento g = 3 (a divisao de um
segmento em partes iguais também j& foi demonstrada anteriormente). O ponto C apare-
cera sobre o segmento AB. Como queremos que AC seja perpendicular a AB, faremos uma
circunferéncia com centro em A e raio AC. Para tanto utilizaremos o sexto icone da barra
de ferramentas. O ponto C' sera entao a intersecao desta circunferéncia com a reta perpen-
dicular ja construida. Ao utilizarmos o segundo icone da barra de ferramentas para marcar
esta intersecao, o ponto sera nomeado automaticamente, clicando no botao direito do mouse
iremos renomea-lo como C'. Além disso, clicando com o botao direito sobre a circunferéncia
e sobre o antigo ponto C, agora (C}) iremos esconder estes objetos respectivamente (basta
clicar em exibir objetos).

Agora com o segmento AC' = 3 perpendicular ao segmento AB = 4 podemos dar prossegui-
mento a nossa construgao.

Tragaremos uma circunferéncia de centro em C' e raio AC. Utilizando o terceiro icone da
barra de ferramentas tracaremos uma reta definida pelos pontos B e C. Assim obtemos os
pontos D ¢ E (E entre B e C') na intersegao entre a reta e a circunferéncia.

Ainda, utilizando o oitavo icone da barra de ferramentas, podemos medir o comprimento
do segmento BD obtendo a solucao positiva da referida equagao, BD = 8
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Figura 15: Exemplo do Método de Descartes 1° Caso

De fato, se aplicarmos o Teorema de Pitagoras no triangulo ABC' teremos:

(BC)? = (AB)? + (AC").

Logo BC = ﬂ:\/% + ¢ e baseando na operacoes realizadas anteriormente (Figura 11),

temos
BD =1 =%+ YH 1650 BD = g = §  YOHII6 g

A outra raiz nao é considerada por Descartes na época por se tratar de uma raiz nega-
tiva. No entanto é possivel perceber na Figura 15 que a outra raiz tem como valor absoluto

o segmento BE, ou seja x9 = —2.

2° caso 22 = ¢ — bx
Para exemplificar este caso consideraremos a equacio z°> = 9—8x , assim |b] =8 e > =9

Logo
2*+8r—9=0



) —_— =7 _ | 8 .
Assim como no 1° caso temos AB = \/c=+v/9=3e(CD = % = % = 4 respectivamente,
logo BE é a raiz da equacao.
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Figura 16: Exemplo do Método de Descartes 2° Caso

De fato, se aplicarmos o Teorema de Pitagoras no triangulo ABC' teremos:

(BC)? = (AB)? + (ACY)

Logo BC = :l:\/% + ¢ baseando na operagoes realizadas anteriormente (Figura 11),
temos

ﬁ:x:—vbzg‘lg—%logoﬁ:x:—vy;“—gzl.

Como Descartes s6 considerava raizes positivas, a outra raiz descartada por ele tem como
valor absoluto o segmento BD , ou seja xo = —9. Esta raiz é perceptivel na Figura 16.

Aqui deixaremos a cargo do leitor executar a construcao, baseando-se no exemplo ante-
rior, a fim de encontrar o segmento que representa a solucao da equacao.



3° caso 2 = bxr — 2

Como exemplo tomaremos a equagao 2% = 10z — 9, assim [b| = 10 e ¢ = 9 logo

22 —10x4+9=0

A construcao da solucao da equacao do segundo grau 22 —10z+9 = 0 , inicia-se utilizando
o comando segmento fixo contido no terceiro icone da barra de ferramentas para a construgao
de um segmento fixo AB de comprimento /¢ = 3. Utilizando o quarto icone da barra de
ferramentas traga-se por A uma reta perpendicular ao segmento AB. Traca-se entao outro
segmento fixo AC, agora com comprimento % = 9.

O ponto C serd colinear com os pontos A e B, como queremos que AC seja perpendicular
a AB, utilizaremos o sexto icone da barra de ferramentas para construir uma circunferéncia
com centro em A e raio AC. O ponto C' seréd entdo a intersecao desta circunferéncia com a
reta perpendicular ja construida. Ao utilizarmos o segundo icone da barra de ferramentas
para marcar esta intersecao, o ponto sera nomeado automaticamente, dai clicando no botao
direito do mouse iremos renomea-lo como C, e ainda, clicando com o botao direito sobre
a circunferéncia, o antigo segmento AC (agora AC}) e sobre o antigo ponto C' (agora C})
iremos esconder estes objetos (basta clicar em exibir objetos).

Tragaremos uma circunferéncia de centro em C' e raio AC. Utilizando o quarto icone da
barra de ferramentas obteremos por B uma reta paralela a AC', obtendo assim os pontos D
e F intersecoes desta reta com a circunferéncia.

Ainda, utilizando o oitavo icone da barra de ferramentas, podemos medir o comprimento
dos segmentos BD e BE obtendo BD =9 e BE = 1 as duas solugoes positivas da referida
equacao.

Para auxiliar na compreensao da demonstracao, utilizando o terceiro icone da barra de ferra-
mentas, construiremos os C'D e C'E, e utilizando o quarto icone, o C'F paralelo a AB, onde
F' é a intersecao da reta com o segmento C'D.
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Figura 17: Exemplo do Método de Descartes 3° Caso

E=S =Y 2 E=% 2 ~ ~ .
m = 3 4+4/F—c =3 —\/F—c u nheci-
De fato como BD g b4 2 e BE g b4 2 as solugbes sao conhec

das pelos exemplos anteriores. Apenas conferindo temos BD = % + % —9 =9e

BE=Y_ /& _9=1.

Descartes considera as duas raizes, pois ambas sao positivas.

Como vimos anteriormente, Euclides, dividiu as equagoes do segundo grau em dois caso,
c>0ec<0,jaque ele considerava ¢ # 0 . Nesta parte faremos um exemplo de cada caso.
No primeiro mostraremos passo a passo a resolucao da equacao do tipo 22 4+ bx + ¢ = 0 em
que b e ¢ sao numeros construtiveis, utilizando o software GeoGebra.

1° Caso ¢ >0

Para desenvolvermos esta atividade utilizaremos como exemplo a equacao do 2° grau

22 —Tr+10=0



Para construir a solugao, utilizaremos os seguintes procedimentos:

Com terceiro icone da barra de ferramentas, segmento com comprimento fixo, tragaremos

trés segmentos adjacentes AB = 10, BC = 1 e CD = 7. Com o segundo icone da barra
de ferramentas determinaremos os pontos médios E e F dos segmentos AC' e C'D respec-
tivamente. Com o sexto icone tracaremos as circunferéncias de centros E e F e raios CE
e DF respectivamente. Com o quarto icone, tracaremos por B, uma reta perpendicular ao
segmento AB e obteremos com o segundo icone da barra de ferramentas o ponto G, intersecio
desta reta com a circunferéncia de diametro AC.
Com o quarto icone tracaremos, por (G, uma reta paralela ao segmento AB e obteremos o
ponto H, intersecdo desta com a circunferéncia de diametro C'D = 7. Finalmente tracaremos,
por H, uma reta perpendicular a GH, obtendo o ponto I, intersecio desta reta com o seg-
mento C'D. Assim, utilizando o oitavo fcone da barra de ferramentas obtemos os compri-
mentos de C1 =2 e ID = 5, raizes da equacdo.
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Figura 18: Exemplo do Método de Euclides 1° Caso

De fato, como HI = BG = \/c = V10 eﬁf_lf = C1-1ID temos que ¢ = CI - ID, além
disso, temos por construgao que |b| = CI + ID. Logo:



CT-TD = |c| = 10

Assim, se b < 0, entao as raizes sao positivas, e se b > 0, entao as raizes sao negativas.

Observe ainda que caso a reta definida por GH, nao intercepta a circunferéncia de
diametro C'D = 7, a equagao nao possui raizes reais, e sendo assim a constru¢ao nao nos
permite determiné-las. O mesmo ocorrera quando b = 0.

2° caso ¢ < 0

Para exemplificar este caso consideraremos a equagao

2 -8 —-9=0

Para construir a solugao, segundo Euclides utilizaremos os seguintes procedimentos:

Com terceiro icone da barra de ferramentas, segmento com comprimento fixo, tragaremos

trés segmentos adjacentes AB = 9, BC' = 1 e CD = 8. Com o segundo icone da barra de
ferramentas determinaremos os pontos médios F e F dos segmentos AC e C'D respectiva-
mente. Com o 6° icone tracaremos as circunferéncias de centros F e F e raios CE e DF
respectivamente. Ainda, com o quarto icone, tragaremos por B, uma reta perpendicular ao
segmento AB e obteremos com o segundo icone da barra de ferramentas o ponto G, intersecio
desta reta com a circunferéncia de diametro AC.
Com o quarto icone tracaremos, por G, uma reta paralela ao segmento AB e por C, uma
reta perpendicular ao segmento AC obteremos o ponto H, intersecdo destas duas retas e,
finalmente utilizando o terceiro icone da barra de ferramentas tragaremos uma reta definida
por F' e H, e obtemos os pontos I e J, intersecoes desta reta com a circunferéncia de diametro
COD =8 (J entre F e H). Assim, utilizando o oitavo icone da barra de ferramentas obtemos
os comprimentos de HI =9 e HJ =1, como b < 0 entdo as raizes sdo 1 = 9 e 2o = —1.
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Figura 19: Exemplo do Método de Euclides 2° Caso

De fato, como HC = BG = ﬁe (@)2 = HJ-HI temos que ¢ = HJ - HI, além disto,
temos por construgao que |b| = HJ + HI, logo:

HJ— HI = [b| =8
HJ-HI=|c|=9
Como CD = IJ = |b| é o diametro da circunferéncia, temos que:

Se b < 0, entdo as rafzes sdo r1 = Hl e 1o = —H J e;

Se b > 0, entao as raizes sao v1 = —HI e x9 = HJ.

6 Consideracoes Finais

O contexto atual da educacao escolar requer que o professor diversifique as formas de resolver
um mesmo problema a fim de ampliar o campo de visao do aluno aumentando sua assimilagao
do conteudo.

Durante toda a histéria, mateméticos criaram diferentes formas de resolucao da equacao do



segundo grau e todas elas tém a sua devida importancia para o desenvolvimento do ensino.
Neste trabalho tratamos das formas geométricas desenvolvidas por Descartes e Euclides. As
demonstragoes geométricas apresentadas estao relacionadas as equagoes do segundo grau na
tentativa de proporcionar ao aluno uma forma concreta de resolucao, utilizando materiais
como régua e compasso e nao simplesmente aplicando a famosa férmula desenvolvida por
Bhéaskara.

Além disso, podemos constatar que o uso do software Geogebra facilita a aprendizagem e a
assimilagao dos conceitos matematicos, pois possibilita uma visao mais precisa das demons-
tragoes geométricas.

E importante ressaltar que mesmo sendo um método cativante para os alunos nas aulas de
geometria e desenho geométrico, as resolucoes algébricas nao devem ser esquecidas, muito
pelo contrério, as resolucoes devem vir com a justificativa algébrica. Ainda, é interessante
utilizarmos este método geométrico para obtermos raizes para equacoes com coeficientes
inteiros e pequenos para facilitar a compreensao dos alunos, visto que alguns podem nao
possuir um material de boa precisao o que poderia fazer com que nao encontrem o resultado
desejado.
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