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Resumo

Gongalves, Leandro; Rosa, Renata Martins d. Propriedades Re-
flexivas das Conicas. Rio de Janeiro, 2014. 52p. Dissertacao de
Mestrado — Departamento de Matemaética, Pontificia Universidade
Catolica do Rio de Janeiro.

A ideia principal desta dissertagao é apresentar as conicas e demon-
strar suas equagoes cartesianas bem como suas propriedades reflexivas. O
trabalho esta focado em abordar tais propriedades reflexivas com o auxilio

do software GeoGebra.

Palavras—chave
Parabola; Elipse; Hipérbole; Propriedades Reflexivas.
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Abstract

Gongalves, Leandro; Rosa, Renata Martins d. Reflective
Properties of Conics. Rio de Janeiro, 2014. 52p.

MSec. Dissertation — Departamento de Matematica, Pontificia Uni-
versidade Catolica do Rio de Janeiro.

The main idea of this dissertation is to present the conics and
demonstrate their cartesian equations and their reflective properties. The
work is focused on addressing such reflective properties with the aid of

software GeoGebra.

Keywords
Parabola; Ellipse; Hyperbola; Reflective Properties.
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1
Introducao

A ideia principal deste trabalho é apresentar e demonstrar as proprieda-
des reflexivas das conicas, a fim de entendermos o motivo pelo qual alguns obje-
tos e aparelhos que refletem luz, som ou sinais de radio e TV sao construidos de
forma que suas se¢oes tenham formato de pardbola, elipse ou hipérbole como,
por exemplo, uma antena parabdlica. Tal trabalho tem um carater interdisci-
plinar e revela a grande importancia de se estudar as propriedades reflexivas
das coOnicas.

Definimos cada conica como lugar geométrico de pontos do plano e nao
usamos secao de cone. Nos capitulos 1, 2 e 3 deduzimos as equagoes cartesianas
de parabola, elipse e hipérbole e demonstramos suas respectivas propriedades
reflexivas. A demonstracao que apresentamos é analitica e usa derivada. Essa
abordagem proporcionou a possibilidade de explorar argumentos e ferramentas
da disciplina do Profmat de calculo a uma variavel como, por exemplo, equacao
da reta tangente ao grafico. Demonstragoes geométricas e sem derivada, onde a
reta tangente é definida pelo niimero de pontos de intersecao, sao mais comuns
na literatura (Oliveira) e (Sato).

No capitulo 4, além da antena parabdlica, apresentamos e justificamos
varias aplicacoes das propriedades reflexivas. Como essas aplicacoes fazem
parte do cotidiano, elas podem despertar o interesse dos alunos do ensino
médio pelo estudo das conicas, tendo uma relacao direta com a Fisica no que
diz respeito a Optica Geométrica.

E muito importante também que o aluno, ao deixar o ensino médio,
tenha a nocao de conica bem definida como lugar geométrico de pontos do
plano que cumprem certas propriedades. Isso em geral nao acontece ao longo
do ensino médio, quando os professores apresentam as conicas de forma apenas
algébrica, e em alguns casos, nao demonstrando de fato porque tais equacoes
sao daquele tipo. Um exemplo classico é quando o professor do 1° ano do ensino
médio, ao introduzir o grafico de uma funcao quadratica, afirma que a equacao
y = ax® + bx + ¢ representa uma parabola, o que é verdade, porém existe a
necessidade do professor comentar e demonstrar que tal equacao representa
uma parabola, isto é, que essa equagao representa um lugar geométrico no
plano.

Este trabalho consiste, em parte, de um projeto futuro a ser desenvolvido

na escola em que trabalho, de forma a contribuir com a melhor compreensao
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Capitulo 1. Introducdo

e visualizacao de conceitos e elementos importantes quando tratamos sobre
esse topico no ensino médio. No projeto usaremos um software de geometria
dindmica (no nosso caso, o GeoGebra). Uma grande vantagem de se utilizar
um programa como o Geogebra é o poder de movimentacao de objetos
proporcionando uma boa visualizagao sobre o problema que nds estamos
tratando. O GeoGebra ird nos auxiliar nesse ambito fazendo o uso de fungoes
importantes como o céalculo de distancias de ponto a ponto e de ponto a
reta como forma de verificagao das propriedades das conicas. Com excecao
das figuras do capitulo 4, todas as figuras desse trabalho foram feitas com
o GeoGebra justamente para evitar o uso de figuras deformadas. O texto
desse trabalho é encerrado com um esboco de parte desse projeto de ensino no

capitulo 5.
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2
Parabola

Uma parabola é o conjunto dos pontos do plano que equidistam de uma
reta fixa, dita diretriz, e de um ponto fixo fora da reta, dito foco. A reta que
passa pelo foco e é perpendicular a reta diretriz ¢ dita eixo da pardbola e o
ponto médio entre o foco e o ponto de intersecao da reta diretriz com o eixo é

dito vértice da parabola.

2.1
Equacao Cartesiana

Sejam F' um ponto e r uma reta no plano tais que F' ¢ r. Vamos deduzir a
equacao cartesiana da parabola de foco F' e diretriz r. Para facilitar as contas,
0 eixo y sera o eixo da parabola e o vértice da parabola serd a origem. Com
isso F' = (0,p) e a equagao da diretriz é y = —p, onde p é a distancia do foco
ao vértice.

Considere P, = (z,y) um ponto pertencente a parabola e P, = (x,—p) o
pé da perpendicular baixada do ponto P, = (z,y) em relacao a reta diretriz.
Pela definicao da parabola, sabemos que a distancia entre P; e F', denotada
por dist(Py, F'), é igual a distancia entre P, e P, denotada por dist(P;, P»).

FOP) e

y=-p P (x,p)

Figura 2.1: Parabola Definicao

Efetuando os célculos:

dist( Py, F) = dist( Py, Py),

> V@O - P = V- 0rF - o)

Elevando ao quadrado ambos os lados da equacao acima, temos:
(z =0+ —p)*=(@-2)°+H-(-p)
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Capitulo 2. Parabola

= 249> —2yp+p? = 0>+ (y + p)?,
= 2? +y? —2yp+p* = y* + 2yp + p?,
= 4dyp = 22

Finalmente
22

y:4_p'

Reciprocamente, se as coordenadas de um ponto P = (z,y) satisfazem
T

a equagao y = ™ para algum p > 0, entao o ponto P pertence a parabola
D

de foco (0,p) e diretriz de equacdo y = —p. Para provar essa reciproca basta

seguir as contas acima no caminho inverso.

2.2
Propriedade reflexiva

2.2.1
Reflexao

Antes de falarmos sobre as propriedades reflexivas das conicas, vamos
definir uma reflexao de uma reta em relagao a uma curva suave qualquer no
ponto P. Uma reflexdo de uma reta (ou segmento de reta ou ainda semirreta)
num ponto P qualquer da curva é uma outra reta na qual o angulo de incidéncia
em relacao a reta tangente que passa por P é igual ao angulo de reflexao. Para

entendermos melhor, vejamos a figura abaixo:

Figura 2.2: Reflexao

11
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Capitulo 2. Parabola

2.2.2
Propriedade reflexiva da parabola

Vamos agora mostrar a propriedade reflexiva da parabola. Ela nos diz
que se uma reta é paralela ao eixo da parabola, entao sua reflexao passara pelo

foco da parabola.

Primeiramente vamos encontrar a equagao da reta tangente em um ponto

da parabola. A pardbola é o grafico da funcao

f: R — R

T f(x):4—p.

Esta funcao é derivavel em todos os pontos e sua derivada em zg é f'(zg) =

2z z

4—0 = 2—0 . A equacao da reta tangente ao grafico da funcao f no ponto
P P
Zo

P:(%,yo)éy—yo:Q—p(x—ﬂUo)-

Seja () o ponto de intersecao entre o eixo y e a reta tangente em P,

digamos ¢, como mostra a Figura 2.3. Escrevemos @ = (0, —q).

Como P = (wo,y0) pertence a pardbola, temos yy = = E como
p

Q) = (0, —q) pertence a reta t, temos

.7702 Zo

—g— 2 =Z2(0—
q 4p 2p( 1’0)

Zo 1‘02

Seja o o angulo formado pela reta paralela ao eixo da parabola passando
por P e areta t, e o angulo formado pela reta que passa pelos pontos F' e
P e areta t tais que « e 8 estejam contidos no mesmo semiplano determinado

pela reta t e que contém o foco F', como na figura abaixo.

Observe que o angulo entre o eixo y e a reta ¢ também é «. Devemos
mostrar que o = 3. Em particular, quando P é o vértice da parabola, a reta

passando por F' e P e a reta passando por P e paralela ao eixo da parabola sao


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 1212454/CA


PUC-RIo - Certificacdo Digital N° 1212454/CA

Capitulo 2. Parabola

o préprio eixo y, portanto o e [ sao iguais nesse caso. Se P nao é o vértice,
basta mostrar que o triangulo Q F P é is6sceles de base ) P. Com efeito, observe

que:

Figura 2.3: Propriedade Reflexiva Parabola

FQ=+/(0-0+(p—(—q))?

= FQ =07+ +9?

= FQ=\0+(p+aq?

= FQ=\/(p+q?

= FQ=|p+q|
Comop>0eq:%>O,temosp—i—q>Oe|p+q\=p+q,portanto:

1‘02
FQ=p+q = p+4—.
P

Agora, observe que:

FP=./(0—20)2+ (p — w)?

202\ 2
= FP=/(—x)? — L
(—20) +( 4p)
2 2\ 2
o FP— |z +p2—2p [ 20) + (&
4p 4p
4

= FP:\/p2+x02—

4px? — 2pxo? xot
= FP= 2
\/p N Ip T 16,2

13
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Capitulo 2. Parabola

16 p?

(E)Q

2 4
— FP= \/ px°+x°

= FP=

i

= FP= ‘p 4l
p

202 i 22 202 202
Com0p>0e—20,entaop+—>()e p+ —|=p+ —. Logo,
4p 4p 4p 4p
2
FP=p+ 22
4p

Com isso, concluimos que F'P = F(), e segue-se dai que o triangulo QF P

é isosceles de base (QP. Portanto,

a=p.

14
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3
Elipse

Uma elipse é o conjunto dos pontos do plano cuja soma das distancias
a dois pontos fixos, ditos focos, é constante e essa constante é maior que a

distancia entre os focos.

3.1
Equacao cartesiana da elipse

Sejam F, e F, dois pontos distintos' no plano e a > 0 tal que
dist(F}, F5) < 2a. Vamos deduzir a equagao cartesiana da elipse com focos
F} e F, e constante 2 a. Para facilitar as contas, o eixo x sera a reta que passa
pelos focos e o eixo y a reta perpendicular que passa pelo ponto médio dos
focos. Com isso, podemos escrever F; = (¢,0) e Fy = (—¢,0), onde 2¢ é a
distancia entre os focos. Lembramos que 2a > 2c¢, ou seja, a > c.

Considere P = (z,y) um ponto pertencente a elipse. Pela definigao,
sabemos que

dist(P, Fy) + dist(P, F») = 2a.

Figura 3.1: Elipse Definigao

Efetuando os célculos:
dist(P, Fy) + dist(P, F») = 2a
= Ve -ty (r+e)?+yP=2a

INgo trabalhamos com o caso F; = Fy, ou seja, ndo trabalhamos com circunferéncia,
pois a propriedade reflexiva da circunferéncia néo é interessante.
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Capitulo 3. Elipse

5 VE— TR =2a— JET TR

Elevando ao quadrado ambos os lados da equacao acima, temos:
2 2
<\/(x—c)2+y2> = <2a— (:E+c)2+y2>

(x—c) +y° = (2a— (:E+c)2+y2>2

=
= 22 —2zxc+ A+ yP=4ad®>—4da/(z+c)2+ 2+ <\/(x+c)2 +y2>2
= 22 -2zc+ A+’ =4a®>—4da/(x+ )2+ 12+ (v +c)? +y?

= 4a\/m:4a2+x2+2mc+c2—02+y2—y2—x2—|—2mc
= 4a\/m: 4a’*+4ze.

Simplificando, temos:

a\/m =a’*+xc.

Elevando ao quadrado ambos os lados da equacao acima, temos:

a? < (x+c)? +y2>2 = (a®+zc)

= (x4 +y?) = (@ +xc)

= a2 (> +2cx+2+y}) =a"+2a*(cx) + (cx)?

= a?1’+2d’cr+a’P+a?yP=a* +2d%cax + P a?.

Cancelando o termo 2 a? ¢z em ambos os lados da equacao acima, temos:
a?r? +a’ct +a?y? =at +Aa?

= a®2? —02x2—|—a2y2 =a* —a®c?

= 2@ —A)+ay=a’(a®— ).

Como a # ¢, podemos dividir ambos os lados por a? (a? — ¢?) e ficamos

com:
22 (a2 _ 02) a2y B a2 (a2 . 02)

a2 (a2 —c%)  a?(a?—c®) a?(a®—c?)’
Simplificando, obtemos:

2 22

Como a > ¢, a®> — ¢ > 0, entdo existe um nimero real b = Va2 — ¢ > 0
tal que b? = a? — 2.

Se P estiver no eixo y positivo como na figura abaixo, entao o triangulo
POF; é retangulo de catetos PO e OFj e hipotenusa PF'1. Pelo teorema
de Pitdgoras, dist(P,0)* + ¢ = a2, ou seja, dist(P,0)?* = a®> — ¢?, logo
dist(P,0) =be P = (0,b).

Usando b, chegamos na equagao:

2 2
z Y
¥+b—2:1.

16
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Capitulo 3. Elipse

y.
a’=b’+¢’ > b’ =a’-¢’° =|b=+a’-¢’
P(0,b),
a b a
Fai-c, 0)/ Fic,0)
‘ 0(0, 0) i ‘ 'x

Figura 3.2: Elipse Propriedades 1

Reciprocamente, se as coordenadas de um ponto P = (z,y) satisfazem a
2 2
x

equacao o + 2= 1 paraa > b > 0, entao o ponto P pertence a elipse de focos
Fy = (c,0) e F, = (—c,0) e constante 2a, onde ¢ = v/a% — b2. Para provar essa
reciproca basta seguir as contas acima no caminho inverso tomando cuidado
com a parte onde elevamos ao quadrado (veja no Apéndice A a demonstragao
com os detalhes).

Se P = (x,y) é um ponto da elipse, entdo —a < x < a, pois —z—j <0e
somando 1 dos dois lados, temos i—z =1- z—j < 1, o que implica que 2% < a2, ou
seja, —a < z < a. Observamos que (—a,0) e (a,0) s@o os pontos de intersegao

da elipse com o eixo x conforme ilustrado na figura 3.3.

©o)

(_aso),‘. I :.(aso)

\. \‘

@

Figura 3.3: Elipse Propriedades 2

3.2
Propriedade reflexiva da elipse

Vamos agora mostrar a propriedade reflexiva da elipse. Ela nos diz que

se uma reta passa por um dos focos da elipse, digamos F; e por um ponto P
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Capitulo 3. Elipse

da elipse, ela sera refletida e passara pelo ponto P e pelo outro foco da elipse
F.

Observe que a elipse é simétrica em relacao ao eixo x e ao eixo y. Entao,
vamos restringir a analise ao caso em que P pertence a parte da elipse que esta

no primeiro quadrante. Isto significa que estamos supondo x > 0 e y > 0, tais
2

que — + i 1. Agora vamos definir a funcao cujo grafico é a parte da elipse
a
no primeiro quadrante e encontrar a equagao da reta tangente em um ponto.

l’2
e (1-5)

= y=Vb? 1—%
= y=|b 1—2—2
= =y
= y =0 a2;2x2
éy:% a? —x?.

Como a >0 e b >0, temos |a| = a e |b] = b. Logo:

2

a® —x°.

b
y=-
a

A funcao
f: [0,a] — R

v f@)="

|
IS

é derivavel em z € [0,a) e sua derivada é:

f’(x)—b( -2z >_ b T
a \2+va® — 22 ava?—22

Seja P = (x¢, yo) um ponto do grafico de f com xy # a e t a reta tangente
em P. A equacao de t é

b Zo
Y—Yo=—-—F—= (r— o).

a \/a* — Ty

Seja a o angulo formado pela reta que passa pelos pontos F; e P e a reta
t, e B o angulo formado pela reta que passa pelos pontos F; e P e a reta t
tais que nem « e nem ( contenham o angulo ZF,PF| e nem seu oposto com

relacao a P, como na figura abaixo.
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Capitulo 3. Elipse 19

Figura 3.4: Propriedade Reflexiva Elipse

Para que essa definicao de a e 8 faga sentido ¢é preciso mostrar que os dois
focos sempre estao no mesmo semiplano definido por ¢t. Equivalentemente, de-
vemos mostrar que a primeira coordenada do ponto, digamos U, de intersecao
de t com o eixo x, é maior que a, ja que —c < ¢ < a:

Como U esta em t, temos

b iy
0—yo=—-—= = (2 — o).
a s/ a Zo
b 2
Usando y():a\/a — 02
b 5 5 b Zo
0——-Vva? -2y = —— —— (= — x9)
a a VaZ — x>
2 Lo
= Va® — xg :ﬁ(x—xo)
a® — X
CLZ—ZL‘O
= ———— =1 —
Zo
CLZ—ZL‘02
= ——— +79=1
Zo
a? — zy2 + 32
= =z
To
a2
= r=—.
To
2
5 a
Como 0 < g < a, vale que axg < a*ea < —.
o

Mostrar a propriedade reflexiva significa mostrar que a = (. Primeira-
mente, iremos mostrar que os angulos a e [ sao agudos, e para isso basta
mostrar que o ponto de intersecao, digamos (), da reta perpendicular a reta
tangente que passa por P = (xg, ), digamos s, com o eixo x estd entre F}
e Iy, pois com isso a semirreta que passa pelos pontos P e () esta entre as

semirretas que passam pelos pontos P e F| e por P e F, como ilustrado na
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figura 3.5. A reta tangente ¢t é horizontal se e s6 se f'(xg) = 0, ou seja, se e
s6 se rg = 0, e neste caso o ponto P estd no eixo y, a reta s é o eixo y e
() é a origem o que garante que () esta entre os focos. Agora assumimos que

f'(xg) # 0. Assim, a reta s tem a seguinte equagao:
—w—0)
Yy — Yo = ——— (& — 2o
f'(xo)

2 _ 2
VE I (4~ ap).

o e

Lo
Vamos agora determinar a intersecao desta reta com o eixo z, ou seja,
calcular a primeira coordenada de (). Fazendo y = 0, temos que:

a va? — xy?

O—yp=-——""(@—2
Yo b o ( 0)
2 2
a® — Xy
= —Yyo= - xr — g
wo=3 )
b a va? — xg?
= ——Va? —xp? = — C (& — mp)
a b o
Como estamos supondo xg # a, temos
b a 1( )
——=—-—(r—x
a bz 0
b2$0
— =r—ux
a? 0
bQ.TO
= T =X9— 5
a

= =

2 ~ . ~
Como a? — b? = 2, temos que x = < zy. Entdo o ponto de intersecio da
) a 0

reta perpendicular a reta tangente que passa por P = (xg, %) com o eixo x
2

N (2
sera () = (a—2 2o,0). Temos que mostrar que —c < o Ty < ¢ como aparece
na figura abaixo 3.5.
Como estamos supondo xy > 0 e sabemos que —c é negativo, temos
c? c
— To >0>—c .. — To > —cC.
a a

Lembrando que 0 < ¢ < a, 0 < x¢ < a, temos cxy < a?. Multiplicando os

on

a2

. , . c
dois lados por ¢, que é positivo, obtemos c¢? zy < ca? e finalmente <c.

Portanto:
2

—C<—2.130<C.
a
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Figura 3.5: Elipse Reta Ortogonal 1

Com isso, a reta s (perpendicular a reta tangente ¢ por P) passa entre as retas
que passam pelos pontos P = (g, yo) € F1 = (¢,0) e pelos pontos P = (0, yo)
e Fy = (—¢,0). Provamos com isso que os angulos « e f sdo agudos.

Agora, vamos mostrar que o« = (. Para isso, iremos demonstrar que
tga = tgf.

A demonstracao a seguir envolve contas com o coeficiente angular da reta
que passa por P e I}, mas se g = ¢ a essa reta é vertical, por isso vamos supor

no momento xy # c¢. Comegamos com as seguintes consideragoes:

my: coeficiente angular da reta que passa pelos pontos F; = (c,0) e
P = (o, Yo)-
% -—0 %
my =

To—C To—cC
my: coeficiente angular da reta que passa pelos pontos Fp = (—¢,0) e
P = (z9,0)-
R 0O %
T ag—(=¢) wmotc
Observe agora a figura a seguir:

Podemos concluir que:
my = tg 91,
me = tgly e

, b

Zo

Além disso:

a=0+1—0 = tga=tg(l+7m—0) = tga=tg (0, —0) = tga =
tgfhy —tgl

1+ (tgf) (tg )
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Figura 3.6: Elipse Reta Ortogonal 2

E f+0+n—0=7m= p=0-0, = tgB=tg(0—6,) = tgf =
tgf — tg b,

1+ (tg0) (tg )

tghy —tg 6 me — f'(xo)
tgor = = tpq = 2 ) WTo)
S T T (tgl) (t20) 0T 14 ma fi(wo)
tg0 — tg 61 f/(l‘()) — mq
E t = t = -t
8= T w0 (et BT 1% Pl m

Desenvolvendo os célculos para tg a:

Yo b Zo b a2—x02+b Zo
xo+cC a v/a? — xy? a x+c a v/a? — xy2
tga = = tga =
14 (Y b x ) L (Ve —w (b
Lo+ ¢ a va? — xy? a xo+c a va? — xy?
b wo(wo + ) + (a® — xp?)
2 g2 ab(xo* + xoc + a* — zy?
= tga = ;EO+C) a on = tga = (0 0 o)
a*(zg+c) — bz (a®zo + a® ¢ — b2xg)Va? — xo?
a? (xo +c)

ab (xoc+ a?)
(w0 (a2 — b2) +a%c) Va2 — z¢?
2

= tga =

= %, temos que:

ga = ab (xgc+ a?) _ ab (zoc + a?)
(xoc? 4+ a?c) Va? — xy? ¢(xgc+ a?)va? — xy?

ab (zrgc+ a?)

Como a® — b

c (zoc+a?) Va2 — x¢2

Cancelando o termo zyc + a?, temos que:
)
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¢ B ab
ga = .

cvVa? — xg

Vamos agora desenvolver os célculos para obter tg 5. De fato:

ava?—1x¢92 a x9—cC

< b To )_( Yo ) b Zo _éx/aQ—:vOQ
p

t =t =
& 1_}_(_9 T )( Yo ) &/ ] b Zo b Va2 — 12
a~/a? —x¢%2) \To— ¢ aa® —12 \a x—c
bzo(zg — ) + (a® — x0?)
S tgf = a (wg—c)Va2 — x? g = —ab(xg? — xoc + a?® — x¢?)
& a*(zg —¢) — b* xg s (a2xg — a? c — b2xg)\/a? — x¢2
a? (xg — c)
o tgf= —ab(—wzoc+ a?)

Como a? — b? = ¢, temos que:

wp = ab (zoc — a?) _ ab (zoc—a?)

y 2)(x0 2 —a%c) Va? — x? c(xgc—a?)va? — xo?
ab (roc—a

c(rgc—a?) Va® — xg?

ab (zoc — a?)

= tgf= .
8/ ¢ (xoc—a?)va? — xp?

. 5

Provamos anteriormente que —5 To < C. Como ¢ > 0, temos que:
a

c
—5 Lo < 1.
a
Como a > 0, temos que:
cxy < a?
cxo—a’ < 0.
Logo, cxg — a? # 0 e entdo podemos cancelar o termo zyc — a?, e temos

que:

ab

tgf = ——— .
& cva? — x?

Com isso, concluimos que tg a = tg S no caso em que xy # ¢ e xg # a.

b?
Vejamos o caso xy = ¢, ou seja, caso P = | ¢, —va? —c? | = (c, — ). As
a a
. . . . ab
contas feitas acima pata tga continuam valendo, ou seja, tgax = ———.
cvVa? — xy?
ab ab a

Substituindo z¢ por ¢ e va? — ¢ por b, temos tgax = ——— = — = —.
0P p g v =2 b -

Agora para calcular tg 8 lembramos que PFiU é retangulo:

)
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 dist(Fy, U) C_¢ @?— a a
 dist(F, P) [l c b2 '

tg 8

Concluimos assim que tg o = tg 8 também no caso em que zy = ¢. Como

a e ( sao angulos agudos segue que:

Resta apenas discutirmos o caso em que zg = a, ou seja, P = (a,0).
Nesse caso a propriedade reflexiva é satisfeita trivialmente, pois a reta que
passa por P e F) e a reta que passa por P e F, sao ambas iguais ao eixo z, e

a reta tangente a elipse em P ¢ vertical de equacao x = a.
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4
Hipérbole

Uma hipérbole é o conjunto dos pontos do plano tais que o valor absoluto
da diferenca das distancias a dois pontos fixos, ditos focos, é constante e essa

constante é menor que a distancia entre os focos.

4.1
Equacao cartesiana da hipérbole

Sejam F} e Fy dois pontos distintos no plano e a > 0 tal que dist(Fy, Fy) >
2a. Vamos deduzir a equagao cartesiana da hipérbole com focos F} e F; e
constante 2a. Para facilitar as contas, o eixo = serd a reta que passa pelos
focos e o eixo y a reta perpendicular que passa pelo ponto médio dos focos.
Com isso, podemos escrever I} = (¢,0) e Fy = (—¢,0), onde 2¢ é a distancia

entre os focos.

Figura 4.1: Hipérbole Definicao

Considere P = (x,y) um ponto pertencente a hipérbole.

Foi observado que, pela desigualdade triangular, que 2a¢ < 2¢, ou
seja, a < c. Vejamos isso com detalhes: Pela desigualdade triangular temos
dist(P, Fy) + dist(Fy, Fy) > dist(P, Fy) e  dist(P, Fy) + dist(Fy, Fy) >
dist(P, F1). Como dist(Fy, F1) = 2¢, temos dist(P, 1) + 2¢ > dist(P, F3)
e dist(P, Fy) + 2c¢ > dist(P, F}), ou ainda, 2¢ > dist(P, Fy) — dist(P, F}) e
2c¢ > dist(P, Fy) — dist(P, F3). Se dist(P, Fy) > dist(P, F}), entao dist(P, Fy) —

dist(P, F1) = 2a e a primeira desigualdade acima garante que 2¢ > 2a. Se
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dist(P, Fy) > dist(P, F), entao dist(P, Fy) — dist(P, F») = 2a e a segunda

desigualdade acima garante que 2c¢ > 2a. Finalmente c¢ > a.

Vamos encontrar agora a equacao da hipérbole. Pela definicao, sabemos
que
|dist(P, Fy) — dist(P, Fy)| = 2a

Efetuando os calculos:

|dist (P, Fy) — dist(P, F3)| = 2a

V=74 (507 - /e — (9P T (y— 0F = +2a
Vi —2+y2—/(z+c)?2+y2=+2a

Ve —o2+ 2= /(z+c)?+y>£2a.

Elevando ambos os membros ao quadrado, temos:
(Va—r ) = (VTP @ 24)
(z—c)+y*=(r+c)+y*tdar/(z+c)2+y>+ (2a)
22 —2rxc+ 4y =2+ 2zct+ Aty Lda/(x+ o) +yE+4da
tdar/(z+c)?+y?=—4a®> —4dac
ta/(r+c)2+y2=—-a®>—zc.

Elevando ambos os membros ao quadrado, temos que:
(j:a (x 4 ¢)? —|—y2>2 = (—a*—zc)’

(£a)® (z+c)2+12) =a* +2axc+ A a?

a (4 2xc+A+yY)=a*+2a*xc+ Aa?

a?x?+2a’xc+a’ct+a’y? =a* +2a’xc+ 2 a?

Cancelando o termo 2 a? z ¢, temos que:
22t +a?y? =at + 2 a?

2% — A+ ay’ = at — a

22 (a® — )+ a?y? = a? (a® — )

Lembrando que a # ¢, pois a < ¢, podemos dividir ambos os lados por

a® (a* — %), temos que:

22 (a? — &) a2y a?(a?— )
a2 (a2 —c2)  a?(a?—c®)  a?(a®—c?)
Assim

22 2

el R

Agora observe a figura 4.2 abaixo.

Comoa>0,c>0ea<c temos a? < c? . a®> — 2 < 0 e segue daf que

existe um ndmero real b > 0 tal que a® — ¢ = —b?. Logo:
2 2
Z Y
A


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 1212454/CA


PUC-RIo - Certificacdo Digital N° 1212454/CA

Capitulo 4. Hipérbole

TP(x,¥)

Fi-c,0) Fic,0) x

Figura 4.2: Hipérbole Propriedades

Ou seja,

Reciprocamente, se as coordenadas de um ponto P = (x,y) satisfazem
a equacao Z—z — Z—z = 1 paraa > 0e b > 0, entao o ponto P pertence a
hipérbole de focos Fy = (¢,0) e Fy = (—¢, 0) e constante 2 a, onde ¢ = /a2 + b2.
Para provar essa reciproca basta seguir as contas acima no caminho inverso
tomando cuidado com a parte onde elevamos ao quadrado (veja no Apéndice

B a demonstracdo com os detalhes).

Se P = (z,y) é um ponto da hipérbole, entdo x < —a ou a < x, pois

2 . 2 . .
%7 > 0 e somando-se 1 aos dois lados, temos 5—; =1+ % > 1, o que implica
que 2% > a?, ou seja, < —a ou a < x. Observamos que (—a,0) e (a,0) sdo os

pontos de intersecao da hipérbole com o eixo z.

4.2
Propriedade reflexiva da hipérbole

Vamos agora mostrar a propriedade reflexiva da hipérbole. Ela nos diz
que se uma reta passa por um dos focos da hipérbole, digamos Fy = (—c¢,0), e
por um ponto P = (z¢,yo) da hipérbole, ela sera refletida e passara pelo ponto
P = (z9,0) e pelo outro foco da hipérbole F; = (¢, 0).

Primeiramente, considere um ponto P = (zg,yy) qualquer da hipérbole
de focos Fy = (¢,0) e Fy = (—¢,0).

Observe que a hipérbole é simétrica em relacao ao eixo x e ao eixo

27
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y. Entao, vamos restringir a analise ao caso em que P pertence a parte da

hipérbole que esta no primeiro quadrante. Isto significa que estamos supondo

r>aey >0, tais que — — = 1. Agora vamos definir a funcao cujo grafico

¢ a parte da hipérbole no primeiro quadrante e encontrar a equacgao da reta

tangente em um ponto.

2 2
@y
a?  b?
2 2
y x
2 2 2
Y ¢ —a
CETLE
b (x* — a®)
2 _
= y? = -
B (2% — a?)
i
N |b| V22 — a?
Y= —/—7"7—"
|a|

Comoa>0eb>0,|a|=aelb] =0b. Logo:

b
y= -2 —a?
a
A funcao
f: [a,00) — R
b

x — f(z) = = Va? —a?

a

¢ derivavel em x € (a,00) e sua derivada em cada ponto x é:

) = b ( 2w ) b x
a \2+vx?—a? a a2 —a?
Seja P = (g, yo) um ponto do grafico de f com xy # a e t a reta tangente

a hipérbole em P. A equacao de t é

Zo

a \/LEO2 —q?

Y—Yo= (x — ).

Seja o o angulo formado pela reta que passa pelos pontos F» e P e a reta
t, e 5 o angulo formado pela reta que passa pelos pontos F; e P e a reta t tais
que « e [ estao contidos em ZF,PF} e seu oposto com relacao a P como na
figura abaixo.

Para que essa definicao de o e 3 faca sentido é preciso mostrar que os
dois focos sempre estao em semiplanos, definido por ¢, diferentes. Equivalente-
mente, devemos mostrar que a primeira coordenada do ponto, digamos @), de
intersecao de t com o eixo z, esta entre —c e c.

Como @ esta em t, temos
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Figura 4.3: Propriedade Reflexiva da Hipérbole

b Zo
O—yoza — (x — xo).
b
Usando yy = — Vxo? — a?:
a
b b Zo

0— Va2 —a?=-
a

a ZL‘OQ — a?

= —Vre?—a?= S (x — x0)

—(20* — a®)
> — =1 —x
Lo
(12 —1'02
= ——4ao=21
Zo
(12 —1'02
> —— +tao==x
Zo
a® —x02+x02
= =2
Lo
a2
= r=—.
Zo
a2
Como xy > a, vale que axg > a? e a > —. Lembrando que —c < 0 e
Zo
a2
a < ¢, chegamos a —c< (0 < —<a<c.
Zo

Mostrar a propriedade reflexiva significa mostrar que a = (. Primeira-
mente, iremos mostrar que os angulos « e [ sao agudos. Para isso, vamos fazer
as seguintes consideracoes:

u : reta que passa pelos pontos I} e P.

v : reta que passa pelos pontos F;, e P.

t : reta tangente a hipérbole no ponto P.

s : reta perpendicular a reta t no ponto P.

W=tn{(xr,y) e R*|z =0}
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=tN{(z,y) € R*|y =0} (como definido anteriormente)
—sﬂ{(x, y) € R? |z =0}
U=sn{(z,y) € R?*|y =0}
M =vn{(z,y) € R?|z =0}

Figura 4.4: Hipérbole Pontos

Para mostrar que o é um angulo agudo, basta mostrar que M esta entre
W e T. E para mostrar que 8 é um angulo agudo, basta mostrar que Fj esta
entre () e U.

Equacao da reta t:

Y —yo = f'(zo) (x — o)

b ZTo
= Y—Y=—- ——=(r —x9) .
Y=Y a %2_&2( 0)
Equagao da reta s:
Y=y =~ (=1
0 f/(xo)( )
a V1o — a?
:>y—2/0:—5 o (z — x0)
Equacao da reta u:
Y—Y% _ %0
r — 2o Tog— C
Yo
jy—yozxo_c(l’—l’o)-

Equacao da reta v:
Y=Y _ Y%—-0 _ Yy—=% =0
r—x9 To— (—c) r—x9 Xop+c

= Y—Yo = (x — o).

Tg+C

As coordenados de () ja foram calculadas:
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o- (o)
Zo

Coordenadas do ponto W:

Fazendo x = 0 na equacao da reta t e substituindo

temos: )
Zo
— —Vre? —a?=— 0—x
Y 0 a x02—a2( 0)
b b $02
= y=—-Vrl—a?— - ———
Y g Vo @ Vo — @
b (w0 — a?) — bxy?
= y=
a/xo? — a?
bxo? —ba® — bxy?
= y=
AN =@
—ba?
:> P —
avro? — a?
Loy —ab
Y To? — a2
Logo:

W = (0’;'“))‘
To? — a2

Coordenadas do ponto U:

Fazendo y = 0 na equacao da reta s e substituindo g

temos:
b 5 5 a Vo2 — a?
0——Vze?—a?=———— (z — )
a b To
_g, /102 — a?
= Tl = T S
_a V0T T a7
b
2 o
b i
= T — Ty = 5
g
b Zo
= T =9+
a2
zo (a* + b?)
= r=——p".
a
2
Como a® + b* = %, temos que: z = —— e ,portanto,
a

U:(if“,o).
a

Coordenadas do ponto T

Fazendo x = 0 na equacao da reta s e substituindo yg =

temos: . 5
b a Vzro? —a
y—avaQ—cﬂ:—gox—o (0 — o)
/—x02 — 42

b a
= y:?/xo?—az—ir 2

b [+ 2 2
= JVZo~ —as,

b /[r2 2
= . To= — a=,

b./» 2 2
V2o~ —as,
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b2 V12 — a? + a® Va2 — a?

ab
(a® 4+ b?) Vxo? — a?
ab '

Como a? + b* = ¢?, temos que: y =

= y=

= y=

A \xo? — a?

ab
Logo:
- (0 e \/7—>
S\ ab '

Coordenadas do ponto M:

Fazendo x = 0 na equacgao da reta v, temos que:
Yo

—Yg = 0—=x
Y —%Yo x0+c( 0)
Yo
= Y=Y+ -
Y="1Yo m0+c< 0)
x J—
= y= 0Y0 + CYo — ZTo Yo
To+ C
N _ bevae? - a?
v= a(rg+c)
Entao:

2 52
M_<O,bc—vwoa>.

a(xo+c)

Agora que ja encontramos as coordenadas dos pontos W, Q, T, U, e M,
vamos agora mostrar que o angulo « é agudo, isto é, mostrar que a semirreta
que passa pelos pontos P e M esta entre a semirreta que passa pelos pontos P

e T e pela semirreta que passa pelos pontos P e W. Para isso, vamos mostrar
zovVat+ 0>+ (a—b)*+ab 0
xo +C e
pois sendo a,b, ¢ e zy positivos, temos zg Va2 + b2 > 0,(a —b)? >0, ab>0e
xo + ¢ > 0 . Substituindo v/a? 4+ b2 por ¢, ficamos com
cxg+a®+b*>—ab

que o ponto M esta entre T e W. De fato:

>0
X —|'20
cw —ab
Crote—ab
To+ C
c —ab
(xo+¢)—a -0
X+ C
c b
L @t ab
T+ C T+ C
ab
= c— 0
To+cC
ab
= <c
To+cC
Multiplicando-se ambos os lados da desigualdade acima por ¢, temos que:
b
a2¢ <.
Tg+C

Dividindo-se ambos os lados da desigualdade acima por a?, temos que:
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abce c

a? (o +c) <2

bc c?
a(xo+c) S

Multiplicando-se ambos os lados da desigualdade acima por v/zy% — a2,

temos que:
bevxg? — a? _ A \xo? — a?
a(zo+c) a? '
O que mostra que M estd abaixo de T'.

Agora, observe que:

(rg — a)(wg + a) > 0, pois 7y > a. Logo x¢? — a® > 0 e segue dai que:
a? (xo + ¢) + ¢ (o — a?)
a? (xg + ¢)

2 _ 2
=14 c(zo® — a®)
a? (zg + c)
2 2
clzg’—a’)
a? (zo + )
Como b > 0, temos que:
be(xg? — a?) )
a?b(zo+ c) '
Multiplicando-se ambos os lados por a b, temos que:
be(xg? — a?)

>0

>0

> —ab.
a(zo + ¢)
Dividindo-se ambos os lados por v/z¢? — a2, temos que:
be(xg? — a?) . ab
a(xo + ¢) Vag? — a? 02 — a?
be(wg? — a?) Vg — a2 ab

> J—
a(zo+ ) (vo? — a?) Vo2 — a?
bexg? — a? - ab
a(xo+c) Vo2 —a?

O que mostra que M esta acima de W.

Resumindo:

ab bevag2 —a? A xg? —a?

Vo2 — a? = a(zo+c) = a? '
Entao, o ponto M estd entre T e W como queriamos demostrar, e
portanto a semirreta que passa pelos pontos P e M estd entre a semirreta
que passa pelos pontos P e T e pela semirreta que passa pelos pontos P e W.

Com isso, podemos concluir que o angulo « é agudo.

Vamos agora mostrar que o angulo g é agudo. Para isso, basta mostrar
que a semi reta que passa pelos pontos P e Fi esta entre a semi reta que
passa pelos pontos P e () e pela semi reta que passa pelos pontos P e U.

Equivalentemente, temos que mostrar que o ponto F) esta entre () e U.
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Lembramos que 0 < a < ¢ e que 0 < a < xg. Assim, vale que a? < cxy.
2

. . . a .-
Com isso segue-se primeiro que — < c. Multiplicando-se a?

< cxo dos dois

Zo
2
, . 9 9 . C" To
lados por ¢, que é positivo, nos leva a ca® < ¢ xg, ou ainda ¢ < 5
a
Resumindo:
a? 2z
— < c< 3
Zo a

Vemos entao que o ponto F} estd entre () e U, e portanto a semirreta que
passa pelos pontos P e F) estd entre a semirreta que passa pelos pontos P e
@ e pela semirreta que passa pelos pontos P e U. Com isso, podemos concluir
que o angulo 8 é agudo.

Agora que ja mostramos que « e [ sao agudos, iremos demonstrar que

tga = tg B e concluir que a = .

A demonstragao a seguir envolve contas com o coeficiente angular da reta
que passa por P e Fi, mas se rg = c¢ a essa reta é vertical, por isso vamos supor
no momento ry # c¢. Comegamos com as seguintes consideragoes:

my : coeficiente angular da reta que passa pelos pontos Fr = (—c¢,0) e
P = ($07 yU)

-0
mlzyo— = mlzL.
xg — (—c¢) To+ ¢

ms : coeficiente angular da reta t tangente em x.
/ Zo
meo = f To) = Mo = — —F/————.
(o) P o

Observando que o ponto P = (xg,yo) pertence a hipérbole, temos que:

_ 2 2
Yo = — V Xp® — a“,
ou ainda
a Yo
/202 — a2 =
b
Com isso,

b Zo bz Zo

a(ayo/b) a?yo
mg : coeficiente angular da reta que passa pelos pontos F; = (¢,0) e
P = (o, Yo)-

meo =
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Capitulo 4. Hipérbole

Observe a figura a seguir

Figura 4.5: Hipérbole Reta Normal

Podemos concluir que:

my = tge?
my = f'(x0) = tge,
ms = tgw

Além disso:
ce=a+0 = a=¢c—10,

Logo:
tge —tgh —
tga =tgle —0) = 6e 187 _ M2
1+tgetgh 14+momy

b2 xq Yo b% z (1 + ¢) — a’yo?
2., 2
= tga= agég rot+e i ayo(xo—l-;)
1 To Yo a®yo (wo +¢) +b* 2o o
a’yy To+c a2 yo (zo + ¢)
b2 2 b2 2
= tga = To® + 0°cxg — a Yo

a? o yo + a*cyo + 0> woyo
Lembrando que 1y = g Vo2 — a2, podemos substituir a? y? por b? (x¢* —

a?) e obtemos

b? 20? + b? cwg — b2 (0% — a?)
tga=—73 2 2

a? xgyo + a® cyo + b> xo Yo

b? 202 + b? cxg — b> 20 + a® b?

a? xoyo + a® cyo + b% xo yo
Colocando xgyo em evidéncia no denominador, temos
. b2 zo? + b cxg — b 2o + a? b2
o =

& o Yo (@* + %) + a* cyo

Lembrando que a? + b? = ¢%, obtemos agora

= tga =

35
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Capitulo 4. Hipérbole

tea =
& 2 xoyo + a®cyo
b (cx a?
= tga = ( o+ 2)
cyo (cxo + a?)
Finalmente,
b2
tgox = —.
CYo
E também,
tgw —tge  mg—mq

t :t — fry ey
8 =tglw—e) 1+tgwtge 14+ mgme

Yo b? g a?yo? — b* z (z9 — )
Txo—c a’yp a? yo (z9 — ¢)
14 %0 _b2~”€0 a® yo (xo — ¢) + b% 29 Yo
xo—c a’yp a?yo (xg — )
a’yo® — b2 x> +bcx
= tgf = Yo o” + 0

a? xoYo — a’cyo + b2 xoyo
Substituindo a?yy? por b* (x¢? — a?), obtemos
B b? (292 — a?) — b2 2> + V? cag
a? o yo — a* cyo + b T Yo
b? 202 — b?a? — b? xy® + b cxy
= tgf= 2 2 2
a®Toyo —a’cyo + b2 zoyo
Colocando xgyo em evidéncia no denominador, temos
b2 202 — b? a® — b% xy% + V% cx

to B =
8h To Yo (a? +0?) — a? cyo
g f = b2 cxy — a’b?
& ~ moyo (a2 +b?) —atcyy
Com a® + b* = ¢,
b2 cxg — a’ b?
tg S = 5
C $0£20—CL Cyo2
= tgf= <Cx0_ag :
cyo (cxg — a?)
Dai

2

tgf=—.
CYo

Com isso, concluimos que tg o = tg f no caso em que xy # ¢ e xy # a.

: : b — b?
Vejamos o caso ro = ¢, ou seja, caso P = | ¢, —Vc*?—a* | = (¢, — ).
a a

As contas feitas acima pata tga continuam valendo, ou seja, tgar = —.
€Yo
b? 1 a

ch?/a - cla ¢
Agora para calcular tg 8 lembramos que QF; P é retangulo:
2
dist(Q, F° c— % 2 a?
ta = ist(Q, F1) C—a’ a _a

Substituindo yg por %, temos tga =

c

 dist(F, P) = c  ® ¢
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Capitulo 4. Hipérbole

Figura 4.6: Hipérbole angulo reto

Concluimos assim que tg a = tg  também no caso em que zy = ¢. Como

a e [ sao angulos agudos segue que:

Resta apenas discutirmos o caso em que zg = a, ou seja, P = (a,0).
Nesse caso a propriedade reflexiva é satisfeita trivialmente, pois a reta por P
e F1 e areta por P e F, sao ambas iguais ao eixo x e a reta tangemte a elipse
em P ¢ vertical de equagao x = a.

Com isso, fica demonstrada a propriedade reflexiva da hipérbole.
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5
Aplicacoes

Podemos perceber que a parabola tem propriedades reflexivas interessan-
tes. Uma aplicacao desta propriedade pode ser observada na construcao das
antenas parabdlicas, considerando raios de luz paralelos ao eixo da parabola
e sendo refletidos para o foco, onde, por exemplo, é colocado um receptor de

sinal para receber os sinais via satélite (figura 5.1).

(espelho parabolico) (antena parabolica)

Figura 5.1: Antena Parabdlica

Outra aplicacao interessante é observada na construcao dos fardis de
automéveis, onde a lampada é localizada no foco dessa parabola em que os

raios de luz sao incididos e refletidos na superficie parabdlica (figura 5.2).

Sup. espelhada

Farol de um automdvel Secgdo de um farol

Figura 5.2: Farol de Carro

Nos dois casos acima as superficies sao parabdlicas e isso faz com que os

sinais de radio e luz sejam amplificados para o foco da parabola.
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Uma outra aplicagao com superficies parabdlicas pode ser observada no
fogao solar onde se coloca um suporte de forma que a panela esteja no foco da

parabola como nas figuras 5.3 e 5.4.

Figura 5.3: Fogao Solar 1

Figura 5.4: Fogao Solar 2

E f4cil ver que nao funcionaria trocar um paraboldide por uma esfera, mas
poderiamos nos perguntar se uma outra superficie concava espelhada poderia
ser usada no lugar da parabola, ou seja, se outra forma de espelho concentraria
raios paralelos refletidos em um foco. Em (Dutenhefner) encontramos uma
demonstracao usando calculo diferencial a uma variavel de que de fato a
parabola é a unica curva com tal propriedade.

Ja com relacao a elipse, podemos observar sua propriedade reflexiva nos

refletores odontolégicos de maneira que o grande objetivo desses aparelhos
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¢ concentrar o maximo de luz, sem que essa luz cause desconforto para o

tratamento dentario do paciente.

Figura 5.5: Refletor Odontolégico 1

Observe na figura 5.6, o funcionamento do refletor odontoldgico. A luz
da lampada é concentrada através do espelho no outro foco, que é ajustado

pelo dentista para estar num ponto dentro da boca de seu paciente.

anteparo opaco

: f

D

pontos conjugade

Figura 5.6: Refletor Odontolégico 2

Também podemos observar a presenca de aparelhos em formato de elipse
em tratamentos de radioterapia, onde os raios sao incididos na superficie
eliptica e refletidos no tecido doente, nao afetando outros tecidos na vizinhanca
desse tecido doente.

Finalmente, a hipérbole possui sua propriedade reflexiva na construcao
de telescopios de reflexao. Esses telescopios funcionam da seguinte maneira:
O espelho maior é parabdlico e o menor é hiperbdlico e tais espelhos sao
construidos de maneira que seus eixos coincidam e que um dos focos do espelho

hiperbdlico seja o foco do espelho parabdlico.
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Os raios de luz incidem sobre o espelho parabdlico e refletem para o
foco desse espelho. Como também este é o foco da hipérbole, os raios de luz
se refletem e se dirigem em direcao ao outro foco. Estes raios de luz passam
através de uma fenda no centro do espelho parabdlico no qual estd uma lente
ocular que permite corrigir a trajetéria da luz, que chega finalmente aos olhos

do observador.

=" Hyperbolic P
P sect:_mdary e
- mirror Pl

Parabolic
primary
mirror

-
=

Figura 5.7: Telescopio

Esse telescopio é feito com combinagao de curvas. Outros exemplos de
combinacao de curvas e propriedades reflexivas podem ser encontrados em

(Downs).
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Referéncias das Fotos e Figuras do Capitulo:

(1) http://www.sempresustentavel.com.br/solar.htm (fogao solar)

(2) http://tupidataba.blogspot.com.br/2005/07 /fogo-solar-feito-com-

embalagem-longa.html (fogao solar)
(3) http://en.wikipedia.org/wiki/Cassegrain_reflector (telescépio)

(4) http://www.ebah.com.br/content/ ABAAAfxCEAG/quadricas-marlon

(farol de carro)

(5) http://alfaconnection.net/pag_avsf/luz0303.htm

(aparelho odontoldgico)

(6) http://www.kaeleodonto.com.br/ (aparelho odontolégico)

42


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 1212454/CA


PUC-RIo - Certificacdo Digital N° 1212454/CA

6
Projeto de Ensino

Esse trabalho pode ser abordado como tema de uma aula a ser aplicada no
ensino médio. Sabemos que os alunos tém uma grande dificuldade em entender

a associacao entre uma curva e uma equacao, ou seja, entre geometria e algebra.

Um exemplo classico de sala de aula é quando o professor do 1° ano
do ensino médio, ao introduzir o grafico de uma funcao quadratica, afirma
que a equacao y = ax? + bx + ¢ representa uma pardbola, mas isso sem
definir parabola como lugar geométrico e nem como secc¢ao conica. A professora
Renata, orientadora desse TCC, vem trabalhado héd anos com alunos da
disciplina de calculo de primeiro semestre na PUC-Rio e relatou que a maioria
dos alunos chega a universidade sem saber o que é uma pardbola, sabem que
tem um formato parecido com um ”U”, mas alguns acham que se a figura
estiver inclinada (diretriz ndo horizontal) a figura deixa de ser uma parabola.
Também nao é rara a auséncia da definicao nos livros didaticos usados nas

escolas.

O uso de novas tecnologias na escola pode alavancar a aprendizagem
dos alunos e estabelecer ligacoes com o que o aluno ja conhece com o que
¢ novo. Tendo infraestrutura, podemos incluir atividades fazendo o uso do
GeoGebra, levando os alunos a raciocinar sobre conicas e suas respectivas
representacoes cartesianas. Uma grande vantagem de se utilizar um programa
como o GeoGebra é o poder de movimentacgao de objetos, proporcionando uma

boa visualizacao sobre o problema que estamos tratando.

Na escola onde leciono, Pedro II, iremos realizar um projeto de aprofun-
damento, onde iremos abordar conteidos mateméticos para alunos que pre-
tendem seguir a area tecnoldgica ou cientifica ou que simplesmente tenham
interesse em matematica. A seguir mostraremos um esbogo de um roteiro para
aulas sobre parabola com carater interdisciplinar, onde usaremos a propriedade

reflexiva como motivagao e contextualizacao.
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Roteiro:
1. Definir pardabola como lugar geométrico.

2. Desenhar parte de uma parabola com régua, esquadro e uma corda:

. Discutir o gréfico de equagao y = —x

Figura 6.1: Construgao de Parabola

. Mencionar antena parabdlica e perguntar se os alunos imaginam a relacao

com parabola.

. Deduzir a equagdo no caso foco F' = (0,1/4) e diretriz de equagao

y = —1/4: Usar apenas o Teorema de Pitdgoras para encontrar dist(P, ')
sem falar de férmula de distancia e calcular a distancia entre P e a diretriz

visualmente.

. Avisar que as equacoOes que sao estudadas na escola sempre terao a reta

diretriz horizontal.

2 e concavidade.

. Usar o GeoGebra para relacionar graficos e equacoes y = az? + bz + c.

. Discutir reflexao fazendo perguntas como, por exemplo, se uma bola de

sinuca bater na lateral da mesa como eles acham que sera a trajetoria,
ou se uma luz bater em uma superficie espelhada como eles acham que

a luz sera refletida, etc.

. Procurar com os alunos figuras de antenas parabdlicas na Internet e

afirmar que de fato existe a relacao com a parabola.

44
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10. Explicar a propriedade reflexiva da parabola, sem demonstrar. Aplicar

para a antena.

11. Usar o GeoGebra novamente para ilustrar a propriedade reflexiva.

Arquivo Editar Exibir Opcdes F Janela Ajuda
o
A A, _41'7 \\'V aBC | a2
[e] A1 B @O, L) N o ) 0o
» Janela de Algebra x| | » Janela de & E3
= Funcdo p=19
[ L -_—
@ =
™) =739
= Nimero
9 p=13
= Ponto F— Foco
9 A=(442,-19) » — Ordenada do foco F
O B=(4.42,8.97) P
-0 ¢ =(1'3,2:1,'12,73) t — Reta tangente que passa pelo ponto P
2 F=(0.19) dist( P.F)= 4.47
O F'=(1.5,-0.82) ’
9 P=(4.42,2.57) dist ( Pr) = 4.47
9 V=(0,0)
= Reta 4|
@ bix=4.42
9 rny=-19
@ ty=1.16x-257
= Segmento 4 2 10 12 14 16 18
@ =447
~@ d=4.47
12 L N EE N A
-3 g=4071° T 1
-0 B=40.71° i
" |
i
Entrada: ]

S DT )

Figura 6.2: Uso do GeoGebra

12. Mostrar aos alunos que outras curvas nao possuem as propriedades
reflexivas da pardbola usando como ferramenta o link:
geogebratube.org/studenta,/m100696.

13. Procurar com os alunos videos na Internet com mais aplicagoes como,
por exemplo, a reportagem feita sobre o fogao solar no sertao da Paraiba:

https://www.youtube.com/watch?v=j5zddlut_9g.

14. Relacionar com a disciplina de fisica.

Gostaria de fazer uma observacao final sobre o uso de Internet. E bastante
valido o uso de computador, celular, tablets. A pesquisa na Internet pode
ser extremamente rica. Porém deve haver um crivo, uma espécie de filtro de
pesquisa, e o papel do professor é de orientar os alunos de forma adequada
sobre o que é vélido ser utilizado como fonte de pesquisa ou nao. Sé para citar
um exemplo, nao é raro encontrarmos desenhos de parabolas que na verdade

sao semicircunferéncias.
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7
Conclusao e trabalhos futuros

Este trabalho foi focado na apresentacao e demonstragao das proprieda-
des reflexivas das conicas. Uma aplicacao importante deste trabalho é o fato de
observar essas propriedades reflexivas no nosso cotidiano, como observamos no
capitulo 5 . Tais aplicacoes sao importantes, pois elas, de alguma maneira, tem
a intencao de atrair, convidar e levar os alunos a estudarem tais propriedades,
juntamente com o professor que tem o papel importante de orientar esses alu-
nos a concluirem que cada conica possui propriedades reflexivas interessantes
que influenciam no nosso cotidiano.

Planejamos continuar este trabalho como foi observado no capitulo 6.
Primeiramente, temos a intencao de apresentar as propriedades reflexivas,
fazendo o uso de videos e apresentacoes interativas usando o software GeoGebra
e posteriormente desenvolver e demonstrar todas as propriedades com os
alunos, e é nesse contexto que se insere o Profmat, pois é importante que
o professor seja bem preparado, que tenha os conceitos bem estabelecidos e
organizados para que ele possa promover e planejar boas aulas. A proposta do
profmat consiste em aprender para ensinar.

Para finalizar, deixo aqui neste trabalho um projeto de ensino, onde
podemos nos basear nele para planejar um plano de curso interessante, fazendo
com que o aluno se sinta confortavel e capaz de realizar tarefas que permitam a
ele, a concluir e deduzir todas as propriedades reflexivas. E importante deixar
registrado que nossa intencao, com esse projeto de ensino, é primeiramente
aplicar, relatar e verificar através de experiéncias em sala de aula, o que
podemos concluir e, apds essas experiéncias, podemos propor um plano de
aulas para podermos ministra-las. Ao leitor deste trabalho, deixo aqui o meu

contato via email lsouzagoncalves.mat@gmail.com, onde podemos entrar em

contato para podermos trocar experiéncias que possam contribuir para o

melhor desenvolvimento deste projeto de ensino.
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A
Apéndice com Reciproca da Eq. da Elipse

2 2
Seja. P = (z,y) um ponto do plano tal que — + ‘Z—Q = 1 para

a
a > b > 0. Vamos provar que P pertence a elipse de focos F; = (c,0) e

Fy = (—¢,0) e constante 2a, onde ¢ = v/a? — b2, ou seja, vamos provar que
dist(P, Fy) + dist(P, F3) = 2a.

Vamos fazer algumas observacoes sobre os pontos que estamos conside-
rando antes de comecarmos as contas. Como a > b, temos ¢ > 0, e portanto

Fy # F5. Além disso, F| # P e Iy, # P, pois as coordenadas de Fj e de Fy nao

. ~ 2 2
satisfazem a equacao % + ¥3 = 1. De fato, colocando as coordenadas de F;

ou de Fj na equacgao, teriamos 2—2 + 2—; = 1, ou seja, a®> = ¢, o que nao pode
acontecer uma vez que a’> = c? +b* e b > 0.
2
Substituindo b* por a* — ¢ na equacdo — + 5= 1, ficamos com:
a
2 2
T Y
— + =1 (Eq.A)

a2 a2 _ 2
Colocando as fragoes com o mesmo denominador, obtemos
22 (a® — &) a2y
a?(a? —c?)  a?(a® — ?)

Multiplicando a equacio por a® (a? — ¢?), chegamos em

22 (a® — )+ a?y? = a? (a® — &)
= a’2® - +a’y? =a* —a®c?

= a?r*+ad*?+a*y?=a + Pt

Somando 2 a? ¢z nos dois lados,

a?r? +2a’cr+alE+ady?  =a'+2a’cx +c2a?

= a® (2 +2cx+ A+ y?) =a*+2d*(cx) + (cx)?

= (x4 +y%) = (a®+zc).

Agora temos duas possibilidades:

a>+rxc=a/(r+c)?+y? (Eq.1)

ou

a?+rc=—a/(x+c)?+y>  (Eq2).

Vamos trabalhar primeiro com a Eq. 1. Multiplicando a equagao por 4,

temos

dav/(z+ce)?+y2=4a® +4zc
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=day/(r+c)2+y:=4a*+r*+4zc+c* - +y? —y? —a?

= 22 —2zc+ A+t =4a® —da/(z+ )2+ 2+ (x4 ) +y?
2
=2 —2xc+ A +y*=4ad>—4a (:L‘+c)2—|—y2—|—( (x+c)2+y2>

2
= (z—c)?+y?= <2a— (:c+c)2+y2> .
Novamente temos duas possibilidades:

V=) +y2=2a—/(x+c)?+y? (Eq.1.1)

ou
—(@=c)2+y2=2a—/(x+)?+y? (Eq.1.2).

Vamos trabalhar agora com a Eq. 2. Multiplicando a equacao por 4,

temos

A/ TT PP = da +dac
= —da/(z+c)2+y2=4a>+ 22 +4xc+ A —A+y? -y — 2P
= 22— 2zxc++ Pt =4a’ +4a/(z+ )2+ 12+ (x+ )+
=o' —2zct ity =4d’ +4a (w+c>2+y2+< (x+c)2+y2>2

= (z—c)+y*= <2a+ \/m>2

Assim como no caso da Eq. 1, trabalhando com a Eq. 2 obtemos duas
equacao:

(x—c)2+y2=2a+/(x+ )+ y? (Eq.2.1)

ou

—V/ (@ =2+ =2a+/(z + )+ 2 (Eq.2.2).

A expressio \/(z — ¢)? + y2, ou ainda, v/(z — )2 + (y — 0)2 ¢ a distancia
entre P e Fi. E /(2 +¢)2 +y2=+/(x — (—¢))? + (y — 0)2 é a distancia entre
P e F;,. Podemos entao apresentar as quatro equagoes Eq.1.1, Eq.1.2, Eq.2.1 e

Eq.2.2, em termos de distancias:
dist(P, F1) = 2a — dist(P, F3) (Eq.D.1.1),
—dist(P, F}) = 2a — dist(P, F») (Eq.D.1.2),
dist(P, F1) = 2a + dist(P, Fy) (Eq.D.2.1),
—dist(P, F}) = 2a + dist(P, I) (Eq.D.2.2).

A equagao Eq.D.1.1 nos déa dist(P, Fy) + dist(P, F3) = 2a, o que prova

que P esta na elipse de focos F; e F, e constante 2a.

Para terminar a demostracao vamos verificar que as outras trés equagoes

nao sao possiveis.
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A equacao Eq.D.1.2 nos da dist(P, F}) + 2 a = dist(P, F»). Pela desigual-

dade triangular
dist(F}, Fy) + dist(Fy, P) > dist(Fy, P).
Substituindo dist(F7, F3) por 2 ¢ na desigualdade triangular mencionada, temos
2 c+ dist(Fy, P) > dist(Fy, P).

Substituindo dist(F,, P) por dist(P, F1)+ 2 a de acordo com Eq.D.1.2, ficamos
com
2 ¢+ dist(Fy, P) > dist(P, F}) + 2a.

Simplificando, temos 2 ¢ > 2 a . O que ndo pode ocorrer, pois ¢ = va? — b? < a.

Da Eq.D.2.1 temos dist(P, F;) = 2a + dist(P, F3). Pela desigualdade
triangular

dlSt(FQ,P) —|—d1St(F1,F2) Z dlSt(Fl,P)

Substituindo dist(F7, Fy) por 2 ¢ na desigualdade triangular mencionada, temos
dist(Fy, P) 4+ 2 ¢ > dist(F}, P).

Substituindo dist(Fy, P) por dist(P, F») 4+ 2 a de acordo com Eq.D.2.1, ficamos
com
dist(Fy, P) + 2 ¢ > dist(P, I,) + 2a.

Simplificando, temos 2 ¢ > 2a . O que nao pode ocorrer, pois ¢ = Va? — b? < a.

Por ultimo, a Eq.D.2.2 nos diz que —dist(Fy, P) = 2a + dist(F3, P). No
lado esquerdo da equacao temos um nimero negativo, enquanto que no lado

direito temos um numero positivo, o que é um absurdo.

Provamos entao que apenas a equacao Eq.D.1.1 é compativel. Logo P

esta na elipse de focos I} e F, e constante 2a.
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Apéndice com Reciproca da Eq. da Hipérbole

22 2
Seja P = (x,y) um ponto do plano tal que — — Y 1 para a > 0

a2 b2
e b > 0. Vamos provar que P pertence a hipérbole de focos F; = (¢,0) e
Fy = (—¢,0) e constante 2a, onde ¢ = va? + b2, ou seja, vamos provar que

|dISt(P, F1> — dlSt(P, FQ)‘ = 2a.

Vamos fazer algumas observacoes sobre os pontos que estamos conside-
rando antes de comecarmos as contas. Como ¢ = v/a? + b? e a e b sdo positivos,
temos ¢ > 0, e portanto I} # Fy. Além disso, | # P e F;, # P, pois as coorde-

~ . ~ 2 2
nadas de Fy e de F, nao satisfazem a equagao 7z — ¥ = 1. De fato, colocando
~ , 2 2 .
as coordenadas de F} ou de F» na equagao, teriamos & — 2—2 = 1, ou seja,

c? = a?, o que nao pode acontecer uma vez que ¢2 = a? +b%> e b > 0.

2 2
Substituindo —b* por a* — ¢? na equagao — — i 1, ficamos com:
a
2 2
x
Ty Y 1 (EqB)

a2 a2 _ 2

Observamos que a Eq.B é idéntica a Eq.A do Apéndice anterior que
trata o caso da elipse. A diferenca esta apenas na relacao entre as constantes
a e ¢, portanto com as mesmas manipulacoes algébricas chegamos nas quatro

equacoes:
(x—c)2+y2=2a—/(r+¢)>+ 1> (Eq.1.1),
V(@@= +y2=2a—/(x+e2+y> (Eql.2),
(z—c2+y=2a+/(z+c2+y2 (Eq21),
V@ =2+ =2a+/(r+c)?+y2 (Eq22).

Em termos de distancias:

dist(P, F}) = 2a — dist(P, F3) (Eq.D.1.1),
“dist(P, 1) = 2a — dist(P, ) (Eq.D.1.2),
dist(P, F) = 2a + dist(P, i) (Eq.D.2.1),
_dist(P, ) = 2a +dist(P, ) (Eq.D.2.2).

A equacao Eq.D.1.2 é equivalente a equacao dist(P, Fy) — dist(P, F}) =
2a. E Eq.D.2.1 é equivalente a equagao dist(P, ) — dist(P, F») = 2a. Dizer
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que P satisfaz dist(P, Fy) — dist(P, F}) = 2a ou dist(P, F}) — dist(P, F3) = 2a
é equivalente a dizer que P satisfaz |dist(P, F}) — dist(P, F3)| = 2a e portanto

P pertence a hipérbole de focos F e F; e constante 2 a.

Para terminar a demostragao basta verificar que as equacoes Eq.D.1.1 e

Eq.D.2.2 nao sao possiveis.

Da Eq.D.1.1 temos dist(P, Fy) + dist(P, F,) = 2a. Pela desigualdade
triangular

diSt(FQ, P) + diSt(Fl, P) 2 diSt(F17 FQ)
Substituindo dist(Fy, F3) por 2 ¢ na desigualdade triangular mencionada, temos
dist(F3, P) + dist(F1, P) > 2c.
Substituindo dist(P, F1) + dist(P, F3) por 2a de acordo com Eq.D.1.1, ficamos

com 2a > 2c. O que ndo pode ocorrer, pois ¢ = va? + b? > a.

Por tltimo, a Eq.D.2.2 nos diz que —dist(F;, P) = 2a + dist(F,, P). No
lado esquerdo da equacao temos um niumero negativo, enquanto que no lado

direito temos um nimero positivo, o que é um absurdo.

Logo P esta na hipérbole de focos F} e F5 e constante 2 a.
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