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UM CRITERIO DE PRIMALIDADE BASEADO NO
TEOREMA DE WILSON
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Resumo: Neste trabalho, estudamos um dos assuntos mais instigantes da matematica, os
niumeros primos. Apresentaremos um novo resultado de teste de primalidade de um nimero,
baseado no Teorema de Wilson, [8]. Iniciamos com alguns resultados importantes da teoria
de ntimeros com a finalidade de demonstrar o Teorema de Wilson e, fundamentalmente, o
Teorema Principal, o qual, reduz o nimero de operagoes realizadas pelo Teorema de Wilson.
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1 Introducao

H4 mais de dois mil anos as civilizagoes ja utilizavam cdlculos em sua rotina para desenvolver
algumas atividades, dentre elas, comércio e construcao. Nao existe registro de como esses
calculos eram feitos porém podemos imaginar que um dos meios utilizados possa ter sido a
fatoragao dos nimeros [6], [7]. Mesmo com a utilidade deste método, surge o problema de que
alguns numeros nao sao fatoraveis, comecando entao, a ideia de niimero primo. Em latim,
primo significa primeiro, por isso, os nimeros primos foram batizados com esse nome. Ape-
sar de que o mais justo seria que fossem chamados de nimeros atomicos, em grego, indivisivel.

Desde seu conhecimento, os nimeros primos permanecem como um dos assuntos mais e-
nigmaticos ja estudados pelos matematicos em todo o mundo. Em uma ciéncia dedicada a
encontrar normas e regras, os nimeros primos permanecem como um desafio absoluto. Basta
observarmos que sua sequéncia 2, 3, 5, 7, 11, 13, 17, 19, 23, 29, 31, 37, 41,... é irregular, sem
l6gica, com nimeros aleatérios e nao ha nenhuma indicagao que nos permita prever qual seré
o préximo numero primo.

Varias questoes relacionadas aos niimeros primos véem provocando as mentes de matematicos
em todo o mundo. Algumas questoes ja foram resolvidas na Antiguidade, como a prova de
sua infinitude [5] e o crivo de Eratéstenes que gera primos inferiores a um nimero natural
dado [4]; outras questdes continuam em aberto como é o caso da Hipdtese de Riemann [1], que
¢é apontado como um dos maiores problemas do milénio e é uma dessas questoes que perdura
por mais de um século e meio sem resultado. A hipdtese estd ligada com a distribuicao dos
nimeros primos e sua solucao tornara possivel entender o comportamento de sua sequéncia
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permitindo provar muitos resultados que dependem de sua confirmacao.

No mundo dos nimeros primos existem pelo menos dois grandes problemas: a distribuicao
dos numeros primos e os testes de primalidade, os quais estao intimamente interligados.

Por outro lado, devido a seu grau de complexidade, os niimeros primos vém ganhando im-
portancia em uma aplicacao pratica, desconhecida pela maioria e utilizada por todos nos:
os sistemas de sequranc¢a online. Esses sistemas geram cédigos utilizando niimeros primos
com um numero alto de algarismos que servem para proteger senhas, informacgoes pessoais,
operacoes bancarias e qualquer transmissao online de dados. Os nimeros primos sao os
tesouros que escondem os sigilos eletronicos do mundo globalizado.

Neste trabalho, apresentaremos um novo teorema que contribui com um dos grandes pro-
blemas dos numeros primos, chamados testes de primalidade. Antes de sua apresentacao
fizemos uma pequena viagem pela histéria desses misteriosos niimeros e sua utilizacao pratica.
Baseado no Teorema de Wilson, o Teorema Principal deste trabalho testa a primalidade de
um numero e para sua demonstracao fez-se necessaria a apresentacao de alguns resultados
importantes da teoria de nimeros, como defini¢oes, proposicoes e a demonstracao do proprio
Teorema de Wilson. Enfim, com o intuito de reforcar a ideia esperada pelo novo teorema,
fizemos uma analise comparativa entre o Teorema de Wilson e o Teorema Principal, quanto
a quantidade de calculo utilizado.

2 Preliminares

Enunciaremos algumas definigoes e proposicoes que serao necessarios para a demonstragao
do Teorema de Wilson e do Teorema Principal deste trabalho.

Definicao 2.1 (Ntmeros Naturais e Nimeros Inteiros) Osnimeros naturais sao defi-
nidos pelo seguinte conjunto:

N=1{0,1,2,3,4,..}.

Denotaremos N* = N'\ {0}. Os ntmeros inteiros sao definidos pelo seguinte conjunto:
Z=A..,-3,-2,—-1,0,1,2,3,...}.
Proposigao 2.1 Vn € N*, (2n)! > (n!)?.
Demonstracao: A demonstracao serd feita por Indugao Finita.
e Paran =1, é valido que

2-)=2=2>1=1= (1)
e Para n = k, consideremos a hipotese indutiva,
(2k)! > (k2.
e Utilizando tal hipdétese, demonstraremos que

2k + D] > [(k+ 1.



Com efeito,

2+ D] = (2k+2)! = (2k+2)(2k + 1)(2k)!
> (2k +2)(2k + 1) (k!)?
= 2(k+1)(2k + 1)(k!)?
> 2(k 4+ 1)(k + 1) (k1)
> (k+1)(k+1)(k)?

(k+1)*(k)* = [(k + (kD))" = [(k + 1)Y)*

O

Definigao 2.2 (Nimeros Primos) Um numero natural p é chamado de nimero primo
quando possui apenas dois divisores: o niimero 1 e o préprio ntimero p.
Denotaremos o conjunto dos niimeros primos por

P =4{2,3,57,11,13,17,...}
e o conjuntos dos nimeros primos impares por P* = P \ {2}.
Observagao 2.1 (x,m) denota o maximo divisor comum de x e m.

Definigao 2.3 (Congruéncia médulo m) Sejam a e b nimeros inteiros quaisquer e m
um numero natural positivo. Podemos dizer que a e b sao congruentes modulo m se os restos
de sua divisao euclidiana por m sao iguais. Escreve-se:

a="b modm.

Observacgao 2.2 Consideraremos sempre m > 1 pois o resto da divisao de qualquer ntimero
inteiro por 1 sera sempre nulo.

Exemplo 2.1 Os nimeros 18 e 33 sdo congruentes médulo 5 (isto é, 18 = 33 mod 5) pois
o resto da divisao de 18 por 5 é 3 e de 33 por 5 também é 3.

Definigao 2.4 (Classe residual médulo m do elemento a € Z) O subconjunto dos ni-
meros inteiros no qual todos os elementos possuem o mesmo resto quando divididos por m é
chamado classe residual médulo m do elemento a € Z. Escreve-se:

la|={r €Z:x=a mod m}.
Observacao 2.3 O conjunto de todas as classes residuais médulo m sera representado por
Z.,,. Escreve-se:

Zm = {[0], [1],[2], ..., [m — 1]}.
Observacao 2.4 Em Z,, definimos as seguintes operagoes:

Adicao: [a] + [b] = [a + b].
Multiplicagao: [a] - [b] = [a - b].



Observagao 2.5 O elemento [a] € Z,, serd dito invertivel quando existir [x] € Z,,, tal que

la] - [x] = [1]. Neste caso, [z] é o inverso multiplicativo de [a].
Observacgao 2.6 Resolver a congruéncia ar = 1 mod m equivale a resolver em Z,, a
equacao [al - [z] = [1].

Proposicao 2.2 Sejam a, b, m € Z, com m > 1. Entao,
a=b modm<= m|b—a.
Uma demonstragao da Proposi¢ao 2.2 é encontrada em [5] pdg. 193.

Exemplo 2.2 21 = 11 mod 2 ja que os restos da divisao de 21 e 11 por 2 sao iguais a
1, também temos que 2[(11 — 21) que equivale a 2|(—10) ou ainda a 2/(10), ilustrando a
proposicao 2.2.

Proposicao 2.3 Sejam a, b, ¢, m € Z, com m > 1. Temos,
a=b modm<=a+c=b+c modm.

Demonstracao: Sejaa =b mod m. Nesse caso, temos que m | b—a. Somando e subtraindo
c temos m | b+ c—a— c e portanto m | (b+¢) — (a+ ¢). Logo, por definigdo a +c=b+c
mod m. Reciprocamente, supondo a 4+ ¢ = b+ ¢ mod m, temos m | a + ¢ — (b + ¢). Logo
m | a — b, o que equivale a a = b mod m. U

Proposicao 2.4 Se a, b, ¢ € Z sdo tais que a | b e a | c, entdio a | (xb+yc), V x, y € Z.

Uma demonstragao da Proposicao 2.4 é encontrada em [5] pag. 48.
Proposicao 2.5 Sejam a, b, ¢, m € Z, com m > 1. Temos,
a=b modm e b=c¢c modm = a=c modm.

Demonstracao: Seja a = b mod m, temos que m | b — a. Seja b = ¢ mod m, temos que
m | ¢ — b. Pela proposi¢ao 2.4, podemos afirmar que m | b —a + ¢ —b. Logo, m | —a+ ¢, o
que equivale a a = ¢ mod m. U

Exemplo 2.3 Temos 21 =15 mod 2 e 15 =19 mod 2. Dai 21, 15 e 19 possuem o mesmo
resto quando divididos por 2. Logo 21 =19 mod 2.

Proposicao 2.6 Sejam a, b, ¢, d, m € Z, com m > 1. Entado,

a=b modm e ¢c=d modm =— ac=bd mod m.

Demonstragao: Temos que m | b — a. Multiplicando b — a por ¢, temos m | be — ac. Logo
ac = bec mod m. Por outro lado, temos que m | d — ¢ e multiplicando d — ¢ por b, obtemos
m | bd — be, isto é bc = bd mod m. Aplicando a Proposigao 2.5, temos que ac = bd mod m.
O



Proposicao 2.7 Sejam a, b, m, x € Z, com m > 1 e x # 0. Temos,

ar=br modm <= a=b mod .
(z,m)

Uma demonstragao da Proposi¢ao 2.7 é encontrada em [3] pag. 56.

Exemplo 2.4 Temos 20 = 12 mod 8, 0 que é 5-4 =3-4 mod 8. Sabemos que (4,8) = 4
e que 5 =3 mod 2, ilustrando o resultado da Proposicao 2.7.

Proposicao 2.8 Sejam a, b, n, m € Z, comm >1 en > 1. Temos,
a=b modm e n|m = a=0b modn.

Demonstracao: Se a =b mod m, entdo m | b —a. Como n | m, segue-se que n | b — a.
Logo, a = b mod n. U

Proposicao 2.9 Dois numeros inteiros a e b sao primos entre si se, e somente se, existem
numeros inteiros x e y tais que ax — by = 1.

Uma demonstragao da Proposicao 2.9 é encontrada em [5] pag. 96.

Proposigao 2.10 [a] € Z,, € invertivel se, e somente se, (a,m) = 1.

Demonstragao: Se [a] é invertivel, entao existe [z] € Z,, tal que ax = 1 mod m. Logo,
m | ax — 1, isto é, existe y € Z tal que ax — my = 1, logo (a,m) = 1. Reciprocamente, se
(a,m) = 1, temos z, y € Z tais que ax — my = 1 e, consequentemente, [1] = [ax — my| =
lax] — [my] = [a] - [x] — [0] = [a] - [z]. Portanto, [a] é invertivel. O

Observagao 2.7 Da Proposigao 2.10 temos que, se (a,m) = 1 entdo a congruéncia axr = 1
mod m possui solucao unica, isto é, o inverso multiplicativo x é tinico. De fato, se azy = 1
mod m e ax; =1 mod m, entdo axy = axr; mod m. Como (a, m) = 1, pela Proposicao 2.7
temos que xg = z1 mod m, o que equivale a [x1] = [x¢] em Z,,.

Observacao 2.8 z* =1 mod p <= z = +1 mod p, com p primo. Provaremos (=): 2? =
mod p é equivalente a p|(z* — 1), o qual implica, p|(z + 1) ou p|(x — 1). Assim, z =1 mod p
ou z = —1 mod p. Agora, (<=): x = £1 mod p, pela proposicao 2.6, 22 = (£1)? = 1 mod p.

Proposicao 2.11 Sejam a, b€ Z e p € P. Entao,
plab = pla ou p]|b.

Demonstragao: Se plab, entao existe m € Z, tal que ab = pm. Por outro lado, suponha
primeiro que a e p sejam primos entre si, isto é, (a,p) = 1. Pela Proposigdo 2.9 temos
que axr — py = 1. Multiplicando, esta tultima expressao, por b temos que abr — bpy = b.
Substituindo ab por pm temos que pmx — byp = b. Logo b = p(mx — yp), assim, p|b. O caso
pla é andlogo. O

Proposicao 2.12 Todo nimero primo impar é da forma 4k + 1 ou 4k + 3, k € N.



Demonstracao: Seja n € N, dividindo n por 4, teremos os possiveis restos: 0, 1, 2 ou 3.
Entao, as possibilidades para n serao: 4k, 4k + 1, 4k + 2 ou 4k + 3. Como todo primo maior
que 2 é impar, os nimeros primos impares serao da forma 4k + 1 ou 4k + 3, pois 4k e 4k + 2
sa0 numeros pares. O

Observacao 2.9 A reciproca da Proposicao 2.12 nao é verdadeira, pois nem todo niimero
da forma 4k + 1 e 4k + 3 é primo. Por exemplo, 15 é da forma 4k + 3 com k = 3 e nao é
um numero primo. O numero 21 é da forma 4k + 1 com k£ = 5 e também nao é um nimero
primo.

3 Teorema de Wilson

John Wilson (1741 - 1793), nascido na Inglaterra, foi professor de matematica, porém aban-
donou a carreira para estudar direito, se tornando juiz. Ficou conhecido pela elaboracao do
Teorema de Wilson, demonstrado pioneiramente por Joseph Louis Lagrange (1736 - 1813).
Em Figura 1, temos um retrato de John Wilson.

Figura 1: Retrato de John Wilson, [9].

A seguir enunciaremos uma dos grandes teoremas de teste de primalidade, devido a John

Wilson.
Teorema 3.1 (Teorema de Wilson)
peEP <= (p—1)!=-1 modp. (1)

Demonstracao: (=)Para p = 2 ou p = 3 o resultado é facilmente verificdvel. Para p > 3,
considere a € {1,2,3,...,p — 1}, logo (a,p) = 1. Pela Proposi¢do 2.10 e Observacao 2.7,
temos que a congruéncia ax = 1 mod p possui solugao unica modulo p, ou seja, para cada
a € {1,2,3,...,p — 2,p — 1} existe um udnico z € {1,2,3,...,p — 2,p — 1} que satisfaz a
congruéncia. Afirmamos que a equacao axr = 1 mod p nao é satisfeita por x = a, exceto se
a = 1oua = p—1. De fato, se tivéssemos x = a, terfamos a*> = 1 mod p e consequentemente,
pela observagao 2.8, a =1 mod poua =p—1=—1 mod p. Consequentemente, r = +1
nao é solugcago de ar =1 modpsea#1lea #p— 1.



Dessa forma para cada a € {2,3,4,...,p — 2} existe um tnico x € {2,3,4,....p — 2} que é
solugdo de ax =1 mod p . Entao, podemos reordenar o conjunto {2,3,4,...,p — 2}, isto é,

{27 3747 P = 2} = {i17j17i27j27 721’7_37‘71’7_3}

em que, 11j1 = igjs = ... = ip-3jp-3 = 1 mod p. Ou seja, j; é o inverso de iy, t = 1,2, 1%3
2 2
Daqui, 2171%2]2...ip=3 jp—3 = 1 mod p. Assim,
2 2

2:3:4-...-(p—2)=1 modp
de modo que,

1-2:3-...-(p—=2)-(p—1)=1-1-(p—1) modp

e finalmente,
(p—1!'=p—1 modp

logo,

(p—1)!'=-1 mod p.
(<) Suponhamos que (p—1)! = —1 mod p, com p = mn composto. Entao, pela Proposigao
2.8, podemos escrever (p — 1)! = —1 mod m. Por outro lado, como m < p e m # 1
entdo m € {p — 1,p —2,...,2}. Assim, m | (p — 1)! e portanto (p — 1)! = 0 mod m.
Consequentemente, 0 = —1 mod m, o que é um absurdo, entao nao existe tal fator m.
Concluindo-se que p é primo. O

Exemplo 3.1 O ntmero 11 é primo. De fato, primeiro verificaremos que o nimero 11
satisfaz a congruéncia (p — 1)! = —1 mod p, ou seja, (11 — 1) = —1 mod 11 < 10! = -1
mod 11 <= 3.628.800 = —1 mod 11 <= 11|(3.628.800 + 1) <= 11|(329.801 x 11). Assim,
11 satisfaz a congruéncia (1). Logo, pelo Teorema de Wilson, 11 é um nimero primo.

4 Teorema Principal

Enunciaremos o Teorema Principal deste trabalho, estabelecido em [8]. Este teorema nos
fornece um novo teste de primalidade.

Teorema 4.1 (Teorema Principal)

-1\ 1 .
pEP [(%)'] = (—1)%1 mod p. (2)
Demonstracgao:
Desenvolvendo o termo (p — 1)!, temos:
p-1 =1-2-3-..-(p—2)-(p—1)

p—1 p—1
= 1.-2.3-.. (=) - (p=—"—=)-...-p—1



Por outro lado,

Ip—1*> = —1* mod p,
2p—2%2 = —22 mod p,
3p—3> = —3% mod p,

Pela Proposicao 2.6,

(1p—12)- (2p — 22) - (3p — 32)- ... - [(p%l)p— (]%1)2_

(1) () () |- (25

Substituindo (3) em (4), temos

(p— 1) = (=12).(=22)-(=3}) ... [— (p;l> ] mod p

= (—1)-(—1)-(—1)-...-(—11-(12)-(22)-(32)-...-(E) mod p

~~

p—1
5 vezes

- (_1)’?{(1%1)!12 mod p.

Agora, pelo Teorema de Wilson e por (5),

peEP — (-1)T [(p;1>!}25—1 mod p

Como p é fmpar, (—1)P~! serd sempre igual a 1. Logo,

2
pEP = [(%)'] = (—1)% mod p.

mod p

g

Pela Proposicao 2.12 sabemos que os niimeros primos impares sao da forma 4k +1 ou 4k + 3.

Logo, podemos obter dois resultados do nosso Teorema Principal.



Corolario 1(Teorema de Sierpinsky). Seja p € P. Entao,

p:4k+1:>{(7%1)!rz—1 mod p. (7)

+1

Demonstracao: Do Teorema Principal, temos [(’%1)!}2 =(-1)"z mod p. Se p = 4k + 1,

entao (—1)%1 = (—1)% = (_1)¥ = (—1)2k+ = —1, 0
Corolario 2 Seja p € P. Entao,
—1\ 12
p:4/€+3———>l(p—2 )'] =1 mod p. (8)

Demonstragao: Do Teorema Principal, temos [(;1)'}2 = (—1)1771 mod p. Se p = 4k + 3,
k
1

entao (—1)%1 = (—1)% = (—1)4'“% = (—1)20+D = 0

Observacao 4.1 Seja p € P. Entao, p = 4k + 3 = (”;1)! = 41 mod p. De fato,
utilizando o Corolario 2 e Proposicao 2.2, temos que

(S R (CO R CORE I}

Entao, usando a Proposicao 2.11,

-1 —1
<pT)!El mod p ou (pT)!E—l mod p,

ou, equivalentemente,

(1%1>! =41 mod p. (9)

Exemplo 4.1 O ntmero 11 é primo. De fato, primeiro verificaremos que o nimero 11 satisfaz
a congruéncia [(’%1)!]2 = (—1)1%rl mod p, ou seja, [(%)‘]2 = (-1)2 mod 11 <
(5% = (—=1)° mod 11 <= 14.400 = 1 mod 11 <= 11](14.400 — 1) <= 11](1.309 x 11).

Assim, 11 satisfaz a condigao (2) e segue-se do Teorema Principal, 11 é um nimero primo.

Observacao 4.2 O numero 11 é da forma 4k + 3 logo, poderiamos ter substituido direta-
mente na congruéncia (8).

5 Comparacao entre Teorema de Wilson e o Teorema
Principal

Observando as congruéncias do Teorema de Wilson e do Teorema Principal, equagoes (1)
e (2) respectivamente, podemos observar que o termo a direita de cada uma diferencia os
testes de primalidade de ambos teoremas. A parte a esquerda de cada uma é um calculo
imediato de —1 e (—1)%, respectivamente. A partir dessa diferenca podemos apresentar
alguns resultados.



Proposicao 5.1 Seja m € N*, m > 1. Se m é impar, entio (m — 1)! > [(mT—1>|]2

Demonstracao: Na demostracao da Proposicao 5.1 é uma aplicacao imediata da Proposi¢ao
2.1, tomando n = "‘T_l, m > 1 e impar. O

Observacao 5.1 Na Proposicao 5.1, provamos que para todo primo impar p, temos a
desigualdade (p — 1)! > [(’%1)!]2, ou seja, em termos de calculo, o Teorema de Wilson
gera numeros maiores quando comparados com os numeros gerados pelo Teorema Princi-
pal. Porém, fica a duvida se este “maior’sera suficientemente desvantajoso, a tal ponto,
que o Teorema Principal seja considerado um teste de primalidade com menor nimero de
operacoes que as do Teorema de Wilson. Para esclarecer essa divida, primeiro, definimos o
(--[(25)°

=1 e construimos a Tabela 1.

Erro =

Tabela 1: Teorema de Wilson x Teorema Principal.

p | -1 [(&H)] | Erro
3 2 1| 05
5 24 410,833
7 720 36 0,95
11 3.628.800 14.400 | 0,996
13 479.001.600 518.400 | 0,998
17 | 20.922.789.888.000 | 1.625.702.400 | 0,999

Na Tabela 1, a Coluna 1 apresenta alguns nimeros primos impares. A Coluna 2 é aplicagao
da primeira parte da congruéncia de (1). A Coluna 3, é aplicagdo da primeira parte da con-
gruéncia (2). A Coluna 4, apresenta o Erro, ja definido antes.

Observando a Tabela 1 podemos afirmar que quanto maior é o niimero primo, maior sera o
Erro e podemos imaginar que tal padrao se mantenha pra primos maiores. De fato, obser-
vando os dois teoremas, podemos perceber que a quantidade de fatores presente na expressao
do Teorema Principal é metade da quantidade de fatores presente na expressao do Teorema
de Wilson.

6 Consideracoes Finais

As andlises apresentadas na Seccao 5 corroboram o fato de que o Teorema Principal é mais
eficiente que o Teorema de Wilson.

Apbés a andlise deste trabalho podemos concluir que o Teorema Principal (apresentado para
os numeros primos fmpares) é um método alternativo que facilita os cdlculos em testes de
primalidade de um niimero.

Infelizmente as duas técnicas de teste de primalidade dados pelo Teorema de Wilson e pelo
Teorema Principal tornam-se dificeis de serem executadas para nimeros primos elevados.
Em outras palavras, na pratica, calcular k! para k elevado é impraticavel do ponto de vista
computacional.



Enfim, abordar um assunto que nao recebe a devida importancia nos curriculos escolares
tanto para alunos quanto para muitos professores foi um grande desafio. A motivacao inicial
comegou quando percebemos o quanto era dificil desvendar os mistérios dos ntimeros primos
e hoje nos sentimos gratificados pela realizagao deste trabalho. Espero que como nds, todos
os leitores interessados no assunto possam usufruir das informacoes aqui mostradas e quem
sabe possam ser estimulados a desenvolver futuras pesquisas.
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mento.

As amizades conquistas nesse curso que fizeram uma enorme diferenca em cada dia de difi-
culdade e desespero.

Enfim, a compreensao de todas as pessoas queridas, amigos, familiares, que entenderam que
o futuro é feito a partir das escolhas feitas no presente, o meu muito obrigada!
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