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Resumo

Esse trabalho busca apresentar a importancia do Ensino e Aprendizagem
da Matematica Financeira desde o Ensino Fundamental até o Ensino Médio. Trata dos
conceitos matematicos a partir de objetivos previstos pelos PCNs, apontando situagoes
praticas para o seu uso. Traz orientacgoes e propostas para que os professores possam
trabalhar nao apenas com os célculos escritos de forma manual, mas também com a

utilizacao de recursos tecnologicos, como a calculadora e as planilhas eletronicas.

Palavras-chave: Matematica Financeira, Juros Simples e Compostos, Recursos tec-

nolégicos.



Abstract

This study aims to present the importance of the Teaching and Learning
of Financial Mathematics from the elementary school to high school. Deals with the
mathematical concepts from objectives proposed by PCNs and shows the main formulas
related to Financial Mathematics, pointing practical situations for its use. Provides
guidelines and proposals so that teachers can work not only with the calculations
written manually, but also with the use of technological resources, such as the calculator

and the spreadsheets.

Keywords: Financial Mathematics, Simple and Compound Interest and Computati-

onal Resources.
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1 Introducao

A Matematica Financeira é instrumento fundamental para a formacao de cidadaos cri-
ticos, conscientes e capazes de lidar com os nimeros que fazem parte do cotidiano de
uma sociedade cada vez mais voltada ao capital - mercado, economia, financas etc. En-
tretanto, na pratica, esta area do conhecimento é pouco explorada na educagao bésica,
principalmente no ensino fundamental. Diante de tal constatacao e sendo professora
de matematica do ensino fundamental da rede municipal de Goiania, percebi a impor-
tancia e a necessidade de abordar esse tema, desenvolvendo um material que sirva de
apoio para o enriquecimento da pratica pedagogica dos professores.

Para que o aluno consiga entender a matematica como parte do seu dia
a dia, despertando o interesse e facilitando o aprendizado, serao abordados contetidos
matematicos relacionados ao tema “Matematica Financeira” com exemplos contextuali-
zados e apresentadas atividades dinamicas que exploram varios recursos metodologicos
e tecnologicos.

Para a construcao de conhecimentos através de uma boa participacao dos
alunos, ¢ interessante a utilizacao de recursos computacionais, como o uso de calculado-
ras e computadores, pois eles trazem facilidade e dinamismo na resolugao dos calculos,
possibilitando, assim, mais tempo para discussoes e reflexdes das propostas didaticas.
Lembrando que o importante é o aluno compreender a problematizacao e saber qual
calculo devera realizar.

A Lei de Diretrizes e Bases (LDB), disponivel em [4], afirma no §2° de seu
primeiro artigo que “a educagao escolar devera vincular-se ao mundo do trabalho e a
pratica social”. Dessa forma, é essencial que os contetidos ministrados facam sentido
para o aluno, a fim de que ele tenha uma formacao sociocultural critica.

De inicio, no primeiro capitulo - O Surgimento da Matematica Financeira,
entenderemos a evolucao da comercializacao, desde o processo de trocas diretas, o
surgimento das moedas, os banqueiros, os indicios da aplicacao de juros, até nossa
economia atual com grande oferta de crédito.

O segundo capitulo - Conceitos Preliminares - aborda os conceitos matema-
ticos, como Fungoes, Sequéncias e Progressoes (Aritmética e Geométrica), trabalhados
no Ensino Médio e essenciais para desenvolver e aprimorar o estudo aplicado da Ma-
tematica Financeira.

No terceiro capitulo - A Matemaética financeira no Ensino Fundamental,

trataremos dos conceitos basicos a serem adquiridos pelos educandos no Ensino Fun-
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damental para compreender problemas de ordem financeira. Elencamos e discorremos
sobre Proporcionalidade (Razao, Proporgao e Regra de Trés), Porcentagem, Aumentos
e Descontos, além de Juros, bem como explicitamos a resolu¢ao em algumas situagoes
descritas nesse trabalho a partir desses conceitos.

O quarto capitulo refere-se & Matematica Financeira no Ensino Médio, tra-
cando apontamentos importantes para a sua compreensao e relacionando os contetidos
preliminares como fungoes e progressoes, com as aplicagoes de capitais nos regimes de
juros simples e compostos. Abordamos aqui, ainda, as Taxas Equivalentes em Juros
Compostos, Valor Atual, Valor Futuro e Amortizacao.

No quinto capitulo - Resolu¢ao de Problemas com o Uso de Calculadora
Simples, falamos sobre o seu uso e a importancia para os educandos na vida diaria,
sendo utilizada em varias situagoes demonstradas nesse trabalho. Orientamos ao pro-
fessor para que faga uma breve apresentagao dessa ferramenta acessivel a maioria das
pessoas, ressaltando que deve ser apontada cada tecla e explicada a sua fungao e uso
nas calculadoras.

O sexto capitulo - Resolucao de Problemas com o Uso de Planilhas de Cal-
culo - apresenta o aplicativo Excel como facilitador na realizacao de calculos financeiros
feitos no computador. Sendo utilizadas, tanto as férmulas prévias disponiveis no soft-
ware, quanto formulas desenvolvidas pelo usuério, permitindo agilidade e eficiéncia nos
calculos e proporcionando aulas mais dinamicas.

No sétimo capitulo temos o desenvolvimento e o resultado das atividades
aplicadas nesse trabalho e em seguida apresento as consideracoes finais.

O trabalho é findado com o apéndice, onde é desenvolvido férmulas e contei-
dos relacionados & Matemética Financeira que utiliza aplicagoes de limites de sequén-

cias, contetido que é geralmente estudado no Ensino Superior.
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2 O Surgimento da Matematica Financeira

Com o desenvolvimento de técnicas para plantio em grande escala, as primeiras civili-
zagoes, com pequenos vilarejos, comecaram a fixar raizes, proporcionando a evolucao
das relagoes socioeconémicas.

O escambo foi a primeira manifestacao de comércio, que consistia na troca
direta de mercadorias. Registros, através de tabuas apontam que os sumérios, an-
tiga civilizacao que habitava a regiao da baixa Mesopotamia, praticavam esse sistema
econdmico. Os sumérios antigos estavam familiarizados com faturas, recibos, notas
promissorias, crédito, juros, hipotecas, escrituras de vendas, endossos e contrato legais
e usuais.

Como as mercadorias utilizadas no escambo tinham valores comerciais dife-
rentes, com o passar do tempo essas transagoes tornaram-se inviaveis. Assim, surgem
no século VII a. C as primeiras moedas de metal com peso e valor determinado.

Porém, cada pais tinha sua préopria moeda. Entao, durante as relacoes
comerciais as pessoas acabavam ficando com moedas de outros paises. Assim, as pessoas
que possuiam muito dinheiro e acumulavam diferentes moedas passaram a fazer o
cambio entre essas moedas. Esses cambistas, que possufam cofres e guardas, aceitavam
as moedas de seus clientes, fornecendo recibos escritos. Essa pratica contribuiu com o
surgimento da moeda-papel e das instituicoes bancérias.

Com o aumento da procura pelos seus servigos, os cambistas comegaram a
cobrar pelos seus servicos e visando um lucro maior eles pegavam parte da quantia que
as pessoas entregavam a seus cuidados e emprestavam a terceiros cobrando um valor
adicional ao pagarem a divida. Exerciam suas atividades em bancos de pragas, por isso
esses profissionais receberam o nome de banqueiros. Essa pratica foi se aprimorando e
firmando com a evolugao da economia, tornando-se mais dinamizadora e contribuindo
com o aperfeicoamento de técnicas financeiras e surgimento de juros.

Os primeiros indicios de juros aparecem na Babilonia, em 2000 a. C, onde
eram pagos pelo uso de sementes e outros bens materiais. Os agricultores adquiriam
sementes para suas plantagoes, e apoés a colheita realizavam o pagamento através de
sementes com a quantidade proveniente dos juros do empréstimo.

Por volta do século I a. C, na cidade de Roma, relatos datam o surgimento
dos calculos percentuais, quando o imperador decretava varios impostos, cobrados de
acordo com a mercadoria negociada. Nao se usavam o simbolo de porcentagem e sim

fracoes centesimais. Exemplos de impostos cobrados pelos romanos naquela época
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eram o centésimo pela mercadoria adquirida e um imposto de um vinte e cinco avos
sobre a venda de escravos.

No século XV, os mateméticos foram obrigados, gragas ao surgimento dos
juros, lucros e prejuizos, a fixarem uma base de célculo de porcentagens, e essa base
foi a base centesimal. Documentos encontrados mostram que os romanos utilizavam os
algarismos do seu sistema de numeracao e siglas como “p cento” e “p ¢”. A representacao
por essas siglas foram evoluindo até chegar ao simbolo usado hoje em dia, % (por
cento). Acredita-se que o simbolo % foi usado pela primeira vez no século XVII por
um comerciante inglés, em suas transacgoes comerciais.

Atualmente é importante compreender as operacoes financeiras como o cél-
culo de porcentagens, juros e financiamentos para que possamos administrar nosso

dinheiro, planejarmos gastos e criar habitos de consumo com responsabilidade.
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3 Conceitos Preliminares

Apresentaremos neste capitulo alguns conceitos, estudados no Ensino Médio, que sao
fundamentais para o estudo da Matematica Financeira e que podem ser encontrados
em [10] e [11].

3.1 Funcao

O termo funcao foi usado pelo filésofo e mateméatico alemao Gottfried Wilhelm Leibniz

(1646 - 1716) para denotar a dependéncia de uma quantidade em rela¢do a outra.

Definigao 3.1. Sejam A e B conjuntos nao vazios. Uma fun¢ao definida em A com
valores em B é uma terna (A, B,x — y), sendo x — y uma lei de associag¢do que

permite associar a cada elemento x € A um unico elemento y € B.

Definicao 3.2. Dada uma funcao f : A — B, o conjunto A chama-se dominio da
funcao e o conjunto B, contradominio da fun¢ao. Para cada x € A, o elemento y € B
chama-se imagem de x pela funcao f ou valor assumido pela fungao f para x € A e o

representamos por f(x). Assim, y = f(x).

O conjunto de todos os y assim obtidos é chamado conjunto imagem da
funcao f e é indicado por Im(f).

Podemos classificar as fungoes afim da seguinte maneira:

Definicao 3.3. Uma funcio f: R = R, com X C R, € dita:
e mondtona crescente quando x1 < xo = f(x1) < f(x2);
e mondtona decrescente quando x1 < xo = f(x1) > f(22);
e mondtona nao-decrescente quando x1 < xe = f(x1) < f(x2);

e mondtona nao-crescente quando 1 < T3 = f(x1) = f(22);

3.1.1 Funcao Afim

Definicao 3.4. Uma funcao f : R — R chama-se afim quando existem constantes
a,b € R tais que f(x) = ax + b para todo x € R.
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Definicao 3.5. Seja uma funcao f : R — R. Dado h # 0, h € R, entdao para todo
fl@+h)— f(z)

da funcao f no intervalo de extremos x e x + h.

x € R o numero chama-se taxa de variagao ou tara de crescimento

A taxa de variagao de qualquer fungao afim f: R — R, f(x) = az + b, no
intervalo [z, + h|, para x € R e todo x + h € R, com h # 0, é a constante a. Como
fx)y=azx+be f(xr+h)=alx+h)+b=axr+ah+b, entdo f(z + h) — f(z) = ah.
Logo,

fla+h)— f(z) _ah _

h h
Casos particulares da fungao afim:

e Fungdo linear, f : R — R, definida por f(z) = ax para todo = € R, quando a = 1

dizemos que f(z) = x é a funcao identidade.
e Fungao constante, f : R — R, definida por f(z) = b, para todo = € R.

e Fungdo translacdo, f : R — R, definida por f(z) = x 4+ b, com b # 0, para todo
r e R.

3.1.2 Proporcionalidade e Funcao Linear

A fungao linear, f(x) = ax, é o modelo matematico para os problemas de proporcio-
nalidade.

Em 1883 foi publicado a primeira edicao do texto matematico Aritmética
Progressiva, de Antonio Trajano, que trazia a seguinte definicao de proporcionalidade:

“Diz-se que duas grandezas sao proporcionais quando elas se correspondem
de tal modo que, multiplicando-se uma quantidade de uma delas por um numero, a
quantidade correspondente da outra fica multiplicada ou dividida pelo mesmo nimero.
No primeiro caso, a proporcionalidade se chama direta e, no sequndo, itnversa; as
grandezas se dizem diretamente proporcionais ou tnversamente proporcionais.” Veja
[10)

Traduzindo a definicao de Trajano para uma linguagem atual, temos:

Definicao 3.6. Uma proporcionalidade ¢ uma funcao f : R — R tal que, para

quaisquer nimeros reais ¢,x tem-se f(cx) = c- f(x) (proporcionalidade direta) ou

fler) = 112

, se ¢ # 0 (proporcionalidade inversa).
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Observamos que se f(cx) = c¢- f(z), ¢ € R constante e x € R entdo,
considerando a = f(1), tem-se f(c) = f(c-1) = ca, ou seja, f(c) = ac para todo ¢ € R.
Usando uma notagdo mais adequada, temos f(z) = ax para todo = € R, logo f é uma
funcao linear.

Assim, interpretando a defini¢ao tradicional, a grandeza y é diretamente
proporcional & grandeza x quando existe um numero a (chamado de constante de
proporcionalidade) tal que y = az para todo x € R.

A proporcionalidade inversa s6 tem sentido quando as grandezas sao nao-

/(=)

nulas, (f : R* — R*), onde f(cx) = == para ¢,z € R*. Usando o raciocinio anterior
c
temos que f(x) = E, xr € R*, sendo a = f(1).
x

Teorema 3.7. (Teorema Fundamental da Proporcionalidade) Seja f : R — R

uma funcao crescente. As sequintes afirmacoes sao equivalentes:

1. Para todon € Z e x € R temos f(nz) =n- f(z).
2. Pondo a = f(1), tem-se f(x) = ax para todo x € R.

3. flx+y) = f(x)+ fy) para quaisquer x,y € R.
Demonstragao. Provando que (1) = (2): Para todo numero racional r = @, com

n
m € Zen € Z*, temos, conforme a hipotese (1), que f(rz) = r- f(x), sendo x € R, pois:

f(?“'fﬂ)—f<%-l’>—f(m-%-x) —m-f(%-x) :f(%-x)—m-f(ﬁ-x).
E,f(ﬂf):f(n-%-x)zn-f(%-az):>f(%-x>:@=>f<%-x>:
m- f ) =

(l ) m-@:@-f(x).
n n n
Através da hipotese (1) temos que f(0)

f(0-0) =0-f(0) =0 e seja
a = f(1), como f é crescente, entdo a = f(1) > f(0) = 0, ou seja, a é positivo. Assim
f(ry=f(Q-r)= f(1)-r = ar para todo r € Q.

Sabendo que f(x) = ax para todo = € Q, provaremos que se tem f(z) = ax
para todo z € R :

Suponha, por absurdo, que exista x € R — Q tal que f(x) # ax. Admita
f(z) < azx (O caso f(x) > ax é analogo), assim @ < x. Tome r € Q tal que
@ < r < x. Logo f(z) < ar < az, entdo, f(z) < f(r) < ax. Absurdo! Pois se f ¢é

crescente e r < x, entao f(r) < f(z). Portanto, tem-se f(x) = ax para todo x € R.
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A implicagao (2) = (3) é 6bvia, pois para quaisquer x,y € R, pondo a = 1,
temos f(z) = ax, assim f(z +y) = a(x +y) = ar + ay = f(x) + f(y) e fazendo

flnz +ny) = f(nx) + flny) = nf(z) +nfly) = n(f(z) + fly) = nflz+y), com
n € Z, temos que (3) = (1). O

Observacao: Ao aplicar o Teorema Fundamental da Proporcionalidade a

grandezas, cujas medidas sao expressas apenas por nimeros positivos, devemos ter

f:RY = R*.

3.1.3 Funcao Exponencial

Defini¢ao 3.8. Dado um nimero real a (a > 0 e a # 1), denomina-se fun¢ao expo-
nencial de base a uma fungio f de R em RT definida por f(x) = a® ou y = a® que

satisfaz as sequintes propriedades:
(1) a® - a¥ = a™"¥, ou seja, f(x+y) = f(x)- f(y);
(i) f(1) = a' = a;
(i) s <y=a"<a’sea>lex<y=a®>a¥se)<a<l.
A seguir, algumas observacoes sobre funcao exponencial:

1. Como uma fun¢ao exponencial f : R — R tem a propriedade (i), entao nao
pode assumir o valor 0, a menos que seja identicamente nula.
De fato sabemos que f(z +y) = f(x) - f(y). Se existir algum zy € R tal que
f(z0) = 0 entdo, para todo = € R temos f(z) = f(xo+ (x — x0)) = f(z0) - f(z —

zo) =0+ f(z —x9) =0, e entdo f seré identicamente nula.

2. A taxa de variagao relativa de uma func¢do g : R — R do tipo exponencial

g(x) = ba®, com a e b constantes positivas e x € R, ndo depende de x, mas
gle+h)—glx) _

s6 de h. Pois, como g(z) = ba® e g(z + h) = ba®*", entdo @
g(z

ba®™" —ba®  ba”(a" —1)
ba® B ba®

=a"—1.

Apresentaremos a seguir um teorema, o qual é uma caracterizacao da fungao

exponencial.

Teorema 3.9. Seja f: R — RY uma fungao mondtona injetiva (crescente ou decres-

cente). As sequintes afirmagoes sao equivalentes:
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1. Para todon € Z e x € R temos f(nx) = f(x)".
2. Seja a = f(1), tem-se f(x) = a® para todo x € R.

3. flzx+y) = f(z)- fly) para quaisquer x,y € R.

Demonstragao. Provaremos inicialmente que (1) = (2). Para todo ntmero racional
r=" (com m € Z e n € Z*) temos, conforme a hipotese (1), que f(rz) = f(x)",
n

m

1 " 1
sendo x € R, pois: f <E w) =f (ﬁ . x) . Por outro lado, f(z) = f (n C— ac) =

F(5e) &b =g (5ee) o (Ba) = 1 (he) = (@) -
n n n n
F@)%.

Pondo f(1) = a, através da hipotese (1) temos f(r) = f(r-1) = f(1) =
r = a", para 7 € Q. Considere f crescente, logo 1 = f(0) < f(1) = a. Suponha,
por absurdo, que exista x € R tal que f(z) # a%, assim f(z) < a” ou f(x) > a”.
Seja f(z) < a® (o caso f(x) > a® é analogo), entdo, de acordo com o Lema que
afirma que fixado o ntimero real positivo a # 1, em todo intervalo de R™ existe alguma
poténcia a”, com r € Q, logo, existe um nimero racional r tal que f(z) < a” < a*, ou
seja, f(x) < f(r) < a®. Absurdo! Pois se f é crescente e a” < a”, temos f(r) < f(x) e
r < x. Dessa forma, temos a prova completa de que (1) = (2).

As implicagoes (2) = (3) e (3) = (1) s@o 6bvias, basta observar que para
z,y € Ren € Z temos:

fle+y)=a""=0a"a" = f(zx) f(y),

fnx +ny) = f(nx) - f(ny) = a™ - a™ = (f(x))" - (f(y))" = (f(x) - f(Y)"-

Lema 3.10. Fizado o nimero real positivo a # 1, em todo intervalo de R™ existe

alguma poténcia a”, com r € Q.

Demonstragcao. Dados 0 < a < 3, devemos achar r € Q tal que a < a” < . Suponha
a e « maiores do que 1 (os demais casos sao anédlogos). Como as poténcias de expo-
ente natural de nimeros maiores do que 1 crescem acima de qualquer cota prefixada,

podemos obter nimeros naturais M e n tais que
n

-«

oz<6<aMel<a<(1+6 )

aM

Da segunda relacao temos:
b —«

1<a%<1+—M:>O<aM(a%—1)<ﬁ—a.
a

Assim,
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m m 1 m+1 m
—<M=0<ar(an —1)<f—-—ae0<anr —an <f—a.
n
. 12 < i
Dessa forma, as poténcias a® = 1,an,an,--- ,a* sdo extremos de intervalos consecu-
tivos, todos de comprimento menor do que o comprimento S — « do intervalo [, (].

Como [a, 8] C [1,a™], pelo menos um desses extremos esté contido no intervalo [, 3].
]

3.1.4 Funcao Logaritmica

Definicao 3.11. Funcao logaritmica de base a € toda funcio f : RT — R, definida por
f(z) =logax, coma € RY ea # 1.

A fungao logaritmica (f : RT — R, f(z) = log,x) é inversa da fungao
exponencial (f : R — RT, f(x) = a%). Dessa forma, tem-se a'°%* = x e log,(a®) = =,

ou seja,

y =log,x < a’ = .

Sejam a,b,z,y € RT, com a # 1 e b # 1, através da relagao a* - a¥ = a**"

temos as seguintes propriedades:
1. Logaritmo de um produto: log,(xy) = log,x + log.y.

x
2. Logaritmo de um quociente: log,— = log,x — log,y.
Y

De fato, tome u = log,x e v = log,y, assim a" = x e a’ = y.

T a®

Logo xy = a“-a’ = a""™ e — = — = a"7", ou seja, log,(ry) = u+v =
Yy a’

x
logex + logy.y € log,— = u — v = log,x — l0g,y.
(

3. Logaritmo de uma poténcia: log,zY =y - log,x.

Considere u = log,x e w = log,z?, dai a" = x e a¥ = a¥.
Entao a¥ = a¥ = (a")? = a¥*, logo w = yu, ou seja, log,x¥ =y - log,.

log,x

4. Mudanga de base: log,x =
logab

Considere u = logyx; v = log,x e w = log,b dai b* =z, a* =z e a¥ = b.

Entao x = b* = (a")* = a"", como a' = z e x = a“", logo v = wu de onde
log,x

v
obtemos que u = —, ou seja, logyxr = .
w logab
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A seguir, como fizemos para a func¢ao exponencial, apresentaremos um teo-

rema que caracteriza a funcao logaritmica.

Teorema 3.12. Seja f : RT — R uma fung¢ao mondtona injetiva (crescente ou decres-
cente) tal que f(xy) = f(x) + f(y) para quaisquer x,y € RY. Entao existe a > 0 tal
que f(x) = log,x para todo x € RT.

Demonstragao. Adimita f crescente (para f descrescente o caso ¢ analogo). Por hipo-
tese temos f(1) = f(1-1) = f(1)+ f(1), logo f(1) = 0. Suponha que exista a € R tal
que f(a) = 1. Sendo f crescente e f(a) > f(1) temos a > 1.

Para todo numero natural n vale:

fla") =fla-a-..-a)
= fla) + f(a) + -+ f(a)
=1+1+4--+1=n,
0 =f(1) = fa"-a)
= f(a") + f(a™™)

=n+ fla™) = fa™") = —n

. m .
Para todo nimero racional 1 = —(com m € Z e n € N), ou seja, rn = m
n
vale:

m = f(a") = f(@™) = f((@)") =n- fa) = fl@) = = =

Se x € R ¢ irracional, com 7, s € QQ, temos:
r<r<s=a <a*<a’= f(a") < f(a®) < f(a®) = r < f(a*) < s.

Dessa forma, segue-se que f(a®) = = para todo = € R. Logo, f(y) = logay
para todo y € R*.

No caso geral, considere a fungio crescente, g : Rt — R, tal que g(zy) =
g(x) + g(y). Tome g(2) = b > 0, pois g(1) =0e 2 > 1. Seja f: RT — R, definida
por f(z) = @, uma funcgao crescente e que transforma somas em produtos, entao
f(2) = 1. Através da primeira parte da demonstracao, tem-se f(z) = logox para todo
x>0, logo x = 270 = 2% = (28)9@®) = ¢9@) | com a = 2%.

Aplicando log, em ambos os membros da igualdade z = a9®, concluimos
que: l0gar = log,a?®. De onde obtemos que g(z) = log,.

[]
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3.2 Sequéncias e progressoes

Definicao 3.13. Uma sequéncia de niumeros reais € uma fungao cujo dominio € um
subconjunto infinito Ny C N, f: Ny — R. A cada nimero natural n corresponde um

unico numero real x,,:
Ny — T1;Ng —> To;N3g — T35 ...;Ng —> Ty ...

Uma sequéncia ¢ indicada por (z1,xg, - , &y, -+ ) ou (x,).
Dois exemplos importante de sequéncias sao as séries aritméticas e geomé-
tricas, que sao generalizacoes das progressoes aritméticas e geométricas, no sentido de

consideramos infinitos termos.

3.2.1 Progressao aritmética

Definigao 3.14. Progressao aritmética (PA) € uma sequéncia na qual a diferenca entre
cada termo e o termo anterior é constante. FEssa diferenca constante é chamada de

razao de progressao e € representada pela letra r.

Em uma progressao aritmética (a,aq,as,---), para avangar um termo,
basta somar a razao para avancgar dois termos, basta somar duas vezes a razao, e
assim por diante. Dessa forma, a;; = ag + 57, pois, ao passar de ag para a;;, avan-
¢amos 5 termos. Assim, ao passar de a; para a,, avan¢camos n — 1 termos obtendo a

formula do termo geral a,, = a1 + (n — 1)r.

Exemplo 3.15. Calcule o 20° termo da progressao aritmética 1, 5, 9,...
Solugao. Sabemos que r =5—1=4, entdo axo =1+ (20—1) -4 =T77.

Proposigao 3.16. A soma dos n primeiros termos de uma progressao aritmética
(a1 + a,)n

(a17a2;a’37”')éSn: 2

Demonstracao. Sabemos que S, = a; + as + a3 + -+ + a,_1 + a,, fazendo S, + 5,
obtemos 25, = (a1 + a,) + (a2 + ap-1) + (a3 + an—2) + - - + (an_1 + a2) + (a, + a1)
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Como

(ag + an—1) = (a1 +r+a,—7r)= (a1 + an);

(a3 + an—2) = (a1 +2r+a, —2r) = (a1 + a,);

(a1 +as) =@+ n—2)r+a,—(n—2)r)= (a1 + a,),
temos:

28, = (a1 +ap) + (ag + ap1) + -+ + (an—1 + a2) + (@ + a1)

= (a1 +a,) + (a1 +an) + -+ (a1 + a,) + (a1 + ap)

= (a1 + ay).n
Assim, S,, = —(a1 +an) -
Y n — 2 N

[]

Exemplo 3.17. Qual € o valor da soma dos 15 primeiros termos da progressao arit-
mética 3, 8, 13, ...7

Solucao. Temos que ays = a; + 14r = 3+ 14 -5 = 73. Logo, S15 = W =
(3+73)-15

= 570.
2

3.2.2 Progressao geométrica

Defini¢ao 3.18. Progressao geométrica (PG) é uma sequéncia na qual é constante o
quociente da divisao de cada termo pelo termo anterior. Esse quociente € chamado de

razao da progressao e € representado pela letra q.

Exemplo 3.19. Determine o valor de x,z € R, da progressao geométrica (z+2, 5z, 25x—
30).
Solucgao. Sabendo que € constante o quociente da divisdo de cada termo pelo termo

anterior, temos:

5 25z — 30
T T 9502 4 20 — 60 = 2507 = 202 = 60 = x = 3.
T+ 2 ox
Em uma progressao geométrica (ai,as,as,---), para avan¢ar um termo,

basta multiplicar pela razao; para avancar dois termos, basta multiplicar duas vezes
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pela razao, e assim por diante. Dessa forma, a;; = ag - ¢°, pois, ao passar de ag para
a11, avancamos 5 termos. De modo geral, a,, = a; - ¢"~!, pois, ao passar de a; para a,,

avancamos n — 1 termos.

Exemplo 3.20. Em uma progressao geométrica, o terceiro termo vale 12 e o quinto
termo wvale 48. Quanto vale o nono termo dessa progressao?
Solugao. Temos que as = as.q?, pois ao passar do terceiro termo para o quinto avan-

camos 2 termos. Logo, 48 = 12-¢* e ¢ = 2. Entao ag = as - ¢* = 48 - 24 = 768.

Proposicao 3.21. A soma dos n primeiros termos de uma progressao geométrica (ay,)
1 _ n
de razao q # 1, € S, = a; - 1 €
—q

Demonstracao. Seja S, = a1 +as+as~+---+a,_1+a, e ¢ # 1. Multiplicando S,, por

q, temos:

@Sn = ag +as+ -+ ap_1 + Ay + Appa

Subtraindo 5,, de ¢.S,, obtemos:

Sn - an = a1 — p41

Que corresponde a Sy, - (1 — q) = a3 — a; - ¢" e, finalmente,

]

Note que, podemos extrapolar essa expressao quando 0 < |¢| < 1, fazendo
n grande (n — o0), obtendo assim o valor da soma de uma progressdo geométrica
com infinitos termos. Contudo a demonstragao dessa férmula envolve conhecimentos

de limites e sera apresentada no Apéndice [10.2]
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4 A Matematica Financeira no Ensino Fundamental

Existem alguns conceitos mateméticos basicos, apresentados no ensino fundamental,

que sao necessarios para o ensino da Matematica Financeira. Além de dominar as qua-

tro operagdes matematicas (soma, subtragao, multiplicacao e divisdo) e a potenciacao,

é importante que o aluno conclua o ensino fundamental conhecendo conceitos como

razao, proporc¢ao, porcentagem, juros simples e composto e desconto simples.
Segundo o PCN de Matematica (ver [5]),

Para compreender, avaliar e decidir sobre algumas situagoes da vida coti-
diana, como qual a melhor forma de pagar uma compra, de escolher um
financiamento etc. é necessario trabalhar situacoes-problema sobre a Mate-
méatica Comercial e Financeira, como calcular juros simples e compostos e
dividir em partes proporcionais pois os conteiidos necesséarios para resolver

essas situagoes ja estao incorporados nos blocos. (BRASIL, 1998, p.86)

Diante da importancia de tais conceitos matematicos para a vida do aluno,
apresentaremos a seguir a utilizagao desses conceitos na Matemaética Financeira, entre-

tanto, usaremos defini¢oes acessiveis a alunos do Ensino Fundamental.

4.1 Proporcionalidade: Razao, Proporcao e Regra de Trés

No 7° ano é estudado um dos contetidos mais utilizados no dia a dia das pessoas,
a proporcionalidade. FEste assunto possui uma enorme aplicabilidade em situagoes
que envolvem comparagoes entre as medidas de grandeza, como o tempo, a massa, a

capacidade, o comprimento, etc. Esta se¢ao foi escrita baseada em [2] e [3].

Definicao 4.1. A razao entre duas grandezas de mesma natureza € o quociente dos
numeros que expressam, na mesma unidade, as medidas dessas grandezas. Sejam as

grandezas a e b, temos a sequinte razao:
a
—(com b #0),
b
onde o niumero a € chamado de antecedente e 0 b € o consequente.

Além de ser representada por fragao ou divisao, a razao também pode ser

representada por um ntmero na forma decimal ou por uma porcentagem.
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Exemplo 4.2. Existem 16 mulheres em uma turma com um total de 40 alunos do
curso de Licenciatura em Matemdtica. A razao enére o numero mulheres e o total de
alunos € de 0 e simplificando a fra¢ao obtemos 5 Ou seja, para cada 5 alunos na

turma existem 2 mulheres.
Definicao 4.3. Proporgao € a igualdade entre razoes.

Numa propor¢ao, o produto dos extremos ¢ igual ao produto dos meios,
essa ¢ a propriedade fundamental das proporgoes:
a

C
Z—a@d.d—c.b

Com b e d diferentes de zero.
Varios problemas que estao presentes no cotidiano relacionam duas gran-
dezas que sofrem variacao em seus valores de maneira dependente, sendo chamadas,

portanto, de grandezas variaveis.

Definicao 4.4. Duas grandezas varidveis sio diretamente proporcionais quando,
aumentando ou diminuindo uma delas numa determinada razao, a outra aumenta ou di-
minui nessa mesma razao. Duas grandezas sao inversamente proporcionais quando
os elementos da primeira grandeza forem diretamente proporcionais ao inverso dos ele-
mentos da sequnda grandeza.

Observagao: FEssa defini¢cao é uma reescrita da Defini¢ao com uma linguagem
apropriada a alunos do Ensino Fundamental que ainda nao conhecem o conceito de

funcao.

Uma pratica comum realizada no ambiente empresarial é a distribuicao dos
lucros apurados durante o exercicio financeiro proporcionalmente ao valor investido
por cada sb6cio na empresa. Essa divisao proporcional recebe o nome de regra de
sociedade. Supondo que um socio investe R$ 2000,00 e o outro, R$ 1000,00, se a
empresa em questao obtiver lucro, a parte que cabe ao primeiro deve ser o dobro da
parte do segundo.

Constantemente lidamos com problemas que envolvem duas grandezas pro-
porcionais, nos quais sao conhecidos trés dos quatro valores da proporc¢ao que relaciona
essas grandezas. O método utilizado para determinar o quarto valor dessa proporgao

é chamado de regra de trés simples.
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Exemplo 4.5. Aplicando R$ 300,00 na poupanca, o valor obtido de juros em um
determinado més seria de R$ 2,00. Caso fosse aplicado R$ 750,00 no mesmo més,
qual seria o valor dos juros?

Solugao: FEstabelecemos a sequinte relac¢ao:

300,00 | 2,00

750,00 | x

Podemos perceber que as grandezas sao diretamente proporcionais, entao:
300 2
750

Aplicando a propriedade fundamental das proporcoes, temos:

1500
300 -z 500 = 200 =T =95

Portanto, na aplicagao em poupanca de R$ 750,00, o valor dos juros obtidos naquele
més seria de R$ 5,00.

4.2 Porcentagem

A maioria dos assuntos ligados & Matematica Financeira envolve porcentagem, que é
um contetido fundamental no ensino da matematica. De acordo com as orientagoes dos
Parametros Curriculares Nacionais (PCN), seu estudo deve ser iniciado nos primeiros
anos do ensino fundamental de maneira mais simples, sendo retomado nas séries finais

mediante a resolugao de problemas.

Definigao 4.6. Porcentagem (do latim per centum, significando “por cento”) ou razao
centesimal sdo as razoes cujo termo consequente € igual a 100. E um modo de comparar

grandezas diretamente proporcionais.
Representamos a porcentagem através do simbolo “%”.

10
107 =0,10 = —
% ’ 100

Exemplo 4.7. Uma bicicleta é vendida em trés prestagoes mensais e iguais de R$

100,00, totalizando o valor de R$ 300,00. Caso seja adquirida a vista, a loja oferece
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um desconto de 15% sobre o valor a prazo. Qual o pre¢o da bicicleta na compra a
vista?
Solucao 1: Utilizando a razao centesimal ou nimero decimal correspondente temos:

1
15% de300:1—(i)-300:0,15-300245

Assim, o preco a vista é: 300 - 45 = 255 reais.

Solucgao 2: Utilizando comparagao entre grandezas diretamente proporcionais (regra de
trés):
15 x 4500

2 = = 100z = 4500 = x =

2 =45,
100~ 300 100 7

Onde x € o desconto de 15% sobre R$ 300,00. Portanto, o pre¢o a vista é
300 - 45 = 255 reats.

Apos compreender o significado da porcentagem é possivel realizar facil-
mente cilculos mentais de porcentagem como 10%, 20%, 25%, 50% etc. O video “Mate-
maética nas finan¢a” (Lopes, 2009), que pode ser visto em [16], demonstra, de maneira
simples, modos de calcular a porcentagem através de calculos mentais. E importante
que o aluno tenha o conhecimento de vérias estratégias de resolucao de problemas

envolvendo porcentagem e saiba escolher a mais indicada em cada caso.

4.3 Aumentos e Descontos

Conforme observamos no Exemplo [4.7] para determinar o prego de um produto apos
um desconto, calcula-se primeiro o valor do desconto e, em seguida, o preco final.
Porém, podemos determinar o preco de um produto apds um desconto, ou um aumento,
encontrando a relagao percentual entre o preco final e o prego inicial.

O preco final de um produto que sofreu desconto de 15% corresponde a
85%(100% — 15%) de seu valor inicial. Uma bicicleta que inicialmente custava R$
300,00, apos o desconto passa a valer R$ 255,00 (0,85 - 300).

Sejam V o valor final de um produto, V; o valor inicial e ¢ a taxa percentual
de desconto ou aumento a ser aplicada. Entao, é possivel estabelecer as seguintes

relagoes:

Vi = (1 —1i) - Vi(para desconto) ou V; = (14 1) - V; (para aumento),
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100
100

Exemplo 4.8. Uma loja estd oferecendo um desconto de 20% em todos os artigos

onde o valor 1, na féormula, refere-se aos 100% = = 1 do valor inicial.

femininos. Uma blusa que antes custava R$ 40,00, apds o desconto passou a ter o
preco de R$ 32,00, ou seja, Vi = (1 —0,20) - 40 = 32.

Exemplo 4.9. Um saldrio de R$ 852,00 foi reajustado em T%. Apds o reajuste o
saldrio passou a ser Vi = (14 0,07) - 852 = 911,64, ou seja, R$ 911,64.

Esse contetdo pode ser introduzido no 8° ano, apés o estudo da propor-
cionalidade e da porcentagem, ji possuindo, também, conhecimentos sobre equagoes
e formulas algébricas. No 9° este contetido pode servir de exemplo para o estudo de

funcoes.

4.3.1 Aumentos e Descontos Sucessivos

Em algumas situagdes podem ocorrer descontos ou aumentos percentuais de forma

sucessiva, como no exemplo a seguir:

Exemplo 4.10. O preco médio do quilo da carne bovina no inicio do ano era R$ 15,00.
Alguns meses depois, esse preco sofreu um aumento de 8% e no més sequinte aumentou

mais 5%. Em sequida, houve uma reducao de 10%. Assim:
Vi=(1+0,08)-(14+0,05)-(1—-0,10) 15~ 15,31
Portanto, o preco final do quilo da carne bovina foi de R$ 15,51.

De modo geral, quando um valor inicial (V) sofre variagbes percentuais

sucessivas (i1, 12, ..., in), pode-se obter outra relagdo com o valor final (V7):
Vi=(1%i) (1kiy) .- (1£i,) V;

Chamamos o termo (1 £ 1) de fator de corregao.

4.3.2 Taxa média de aumentos ou descontos sucessivos

Com relagao a aumentos (ou descontos) sucessivos ¢ possivel calcular a taxa média de

aumento (ou desconto) utilizando a definicao de média geométrica.
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Definicao 4.11. A média geométrica dos n nimeros positivos xy,Te, X3, -+ , T, € UM
valor positivo g tal que x1x5---x, =¢g-g---g9g = g". Logo, a média geométrica dos n

numMmeros positivos T1xy -+ Ty € § = Y T1To -+ Ty.

Essa definigao pode ser encontrada em [11], e se aplica em nimeros positivos,
pois com numeros negativos existe a possibilidade dessa média nao existir (como, por

exemplo, nao exite média geométrica entre -1 e 3).

Exemplo 4.12. Uma fabrica de calgados geristrou um aumentou significativo em sua
producao no primeiro trimestre do ano. As taxas de aumento messes trés primeiros
meses do ano foram de 5%,18% e 9%, respectivamente. Qual foi a taxa média de
aumento mensal nesse trimestre?

Solugao: Queremos uma taxa média i tal que: (141i)-(1+4)-(14+i) = (1+0,05)-(1+
0,18)-(140,09), ou seja, (1+i)> = 1,05-1,18:1,09. Entdo 1+i = /1,05 1,18 - 1,09 =
1,1053, logo i = 0,1053 = 10,53%.

4.4 Juros

A maioria dos livros didaticos apresenta o contetudo referente a juros simples no 7° ano
e retoma o assunto ao tratar de juros simples e composto no 9° ano.

Quando uma pessoa empresta a outra um valor monetario, durante certo
tempo, essa quantia é chamada de capital ou principal, a qual indicamos por C'. O valor
cobrado pelo uso do dinheiro é chamado de juros, indicado por J. A soma do capital
emprestado com os juros é denominada de montante, representada por M (M = J+C).

A taza de juros, indicada por ¢ (do inglés interest, que significa juros), é a razao

1= ol que representa os juros numa certa unidade de tempo, normalmente indicada
da seguinte forma: ao dia (a.d.), ao més (a.m.), ao ano (a.a.) etc.

Se um capital é aplicado a uma certa taxa em determinado periodo de
tempo, o valor do montante pode ser calculado segundo duas convengoes de calculo,
definidas de acordo com os regimes de capitalizacao: juros simples e juros compos-

tos.

4.4.1 Juros simples

Definicao 4.13. Os juros simples, ou capitaliza¢ao simples, sao calculados sobre o

capital fixo de um empréstimo, ou seja, os juros gerados em cada periodo sao sempre
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1dénticos, obtidos mediante o produto do capital pela tazxa.

Exemplo 4.14. Maria aplicou R$ 10 000,00, durante 3 meses, a taza de 2% ao més,
em regime de juro simples. Qual o montante obtido apds o periodo de aplica¢do?

Solucgao: Calcularemos os juros gerados em cada periodo:

1° més: 10000 - 0,02 = 200
2° més: 10000 - 0,02 = 200
3% més: 10000 - 0,02 = 200

Somando-se o0s juros obtidos em cada més, teremos um rendimento total de
R$ 600,00. Portanto, o montante apds 3 meses serd de R$ 10 600,00, correspondente
a soma do capital de R$ 10 000,00 com os juros de R$ 600,00.

A partir deste exemplo percebemos que os juros simples da aplicagao serao

o resultado da soma de n parcelas iguais a C - i:

J=C-i+C-it+..+Ci

n parcelas

Entao, J=C-i-n

4.4.2 Taxa média em investimentos a juros simples

A taxa média das aplicac¢oes a juros simples, quando submetidas a diferentes taxas em

um mesmo periodo é dada pela média aritmética ponderada das taxas envolvidas.
Sejam i1, 19,13, - - , i, as diferentes taxas envolvidas em n aplicagoes e ¢y, co,

c3, -+ ,C, as parcelas de capitais onde ¢; +¢c3 +c3+ -+ + ¢, = C, a taxa média i, é

dada pela seguinte relagao:

_il‘Cl+i2'62+?;3'63+“‘+’in'0n
01+CQ—|—03+"'+Cn

im

Exemplo 4.15. Jodao decidiu aplicar sua economia de R$100.000,00, a juros sim-
ples, em trés instituicoes distintas. FEle escolheu as instituicoes A, B e C' e aplicou
em cada uma dessas instituicoes as respectivas quantias de R$17.000,00 a 3% ao més,
R$38.000,00 a 4% ao més e R$45.000,00 a 5% ao més. Qual foi a tarxa média de
rendimento dessa aplicagao?

Solugao. A taxa média de rendimento i,, é a média ponderada dos 3%,4% e 5% com
0s respectivos pesos de 17.000,38.000 e 45.000.
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P 3 - 17000 + 4 - 38000 + 5 - 45000
" 100000

Observe que neste exemplo utilizamos as taxas na forma percentual, logo o

= 4,28%

resultado da taxa média também foi expressa na forma percentual. Podemos utilizar

as taxas envolvidas na forma decimal determinando uma taxa média na forma decimal.

4.4.3 Taxas proporcionais em Juros Simples

Definigao 4.16. Tazas proporcionais sao aquelas que, aplicadas ao mesmo capital,

durante o mesmo prazo, no regime de juros simples, produzem os mesmos montantes.

Exemplo 4.17. A partir de um capital de R$ 300,00, calcule o juro obtido as taxas de
3% ao més , por 12 meses e 36% ao ano, por um ano, através do regime de capitaliza¢ao
de juros simples.

Solugao: Através da formula J = C -i-n, calcularemos o juro obtidos em cada caso:

1° caso (3% ao més , por 12 meses): Seja C' = 300,i = 0,03 e n = 12, entdo
J=300-0,03-12 =108

2° caso(36% ao ano , por 1 ano): Seja C' = 300,i = 0,36 e n = 1, entio J =
300-0,36-1 =108

Podemos observar que o juro obtido em ambos os casos foi o mesmo,ou seja, R$ 300,00
aplicado sob juros simples de 3% ao més, por 12 meses, ou 36% ao ano, por um ano,

produzem os mesmos montantes.

Logo, se a taxa de juros simples relativa a um periodo ¢ igual a i, a taxa de

juros relativa a n periodos ¢ I tal que I =17 -n.

4.4.4 Juros Compostos

Defini¢do 4.18. E chamado de juros compostos ou capitalizagio composta,
aqueles que sao calculados sobre um capital principal acrescido de seus proprios ju-
ros, ou seja, aplica-se a taxa percentual ao fim de cada periodo, sobre o montante

anterior. Fste regime de capitalizacao também é conhecido como juros sobre juros.

O problema a seguir retoma o exemplo anterior, mas utiliza juros compostos

ao invés dos juros simples:
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Exemplo 4.19. Maria aplicou R$ 10 000,00 a juros compostos, durante 3 meses,
taza de 2% ao més. Qual o montante apds o periodo de aplicagdo?
Solucao: Os juros gerados ao final de cada més foram:

1° meés: 10 000 . 0,02 = 200

2° més: (10 000 + 200) . 0,02 = 204

3° més: (10 000 + 200 + 204). 0,02 = 208,08

Logo, ao fim de trés meses o montante serd de R$ 10 612,08, correspondente
ao capital de R$ 10 000,00 mais os juros acumulados no valor de R$ 612,08.

Poderiamos resolver este problema usando a féormula de aumentos sucessi-
vos. Neste caso, terfamos um valor inicial de R$ 10 000,00 sofrendo trés aumentos
sucessivos com a mesma taxa de 2%. Assim, o valor final apos o periodo de aplicacao
seria:

Vi = (140,02)-(1+0,02)- (140, 02)-10000 = 10000- (140, 02)* = 10612, 08
reais.

Dessa forma temos que uma capitalizacao composta é resultado de aumentos
percentuais sucessivos, com uma taxa fixa, capitalizados ao final de cada periodo, ou
seja:

M

de periodos.

(144)-(144)-...-(1+1i)-C = C-(1414)", onde n representa o nimero
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5 A Matematica Financeira no Ensino Médio

O estudo da Matematica Financeira no Ensino Médio contribui com a formagao do
cidadao em suas relacgoes sociais e na interagao com situagoes que envolvam o comércio.
Segundo o artigo 22 da LDB, “a educagao bésica tem por finalidade desenvolver o
educando, assegurar-lhe a formacao comum indispensavel para o exercicio da cidadania
e fornecer-lhe meios para progredir no trabalho e em estudos posteriores” (p. 23).

As Orientagoes Curriculares para o Ensino Médio, disponivel em [6], orienta

no bloco que aborda niimeros e operagoes que

[...0 trabalho com esse bloco de contetdos deve tornar o aluno, ao final do
ensino médio, capaz de decidir sobre as vantagens/desvantagens de uma
compra a vista ou a prazo; avaliar o custo de um produto em fungao da
quantidade; conferir se estao corretas informagoes em embalagens de pro-
dutos quanto ao volume; calcular impostos e contribuicoes previdenciarias;
avaliar modalidades de juros bancarios.|(BRASIL, 2006, v. 2, p. 71)

Com base nas orientacoes citadas acima, contextualizaremos certos con-
teidos matematicos, como fungdes e progressoes, mostrando a sua relacdo com as
aplicacoes de capitais nos regimes de juros simples e compostos.

Mostraremos que o valor do dinheiro depende da época a qual o valor esta
referido e como é simples transportar certa quantia do futuro para o presente e vice-
versa. Assim, o aluno tera as ferramentas necessérias para que saiba escolher a melhor
forma de pagamento quando se tem duas ou mais opgoes.

Veremos também a diferenca entre taxas proporcionais e taxas equivalen-
tes, taxa efetiva e nominal e estudaremos os dois principais sistemas de amortizacao,
SAC e Price, mais comumente utilizados em financiamentos e empréstimos bancéarios,
proporcionando mais clareza com relagao aos antuncios das institui¢oes financeiras.

As defini¢oes, os teoremas e os exemplos presentes neste capitulo foram
escritos baseados nos livros [7] e [15], além dos livros usados nos conceitos preliminares,
[10] e [L11].

5.1 Juros Simples, Funcao Afim e Progressao Aritmética

Vimos na Sec¢ao que no sistema de capitalizacao de juros simples, o juro que é

acrescido ao valor inicial a cada periodo é sempre constante e determinado por i - C.
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Dessa forma, a sequéncia dos montantes obtidos forma uma Progressao Aritmética de
razao i-C', ou seja, ao final de n periodos, teremos um acréscimo de n-C'i correspondente
ao juros da aplicagao. Logo, o montante final sera M = C+J = C+n-C-i = C(i+n-i).

Podemos observar que nessa modalidade de capitalizacao os juros sao line-

ares, pois sao obtidos em func¢ao do tempo de aplicacgao.

Exemplo 5.1. Um capital de R$100, 00 aplicado a taxza de juros simples de 3% ao més
rende juros conforme a fungao linear j = 100-0,03-n ou j = 3-n. Veja na Figura|[]

o grdfico da funcao:

Juros (j)

Tempo (n)

Figura 1: Grafico da funcao 7 =3-n

Observamos também que nesse sistema o montante é obtido através de uma
funcao afim. Retomando ao exemplo anterior temos que M = 100+ 3 - n, como mostra
a Figura [2}

Montante (M)

400

Figura 2: Grafico da fungao M =100+ 3 -n
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5.2 Juro Composto e Progressao Geométrica

Nos juros compostos, o valor inicial C' é corrigido ao final de um periodo pelo fa-
tor de corre¢do (1 + 7). Dessa forma, temos que o montante M produzido apds cada

capitalizagao com taxa fixa é caracterizado por uma progressao geométrica de razao
(1+1).

Exemplo 5.2. Maria aplicou, a juro composto, R§ 5000,00 em um investimento ban-
cdrio com rendimento de 2% ao més. Qual foi o montante obtido ao final de cada més
durante o primeiro ano de aplica¢io?

Solucao: Temos uma sequéncia de montantes que formam uma progressao geométrica

de razao 1+ 0,02 = 1,02., conforme a tabela abaixo:

MES MONTANTE (M)
1° M = 5000 - 1,02 = 5100
20 M = 5100 - 1,02 = 5202

3° M = 5202 - 1,02 = 5306, 04

4° | M =5306,04- 1,02 ~ 5412, 16

50 | M =5412,16 - 1,02 ~ 5520, 40

6° | M =5520,40 - 1,02 =~ 5630, 81

70 | M =5630,81-1,02 ~ 5743,43

8% | M =15743,43 - 1,02 =~ 5858, 30

9° | M =5858,30-1,02 =~ 5975, 46

10° | M = 5975,46 - 1,02 =~ 6094, 97

11° | M =6094,97 - 1,02 ~ 6216, 87

120 | M = 6216,87- 1,02 ~ 6341, 21
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5.3 Juro Composto, Funcao Exponencial e Funcao Logaritmica

Em consonéncia ao que temos nas Orientacoes Curriculares para o Ensino Médio,

Compreendemos que:

Dentre as aplicagoes da Matematica, tem se o interessante topico de Ma-
tematica Financeira como um assunto a ser tratado quando do estudo da
fungao exponencial - juros e corregao monetaria fazem uso desse modelo.
Nos problemas de aplicagao em geral, é preciso resolver uma equacao expo-
nencial, e isso pede o uso da fungao inversa - a fungao logaritmo. (BRASIL,
2006, v. 2, p. 75)

Dessa forma, veremos a relagao entre tais assuntos.

De acordo com a Se¢ao [4.4.4] dado o capital C' e a taxa de juros i, podemos
obter o montante M em fungao do tempo n conforme a func¢do exponencial M(n) =
C-(1+)™
Exemplo 5.3. Qual é o montante produzido por R$ 10 000,00, aplicados sob juros
compostos a taxa de 90% ao ano, durante 4 anos?

Solugao: Seja C'= 10 000, i=0,90 e n=4, através da fun¢do exponencial M(n) =
C-(1+14)", temos:

M(4) = 10000 - (1 +0,90)* = M(4) = 10000 - 1,9* = M(4) = 130321.
Logo, o montante € de R$ 130 321,00.

A partir da fungao exponencial citada e utilizando as propriedades da Se-
¢ao |3.1.4] obtemos o tempo n em fungao do montante M através da seguinte fungao

logaritmica:

M =C-(1+i)"=
Geip ko
log(1+i)"  =log¥ =
n-log(1+1i) =logh =

M i log%
n(M) = Tog(i+1)"

Como nao foi informado a base do logaritmo significa que se trata da base

10 (logn = log;yn).
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Para resolver problemas envolvendo tal fungao é necesséario o uso de calcula-
doras cientificas para calcular os logaritmos decimais ou o valor referente ao logaritmo

deveré ser informado no problema.

Exemplo 5.4. Qual € o tempo necessdrio para que uma aplicagio de R$ 1 000,00 a

Juros compostos e sob taxa fixa de 5% ao més gere um montante de R$ 1 340,007

Solugdo: Utilizando a funcio n(M) loge
olucao: wizanao a juncao n = , LEMOS
& ¢ log(1+ 1)
1340
%9 1030
13400) = — 21000
n(13400) = 722770, 05)
logl, 34
13400) = 29222
n(13400) = 72 705

Logo, o prazo necessdrio € de 6 meses.

5.4 Taxas Equivalentes em Juros Compostos

Definicao 5.5. Tazxas equivalentes sao aquelas que, aplicadas ao mesmo capital, du-

rante 0 mesmo prazo, no regime de juros compostos, produzem 0s mesmos montantes.

Exemplo 5.6. Um capital de R$ 100,00 aplicado sob juros compostos de 10% ao més

ou 21% ao bimestre gera os mesmos montantes. Veja:

100 2% 110 2% 121 (aplicando-se juros de 10% ao més)

100 24 121 (juros de 21% ao bimestre)

Logo 100 - (1 + 0,10)% = 100 - (1 + 0,21), de onde obtemos (1 + 0,10)* =
(14 0,21), ou seja, considerando i como a taxa de juros mensal e I a taza de juros
bimestral, temos (1+1i)* = (14 I).

Portanto, se a taxa de juros relativa a um determinado periodo ¢ igual a 7,

a taxa de juros relativa a n periodos de tempo ¢ I tal que 1 +1 = (14 0)™.

Exemplo 5.7. Qual é a taza anual de juros equivalente a 3% ao més?

Solugao: A taxa anual I € relativa a 12 meses de capitalizacio da taxa mensal i =
0,03. Entao 1+ 1 = (1+0,03)'? = 1,03'2. De onde obtemos 1 + I = 1,426, logo
1 =0,426.

Dessa forma, 3% ao més equivale a, aprorimadamente, 42,6% ao ano.
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E comum encontrar propagandas enganosas que anunciam taxas equivalen-
tes como se fossem proporcionais. As taxas proporcionais estao diretamente ligadas
ao regime de juros simples (conforme Capitulo [4.4.3) e as taxas equivalentes estao

diretamente ligadas ao regime de juros compostos.

5.4.1 Taxa Efetiva e Taxa Nominal

Definicao 5.8. Uma taza é denominada efetiva quando jd estd referida ao periodo

de capitalizacao.
Veja alguns exemplos de taxa efetiva:
e 10% ao més, capitalizados mensalmente;
e 5% ao ano, capitalizados anualmente;
e 12% ao semestre, capitalizados semestralmente.

Definicao 5.9. Uma taxa € denominada nominal quando estd referida a uma unidade
de periodo distinta do periodo de capitalizacao e a mudanca necessdria € feita por uma
Propor¢an, como nas taras proporcionais nos juros simples.

Exemplo 5.10. Uma taxa nominal de 240% ao ano, com capitalizagao mensal, serd

240
% = 20% ao més.

transformada em

Conforme o Exemplo 3% ao més e 36% ao ano sao taxas proporcionais,
no regime de juros simples e, de acordo com o Exemplo 5.7, 3% ao més equivale a 42,6%
a0 ano, no regime de juros compostos. Dessa forma, temos que 36% ao ano é chamada

de taxa nominal e a taxa de 42,6% ao ano é chamada de taxa efetiva.

5.5 Valor Atual e Valor Futuro

Sabemos que, no regime de juros compostos, um capital inicial C' é transformado em
C' - (1+4)™ ap6s n periodos de tempo. Dessa forma, multiplicando o valor atual de
um capital por (1 4 )" obtemos o valor futuro, ou seja, considerando F' como valor

futuro e A como valor atual, temos F' = A(1+14)". Logo, é possivel obter o valor atual,

dado o valor futuro, fazendo A = —. Isto é, podemos deslocar quantias no tempo

F
(1+1)
conforme for necessario para resolver problemas envolvendo questoes financeiras como

aplicacoes e pagamentos.
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Exemplo 5.11. Joao tomou um empréstimo de R$ 500,00, a juros de 5% ao més.
Apds um més, pagou R$ 100,00 e no més sequinte pagou R$ 200,00. Passado um més
desse ultimo pagamento, ele resolveu liquidar sua divida. Qual o valor desse wultimo
pagamento?

Solugao: Seja A = 500 o valor atual (na data 0). Esse valor € equivalente a R$ 100,00
apds um més (na data 1), mais R$ 200,00 na data 2 e mais o valor P na data 3. Veja

a Figura[3 com o esquema dos pagamentos:

500
1
0

100 200 p
, i) i) i)
0 1 2 3

Figura 3: Esquema com as duas opcoes de pagamento.

Deslocando as quantias para a mesma época (data 0), podemos igualar o
valores obtendo:

00 — 100 N 200 N P N
~ (140,05t (1+0,05)2  (1+40,05)3
>~ 276, 64

500 76,6 +1,053 =

P (500 — 276,64) - 1,05° =
P =258 56.

Portanto, o iltimo pagamento foi de R§ 258,56.

Um dos principais problemas do nosso cotidiano que envolve a Matematica
Financeira é saber escolher a melhor forma de pagamento quando se tem duas ou mais

opcoes.

Exemplo 5.12. Uma loja oferece trés opgoes de pagamento na compra de um fogao:

(1) R$ 500,00 & vista.
(i1) Trés vezes iguais: entrada mais 2 prestagoes mensais de R$ 180,00.
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(111) Cinco vezes iquais: entrada mais J prestagoes mensais de R$ 110,00.

Qual € a opcao mais vantajosa, se posso fazer meu dinheiro render a uma taxa de 6%
ao més?

Solugao: Para decidir a op¢ao mais vantajosa, determinaremos o valor do fogao dos
trés conjuntos de pagamentos na mesma época. Como uma das formas de pagamento
€ a vista, ou seja, na data 0, podemos trazer as prestagoes das outras duas op¢oes de
pagamento para essa mesma data. Seja A o valor do fogao na data 0 em cada uma das

opgoes, temos:

Op¢ao (1) A = 500

180 180
Opcio (i) A = 180 =~ 510,01
pedo (1) 150,06 T (150,062 ’
110 110 110 110
Opgao (iit) A =110 + + + + 491,16

140,06 (1+0,06)2 (1+40,06)% (1+0,06)*
Podemos perceber que o valor do fogao na data 0 da terceira opgao de pa-

gamento € o menor. Logo a op¢ao mais vantajosa € pagar com uma entrada mais 4

prestagoes mensais de R$ 110,00.

Definicao 5.13. Um conjunto de n pagamentos constantes e iguais a P, com o mesmo

intervalo de tempo, € chamado de série uniforme.

Teorema 5.14. O wvalor atual A obtido atavés da soma dessa série uniforme de paga-

mentos € dado por:
I—(144)™
: .

A=P-

Demonstragao. Transportanto todos os pagamentos para a data 0, temos:

S I U, S
Cl+i (L4420 (144)3 (142"’
que é a soma de n termos de uma progressao geométrica de razao q¢ = T4 e primeiro
P
termo igual a a; = vt Sabendo que a soma de uma PG finita é dada pela formula
1
1—qg"
S, =ay - q (Proposicao [3.21)), e considerando S,, = A, logo:
P .1—(1%2.)” _p. 1—(1+4)™
l+i  1-15 i '
m
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Exemplo 5.15. Um carro, cujo valor é R$ 30 000,00, é vendido em 24 prestagoes
mensais iguais e postecipadas, ou seja, a primeira prestacao SO € paga um més apos a
compra. Se o0s juros sao de 2% ao més, determine o valor das prestagoes.

Solugao: Seja A = 30000, n = 24 e 1 = 0,02, podemos determinar o valor P das

prestacgoes utilizando a formula da série uniforme de pagamentos.

1— (144" 1—(140,02)2 30000 - 0, 02
=049 L ag000 = p L2 (1 £0,02) pP— )

A=P _ oYU, Vs
i 0,02 = 1—1,02-24

= 1586, 13

Logo, as prestacoes sao de R$ 1 586,13.

5.6 Operacoes de Descontos

A operacao financeira que consiste no abatimento que recebemos ao pagar um titulo
antes do vencimento estabelecido é chamada de desconto. Os descontos podem ser

simples ou compostos.

5.6.1 Descontos Simples

Desconto simples é o valor a ser deduzido de um titulo, mediante a utilizagao do
sistema de capitalizacao de juros simples. Existem dois tipos de descontos simples:
bancario e racional.

Desconto bancario, ou desconto por fora, é a parcela a ser deduzida sobre
o valor de face (ou valor nominal) e o desconto racional, ou desconto por dentro, é
a parcela a ser deduzida sobre o valor atual.

Podemos resolver questoes de desconto simples usando regra de trés, con-
forme o Exemplo [5.16]

Exemplo 5.16. Um titulo de R$ 5 000,00 serd resgatado com um desconto de 8% ao
més, 3 meses antes do vencimento. Calcule o valor atual do resgate, considerando:

a) Desconto simples bancdrio.
Nesta operacdo o desconto € calculado sobre o valor de face, ou seja, sobre o valor do
titulo. No sistema de juros simples, um desconto de 8% ao més em 3 meses corresponde
a um desconto total de 24%.
Descontando 24% do valor do titulo temos que o valor atual A serd de 76% do valor
de face:
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5000,00 | 100%

A 76%

Como as grandezas sao diretamente proporcionais, entao:

2000 100 380000
—— =——=100-A= : A=
1 6 = 100 5000 - 76 = 100

= A = 3800.

O wvalor atual do resgate, apds sofrer o desconto simples bancdrio, é de R$
3 800,00.

b) Desconto simples racional.
Nesta operac¢ao o valor do titulo corresponde a 100% do valor atual A acrescido do
desconto. Sabendo que o desconto € de 24%, referente a 8% ao més por 3 meses, logo,
o valor do titulo serd de 124% (100 + 24) do valor atual.

5000,00 | 124%

A 100%

Aplicando regra de trés simples com as grandezas diretamente proporcionais

temos:
5000 124 500000
I 100:> 5000 - 100 = o1 = 032, 26
O wvalor atual do resgate, apds sofrer o desconto simples racional, é de R$
4 032,26.

Podemos perceber que o desconto simples bancario, usado nas instituicoes
financeiras, proporciona um menor valor de resgate. Nesse exemplo, o valor atual
de resgate obtido através do desconto simples bancéario, R$ 3800,00, corresponde a

aproximadamente 94,24% de R$ 4 032,26 (valor atual de resgate obtido através do
380000 _ o\ o,

4032, 26

desconto simples racional), pois

5.6.2 Desconto Composto

Ao saldar um compromisso financeiro antes de seu vencimento, ou seja, obter o valor

atual A dado o valor futuro F', através da utilizagao do sistema de juro composto, temos
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uma diferenca entre esses valores que chamamos de desconto composto. Através da
Secao [5.5, temos que F'= A(1+1i)" e A =
fazendo F' — A.

—— ¢ o desconto composto é obtido
(1+4)" P

Exemplo 5.17. Mara deseja liquidar uma divida representada por um titulo de R$ 2
000,00. Sabendo que faltam trés meses para o vencimento e que o banco oferece uma
taza de desconto composto de 5% ao més, determine o valor do desconto.

Seja i = 0,05, n =3, e FF = 2000, o valor atual apds o desconto é:

F 2000
A=— =S A=—"" = A=~ 1727.68
(144)" (14 0,05)3 ’

Como o valor atual do resgate é R$ 1727,68, logo o desconto serd de 2000 —
1727,68 = R§ 272,52.

5.7 Amortizacao

Ao realizar um financiamento é gerado parcelas periodicas constituidas por duas partes:
a amortizacao, que corresponde ao abatimento da divida; e os juros, calculados sobre
o saldo devedor no periodo do pagamento.

Os principais sistemas de amortizacao encontrados no mercado financeiro
sao o SAC (Sitema de Amortizagdo Constante) e o sistema Price, também conhecido

por sistema francés e caracterizado por prestacoes iguais.

5.7.1 Sistema de Amortizacao Constante (SAC)

No sistama SAC, sendo n o nimero de pagamentos, Dy a divida a ser amortizada, 7
a taxa de juros, A, a parcela de amortizagao, J, a parcela de juros, P, o valor da

prestacao e Dy o valor da divida apds o pagamento da prestacao na época k, temos:

D
1. Ak:—o;

n

.y
9. Dy =2 Dy
n

3. Jk =1- Dkfl;
4. P, = A + Ji.
A seguir, vamos mostrar cada uma das relagoes anteriores.
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1. Dividindo a divida a ser amortizada Dy em n parcelas iguais, cada parcela sera
: Dy
igual a A, = —.
n

2. Apos amortizar k parcelas, o valor atual da divida (Dy) sera o valor inicial da

divida (Dy) descontado as K parcelas de amortizagoes pagas, ou seja,

D —k
Dy=Dy—k-2="""_p,
n n

3. Os juros da k-ésima parcela é calculado sobre o valor da divida relativa a um

periodo anterior, entao J, = - Dy_1.

4. Sabendo que o valor de uma prestacao é composto pela parcela de amortizagao

e pelo juro devido, temos: P, = A + Ji.

Podemos perceber que nesse sistema de amortizacao as prestagoes, que sao
compostas pela amortizacao mais os juros, sao decrescentes, pois conforme a divida

diminui os juros também diminui.

Exemplo 5.18. Uma divida de R$ 900,00 é paga, com juros de 10% ao més em 6
meses, pelo SAC. Calcule o valor de cada prestacao.
Solucgao: Seja Dy = 900, n =6, 7 = 0,10 e Py o valor da k-ésima prestagiao. Como

as amortizagoes sao iquais, cada amortizacao serd de % da divida inicial, logo A =
900 n—=k

o = 150 e P, = 150 + Ji, para k = 1,2,3,4,5,6. Sabendo que D) = - Do,
temos:

D, :%-9002750

D2:%-9002600

D3:¥-9002450

D4:%-9002300

D; = 6—g5 - 900 = 150.
Assim:

48



J1=0,10- Dy = J; =0,10-900 = 90 e P, = 150 + 90 = 240, 00;
Jy=0,10- Dy = Jo =0,10-750 =75 e P» = 150 + 75 = 225, 00;
J3=0,10- Dy = J3 =0,10- 600 = 60 e P3 = 150 + 60 = 210, 00;
Jy =0,10- D3 = J; = 0,10 - 450 = 45 e P, = 150 + 45 = 195, 00;
J5 =0,10- Dy = J5 = 0,10 - 300 = 30 e P5 = 150 + 30 = 180, 00;
Js = 0,10 - D5 = Js = 0,10- 150 = 15 e Fs = 150 + 15 = 165, 00.

Para facilitar os calculos de prestagoes mediante aos sistemas de amortizagao

SAC e Price é recomendado o uso de planilha de célculo conforme veremos mais adiante.

5.7.2 Sistema Price

O sistema Price ¢ usado geralmente em financiamentos de bens de consumo em que as
prestacoes sao fixas. O valor de cada prestagao pode ser calculado conforme o teorema

a seguir.

Teorema 5.19. Seja Dy a divida inicial, n o nimero de pagamentos e v a taxa de
Juros, entao o valor de cada prestacoes serd

P=D i

I I e

Demonstrag¢ao. Sabemos que, dado uma série uniforme de pagamentos P, transpor-
1—(144)™
i

tando esses pagamentos para data 0, temos um valor atual A = P - ,
conforme Teorema [5.14]
Considerando a divida inicial Dy como o valor atual, temos:
1—(142)™" 1

Dy =P S —
0 i 1—(1+i)™

]

A seguir, apresentamos o resultado que nos fornece o valor da divida apods

o pagamento de k parcelas:

Teorema 5.20. O valor da divida a ser liquidada apds k pagamentos €

1—(144)~h
1—(1+i)™

Dy =Dy -
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Demonstragao. Novamente pelo Teorema [5.14], temos que, apos pagar k prestagoes, o

valor atual imediato das n — k prestagoes restantes sera

1—(1+i)~(»h
i

Dy,=P (1)

l

Sabendo que P = D - —, Teorema [5.19] substituimos o valor de P em (1),

1— (1+1)
obtendo:
i 1—(1+4)~(h 1—(1+i)~
Dy = Dy - : = Dy =Dy -
S W i A T

]

Como uma prestacao é composta pela amortizagao mais os juros, logo o

valor amortizado em cada prestacao é dado por A = P, — Ji, sendo J, =i - Dj_;.

Exemplo 5.21. Um carro € vendido por R$ 30 000,00 & vista ou em 36 vezes iquais
e sem entrada, com taza de juros de 3% ao més. Calcule o valor das prestagoes.
Solugao. Seja Dy = 30000, n =36 e i = 0,03, através do Teorema temos:

0,03
1= (1+0,03)86

P = 30000 - >~ 1374, 11

Portanto, o valor de cada prestacao serd de R$ 1 874,11.
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6 Resolucao de Problemas com o Uso de Calculadora

Simples

A calculadora é um recurso de baixo custo de aquisi¢ao e que pode tornar os calculos
matematicos menos cansativos e mais prazerosos. Mesmo com o uso deste recurso, é
indicado que o aluno verifique mentalmente os resultados obtidos através de aproxima-
¢oes sucessivas.

O professor deve explicar para os alunos o motivo do uso da calculadora,
mostrando que ela é apenas uma ferramenta de auxilio, e que o fundamental é a reso-
lugao dos problemas, compreensao dos conceitos mateméticos e nao a memorizagao de
técnicas e formulas ou habilidades mecéanicas de céalculo.

Dessa forma, serao propostos alguns problemas a serem resolvidos com o

uso de uma calculadora simples, similar a da imagem abaixo:

Figura 4: Calculadora.

Antes de iniciar a atividade, é indicado que o professor apresenta a funcao
de cada tecla da calculadora - em tempo, esclarecemos que as teclas da calculadora
serao apresentadas neste trabalho entre colchetes.

Além dos algarismos e dos operadores matematicos este modelo de calcula-
dora possue as teclas |%] (porcentagem), [,/] (raiz quadrada), [OFF]| (desligar), ol
(ligar /limpar ultima operagao ou namero digitado) e as fun¢oes de memoria:

[M+] memoriza o nimero ou o resultado com sinal positivo;

[M-| memoriza o ntimero ou o resultado com sinal negativo;

[IMRC] obtém o resultado final, se digitada uma vez, e limpa a memoria, se
digitado duas vezes. Esta tltima funcao devera ser realizada sempre antes de iniciar a

resolucao de um problema.
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A seguir, apresentaremos uma lista de problemas com intuito de trabalhar
com os contetidos desenvolvidos até o momento, utilizando a calculadora. Esses pro-
blemas foram elaborados baseados na dissertacao de mestrado de Dilermano Arruda,

disponivel em [I].

Problema 6.1. O valor da mensalidade escolar de Jilia é R 580,00. Para pagamentos
realizados até o dia 10 de cada més a escola oferece um desconto de 7%. Determine o
valor da mensalidade escolar com o desconto.
Solugao: Digite o nimero 580 sequido da tecla [M+], guardando este nimero na
memdria da calculadora. Em sequida, aperte a tecla [X], o nimero 7 e a tecla [%]
obtendo o resultado 40,6, que corresponde a 7% de 580. Digite [M-] para armazenar
este resultado na memdria com sinal negativo. Apertando a tecla [MRCJobtemos 539,4,
ou seja, o valor da mensalidade com desconto é R$ 539,40.

FEste resultado também pode ser obtido ao digitar o nimero 580, a tecla [X],

em seguida o nimero 93 (100 — 7) e por dltimo a tecla [%].

Problema 6.2. Calcule o juro simples gerado por um capital de R$ 900,00, quando
aplicado por 5 meses a taxa de 3% a.m.

Solucao: Para determinar o juro mensal basta digitar em sequéncia o numero 900,
a tecla [X], o nimero 3 e a tecla [%] obtendo o nimero 27. Em seguida, multiplique
esse valor por 5 resultando em 135. Logo, o juro simples dessa aplicagdo, ao final de 5
meses, serd de R$ 135,00.

Problema 6.3. Qual é o montante recebido na aplicacao de R$ 500,00, a juros sim-
ples, com a taxa de 2% ao més, no final de um semestre?

Solucgao: Os juros do rendimento é o produto entre o capital, o tempo e a taxa de juros.
Dessa forma, digite o nimero 500, a tecla [M+], qguardando este nimero com um sinal
positivo, aperte a tecla [X], o nimero 2, a tecla [%] novamente a tecla [X], o nimero 6
e a tecla [=], o resultado serd 60. Guarde esse resultado na memdria apertando a tecla
[M+] e, por dltimo, aperte a tecla [MRC] obtendo a soma dos dois nimeros guardados

na memdria, ou seja, um montante de R$ 560,00.

Problema 6.4. Qual € a taxa média de rendimentos obtida através de trés aplicacoes
distintas: R$ 20 000,00 a 1% ao més, R 30 000,00 a 2% ao més e RS 50 000,00 a
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5% ao més?

Solucgao: A taxa média de rendimentos € determinada pela média ponderada entre o
capital e taza de juros de cada aplicagao. Portanto, digite em sequéncia o valor 20 000,
a tecla [X], o nimero 1 e guarde este resultado na memdria pressionando a tecla [M+].
Em sequida, digite o nimero 30 000, a tecla [X], o nimero 2 e pressione a tecla [M+].
E, por fim, guarde um terceiro nimero na memoria digitando em sequéncia o numero
50 000, tecla [X], o nimero 5 e a tecla [M+]. Aperte a tecle [MRC] obtendo a soma
dos trés valores guardados na memdria (M+), ou seja, o nimero 330000. Divida esse
resultado por 100 000, que corresponde a soma dos capitais investidos, determinando

a taxa média de rendimentos de 3,3%.

Problema 6.5. Quanto receberd de juros uma pessoa que investiu por 8 meses, a juros
compostos, a quantia de R$ 600,00, a taxa de 1% ao més?

Solugao: Inicialmente, determine o montante M = 600.(1+ 0,01)%. Para isso, digite
o numero 1,01, aperte a tecla [X] e, em sequida, pressione a tecla [=] por 7 vezes conse-
cutivas. Multiplique o resultado por 600. O montante obtido serd de aproximadamente

R$ 649,71. Subtraia 600 encontrando os juros de R$ 49,71.

Problema 6.6. Qual € a taxa de juros anual paga por uma caderneta de poupancga que
rende 0,5% ao més?
Solugao: A taza de juros anual I, proveniente da equivaléncia de tazas 1+1 = (1+1)",
¢ dada por I = (1+0,005)" — 1.

Portanto, digita-se o nimero 1,005, sequido da tecla [X] e aperte por 11
vezes consecutivas a tecla [=]. O resultado serd 1,0616772, subtraia 1 resultando em

uma tazxa de aprorimadamente 6,17% ao ano.

Problema 6.7. Calcule o valor de uma divida que deve ser paga em cinco prestagoes
com valores crescente sequndo uma razio constante, sabendo que a primeira prestacao
¢ de R$ 150,00 e a terceira é de R$ 600,00.

Solucao: Sabemos que az = a1.q%, assim 600 = 150 - ¢%, entdo q = 2. Portanto, digite
o valor da primeira prestagdao, 150, e guarde na memdria apertando a tecla [M+], em
sequida, digite por j vezes consecutivas a sequéncia das teclas: [X], 2, [M+] e por fim
aperte a tecla [MRC] determinando uma divida de R$ 4650,00.
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Problema 6.8. Ana comprou um carro financiado com taza de juros de 3% ao més.
Apds pagar a prestacdo que vencia nesse dia, Ana decidiu antecipar o pagamento da
dltima prestagcao de R$ 900,00 que vencia trés meses depois. Qual foi o valor pago pela
prestacao antecipada?

Solugao: A prestacio de R$ 900,00 corresponde a um valor futuro na data 3. Con-
forme o Capitulo para trazer esse valor para data 0, ou seja, encontrar o valor
atual, basta dividir 900 por (1 + 0,03)3. Assim, digite o mimero 1, pressione a tecla
[+], digite o nimero 0,03 e pressione a tecla [=]. Em sequida, aperte a tecla [X] e pres-
sione por duas vezes consecutivas a tecla [=], obtendo o resultado do divisor (14-0,03)3.
Guarde esse resultado na memoria apertando a tecla [M+]. Digite o nimero 900 se-
guido da tecla [:], aperte a tecla [MRC] e, por fim, pressione a tecla [=] encontrando o
valor aprozimado de R$ 823,65.
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7 Resolucao de Problemas com o Uso de Planilhas de

Calculo

Entendemos que os aplicativos computacionais estao cada vez mais disponiveis a todos,
percebemos que a utilizagao de planilhas de célculo vai, aos poucos, sendo incorporada
na rotina das pessoas. A escola pode implementar o seu uso, promovendo vivéncias
que formem um conhecimento bésico sobre essa importante ferramenta, que facilita os

calculos em diversas situagoes e contextos.

Segundo as Orientagoes Curriculares para o Ensino Médio,

As planilhas eletronicas, mesmo sendo ferramentas que nao foram pensa-
das para propositos educativos, também podem ser utilizadas como recur-
sos tecnolodgicos tteis a aprendizagem mateméatica. Planilhas oferecem um
ambiente adequado para experimentar sequéncias numéricas e explorar al-
gumas de suas propriedades, por exemplo, comparar o comportamento de
uma sequéncia de pagamentos sob juros simples e juros compostos. (BRA-
SIL, 2006, v. 2, p. 70)

Com o intuito de despertar o interesse dos alunos para o estudo de topicos da
Matematica Financeira, proporcionando uma melhor visualizacao e exploracao, apre-
sentaremos nessa sec¢ao atividades desenvolvidas com o software Excel, uma planilha
eletronica produzida pela Microsoft. Essas atividades também podem ser adaptadas
para o BrOffice.Org, um software que pode ser baixado gratuitamente e que possui o
seu layout e funcionalidade semelhante ao Excel.

Para que as atividades sejam realizadas com sucesso é importante que o
professor faga uma breve explicacao sobre as fungoes basicas de uma planilha eletronica.
Deve-se ensinar que as formulas, sempre iniciadas pelo sinal =, geralmente se referem a
outras células, as quais s@o identificadas por letras (indicagao da coluna) e por nimeros
(indicagao da linha). Como podemos ver na Figura[5] ao clicarmos sobre uma célula que
contém determinada formula, surge a al¢ca de preenchimento, que permite ao usuario
propagar a férmula, que se altera relativamente a primeira que foi digitada, evitando

a redigitacao.
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| 1 =] =| =A1+B1

A B C

11 10 =AT+B1
2 Al =A2+B2

3 12 =A3+83

4
E Alca de preenchimenta /

Figura 5: Propagacao de formula com a alga de preenchimento.

Para fixar uma formula, colocamos um cifrao - $ - antes da letra para evitar
que a coluna seja alterada ou antes do niimero, para evitar que a linha seja alterada.
Observe, na Figura [0}, que parte da férmula esta sem o cifrao - e por isso se alterou - e

a outra parte ficou fixada em B1, em virtude da colocacgao do cifrao antes de B e de 1.

| i | =| =A1+§B§1
A B C
11 10 =A1+5E§1
2 11 =AZ+5B51
3 12 =AZ+5E51

i

Alga de preenchimento /

[y

Figura 6: Propagacao de formula com uma parte fixa.

Apos a apresentagao dessas instrugdes basicas o aluno estara apto a desen-
volver as atividades que serao propostas a seguir e que foram desenvolvidas baseadas
em [§] e [14].

Problema 7.1. Joana aplicou R$ 10 000,00 a taza de juros simples de 5% ao més,
por 8 meses. Qual € o Montante obtido ao final de cada més.

Solugao: Construa uma tabela com os dados do problema de acordo com a Figura|7

B5 - KV
A B C
1 JUROS SIMPLES
2 Taxa mensal: 5%
3 Més Juros Montante
4 0 R$ 10.000,00
5 1]
6 2
7 3
8 4
9 5
10 5]

Figura 7: Tabela com o montante inicial.
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De acordo com a Definigao 0s juros simples sao calculados sobre o
capital inicial, logo, os juros gerados em cada periodo sao sempre idénticos. Portanto,
para determinar os juros de cada més digite a formula =$C$4*$C$2 na célula B5 e

arraste até a célula B10 (ver Figura[§).

BS - Je | =8C54*5CS2
A B C
1 JURCS SIMPLES
2 Taxa mensal: 5%
3 Més Juros Montante
4 0 R$ 10.000,00
5 1 R$ 500,00
6 2 R$ 500,00
7 3 R$ 500,00
8 4 R$ 500,00
9 5 R$ 500,00
10 6 R$ 500,00

Figura 8: Tabela com os juros obtidos em cada més.

O montante obtido ao final de cada periodo € o resultado do montante no
periodo anterior mais os juros. Portanto, para obter o montante no més 1, digite
na célula C5 a formula =C4+B5 e, como podemos ver na Figura[9, o resultado serd
R$10500,00.

C5 - S | =CA+B5
A B C
1 JUROS SIMPLES
2 Taxa mensal: 5%
3 Més Juros Montante
4 0 R$ 10.000.00
5 1 R$ 500,00 | R$ 1050000
6 2 R$ 500,00
7 3 R$ 500,00
8 4 R$ 500,00
9 5 RS 500,00
10 6 R$ 500,00

Figura 9: Tabela com o montante obtido no més 1.

Selecione a célula C5 e arraste até a célula C10, como mostra a Figura [10:
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c10 - Je | =C3+B10

A B C
1 JUROS SIMPLES
2 Taxa mensal: 5%
3 Més Juros Montante
4 0 R$ 10.000,00
5 1 R$ 500,00 | R$ 10.500,00
6 2 R§ 500,00 | RS 11.000,00
7 3 R$ 500,00 | R$ 11.500,00
8 4 R$ 500,00 | R$12.000,00
9 5 R$500.00 | R§12.500.00 |
10 6 R$ 500,00 | R$ 13.000,00

Figura 10: Tabela com o montante obtido ao final de cada periodo.

Através dessa tabela podemos observar que o montante obtido no final de
cada periodo representa uma progressao aritmética de razao igual a 500, conforme
Capitulo 5. 1]

Problema 7.2. Refaca o problema anterior utilizando o regime de capitaliza¢ao de
Juros compostos.

Solugao: Faga uma tabela semelhante a figura[7. No regime de capitaliza¢ao composta,
0s juros sao calculados sobre o montante do periodo anterior e a taxa de juros € fiza.
Logo para obter os juros do més 1 digite a formula =C4*$C$2 na célula B5. Veja na
Figura[11], que o valor encontrado deve ser R$ 500,00.

BS - Je | =carscs2
A B C
1 JUROS COMPOSTOS
2 Taxa mensal: 5%
3 Més Juros Montante
4 0 R$ 10.000,00
5 1 R$ 500,00
6 2
7 3
8 4
9 5
10 6

Figura 11: Inserindo a férmula dos juros.

O montante no més 1 € obtido digitando =C4+B5 na célula C5 (ver Figura

[19).
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C5 - Je | =C4+B5

A B (5
1 JUROS COMPOSTOS
2 Taxa mensal: 5%
3 Més Juros Montante
4 0 R$ 10.000,00
5 1 R$ 500,00 | R$ 10.500,00
6 2
7 3
8 4
9 5
10 6

Figura 12: Inserindo a férmula do montante.

Selecione as células B5 e C5 e arraste até a linha 10 determinando o mon-

tante obtido ao final de cada més. Esse processo estd descrito na Figura 15,

c10 - Jfe | =C9+B10

A B C
1 JUROS COMPOSTOS
2 Taxa mensal: 5%
3 Més Juros Montante
4 0 R$ 10.000,00
5 1 R$ 500,00 | R$ 10.500,00
6 2 R$ 525,00 | R$ 11.025,00
7 3 R$ 551,25 | R$ 11.576.25
8 4 R$ 578,81 R$ 12.155,06
9 5 R$ 607,75 | R$ 12.762.82
10 6 R$ 638,14 | R$ 13.400,96

Figura 13: Tabela com o montante obtido ao final de cada periodo.

Observagao: Comparando os resultados dos Problemas|7.1) e[7.2, podemos
perceber que, apos um periodo completo, o sistema de capitalizagao de juros compostos
apresenta uma maior rentabilidade do que o regime de juros simples, onde o valor dos
rendimentos € fixo, e no caso do composto o juro incide em cada periodo de acordo com
o somatorio acumulativo do capital com o rendimento do periodo, prdtica conhecida
como juro sobre juro. Observe o grdfico comparativo entre o montante obtido nos juros

simples e compostos ao longo de seis meses, mostrado na Figura[I].
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Montante

Juros Simples X Juros Compostos

RS 14.000,00
RS 13.500,00
RS 13.000,00
RS 12.500,00
RS 12.000,00
RS 11.500,00
RS 11.000,00
RS 10.500,00
RS 10.000,00

Figura 14: Gréfico comparativo entre os juros simples e composto.

Problema 7.3. Qual € a taxa trimestral, no regime de juros compostos, equivalente a

cada taxa mensal dada:

(1)2%

Solugao: Preencha a tabela com os dados fornecidos no enunciado con-

(i1)10%

forme a Figura I3,

Juros Compostos

= |uros Simples

(ii1)30%

(1v)50%

G8 - I
A B C D E
1 Taxas Equivalentes
Taxa Mensal | Taxa mensal n (quantidade de| Taxa Trimestral Taxa Trimestral

J|0|an | G2 |

Encontre a taxa mensal na forma decimal. Para isso, basta digitar na célula
B3 a formula =A3/100, depois selecione esta célula e arraste até a B6 (ver Figura @)

(%)

(forma decimal)

meses em um
trimestre)

equivalente
(forma decimal)

equivalente (%)

2

3

10

30

50

3
3
3

Figura 15: Tabela com os dados do problema.
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B3 - Jfx | =A3/100
A B C D E
1 Taxas Equivalentes
Taxa Mensal | Taxa mensal nrswiiir;tlgf:irie Ta;(su'il;r;r;if:al Taxa Trimestral
0, 1 T 0,
- (%) (forma decimal) trimestre) (forma decimal) equivalente (%)
3 2 0,02 3
4 10 0,10 3
5 30 0,30 3
6 50 0,50 3

Figura 16: Tabela com a taxa mensal escrita na forma decimal.

Digite na célula D3 a formula =(1+B3)~C3-1, que representa a formula
de taza equivalente, conforme Capitulo [5.4 Assim, encontraremos a taxa trimestral
equivalente na forma decimal, retratada na Figura[I7. Selecione a célula D3 e arraste

até a célula D6.

D3 h fe | =(1+B3)~C3-1
A B C D E

1 Taxas Equivalentes

Taxa Mensal | Taxa mensal nrfwilis?stlg?:irie Ta;(su'il;r;r;if:al Taxa Trimestral

0, 1 T 0,

- (%) (forma decimal) trimestre) (forma decimal) equivalente (%)
3 2 0,02 3 0,0612
4 10 0,10 3 0,3310
5 30 0,30 3 1,1970
[ 50 0,50 3 2,3750

Figura 17: Tabela com a taxa trimestral escrita na forma decimal.

Transforme a taxa trimestral equivalente da forma decimal para porcenta-
gem, digitando =D3*100 na célula E3 e arrastando esse resultado até a célula E6, como
mostra a Figura[1§.

E3 - fe | =D3*100
A B C D E
1 Taxas Equivalentes
Taxa Mensal | Taxa mensal nrfwiljsir;tlgfrfirie Ta;(su'il;r;r;i?:al Taxa Tnmestral
0, 1 T 0,
- (%) (forma decimal) trimestre) (forma decimal) equivalente (%)
3 2 0,02 3 0,0612 6,12
4 10 0,10 3 0,3310 33,10
5 30 0,30 3 1,1970 119,70
[ 50 0,50 3 2,3750 237,50
Figura 18: Tabela com o resultado da taxa trimestral em porcentagem.
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Problema 7.4. Para comprar um lote Jilia financiou R$ 20 000,00 pelo sistema SAC
em um periodo de 15 meses, com taxa de 0,8% ao més. Construa uma tabela com o
valor das prestagoes.

Solugao: O professor pode apresentar a tabela, conforme a Figura[19, com os dados
do problema para que os alunos reproduzam, padronizando a estrutura e a formatagao
da tabela. Como o saldo devedor no més 0 € igual ao valor financiado, complete a

célula D4 com a expressao =C2.

B4 - Je | =C2
A B C D E
1 SAC - Sistema de Amortizacio Constante
2 Valor Financiado: 20000 i %(a.m) 0,80%
3 Meses | Saldo Devedor | Amortizagio Juros Prestagio
- 0 RS 20.000.00
5 1
6 2
7 3
8 4
9 5
10 6
1 7
12 g
13 9
14 10
15 11
16 12
17 13
18 14
19 15

Figura 19: Tabela com os dados do problema.

Complete a linha 5 comegcando pela amortizagcao. Determine o valor da
amortizagao dividindo o valor financiado pelo nimero de prestacdo, como no sistema
SAC a amortizagao é constante digite na célula C5 a formula =$C$2/15. Em seguida,
determine os juros da primeira presta¢ao digitando na célula D5 a formula =B *$ES$2.
Sabendo que a prestacao é composta da amortizagcao mais os juros, digite =C5+D5 na
célula E5. Encontre o saldo devedor apds o pagamento da primeira prestagao digitando
=B4-D5. Observe o resultado na Figura[20;
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B5 - J= | =B4-D5

A B C D E
1 SAC - Sistema de Amortizacio Constante
2 Valor Financiado: 20000 i %(am): 0.80%
3 | Meses | Saldo Devedor | Amortizagio Juros Prestacio
- 0 RS 20.000,00
5 1 RS 1984000 | R$133333 | RS 160,00 | RS 149333
6 2
7 3
8 4
9 3
10 6
11 7
12 8
13 9
14 10
15 11
16 12
17 13
18 14
19 15

Figura 20: Tabela com os dados referente ao més 1.

Selecione as colunas D, E e F da linha 5 e arraste a al¢a de preenchimento
até a linha 19 preenchendo a tabela e determinando o valor das 15 prestacoes, de acordo
com a Figura |21,

G21 - Jx
A B C D E
SAC - Sistema de Amortizaciio Constante

Valor Financiado: 20000 i %(am): 0.80%
Meses | Saldo Devedor | Amortizacio Juros Prestacio

0 RS 20.000,00

1 R$ 1984000 | R$133333 | R§160,00 |RS149333

2 R$ 1968128 | R§133333 | R3 158,72 | RS 149205

R$19.523.83 | R§1.33333 | RS 15745 | RS 1.490.78
R5 1936764 | R$§1.333.33 | R§ 156,19 | RS 1.489.52
R§1921270 | R§1.33333 | R§15494 |RS 1.48827
6 R§19.05900 | R§1.33333 | R§153.70 | RS 1.487.03
7 R51890652 | R§1.33333 | R§15247 |RS1.48581
g

9

n |

RS 1875527 | R§133333 | R§15125 |RS 148459
RS 1860523 | R5133333 | R§150,04 |RS 148338
10 R5 1845639 | R5133333 | R§148.84 |R§1482.18
11 R518308.74 | R5133333 | R§147.65 |RS 148058
12 RS 1816227 | R§133333 | R§146.47 |RS1479.80
13 R518.016,97 | R§133333 | R§14530 |RS1478.63
14 R517.872.83 | R§133333 | R§144.14 |RS 147747
15 R§17.729.85 | R§1.333,33 | R§14298 |R§1.47632

M [ [ [ [ [ [ [ [ s [ =
(oo [~ |o || s | [r = | S |2 [~ [T en | M

Figura 21: Tabela com os valores das 15 prestacoes.
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Problema 7.5. De acordo com os dados do problema anterior, qual seria o valor das
prestacoes se Julia resolvesse R 20 000,00 pelo sistema Price? Construa uma tabela
com o saldo devedor, amortizacao, juros e prestacao de cada més.

Solugao: Preencha os dados iniciais do problema obtendo uma tabela semelhante a da
Figura[19 Digite a formula =$C$2+$E$2/ (1- (1+$E$2) ~(-15)) na célula E5 determi-
nando o valor das prestagoes de RS 1420,25 (ver Figura .

ES v Jx | =5C52%9E52/(1-(1+5E52)M{-15)}
A B C D E
1 Sistema Price
2 Valor Financiado: 20000 i %o(am): 0,80%
Meses Saldo Devedor | Amortizagio Juros Prestacio

RS 20.000.00

R5 142025

o
= | = "
HD\DOO'H—.IO\\)\-LAL»J'QHD

16 12
17 13
18 14
19 15

Figura 22: Tabela com o calculo da prestacao.

Determine os juros da primeira prestagao digitando na célula D5 a formula
=B/ *$FE$2. Como a taxa de juros € fiza, digite $ antes da letra e do mnimero que faz

referéncia a taza de juros. Veja a Figura[23:
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D5 - fe | =BA*SES2

A B C D E
1 Sistema Price
2 Valor Financiado: 20000 i%(a.m): 0,80%
9 Meses Saldo Devedor | Amortizacio Juros Prestacio
4 0 RS 20.000,00
5 1 R5 160,00 | RS 142025
& 2
7 3
8 4
9 5
10 6
11 7
12 8
13 9
14 10
15 11
16 12
17 13
18 14
19 15

Figura 23: Tabela com o calculo dos juros.

Como a amortizacao de cada més é determinada pela diferenca entre o
valor da prestacao e dos juros, digite a formula =FE5-D5 na célula C5 resultando em

R$ 1260,25, que representa a amortizagao do primeiro més. Para determinar o saldo

devedor do més digite =B4-C5 na célula B5 (ver Figura[2]).
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B5 - f | =B4-C5

A B C D E
1 Sistema Price
2 Valor Financiado: 20000 1 %(am): 0.80%
3 Meses Saldo Devedor | Amortizagdo Juros Prestacgdo
4 0 RS 20.000,00
5 1 RS 18.739,75 RS§1.260.25 | R§160.00| RS 1.420.25
6 2
7 3
8 4
9 5
10 6
" 7
12 8
13 9
14 10
15 11
16 12
17 13
18 14
19 15

Figura 24: Tabela com os dados referente ao més 1.

Para obter a tabela com o saldo devedor, amortizacdo, juros e prestacao de
cada més, como mostra a Figura[2], selecione as colunas D, E e F da linha 5 e arraste

a alga de preenchimento até a linha 19.

G21 - f=

A B C D E
1 Sistema Price
2 Valor Financiado: 20000 i %o(am): 0,80%
3 Meses Saldo Devedor | Amortizagio Juros Prestacio
- 0 RS 20.000,00
5 1 R$18.739.75 | R51.26025 |R$160.00| RS 142025
6 2 RS 17.469.41 R$ 127033 |R$ 14992 | RS 142025
7 3 RS 16.188.91 RS 128050 |R$139.76| RS 142025
8 4 RS 14.898.17 | R$1290.74 |R$129.51| RS 142025
9 5 RS 13.597.11 RS 1.301.07 |R$119.19| RS 1.420.25
10 6 R$ 1228563 | R5131148 |R$108.78| RS 1.420.25
1 7 R$10.963.66 | R5132197 | R59829 | RS 142025
12 8 RS 9.631.12 R51.332.54 | R587.71 | R§ 142025
13 9 RS 8.287.91 R$ 134320 | R§77.05 | R§ 142025
14 10 RS 6.933,97 R$ 135395 | R§66.30 | RS 142025
15 11 RS 5.569.18 R$ 136478 | R$5547 | R§ 142025
16 12 RS 4.193.48 R$ 137570 | R§44.55 | RS 142025
17 13 RS 2.806.78 R51.386.70 | R§33.55 | R§ 142025
18 14 RS 1.408.98 R51.397.80 | R52245 | R§ 142025
19 15 RS 0.00 R5 140898 | R511.27 | R§ 142025

Figura 25: Tabela com o saldo devedor, amortizacgao, juros e prestagao de cada més.
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Observagao: Somando e comparando os juros pagos nos dois sistemas de amortizacao,
obtidos nas Tabelas [21] e 25, temos um total de R$ 1280,00 no sistema SAC e R$
1303,79 no sistema Price. Portanto, podemos concluir que no sistema SAC o total de
juros é menor que no Price, pois no sistema SAC as prestacoes iniciais sao maiores e,

consequentemente, o saldo devedor de cada més serd menor, diminuindo o valor dos

juros de cada prestacao.
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8 Desenvolvimento e Resultados das Atividades De-

senvolvidas

Este trabalho explorou o conhecimento da matematica financeira e apresentou ativida-
des que podem ser desenvolvidas nos Ensinos Fundamental e Médio. Por atuar como
professora no ensino fundamental, eu apliquei as referidas atividades com alunos de 7°
e 9° anos.

Iniciei o estudo da matemaética financeira com os alunos do 9° ano. Fiz uma
revisao sobre proporcionalidade e porcentagem e trabalhei os conceitos de aumentos,
descontos e juros simples e compostos. Durante essas aulas expositivas, com uso apenas
do quadro e giz, parte dos alunos estavam apaticos, outros se envolveram em conversas
paralelas e poucos demonstraram interesse. Apos a explicacao do contetido, sentamos
em circulo e discutimos alguns problemas que envolvem o assunto, nesse momento
houve maior interesse e participacao da maioria dos alunos.

Em seguida, os alunos receberam uma lista com os cinco primeiros proble-
mas propostos no Capitulo [0 e foram orientados a responder da maneira que achassem
mais facil. A Figura 26| mostra a resolugao correta feita por uma aluna dessa turma.

No momento seguinte, mostrei como poderiamos resolver expressoes mate-
maticas com o uso da memoria de uma calculadora simples. Sempre incentivando a
participacao dos alunos, partimos para uma nova tentativa de resolu¢ao dos problemas
anteriormente propostos, porém, com a utilizacao da calculadora. A maioria dos alu-
nos nao sabia trabalhar com a memoria da calculadora e, mesmo sendo uma atividade
simples, por tratar-se de uma novidade, despertou interesse. Nem todos os problemas
exigiam o uso da memoria, porém muitos dos participantes tentaram achar uma ma-
neira de usa-la, assim, precisei informar que alguns problemas poderiam ser resolvidos
de forma simples e sem o uso dessa fungao. Os alunos gostaram muito desse momento

e pediram mais atividades com o uso da calculadora.
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1. O valor da mensalidade escolar de Jalia ¢ R$ 580,00. Para pagamentos realizados até o dia 10
de cada més a escola oferece um descontg de 7%. Determine o valor da mensalidade escolar

o)

com o desconto. : ).n rnacIa 6,
2o YAy b o IO 8 3 J T
€20 Lioo 5.2 f

T e S, Yo%

S5 .58

Calcule o juro simples gerado por um capital de R$ 900,00, quando aplicado por 5 meses &

2,

taxa de 3% a.m. a 1 N e e e
o 0 ¥ ) e wBpads o R NRE
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3. Qual é o montante recebido na aplica¢fio de R$ 500,00, a juros simples, com a taxa de 2% ao
més, no final de um semestre? 0

S & So <o rohs 4
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4. Qual ¢ a taxa média de rendimentos obtida através de trés aplica¢des distintas: R$ 20 000,00
a 1% ao més, R$ 30 000,00 a 2% ao més ¢ R$ 50 000,00 a 5% ao més?

_M‘_ﬁf’l{;ﬁ\ * 30 0000g . J & §0.000,00 D3 23X oR = 3
LEXD £ § O 1 (00 , > e

5. Quanto recebera de juros uma pessoa que investiu por'8 meses. a juros compostos, a quantia
de R$ 600,00, a taxa de 1% ao més?
{0
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Figura 26: Registro da resolucao dos problemas.

Para promover uma melhor visualizacao da diferenga entre os juros simples
e composto, apliquei os dois primeiros problemas apresentados no Capitulo [7] A ati-
vidade foi precedida de uma breve explicacao sobre planilhas eletrénicas e instrucoes
sobre a manipulacao das féormulas. Foi dada a tabela com os dados iniciais dos pro-
blemas e os demais procedimentos foram realizados de acordo com o passo a passo
descrito neste capitulo.

Foram encontradas algumas dificuldades. A rejeicao pela matematica e
a falta de aprendizagem dos pré-requisitos necessarios provocou o desinteresse pelo
contetido por parte de alguns alunos, mesmo utilizando uma metodologia diferenciada.

Ao entrarem na sala de informéatica, os alunos queriam usar a internet e acessar as
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redes sociais ao invés de realizar a atividade apresentada.

Como a atividade foi realizada em duplas, os alunos nao demonstraram
dificuldade em trabalhar com o Excel, pois um ajudava o outro. Entretanto, alguns
perguntaram qual era a formula que tinha que ser digitada, assim, foi preciso revisar as
formulas do montante dos juros simples e composto. Apos todos concluirem a atividade
apresentei um grafico comparativo entre os juros simples e composto, conforme Figura
e discutimos esse resultado. Através dessa atividade os alunos puderam visualizar
que o montante obtido no regime de juros composto, apds o primeiro més capitalizacao,
é maior do que o montante obtido nos juros simples.

Os demais problemas apresentados nos Capitulos [0 e [7] ndo foram desen-
volvidos com esses alunos, pois requerem conhecimentos adquiridos no 1° e 2° anos
do Ensino Médio. Diante do bom resultado alcangado com o desenvolvimento dessas
atividades com os alunos do Ensino Fundamental, sugiro que esses problemas sejam
trabalhados com alunos do Ensino Médio.

Além dessas atividades propostas, o professor pode fazer uso de outros re-
cursos, como por exemplo, o video “A matemaética nas finangas”, veja em [16], e utilizar
andncios de folhetos para trabalhar descontos, taxas equivalentes, juros compostos, sis-
temas de amortizacao e formas de pagamento. Veja a Figura[27]com a tabela contendo
os resultados da pesquisa realizada em fevereiro de 2013, pela Proteste, com o Custo

Efetivo Total (CET) cobrado pelos bancos para empréstimo pessoal:

O PRECO DO DINHEIRO
Veja o quanto custa pagar um empréstimo (crédito pessoal)
Instituigio RS 2mil em 12 vezes  Valor final R$ 6 mil am 12 vezes  Valor final
Parcela CET Parcela CET
(R§) | (%a3) {RS) ('a.a)
tadi 206,23 50,05 247476 618,71 50,08 742452
Caixa 21429 61,88 257148 668,56 75,11 802272
Citibank 216,34 64,99 2.596,08 649,03 64,99 7.788,36
Banco do Brasil 218,68 68,58 262416 644,40 62,65 7.732,80
Santander 233,57 92,67 2.802,84 72849 108,76 8.745,12
Bradesco 23581 96,48 2.829,72 71433 10045 8.571,96
Banrisul 25623 | 131,73 3.062,76 76569 131,73 9.188,28
HSBC 28709 | 198,74 3.445,08 75382 12422 9,045.84
Panamericano 32030 | 28247 3.843,60 78482 150,90 9,537,84
IBI Cheque 32532 | 29647 3.903,84 94191 26534 | 11.302,82
Cacique 35669 39285 4.280,28 86275 19992 | 10.353,00
BV Financeira 36310 41455 4.357,20 101700 336,57 | 12.204,00
IBI Cred 38647 | 49993 463764 113126 46443 | 1357512
Fonte: Proteste

Figura 27: Tabela com o Custo Efetivo Total (CET) cobrado em empréstimo pessoal.
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Podemos utilizar essa tabela para trabalhar com os alunos do Ensino Médio
assuntos como taxas equivalentes, desconto composto, valor atual e valor futuro. Os
alunos poderao transformar a taxa de custo anual em mensal, calcular o desconto
recebido ao antecipar uma prestacao e conferir a taxa de juros através da féormula vista
na Secao [5.5]

Motivada com o rendimento das atividades realizadas com os alunos do 9°
ano, decidi trabalhar a matemaética financeira com os alunos do 7° ano, explorando
os contetidos estudados, como os conceitos de razao e proporc¢ao, regra de trés sim-
ples e porcentagem. Realizei a seguinte atividade: Dividi a turma em grupos de 3
alunos, sendo cada grupo a representacao de uma sociedade empresaria de pequeno
porte, atuando na atividade de producao e comercializacao de bombons, e os alunos
eram os socios. Mediante uma tabela contendo os pregos dos ingredientes, os alunos
preencheram a tabela de custos para produzirem 50 bombons, usando, inicialmente, o
calculo mental ou simplesmente uma estimativa. Nessa etapa houve muito desinteresse
dos participantes, com conversas paralelas, e alguns deles, por nao quererem fazer a
atividade, acabaram realizando-a de qualquer jeito.

Em seguida, os alunos refizeram os calculos com o auxilio de uma calcu-
ladora e registraram as operacoes e o resultado encontrado. Nesse momento, usando
o equipamento eletrénico, os alunos ficaram mais dispostos para realizar a atividade,
porém, mesmo assim, muitos grupos nao encontraram o resultado esperado. A Figura

mostra o registro feito por um grupo que realizou a atividade com éxito.

71



TR
PRECOS DOS INGREDIENTES O//"u
UANTIDADE DE
bk CSDA EMBALAGEM | TRECO
Chocolate Blend 1kg R$ 15,00
Leite condensado lata (395 ml) R$ 3,00
Chocolate em po 200 g BY 3.5
Margarina sem sal 250 g R$ 1,70
Leite 1 litro R$ 2,50
Coco ralado S50g R$ 1,21
Papel aluminio 8cmx8cm 350 unidades R$ 7.70

Preencha a tabela abaixo utilizando o calculo mental ou fazendo estimativa:

CUSTO PARA 50 BOMBONS
INGREDIENTE QUANTIDADE CUSTO
Chocolate Blend 700 g RO 0
Leite condensado 2 latas (395 mi cada lata) Q4 (1‘ @ .
Chocolate em p6é 80 g e ‘CBO
Margarina sem sal 150 g \L{; Q) N
Leite 500ml_ N
Coco ralado 150 g \&O\\ (o
Papel aluminio 8cmx8cm 50 unidades Wi 0
. shbienn m Dl{‘ 2%
Custos extras (energia, gds, 4gua, efc.) l 10% do subtotal N \\O\
Custo total q\@"\ 7
Custo unitario QSK (\ ) Y
Preencha novamente, porém com o auxilio de uma calculadora e registre o calculo efetuado.
CUSTO PARA 50 BOMBONS
INGREDIENTE QUANTIDADE CUSTO
Chocolate Blend 700 ¢ Bvrtang Jamy & Ay C{‘)
Leite condensado 2 latas (395 ml cada lata) [, D - @)
Chocolate em p6 . i 80g UYC 900 %0y < { Fy
Margarina sem sal 150 g ‘]‘(\ 9e0 160 {00
Leite 500 ml ') [ T B,
Coco ralado 150 g 1 i o - 9;(" o
Papel aluminio 8cmx8cm 50 unidades 7 b D¢ D)O 4.1
Subtotal Eisn o
Custos extras (energia, gés, dgua, etc.) | 10% do subtotal G 1= 5 58
Custo total T e
Custo unitario N 0 % = e
T 1

Figura 28: Registro da atividade realizada por um grupo.
Realizada essa etapa da atividade, os alunos refizeram a tabela utilizando

uma planilha eletronica (BrOffice). Eles foram orientados a nao apenas digitar o re-

sultado na coluna do custo, mas sim a expressao numérica que deu origem a esse
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resultado.

Como havia muitas féormulas, os alunos pediram auxilio constantemente,

queriam confirmar se estavam certos ou, as vezes, nao sabiam digitar a féormula. Um

dos alunos, que possuia mais dominio com o contetido e com a informatica, acabou indo

até os computadores dos colegas a fim de ajuda-los, mesmo sem a minha solicitagao.

Muitos ficaram ansiosos para mostrar que conseguiram e todos tentaram fazer. Com

o apoio devido, encontraram o custo unitario do bombom, que era de R$ 0,55. Para

obter todos os resultados esperados, os alunos deveriam digitar expressoes semelhantes

a da Tabela[ll

CUSTO PARA 50 BOMBONS

INGREDIENTE

QUANTIDADE

CUSTO

Chocolate Blend

700 g

= (700/1000) * 15

Leite condensado

2 latas (395 ml cada lata)

=2x3,00

Chocolate em p6 80 g = (80/200) % 3,75

Margarina sem sal 150 g = (150/250) % 1,70

Leite 500 ml = (500/1000) 2, 50
ou = 2,50/2

Coco ralado 150 g = (150/50) = 1,21

ou=3x1,21

Papel aluminio 8cmx8cm

50 unidades

—(50/350)*7,70

Subtotal

—~SOMA (C3:C9)

Custos extras (energia, gas, etc.)

10% do subtotal

—(10/100)*C10

Custo total

—~SOMA(C10:C11)

Custo unitario

~C12/50

Tabela 1: Tabela com as expressoes numéricas a serem digitadas na planilha eletronica.

A Figura 29 representa a planilha com os resultados obtidos apés digitarem

as expressoes citadas na Tabela
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C13 A Jx | =C12/50

A B ' c
1 CUSTO PARA 50 BOMBONS
2 INGREDIENTE QUANTIDADE CUSTO
3 Chocolate Blend 700 g 10,5
4 leite condensado 2 latas (395 ml cada lata) 6
5 chocolate em pé 80g 1,5
6 margarina sem sal 150 g 1,02
7 leite 500 ml 1,25
8 coco ralado 150 g 3.63
9 papel aluminio Scmx8cm 50 unidades 1,1
10 Subtotal 25
11 custos extras (energia, gds, agua, etc.) I 15% do subtotal 25
12 Custo total 275
13 Custo unitario 0.55

Figura 29: Planilha com os custos calculados.

Findada essa etapa, fiz duas perguntas para discutirmos: Qual é o lucro
esperado com a venda de 100 bombons, se cada bombom for vendido por R$ 1,007
Quanto cada um dos trés alunos, os sbécios, receberiam de lucro nessa venda, se o
primeiro detém 20% do capital social, o segundo, 30% e o terceiro, 50%?

Todos apresentaram respostas a primeira pergunta, alguns se confundiram
e disseram que seria R$ 55,00, mas a maioria acertou, respondendo que era R$ 45,00
o lucro na venda de 100 bombons. Ja na segunda pergunta, tiveram dificuldades para
responder, pois nao souberam interpretar a pergunta ou se perderam no calculo de
porcentagem. Com a participagao dos alunos resolvemos esse problema no quadro,
determinando um lucro de R$ 9,00 para o primeiro sécio, R$13,50 para o segundo e
R$ 22,50 para o terceiro. Dessa forma, eles compreenderam como funciona a regra de
sociedade, descrita na Secao 4.1

Esta atividade foi baseada no dia-a-dia dos alunos, pois nessa mesma turma
havia um aluno que produz e vende bombons. Quando eu perguntei quanto ele ganha
de lucro em cada bombom o aluno nao sabia responder. Acreditava que era a metade
do valor de venda, mas nunca tinha feito os calculos exatos. Depois da atividade, esse
aluno falou que iria fazer uma planilha de custos e descobrir o lucro de cada bombom.

Apobs a realizacao das atividades, foi possivel constatar a importancia do
uso de recursos tecnologicos e principalmente da contextualizacao dos contetidos mate-
méticos no processo de ensino-aprendizagem, pois esta metodologia proporcionou aulas

mais dindmicas e participativas, despertando o interesse dos alunos.
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9 Consideracoes finais

Foram apresentados neste trabalho assuntos relacionados a Matematica Financeira
pertinentes a alunos do Ensino Fundamental e Médio. Utilizou-se uma abordagem
buscando relacionar esse tema a outros contetidos matematicos, mostrando o desen-
volvimento das formulas utilizadas, usando exemplos como forma de contextualizar
o contetido e sugerindo problemas que podem ser resolvidos com o uso de recursos
tecnologicos.

Percebemos que o estudo da Matematica Financeira nas escolas é bem li-
mitado. Uma possivel explicagao talvez seja porque as orientagdes governamentais nao
sao especificas em relagao a esse assunto e a maioria dos livros didaticos da Educacao
Basica nao apresente alguns contetidos importantes relacionados a este tema, como
por exemplo, sistemas de amortizacdo. E possivel perceber também a necessidade de
inserir o aluno no mundo tecnolégico conhecendo de maneira eficiente as ferramentas
eletronicas disponiveis, constatando que a utilizacao de recursos como planilhas eletro-
nicas e calculadoras nao limitam a aprendizagem, apenas poupa o tempo gasto com
calculos exaustivos e torna a aula mais interessante. Dessa forma, sugerimos que os
planejamentos realizados pelos professores extrapolem as atividades apresentadas nos
livros didaticos e que sejam utilizados outros recursos metodologicos além do quadro e
giz.

Acreditamos ser de suma importancia que os jovens terminem o Ensino
Médio conhecendo tais assuntos que se farao presentes a partir dessa fase da vida e
que apliquem seus conhecimentos no cotidiano, utilizando as ferramentas disponiveis,
sendo mais criticos com o uso do dinheiro e que nao sejam enganados com relagao a

taxa de juros cobrada pelas institui¢coes bancarias.
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10 Apéndice

Nesta secao mostraremos algumas aplicacoes de limites de sequéncias de ntimeros reais
que estam relacionadas & Matematica Financeira. Para isso, é necessario que vejamos

algumas definigoes e teoremas, que podem ser encontradas em [12].

Definigao 10.1. O ndmero real a € limite da sequéncia (x,) de numeros reais, e
escreve-se a = limx, ou a = nh_}r{)lo ZTn, quando para cada numero real € > 0 for possivel
obter um inteiro ng > 1 tal que |x,, — a| < €, para todo n > ny.

Intuitivamente, dizemos que o nimero real a é limite da sequéncia (z,)
quando temos valores muito grandes de n de tal forma que os termos x,, tornam-se tao
proximos de a quanto se deseja.

Uma sequéncia que possui limite chama-se convergente, caso contrario, ela

se chama divergente.

Mostraremos a seguir que, se uma sequéncia possui limite, entao ele é tinico.

Teorema 10.2. Se lim =, = a e lim z, = b, entao a = b.
n—oo n—oo

|b—a
2

e (b—r,b+r) sdo disjuntos, pois se existisse € (a —r,a+1)((b—7,b+ 1) teriamos

Demonstra¢ao. Dado a # b,tome r = > 0. Note que os intervalos (a —r,a + 1)
la—z| <relr—>bl <ryassim|a—bl =|a—x+z—bl <|la—x|+|r—0] <2r =la—1|,
absurdo. Entao, como lim x, = a, existe ng € N tal que n > ng =z, € (a—r,a+r),

n—oo
logo x,, ¢ (b —r,b+ r) para todo n > ny. Portanto, o limite é tinico. ]
Exemplo 10.3. Mostre que lim ¢" =0, quando 0 < |q| < 1.
n—o0o

~ . 1 , 1 ,
Solugao: Considere 0 < g < 1. Como — > 1, as poténcias de — formam uma sequéncia

1\" 1
crescente ilimitada. Dado r > 0, existe ng € N tal que n > nyg = (—) > —, ou seja,
q r
1
— > —, logo, ¢" < r. Assim, n > ng = |¢" — 0| < r, mostrando que lim ¢" = 0.
q'n, r n—oo

Se —1 < ¢ <0, temos 0 < |g| <1. Como lim |g|" = lim |¢"| = 0, tem-se
n—oo n—oo
lim ¢" =0 quando 0 < |q| < 1.

n—oo

10.1 Capitalizacao Continua

Nas institui¢oes bancarias podemos encontrar varios tipos de composi¢ao de juros,

como, por exemplo, anual, semestral, semanal e até mesmo diario. Suponha que um
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capital C' rendendo a uma taxa i de juros por um periodo n seja capitalizado k vezes

por periodo. Em cada capitalizacao realizada o banco utiliza a taxa de juros do periodo
i
dividida pelo numero de capitalizacoes (E) . Através da formula do montante, vista na

Secao e sabendo que em n periodos ocorrem n - k capitalizagoes, logo o montante

.\ nk
1
M = 1 —

Realizando um ntimero muito grande de capitalizagdes em um mesmo pe-

M obtido ap6s n periodos sera:

riodo temos uma capitalizacao continua e podemos fazer £k — oo, obtendo:

M:nmc-<1+3) —C- lim (1+3)

k
Tomando h = — temos k =1 - h, e como k — oo logo h — 00, assim

(4
""" 1\"
(1+5) i (147

h

1

Como hlim <1 + %> = e, ver demonstragao em [9], entao:
—00

n-i

. n-i-h
M=C- lim (1+,L) — C- lim —C.

h—o00 i-h h—o0

M=C"-e"

Onde e é um namero irracional e trancendental (ndo pode ser expresso como
raiz de qualquer polindmio com coeficientes inteiros) cujo valor é aproximadamente
2,7182818.

A historia do surgimento do nimero e esta relacionada a questoes financei-

ras. Esta historia pode ser encontrada em [13].

Exemplo 10.4. Calcule o montante gerado por um capital de R$ 1000,00 aplicado por
dois anos a taza de juros continua de 20% a.a.

Solucgao: Seja C'= 1000, : = 0,20 e n = 2, o montante M da capitalizacao continua
¢ dado por M = 1000 - €920 ~ 1491, 82.
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10.2 Soma dos Infinitos Termos de Uma Progressao Geomé-

trica

Seja ¢ a razao de uma progressao geométrica com infinitos termos. Quando temos
q=1,qg>1o0uq < —1, essas progressoes geométricas apresentam valores constan-
tes, crescentes ou oscilantes, cuja a soma dos termos nunca converge para um valor
determinado.

Nas progressoes geométricas em que 0 < |g| < 1, a soma dos infinitos termos

¢ limitada. Como lim ¢" = 0, quando 0 < |¢| < 1, conforme Exemplo [10.3} e através
n—r00

da Proposigao temos:

1—q" 1-—
lim S, = lim ay - d =aj - 0: @ )
n—00 n—00 1—¢q 1—g¢q 1—gq

Portanto, a soma dos infinitos termos de uma progressao geométrica, que

satisfaz 0 < |g| < 1 pode ser representada por:

1
1 2 2
Solucgao: As parcelas formam uma PG infinita na qual a3 = 3 eq= %— =73 Como
2
2 . ai
—| <1 podemos usar a formula S, = .
3 1—gq
1 1
9 5 3
§ =—2 _ _2_°
" 2 1
14 2 2
3 3

3
Logo, o valor procurado é 3

10.3 Renda Perpétua

Conforme a Defini¢ao [5.13], série uniforme é o conjunto de n pagamentos constantes e

iguais, realizados com o mesmo intervalo de tempo. Quando o nimero de periodo é
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tao grande que podemos considera-lo como sendo infinito, o conjunto destes pagamen-
tos constitui uma renda perpétua. Geralmente, as rendas perpétuas aparecem em

locagoes.

Através do Teorema [5.14], temos que o valor atual A obtido através da soma

de uma série uniforme de n pagamentos pode ser expresso da seguinte maneira:

A_p o)™ L 10+ (49t o, (41
i i (I+4)n (L+a)-4
Fazendo n — oo, temos:
A zlimP-(1+Z). !
n—00 (1+Z)n 7
14+)" 1
= P lim l (1+9) —
n—oo

Arm-i (Itiy-q
1

=P liml— lim —
n—00 n—00 (1—|—Z)"'Z
1
/)

~ T

A:

Exemplo 10.6. (Ver em [11]) Se o dinheiro vale 1% ao més, por quanto deve ser
alugado um imdvel que vale R$ 40 000,00 reais?

Solugao: Ao alugar um imovel, cede-se a posse do mesmo em troca de uma renda
perpétua cujos termos sao iguais ao valor do aluguel. Sendo A = 40000 o valor atual

do imovel que corresponde ao valor do conjunto de aluguéis e © = 0,01 a taxa de juros

envolvida, logo:

A= Z;40000 = iP = 40000 - 0,01 = 400
? 0,01

9

Ou seja, o imovél deve ser alugado por R$ 400,00 mensais.
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