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Resumo

O objetivo deste trabalho é apresentar um estudo analitico das Progressoes Aritméticas
de Ordem Superior e propor uma sequéncia didatica para abordagem deste conteido no
Ensino Médio. Para isto, também ¢é realizada uma exposicao analitica das sequéncias e
séries de nuimeros reais, com vistas ao tratamento analitico tedrico e, posteriormente, as

aplicagoes deste conceito no contexto do Ensino Médio.

Palavras-chaves: Sequéncias de Numeros Reais, Progressoes Aritméticas de Ordem p,

Ensino Médio.



Abstract

The objective of this paper is to present an analytical study of Arithmetic Progressions
of a Higher Order and it’s proposed a teaching sequence for the approach of this subject
in High School. In order to achieve this, it is carried out an analytical exposition of
sequences and series of real numbers, with views of the theoretical analytical treatment

of them and, subsequently, applications of this concept in the context of the High School.

Keywords: Sequences of Real Numbers, Arithmetic Progressions of Order p, High
School.
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Introducao

Sendo a matematica uma ciéncia milenar, existem varios registros histéricos a respeito
do desenvolvimento dessa ciéncia, os quais descrevem que, em muitas ocasioes, teorias
foram desenvolvidas e provadas por paradoxos estabelecidos por filosofos ou matematicos
da antiguidade, como no caso de sequéncias e séries numéricas.

Zenao de Eléa (490 — 425 a.C.) contribuiu para a matemdtica com seus varios para-
doxos, onde alguns destes envolvem a soma de um ntimero infinito de termos positivos a
um numero finito, o qual é a esséncia da convergéencia de uma série infinita de niimeros.
Arquimedes (287 — 212 a.C.), através de vérios exemplos, apresentou resultados envol-
vendo areas e volumes de varias figuras e solidos, tentando explicar como somas infinitas
poderiam ter resultados finitos.

Fibonacci (1170 — 1240) descobriu uma sequéncia de nimeros inteiros na qual cada
nimero é igual a soma dos dois antecessores (1; 1; 2; 3; 5; 8; --- ). Esta sequéncia
continua sendo aplicada em varias areas da matematica moderna e da ciéncia, sendo o
exemplo mais amplamente utilizado para introduzir sequéncias numéricas no curriculo
escolar do Ensino Médio.

Mais recentemente, Euler (1707 — 1783) foi o primeiro a utilizar a notagao de so-
matorio, usando a letra grega sigma para o simbolo da soma. Euler utilizou séries in-
finitas para desenvolver novos métodos, como o desenvolvimento da série de poténcia,
que consiste em uma expressao de fungdes como soma de um numero infinito de termos,
através da qual provou o problema de Basileia, que consiste em encontrar a soma exata

dos inversos dos quadrados dos inteiros positivos, isto é, a soma exata da série infinita

—1 /1 1 1
2 am\ptet T
n=1
No mesmo periodo, D" Alembert (1717 — 1783) desenvolveu o teste da razao para de-

terminar a convergéncia de muitas séries, apresentando uma fundamentacao mais tedrica
para o estudo sobre séries. Cauchy (1789 — 1857) foi o primeiro a definir por completo
as ideias de convergéncia e convergéncia absoluta de séries infinitas, sendo um dos prin-
cipais nomes relacionados a Teoria das Fungdes. Srinivasa Ramanujan (1887 — 1920),
um matematico indiano, usou sequéncias e séries de poténcias para desenvolver teorias

importantes em Teoria de Numeros, utilizadas por matemaéticos no século 20.



No decorrer do Ensino Médio, quando nos deparamos com situagoes-problema que
exigem um conhecimento prévio de sequéncias numeéricas, acabamos sempre por definir
um termo geral que descreva cada um dos termos dessa sequéncia ou através de uma
progressao aritmética, onde a diferenca de cada termo da sequéncia e seu antecessor é
igual a uma constante real, ou através de uma progressao geométrica, em que a razao
entre cada termo da sequéncia e seu antecessor definem essa constante real.

Todavia, algumas sequéncias numéricas nao podem ser descritas através de progressoes
aritméticas ou geométricas. Nesse caso, procuramos determinar o termo geral da sequéncia
numérica dada utilizando uma lei de recorréncia, embora poucos alunos consigam acom-
panhar esse tipo de raciocinio, uma vez que tal contetido é abordado superficialmente,
sem o devido aprofundamento, na disciplina de Matematica do Ensino Médio.

Sendo assim, o objetivo principal deste trabalho é explorar exemplos que sao soluciona-
dos através de sequéncias numéricas utilizando, quando necessario, uma lei de recorréncia
e, principalmente, através de progressoes aritméticas de ordem superior, um contetdo rico
de aplicagoes, porém inexplorado no decorrer do Ensino Médio. Nestas andlises nao serao
abordadas as progressoes geométricas de ordem superior por apresentarem uma teoria
especifica, ficando como tema para um trabalho posterior.

A apresentacao da teoria e das aplicacoes de recorréncias lineares e das progressoes
aritméticas de ordem superior, em sala de aula, devera ocorrer no quarto bimestre do ano
letivo das turmas da terceira série do Ensino Médio, por apresentarem pré-requisitos tais
como Funcao Polinomial e Sistemas Lineares.

O trabalho estd organizado como segue: a seguir, sao apresentados alguns contetidos
preliminares fundamentais para o desenvolvimento deste trabalho. O Capitulo 2 é devo-
tado ao estudo analitico de sequéncias e séries, assim como serao apresentadas e definidas
as progressoes aritméticas de ordem superior. No Capitulo 3 serd apresentado um roteiro
de estudo das progressoes aritméticas de ordem superior, uma proposta de como este

conteudo poderia ser aplicado em sala de aula.



CapiTULO 1

Resultados Preliminares

Para analisarmos e descrevermos o comportamento de progressoes aritméticas de or-
dem superior faz-se necessaria a revisao de alguns conteidos que estao diretamente relaci-
onados a resolucao de progressoes assim caracterizadas. A resolucao de sistemas lineares
e a caracterizagao de uma funcao polinomial sao fundamentais para este estudo, além da
analise de sequéncias numeéricas pela lei de recorréncia, propriedades do termo geral e da

soma dos termos de uma progressao aritmética, assuntos que serao abordados no préximo

capitulo.
Nesta dissertacao, denotard R o conjunto dos nimeros reais, N ={0, 1, 2, 3, ---} o
conjunto dos nimeros naturais e IN* = {1, 2, 3, ---} o conjunto dos niimeros naturais,

excluindo o zero.

1.1 Sistemas Lineares

Aqui iremos apresentar a definicao de sistemas lineares e algumas propriedades que
serao utilizadas no desenvolvimento deste trabalho. Para mais detalhes sobre este assunto,

ver [10, p. 127-176].

Definicao 1.1.1 Um sistema linear S ¢ todo conjunto de m (m > 2) equagoes lineares

em m incognitas xy,xs, ..., xT,, dado por
(
111 + a9 + -+ - + a1,Ty = b1
a1 + Gooxo + -+ - + o, = by
S
L Am1T1 + QpaXo + -+ + App®y, = bm
Os numeros reais a;; sao os coeficientes de x; e by, by, ..., b, sio constantes reais.

Se by =by,=---=b, =0, o sistema linear ¢ dito homogéneo.
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1.1.1 Solugao de um Sistema Linear

Definigao 1.1.2 Dizemos que a n-upla (aj,as,...,a,) € uma solugdo do sistema

linear S se ela € solugcao de cada uma das n equagoes de S.

As solugoes dos sistemas lineares com duas incégnitas sao pares ordenados da forma
(aq,as), com trés incégnitas sdo ternos ordenados da forma (aq, as, az), com quatro incog-
nitas sao quadras ordenadas da forma (aq, as, as, as), e assim sucessivamente.

Quando o sistema linear S apresenta somente uma ou infinitas solugoes dizemos que
S é um sistema linear compativel. Caso o sistema linear nao apresente solugao, dizemos

que o sistema linear S é incompativel.

Exemplo 1.1.3 Considere o sistema linear S dado por:

r+2y—2z =2
S:¢ 2 —y+2z =3
r+y+z =06.

Veja que S é compativel pois possui a terna (1, 2, 3) como solugao tnica.

A resolugao de um sistema linear com duas equacoes e duas incognitas consiste em
calcular o valor das duas varidveis que satisfazem as equacoes do sistema e pode ser feita
através de dois métodos resolutivos, adi¢ao e substituicao. No método de adicao deve-se
adicionar as duas equacoes de tal forma que essa soma cancele uma das incégnitas e no
método de substituicao deve-se isolar uma das varidveis em qualquer uma das equagoes
do sistema, e substituir o valor isolado na outra equacao.

No caso do sistema linear apresentar trés equacoes com trés incégnitas, utiliza-se a
Regra de Cramer, que apresenta as solucoes do sistema linear utilizando calculos com
determinantes de matrizes de ordem 3.

Quando queremos resolver sistemas lineares com mais de trés equacoes, qualquer um
dos métodos anteriores dificulta determinar a solucao do sistema pelo excesso de calculos
ou de substituicoes. Neste caso, utiliza-se o método de escalonamento, também conhecido
como método de Gauss, pois facilita a resolucao e a discussao de um sistema linear.

Dessa forma, sendo o método de escalonamento aplicavel a qualquer sistema linear,
este sera o método utilizado nas resolugoes de sistemas lineares neste trabalho, conforme

serd descrito a seguir.
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Dado um sistema linear S, se efetuarmos qualquer uma das trés operagoes elementares

sobre as equagoes do sistema linear nao iremos alterar a sua solugao:

(a) trocar de posigoes duas equagoes do sistema S

(b) multiplicar qualquer equagao do sistema S por um nimero real diferente de zero;
(c) multiplicar uma equagao do sistema linear S por um numero real diferente de zero e
adiciona-la a outra equagao do mesmo sistema.

Assim, iremos obter outro sistema linear S; que possui a mesma solugao do sistema
linear S e dizemos que os sistemas lineares S e S; sdo equivalentes (representado por
S ~ Sl)

O processo de escalonamento consiste em aplicar uma quantidade finita de operagoes
elementares sobre as equacoes do sistema linear visando fazer com que o ntimero de
coeficientes iniciais nulos em cada equacdo (a partir da segunda) seja maior do que na

equacao precedente do mesmo sistema linear S.

Exemplo 1.1.4 Seja o sistema linear S dado por:

r—y+z =1
S 20 —y+2 =4
r—2y+2z =0.

Escalonando o sistema linear S a fim de obter um sistema linear equivalente Sy, pri-
meiramente eliminamos a incégnita x das segunda e terceira equacoes de S aplicando as
seguintes operagoes elementares:

(a) multiplicar a primeira equac¢ao por —2 e somar o resultado com a segunda equacao,
obtendo a equacgao y — z = 2;

(b) multiplicar a primeira equacdo por —1 e somar o resultado com a terceira equagao,
obtendo a equagao —y + z = —1.

O sistema original foi reduzido ao sistema equivalente:

r—y+z =1
Sli Yy— 2 =9
—y+z =-—1

Nesse novo sistema equivalente, eliminamos a incognita y da terceira equagao, apli-

cando a proxima operacao elementar:
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(c) somar a segunda equagao com a terceira, obtendo a equagao 0 = 1.

O sistema anterior foi reduzido ao sistema equivalente:

r—y+z =1
SQZ y—z =92
0 =1

Como Sy é incompativel (pois 0 # 1), entdo o sistema linear S também serd incom-

pativel, nao possuindo conjunto-solugao (ou conjunto-solugao = ().

Exemplo 1.1.5 Resolvendo o seguinte sistema linear
3r—5y+2z =1
S : 20 +4y — 4z =2
r+4y —4z =3,

utilizando escalonamento, obtemos:

3r—dy+2z =1 r+4y —4z =3,
S 2w +dy—4z =2 ~ —4dy+4z =—4
r+4dy—4z =3, —17Ty + 14z = -8
r+4y —4z =3, r+4dy—4z =3,
~ y—z =1 ~ y—z =1
17y — 142z =38 3z =-0.
Nesse ultimo sistema linear equivalente, da ultima equagao, obtemos z = —3. Substi-
tuindo este valor na segunda equagao obtemos y = —2, e substituindo estes dois valores

na primeira equagao teremos que o valor de = é igual a —1. Logo, o sistema linear dado

é compativel e determinado, sendo a terna (—1, —2, —3) o seu conjunto-solu¢ao.

Exemplo 1.1.6 Resolvendo o sistema linear
rT—y+2z =2
S r+dy+2z =7
20+ 3y +42 =9,
utilizando escalonamento, teremos:
r—y+2z =2 rT—y+2z =2
S r+4y+22 =7 ~ 5y =5
20 +3y+4z =9 by =5.
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As duas ultimas equacoes do sistema escalonado representam a mesma equacao. Eli-
minando a ultima equacao, obtemos o sistema equivalente, ja escalonado:

rT—y+2z =2
5y =5.

SQZ

A incognita z, nesse caso, é chamada de varidvel pois nao inicia nenhuma das duas
equacoes do sistema escalonado. Fazendo z = «, onde a é um numero real qualquer, no

sistema escalonado, determinamos z e y:

r—y =22« r =3 -2«
Sg : ~ S3 :
oy =5. y =1.
Neste tltimo sistema equivalente, o valor da incognita y é 1, da incégnita z é «, onde
a € R e aincégnita = depende de cada valor escolhido para «, sendo = 3—2a. Portanto,

o sistema dado é compativel e indeterminado, sendo a terna {(3 —2«a, 1, a), a € R} o

seu conjunto-solugao.

1.2 Funcao Polinomial

Para o estudo de progressoes aritméticas de ordem superior recorre-se frequentemente
ao conceito de fungao, principalmente pela sua aplicabilidade relacionada a determinacao
do valor numérico de um polinomio e também para determinar o termo geral que define
uma sequéncia numérica. Nesta secao serao apresentadas defini¢coes relacionadas a este

conceito e que serao aplicadas posteriormente.

Definicao 1.2.1 Sejam A e B dois conjuntos nao-vazios e uma relagcao f de A em B, a
qual determina pares ordenados (z, y), em que o primeiro elemento © pertence a A e o
sequndo elemento y pertence a B. Dizemos que a relagao f é uma fung¢ao ou aplicagao

de A em B se a todo elemento x € A associa-se um unico elemento y € B, tal que o

par (z,y) € f.

Quando uma funcao estd definida no conjunto A para o conjunto B, podemos repre-

senta-la por

f:A— B,

e lé-se funcao f de A em B.
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O dominio de uma fungao, representado por D(f), é o conjunto onde a fungao esta
definida. O conjunto imagem de uma funcado, representado por Im(f), é o conjunto
obtido pelos y correspondentes a cada x do dominio e esta diretamente relacionado com a
fungao que relaciona x e y. O contradominio de uma fungao, representado por C'D(f),
é o conjunto onde a imagem estara contida. Dessa forma, se a funcao f é definida por

f:A— B, entao teremos:
D(f)y=A, CD(f)=B e Im(f)CB.
As defini¢oes a seguir classificam as funcoes em injetoras, sobrejetoras e bijetoras.

Definigcao 1.2.2 Uma fun¢do f: A — B € ingetora quando dois diferentes valores em

A correspondem dois diferentes valores em B. Simbolicamente, f € injetora quando

r1 # 13 = f(x1) # f(22).

Definicao 1.2.3 Uma funcio f : A — B ¢é sobrejetora quando o conjunto imagem

coincide com o contradominio B, isto €,

Im(f) = CD(f).

Definicao 1.2.4 Uma funcao f: A — B € bijetora quando € sobrejetora e injetora.

Quanto a monotonicidade, as fungoes podem ser classificadas em:

(a) crescentes quando, dados x; € A e 25 € A, tivermos que:
T < 29 = f(x1) < f22).

(b) estritamente crescentes quando, dados z; € A e 25 € A, tivermos que:
z1 < w3 = f(21) < f(22).

(c) decrescentes quando, dados 21 € A e x5 € A, tivermos que:
Ty < xo = f(x1) > f(x2).

(d) estritamente decrescentes quando, dados x; € A e x5 € A, tivermos que:

1 < To9 = f(ZL'l) > f(l’g)
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(e) constantes quando, dados =1 € A e x5 € A, tivermos que:

xy # 13 = f(21) = f(22).

Com o intuito de caracterizar uma funcao polinomial, vejamos alguns tipos mais co-

muns de fungoes.

Exemplo 1.2.5 Dizemos que f : R — R ¢ uma fungao do 12 grau ou uma fungao
afim se, a cada x € R, associa-se o elemento (ax + b) € R, com a # 0. Simbolicamente,

temos a funcao do 19 grau descrita como

fR — R

r — f(x)=azx+b, a#0.

Exemplo 1.2.6 Dizemos que f: R — R é uma funcao do 22 grau ou quadratica se,

a cada x € R, associa-se o elemento (az? + bx + ¢) € R, com a # 0. Simbolicamente,

fR — R

v — f(z)=ar*+bx+ec, a#0.

Exemplo 1.2.7 Dizemos que f : R — R é uma funcao poténcia se, a cada x € R,

associa-se o elemento (az™) € R, com a # 0 e n € IN*. Simbolicamente,

f R - R

r — f(x)=az", a # 0, n € IN*.

Nesse tltimo exemplo nao se considera n = 0 pois, neste caso, poderiamos ter uma
indeterminacao do tipo 0°, quando fosse determinada a imagem do elemento 0 do dominio.
Caso fosse feita uma restricao no dominio dessa funcao, excluindo o zero, n poderia ser
igual a qualquer ntimero natural e, no caso de n ser igual a zero, a fungao poténcia ficaria
restrita a uma fungado constante, f(z) = a, qualquer que fosse o elemento do dominio

dessa funcao, inclusive para o zero.
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Diante desses exemplos e defini¢oes, formalizamos o conceito de uma funcao polino-

mial.

Definigao 1.2.8 Um polinomio ¢ uma expressao formal do tipo

p(X) =, X"+ a1 X" 4+ a X+ a,

onde (ag, ai, -+, an_1, Gn) € uma lista ordenada de nimeros reais e X é uma inde-
terminada, sendo X' uma abreviatura para X.X. ....X.X (i fatores). Caso a; =0, para
todoi=0,1, -+ ,n, entao p(x) =0 € o polindmio nulo.

A cada polinémio p(X) = a4, X™ + ap 1 X" 1+ -+« + a1 X! + ag, faz-se corresponder
a funcao polinomial p: R — R quando existem nimeros ag,aq,...,a,_1,a, tais que,
para todo r € R, tem-se
]7(33') = anxn + anflwnil + -+ &1%1 + ap.
Se a, # 0, entao p tem grau n. Se a, = a,_1 = --- = a1 = ag = 0, entdo p nao tem

grau definido.

Dessa forma, nao hé necessidade de fazer distin¢cao entre o polindmio p e a funcao
polinomial p. Ambos serao representados pelo mesmo simbolo p e serao chamados indi-

ferentemente de polinomio ou de fun¢ao polinomial.

1.2.1 Funcao Polinomial Soma

Quando somamos dois polinomios, a soma dos termos semelhantes a.x? e b.xP sera o

monomio (a + b) .aP.
Definicao 1.2.9 Dadas as funcoes polinomiais p e q definidas no conjunto dos nimeros
reais, a funcao polinomial soma
p+q):R — R
z = (p+q) (z)=plx)+q(),

¢ definida pelo polinomio em que cada termo € a soma dos termos semelhantes dos po-
linomios parcelas.

O grau de (p+ q) € tal que:
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(a) grau p > grau g = grau (p + q) = grau p;

(b) grau p =grau q = grau(p+q) < graup ou (p+q) ndo tem grau definido.

1.2.2 Determinacao de um Polinéomio a partir de seus Valores

Considere o problema de determinar um polinomio p a partir de seus valores. Um
polinomio p(z) = a,z™ +a, 12"+ -+ a1z +ag, de grau n é dado quando se conhecem

seus n + 1 coeficientes e vale a seguinte afirmagao [3, p. 178]:

“Dados n+1 nimeros reais distintos xg; x1; . . . ; x, e fixados arbitrariamente
os valores yo; y1; .. .; Yn, existe um, e somente um, polinémio p, de grau menor

ou igual a n, tal que

p(z0) = yo; p(r1) = y1; o ; p(Tn) = Yn.”

Com essas identidades, determinam-se os coeficientes de p(z) resolvendo-se um sistema

com as n + 1 equacoes descritas anteriormente nas n + 1 incognitas ag, aq, ..., a,:

p
anl’g+"'+a1$0+"'+ao =Y

anx?+-~—|—alxl+-~+ag =11

\anxz_{_..._l_alxn_‘_..._{_ao :yn
Este sistema, no qual as quantidades conhecidas sao as poténcias sucessivas de xg, x1,

., Tp, tém sempre solucao unica, pois estes n + 1 ntmeros sao dois a dois diferentes.

Exemplo 1.2.10 Considere o problema de encontrar um polinomio
p(z) = ap2™ + ap_ 12"+ 4+ ayx + ao,

de grau igual a 4, que assume nos pontos tg = —1, x; =0, xo=1, x3=2 € 14=23
os valores yo = 7, y1 =1, yo =5, wy3 =11 e y, = 25, respectivamente. Dessa

forma, obtemos o sistema de equagoes lineares S:

(

ar(—D)*+az(=1)2 +ax(=1)? +ar (=D +ay =7
as(0)* + a3(0)® + az(0)? + a1 (0) +ag =1
S s +a3(1)® + ax(1)” + ar(1)! +ag =5
as(2)* + a3(2)® + aa(2)* + a1 (2)! +ap =11
as(3)" + a3(3)° + 2(3)* + a1 (3)" + a0 = 25,
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que ¢ igual a:

a4—a3—|—a2—a1+ao =7
Qo =1
S a4 + a3+ as + a1 + ag =5

16(14 + 8@3 + 4&2 + 2&1 +ayg = 11

\ 8lay + 27a3 4+ 9as + 3a1 + ag = 25,

o qual resulta em:
.

a4—a3—|—a2—a1 =6
as+as+as+a; =4
16a4—|—8a3+4a2+2a1 =10

L 81&4 + 27@3 + 9&2 + 3(11 = 24.

53

Resolvendo-se este sistema, por escalonamento, obtém-se ag = 1,a; = %, az = 75,

as =
7

15, definindo o polinémio:

5 —
—§ea4—

7, 5, 53, 3
=2t -+ Tt Sa 4l
p(z) 123: 2x +12£C —|—2x+



CAPITULO 2

Sequéncias e Séries

No decorrer do Ensino Médio, o estudo sobre sequéncias numéricas aborda, principal-
mente, as progressoes aritméticas e geométricas, onde os alunos devem observar certos
padroes, associando ideias do dia a dia, a fim de tornar o aprendizado mais significativo.
No entanto, cabe ao professor, o intermediario entre o conhecimento e o aluno, um estudo
mais aprofundado a respeito das sequéncias numéricas e de suas propriedades a fim de
enriquecer ainda mais tal conteido em sala de aula.

Este capitulo é devotado a um estudo analitico de sequéncias e séries de nimeros
reais, dando enfoque ao comportamento analitico das progressoes aritméticas de ordem
superior. Ao leitor interessado em uma abordagem mais aprofundada sobre este assunto,

sugerimos a leitura deste tdpico, apresentado em [1] e [7].

2.1 Sequéncias de Numeros Reais

Definicao 2.1.1 Uma sequéncia de nimeros reais ¢ uma fun¢ao x : IN — R que a cada
nimero natural n associa um niumero real x, = x(n), chamado de n-ésimo termo da

sequéncia. Ou seja,
r:N — R
n o — x,=zn).
Assim, sequéncia ou sucessao é todo conjunto, com elementos numéricos ou nao, apre-
sentados em uma determinada ordem.

Denotamos por (Zg; x1;Z2;...;Tp; ... ), ou por (x,)neN, ou simplesmente por (z,), a

sequéncia infinita z : N — R.
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Exemplo 2.1.2

(a) A sequéncia (z,), cujo termo geral é x,, = n, é descrita por:
(n) =(0; 1; 23 3; 43 55 --+);
(b) A sequéncia (z,), cujo termo geral é z,, =

2 S\ 2747 8 167 32 ’

(=D"

(c¢) A sequéncia (z,), cujo termo geral é x, = ~—— é descrita por:
(P (L 11 11
n - ) 27 37 47 57 67 )

Algumas sequéncias nao podem ser definidas algebricamente em funcao de sua posic¢ao.

VR

1\" , _
5] é descrita por:

3

onde n € IN*.

Neste caso, utiliza-se uma Lei de Recorréncia para determinar os termos dessa sequéncia.

Definicao 2.1.3 Let de recorréncia ¢ uma regra que permite calcular cada termo de
uma sequéncia dada, a partir do termo anterior, onde necessariamente seja conhecido o

primeiro termo da Sequéncia.

Dessa forma, toda lei de recorréncia fornece o primeiro termo x; de uma sequéncia
(x,) e expressa um termo qualquer z,; em fungao do seu antecedente x,,. Por exemplo,

na sequéncia definida pela lei de recorréncia

1
I = §
Tpi1 = 2.T,, VYV nelN¥
temos que:
1 2
=211 =2.- = —;
® T2 I 3 3’
2 4
=229 =2.— = —;
® I3 T3 3 3’
4 8
=223 =2.- = —;
® Ty €3 3 37
8 16
=2.x4=2-=—;
® Ts5 Ty 3 3 )
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e assim sucessivamente, determinando a sequéncia

1 2 4 8 16
() =35 35 55 70 =5 -
333 3 3

Em algumas aplicacoes faz-se necessario encontrar a lei de recorréncia de uma sequén-
cia que forneca seus elementos. Por exemplo, para obter a lei de recorréncia que fornece
qualquer elemento da seguinte sequéncia (1; 3; 7; 15; 31; 63; ...), podemos analisar os
elementos dados e procurar estabelecer uma relagdo entre os mesmos. Assim, seguindo

esse raciocinio, temos:
o r; =1.
o 1y, =3=214+1=2.21+1;
e r3=7=23+1=2.29+ 1;
e 1, =15=274+1=2235+1;
o 1v;=31=2154+1=2.24+1;
Logo, pelo raciocinio acima exposto, segue que

ZE1:1

Tnt1 = 21;71 + 1,

é uma lei de recorréncia da sequéncia numérica dada.

2.1.1 Operacoes com Sequéncias

Como as sequéncias sao fungoes reais, podemos efetuar as operagoes de adicao, sub-
tracao, multiplicagao e divisao entre duas sequéncias, com uma restricao na operacao de

divisao.

Definicao 2.1.4 Sejam (z,,) e (yn) duas sequéncias dadas.
(i) A adicao das duas sequéncias dadas consiste em somar, para cada valor de n,

0s elementos das sequéncias (x,) e (yn), ou seja,

(zn) + (Yn) = (wn),
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eM que Wy = Tn + Yn;
(ii) A subtracdo das duas sequéncias dadas consiste em subtrair, para cada valor

de n, os elementos das sequéncias (x,) e (y,), ou seja,

(Tn) = (Yn) = (vn),

em que Vp, = Ty — Yn;
(i1i) A multiplicacao das duas sequéncias dadas consiste em multiplicar, para cada

valor de n, os elementos das sequéncias (z,,) e (yn), ou seja,

(Tn)-(Yn) = (pn),

em que Pp = Tp.Yn;
(iv) A divisdo das duas sequéncias dadas consiste em dividir, para cada valor de

n, os elementos das sequéncias (x,) € (y,), desde que y, # 0, para todo n € IN; ou seja,

= (Qn)>

em que y, # 0, para todo n € IN.

2.1.2 Sequéncias Monotonicas

Definigao 2.1.5 Uma sequéncia (x,,) serd classificada como:
(i) crescente quando x,, < x,.1, para todo n € IN;

(it) nao-decrescente quando x, < x,.1, para todo n € IN;
(iii) decrescente quando x,, > T,1, para todo n € IN;

(iv) nao-crescente quando x, > x,.1, para todo n € IN.

Toda sequéncia ¢ mondtona se for crescente, nao-crescente, decrescente ou nao decres-
cente. Caso nao seja mondtona, a sequéncia é classificada como alternante. Caso uma

sequéncia possua todos os termos idénticos, essa sequéncia é classificada como constante.

Exemplo 2.1.6

(a) A sequéncia (z,) = (2 T:_l) ¢ crescente. De fato, escrevendo os elementos dessa
n
sequencia como
1 2 3 4 n n+1
35 79 "2n+1 2n+3 ’
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percebe-se que os quatro primeiros elementos crescem a medida que o valor de n cresce.

Isso nos leva a supor que

B n <n+1
C2n+4+1  2n+3

T - £En+1.

Para verificar a veracidade de tal afirmacao, multiplicamos os dois membros da desi-

gualdade acima por (2n + 1).(2n + 3), obtendo as desigualdades equivalentes:

n.2n+3) < (n+1).2n + 1) — 2n® +3n < 2n* +3n + 1.

Como a tltima desigualdade é verdadeira para todo valor de n, pois o segundo membro

da desigualdade é 1 unidade maior que o primeiro, entao x, < x,.1, ou seja, (z,) =

n i o
é uma sequeéncia crescente.
2n+1

1
(b) A sequéncia (x,,) = (—) , paran # 0, é decrescente. De fato, escrevendo os elementos
n

dessa sequéncia como

1

1, e
n+1

Y

1
y Ty T
n

Tt] =

1
) 47

N —
W =

percebe-se que os elementos decrescem a medida que o valor de n cresce. Isso nos leva a

supor que

1 1
- >

n n+1

= Tn+1-

Para verificar a veracidade de tal afirmacao observamos que, como n 4+ 1 > n, entao

1 - 1
n n+1’
ou seja,
Tp > Tpti,

1
para todo n # 0, mostrando que a sequéncia (x,) = (—) é decrescente.
n

2.1.3 Sequéncias Limitadas

Defini¢ao 2.1.7 Uma sequéncia (x,,) é limitada superiormente (respectivamente li-

mitada inferiormente), se existe ¢ > 0 tal que z,, < ¢ (respectivamente x, > c), para
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todo n € IN. Se existe ¢ > 0 tal que |z,| < ¢, isto €, —c < x, < ¢, para todo n € N, entao

dizemos que a sequéncia (x,) € limitada.

Exemplo 2.1.8

1
(a) A sequéncia (x,) = (—> ¢ limitada superiormente por 1, j4 que seus elementos

n
1 1 11 1 .
—, -+- , sao todos menores do que este valor. Na verdade, qualquer

) 57 57 Za ga Ty n)
nimero real c, tal que ¢ > 1, é um limitante superior da sequéncia dada. Nesse caso,
dizemos que 1 é um limitante superior minimo de (x,) = ( — | .

n
n

2n+1

(b) A sequéncia (z,) :(
12314 _n
37579 " 2n+1’

real ¢, tal que ¢ < 3 ¢ um limitante inferior da sequéncia dada, conforme pode ser

) ¢ limitada inferiormente por 0, ja que seus elementos

-, sao maiores do que zero. Ainda mais, qualquer ntimero

verificado facilmente analisando os elementos da sequéncia dada. Nesse caso, dizemos que

1
— é um limitante inferior mdzimo de (z,) = n :
3 2n+1

(c¢) Ainda analisando a sequéncia (z,) = (—> do primeiro item, percebe-se que seus
n
elementos sao maiores do que 0, sendo este o limitante inferior maximo. Como essa

1 o
sequéncia possui limitantes superior e inferior, entao (x,) = (— ¢ uma sequéncia limi-
n

tada. O mesmo ocorre para a sequéncia (x,) = (2 )
n

) do segundo item que, além

de possuir um limitante inferior maximo igual a 3 também possui um limitante superior

n

L, . 1 . n 1
minimo i1gual a e 018
& p o+ 1

2 m+1

1
<3 Dessa forma, (x,) = ( > também é

I
2+ =
n

uma sequencia limitada.

2.1.4 Subsequéncias

Defini¢ao 2.1.9 Dada uma sequéncia (x,)new de nimeros reais, uma subsequéncia de
, .~ A . . . . / .

(x,) € uma restrigio desta sequéncia a um subconjunto infinito IN' do conjunto IN dos

numeros naturais. Dessa forma, uma subsequéncia de (x,) € uma sequéncia do tipo (b;;) =

(an,), onde (n;) € uma sequéncia crescente de inteiros positivos, isto €, ny <mng < ... .

Denotamos a subsequéncia (z,),cn Ou (%, )ien OU ainda

(xno; Tnyy Tngs 5 Loy )
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_1 n+1 .
Exemplo 2.1.10 As sequéncias (z,) = (L) e (yn) = (n=Y") admitem as se-
n

guintes subsequéncias:

(@) (22,) = (_1. R )

20 4

(b) (y2n—1) = <1; %; %; Lt >

2.1.5 Limites de Sequéncias Reais

Definicao 2.1.11 Sejam (x,) uma sequéncia de nimeros reais e L wm nimero real.

Dizemos que (x,,) converge para L, ou € convergente, e se escreve

lim (z,) = L,

n—oo
quando, para qualquer € > 0, existe ng € IN, de modo que z,, € (L — ¢, L + €), para todo

n > ny.

Podemos expressar essa definicao na forma:

lim(z,)=L .=. V >0, 3 npeN = |z,—L|<e, VYV n>n,.

n—oo

Se uma sequéncia nao é convergente, ela é dita divergente.

1
Exemplo 2.1.12 lim (—> = 0.

n—o0 n

De fato, seja € > 0 um nimero real positivo qualquer e seja ny um nimero natural tal

1
que ng > —, o qual existe pois R é arquimediano [7, p. 59]. Entao, — < ¢ e, se n > no,
g Un

(|
n

1 ‘ B

1 ’ 1 1
——0l=—<—<ec=
n n o ng

1 . .
Portanto, (— é convergente e converge para zero, quando n tende ao infinito.
n

n2

n+3

Exemplo 2.1.13 A sequéncia (x,) = ( ) ¢ uma sequéncia divergente pois:

i (") = i o=
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ou seja, nao existe o limite dessa sequéncia quando n — co.

A unicidade do limite de uma sequéncia é verificada pelo Teorema a seguir.

Teorema 2.1.14 Se ezistir um namero real L tal lim (z,) = L, entao ele é tinico.
n—00

Demonstragao: Seja uma sequéncia (z,) tal que lim (x,) = L. Vamos supor, por ab-
n—oo
surdo, que existe um ndmero real M, onde M # L, tal que lim (x,) = M. Tomemos
n—oo
|L — M|
£ = —

2
juntos pois, caso contrario, existiria um numero real = tal que x € (L —¢, L+4¢)N

> 0. Note que os intervalos (L —¢, L+¢)e (M —¢e, M+¢)sao dis-

(M —e, M +e¢), que implicaria em |L—z| < ¢ e |M — x| < ¢, donde con-
cluiriamos que

|L—-M|<|L—-z|+|M—2z|<2=|L—- M|,

o que é um absurdo. Assim, como lim (x,) = L, existe ng € IN, tal que n > ng, implica
n—oo

que z, € (L —¢e, L+e¢)e, portanto, z,, € (M —e, M +¢), para todo n > ng. Logo,

nao pode ocorrer lim (x,) = M, provando que o limite é inico.
n—oo

O
Como consequéncia da Definicao 2.1.11 e do Teorema 2.1.14, que tratam da con-
vergéncia de sequéncias e da unicidade do limite, respectivamente, temos os seguintes

resultados sobre limites de sequéncias.

Proposicao 2.1.15 Toda sequéncia convergente € limitada.

Demonstragao: Seja uma sequéncia (x,,) tal que nhj& (xn) = L. Tomando ¢ = 1, ve-
mos que existe ng € IN tal que z, € (L—1, L+ 1). Consideremos o conjunto finito
F =A{zy,29,23,...,2,,L—1,L+ 1} . Sejam ¢ e d 0 menor e o maior elemento de F', res-
pectivamente. Entao todos os termos x,, da sequéncia estdo contidos no intervalo [, d] .
Logo, a sequéncia ¢ limitada.

g

Exemplo 2.1.16 A sequéncia (z, =n) = (0; 1; 2; 3; 4; 5; 6; --- ) é limitada inferior-

mente (2, > 0, ¥ n € IN) mas nao é limitada superiormente. Logo, da Proposigao 2.1.15,
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segue que essa sequéncia nao é convergente, pois nao é limitada.

Observacao 2.1.17 O fato de uma sequéncia ser limitada nao é suficiente para que a
sequéncia seja convergente. Por exemplo, a sequéncia (z,) = ((—1)") é limitada inferi-
ormente por —1, é limitada superiormente por 1, mas nao é convergente, pois z, — 1

quando n é par e x,, — —1 quando n é impar.

A reciproca da Proposicao 2.1.15 é dada pelo resultado abaixo.

Proposicao 2.1.18 Toda sequéncia mondtona e limitada é convergente.

Demonstracao: Seja (z,,) uma sequéncia crescente. Como (z,,) também é uma sequéncia
limitada, entdo o conjunto S = {z, | n > 1} tem um limitante superior. O Axioma do
Completamento nos diz que todo conjunto nao-vazio de niimeros que possua um limitante
superior também possui um limitante superior minimo. Dessa forma, consideremos que
L seja o limitante superior minimo do conjunto S. Agora, dado € > 0, L — ¢ nao é um
limitante superior de S. Portanto, xy > L — ¢, para algum inteiro N. Como a sequéncia

(x) é crescente, entdo x, > xy, para todo n > N. Assim, se n > N, teremos
Tp > L —¢,
que implica em
0<z,—L<e,

desde que x,, < L. Assim,

|L — z,| <e,

qualquer que seja n > N. Com este resultado, concluimos que

lim (z,) = L,

n—oo

provando que a sequéncia é convergente.

De maneira similar (utilizando o limitante inferior maximo) demonstra-se que essa

Proposicao ¢ valida para sequéncias decrescentes.
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Exemplo 2.1.19 Seja a sequéncia (x,,) definida com o primeiro termo zy = v/2 e termo

geral x,, = +/2 + x,_1. Determinando os cinco primeiros termos dessa sequéncia, obtemos:
e 19 = V2
e 11 =V2+V2;

o 1o =1/2+V2+ V2
. 1’3:\/2+\/2+\/2+\/§;

. x4=\/2+\/2+\/2+\/2+\/§.

Para verificar se essa sequéncia é limitada, observamos que:

ox():\/i<2;

e 11 =V2+1=V2+V2<V2+2=2;

assim,

x0:\/§<2 e rp,1<2 = x,<2, Vnel.

Dessa forma, (z,,) é limitada inferiormente por /2 e superiormente por 2, ou seja, (z,,) é

uma sequencia limitada. Verificando se essa sequéncia é monodtona, temos que:

To=V2<\24+V2=12F 10 =11,

Ty <Tp = Tp=+2+T, 1 <V2+ T, =Tpi1.

Portanto, x, < ,+1, ¥V n € IN, mostrando que (z,) é uma sequéncia crescente. Logo,
como essa sequéncia € monotona e limitada, segue da Proposicao 2.1.18 que a sequéncia

dada é convergente.
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2.2 Séries

Em véarias aplicagoes na matematica, o nimero 7 é um ntumero decimal infinito que
denota a razao entre o perimetro de uma circunferéncia e o seu diametro. Esse niimero m

pode ser escrito, por exemplo, como
m = 3,14159 26535 89793 23846 26433 83279 50288. ..

Estudos preliminares determinam que todo niimero decimal infinito pode ser escrito

como uma soma infinita. No caso do niimero 7, podemos reescrevé-lo como:

1 4 1 5 9
= 1 4 1 =34t —F——+. ..
7 =3+0,1+0,0440,001+0,0005+0,00009 + 3+10+102+103+104+1o5+

Quanto mais parcelas adicionarmos a soma acima mais préximos estaremos do valor
de 7.

Assim, sempre que adicionarmos parcelas a uma sequéncia infinita (x,,), obtemos uma
expressao da forma

1+ Tot+tax3t+ 24 +T5+-+ T+,

a qual é denominada de série infinita ou simplesmente série, e que é denotada pelo

simbolo
o
E r; ou E T
i=1

Para determinarmos se uma série infinita possui uma soma finita, ou seja, se a série
infinita se aproxima de algum ntmero real, consideremos as somas parciais definidas

por

§1 = Ty,
S9g = X1 + Za,

83 =1 + Tg + T3,
onde, de maneira geral, teremos
n
Sp =21 +Tog+x3+ - +x)H = g Z;.
i=1

Estas somas parciais definem uma nova sequéncia que pode ou nao ter um limite. Se

lim (s,,) existe, entdo dizemos que esse limite é a soma da série E L.
n—oo
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Definicao 2.2.1 Sejam dadas a série

in:a:1+a:2+:r3+---—|—mn+...,
i=1

e a n-ésima soma parcial s, da mesma série, representada por

n
Sp = g T; =21+ T2+ T3+ -+ .
i=1

Se a sequéncia (s,) € convergente e lim (s,) = s, onde s é um nimero real, entao a série
n—oo

E Ty € dita convergente e escrevemos

oo
1 +r2t+ax3+--+2r,+---=5 ou inzs.
i=1

O nimero real s é chamado de soma da série. Se a sequéncia (s,) € divergente, entdo

a série € chamada de divergente.

Exemplo 2.2.2 Sequéncias infinitas representadas da forma

wartar’ fart 4o par g =D (), x#0,
=1

sao denominadas de séries geométricas, onde cada termo é obtido do termo anterior,
multiplicando-o por uma mesma constante real 7.

No caso de r ser igual a 1, obteriamos a soma

n
sn:x+x—|—x+~~+x:2$:naz.
i=1

Como lim (s,) ndo existe, entao a série geométrica é divergente, nesse caso.
n—oo

No entanto, se considerarmos r € (—1; 1), teremos:
_ 2 3 n—1
Sp =T +xr+art+art - tar o,
e, se multiplicarmos ambos os membros dessa igualdade por r, obtemos:

7Sy = ar +ar? 4 ard + - 4 xr”
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Subtraindo membro a membro essa duas tltimas equagoes, obtemos:

Sp—Tsp =2 —21r" <= s(l—r)=z(1—-1r") <— snzﬂ

1 1 1
Se escolhessemos © = Ser=7g onder € (—1;1), terfamos a sequéncia (x,,) = (Q—n) ,

cujas somas parciais sao:

1
51_57

1+1
82_2 47

1+1+1
Sq = — - -
STy "y

onde, de maneira geral, teremos:
L1 11 1 11l 12+1 13+ 1 N 1
Sp==—F+-F+-4+...—=—-+-——-+—-.| = —. | = o = = —,
2 4 8 2n 2 22 2 \2 2 \2 2 \2 — 2"

: : - 1 : :
umma serie geometrlca de razao r = 5 ASSII’H, Sn pode ser reescrita como:

1 1
| | L 2_ 2 z
J:H;O<Sn>—éz%o(1—27) B s
2 2
. 1 L. e ,
entao, para r = 5, a série geométrica é convergente e sua soma € 1.

x(l—1r")
(1—r)

divergente, o que implica que lim (s,) ndo existe. Dessa forma, se r < 1 ou r > 1, entao
n—oo

Ser < 1our > 1 entao, para s, = , teremos que a sequéncia {r"} é

a série geométrica é divergente.
o0
Resumidamente, a série geométrica E (wr"‘l) , x#0:
i=1
oo
x

1—7’;

(a) é convergente se |r| < 1 e sua soma é Z (") =
i=1
(b) divergente se |r| > 1.
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Exemplo 2.2.3 Vamos mostrar que a série

(o)
1 1 1 1
E —=1l4+-+z+--+=+...,
—' 1, 2 3 n
=1
conhecida como série harmonica, é divergente. Para tanto, é conveniente usarmos as

somas parciais ss, S4, S, S1g, S32, - -+ € mostrar que estas tornam-se cada vez maiores

quando n cresce. Assim:

B 1
Sy = 1‘1‘5,
1 1 1 1 1 1 2
Sq4 = 1+§+(§+Z)>1+§+<4_l+4_1):1+_+_:1+§’
o b (B D) (b L)
2 3 4 5 6 7 8
> 1+1+(1+1)+(1+1+1+1)
2 4 4 8 8 8 8
= 1—|~1—i-l+1=1—|—§
2 2 2 2’
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
S16 = 1+§+(§+Z)+(g+ "+§>+<§+"'+E)>1+§+<Z+Z)
1 1 1 I o1 1 1 4
+ (§+"'+§>+(1—6+"'+1—6)—1+§+§+§+§—1+§,
e, utilizando o mesmo raciocinio, obtemos sz > 1+§ e  Ses > 1+g e, de modo
geral, temos
S
Son > 9

Isso mostra que lim (syn) = 00, ou seja, nao existe, provando que (s9n) é divergente e,
n—oo

consequentemente, que a série harmonica também é divergente.

A seguir, relacionamos a convergéncia de séries e sequéncias, cujo termo geral é x,,.

o0

Teorema 2.2.4 Se a série E T, € convergente, entao lim x,, = 0.
n—oo
i=1

Demonstragao: Seja s, = 1 + 22 + 23+ - - - + x,,. Entao x,, = s,, — s,,_1. Por hipotese,
o
temos que Zajn é convergente. Entdo (s,) é convergente. Seja lim (s,) = s. Como

n —1 — oo quando n — oo, entao teremos que lim (s,_1) = s. Portanto,
n—oo

Ji ) = Jm (50 = 50-2) = J 0) = i (1) = 5 =5 =
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(o] (o] 1
Exemplo 2.2.5 No exemplo 2.2.2 vimos que a série Z (x,) = Z (2—n> é convergente.
i=1 i=1

Calculando lim (z,), obtemos:
n—oo

: : 1
e = i (57) =0

confirmando plenamente o Teorema 2.2.4 .

Observacao 2.2.6 Pela contrapositiva do Teorema 2.2.4, se

lim (z,) #0 ou  lim (z,) ndo existe,
n—oo n— o0

o0

entao a série Z (x,) é divergente. FEssa implicagdo é chamada de Teste para Di-

i=1
vergéncia de Séries.

2
Exemplo 2.2.7 Dada a sequéncia (x,) = (Em?ﬁ) , temos que:
. . n’ . 1 1
tim (o) = i () =t | —p | =50
54—

2
n
mostrando que a série g < > ¢é divergente.
2
— on* +4

O Teorema 2.2.4 nao é suficiente para concluirmos que uma sequéncia (z,,) é divergente

pelo fato de lim (z,) = 0. Caso lim (x,) = 0, entdo a série pode ser divergente ou
n—oo n—oo

1
convergente. Como foi visto no Exemplo 2.2.3, a série an, em que (z,) = (—) , €
n
1
divergente e, no entanto, lim z,, = lim — = 0.
n—o0 n—oo N,

2.3 Progressoes Aritméticas

Entre os varios tipos de sequéncias de niimeros reais e que possuem muitas aplicacoes
praticas, passaremos ao estudo das sequéncias aritméticas, também chamadas de pro-

gressoes aritméticas, definidas por uma lei de recorréncia.
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Definicao 2.3.1 Uma progressao aritmética é uma sequéncia (T1; To; Tz; «- ; Tp;
-++) de nimeros reais x,, na qual, a partir do sequndo termo, é constante a diferenca
entre cada termo x, e o seu antecedente x,_ 1. Fssa diferenca constante é chamada de

razao e serd representada por r.

Assim, uma progressao aritmética de razao r é uma sequéncia de nimeros reais (z,),

na qual z,, — x,_1 = r, para todo n € IN.

Exemplo 2.3.2 Consideremos que um atleta iniciou seu treinamento correndo 3 km e
pretende aumentar essa distancia diariamente em 500 m. Dessa forma, se chamarmos de
x1 a distancia percorrida no primeiro dia de treinamento, em quilometros, e x,, a distancia
percorrida pelo atleta no enésimo dia, entao (z,) = (z1; @2; @3;--+, Tp; -+ ) serd uma
progressao aritmética de razao r = 0,5 (500m = 0,5km). Para os quatro primeiros dias

de treinamento teremos a sequéncia (z,) = (3,0; 3,5; 4,0; 4,5; --+).

Face a regularidade dos termos de uma progressao aritmética, podemos estabelecer
relagoes algébricas que caracterizam seus termos. De fato, consideremos (z,) uma pro-
gressao aritmética com primeiro termo x; e razao r. Da defini¢ao de progressao aritmética
e utilizando uma lei de recorréncia para definir o termo geral que determina cada elemento

dessa mesma progressao, temos:
® Lo —T1 =T = X9=2T1+7;
@ I3 — Ao =r = IT3=To+r = A3=1+r+r = x3=1x1+2r;
e Ly —x3=1r = Tu=x3+r = x4=x1+2r+r = x4=2x1+3r;
e Iy — Iy, =T = I5=T4+Tr = x5=x1+3r+r = xT5=1x1+4r;

e assim sucessivamente.

Estas igualdades sugerem que:
Tp,=x1+(n—1)r, VnelN-

Isto motiva a seguinte proposicao.



2.3 Progressoes Aritméticas 27

Proposicao 2.3.3 Se (x,) € uma progressao aritmética de razao r entdo o termo geral

dessa sequéncia serd dado por
Tp=x1+n—1).r, V nel"

Demonstracao: Vamos mostrar essa igualdade usando o Principio da Inducao Finita.
Para n = 1, a sentenga é vélida, pois 1 = x; + (1 — 1).r = 21+ 0.r = z;. Em seguida,

por hipdtese, afirmamos a validade da sentenga para n, ou seja, vale x,, = 1+ (n—1).r, e

provaremos a validade da mesma sentenga paran + 1, ou seja, =41 = z1+((n+ 1) — 1) .r.

Assim,
Tyl = T + 7.
De fato, como z,, = 1 + (n — 1) .r, entao:
Tppi=m+m—1Dr+r <= z,a=m+nr—r+r < Ty =1z1+nr

= rpp=m+Mnh+l1-1r <<= z=z1+(n+1)—1)r

Dessa forma, vale a sentenga do termo geral da progressao aritmética, para todo
n € IN*.
O

Exemplo 2.3.4 Para determinar o vigésimo termo da progressao aritmética (5; 9; 13;
17; --+), basta substituir z; por 5, r por 4 (pois 9 — 5 = 4) e n por 20, na férmula do

termo geral de uma progressao aritmética:

Logo, o vigésimo termo dessa progressao aritmética sera igual a 81.

Um importante Teorema é aplicado quando estudam-se as progressoes aritméticas,

COIMO veremos a Seguir.

Teorema 2.3.5 Se (x,) é uma progressao aritmética, entdo a soma dos seus n primeiros

termos, denotada por S, €

5, [%]
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Demonstragao: Seja dada uma progressao aritmética (z,) qualquer.

Primeiramente, indicando a soma dos n primeiros termos por S, obtém-se:
Sn:$1+$2+1'3+"'+33n71+1‘n

Escrevendo essa soma de tras para frente, obtém-se:
Sp=Tp+Tp_ 1+ +x3+ 32+ 17

Somando-se membro a membro essas duas equagoes, obtemos:

28, = (r1+x,)+ (o + 20 1)+ + (T +x2) + (2 + 21)

(
25, = (m1+z)+ (@ +r+a,—r)+-+(w,—r+x14+7)+ (1 +2)
{

2S5, = (tr1+x)+ (v1+x,)+ -+ (x1+20) + (1 + 2)

Vv
n parcelas

<25, = (x1+x,)n
=S, = [mlgx"} :

concluindo a demonstracao.

g

Exemplo 2.3.6 Para encontrarmos a soma dos trinta primeiros termos da progressao
aritmética (1; 4; 7; ---), sabemos que o primeiro termo z; vale 1, pela progressao
aritmética dada, e que n vale 30. Em seguida, com a férmula do termo geral de uma
progressao aritmética, obtemos x3y = x1 +29.r = 1+29.3 = 88. Assim, substituindo esses

valores na formula da soma dos termos de uma progressao aritmética, obtemos:

(x1 4 230)
2

(1 + 88)

Sap = 30 = 30 = 1335.

Logo, a soma dos trinta primeiros termos da progressao aritmética dada sera igual a

1335.

2.4 Progressoes Geométricas

Assim como as progressoes aritméticas, as progressoes geométricas também sao defi-

nidas por uma lei de recorréncia.
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Definicao 2.4.1 Uma progressao geométrica é uma sequéncia (T1; To; T3; - ; Tp;
-++) de numeros reais x, nao-nulos, na qual, a partir do sequndo termo, € constante
o quociente entre cada termo x, e o seu antecedente x,_1. Esse quociente constante é
chamado de razao e serd representada por q.

Assim, uma progressao geométrica de razao g é uma sequéncia de nimeros reais (x,,)

T

nao-nulos, na qual = ¢, para todo n natural, onde n > 1.

n—1
Exemplo 2.4.2 Consideremos que um vazamento em um tanque de gasolina provocou a
perda de 2 litros no primeiro dia. Como o orificio responsavel pelas perdas foi aumentando,
as perdas foram dobrando a cada dia. Dessa forma, se chamarmos de x; a perda de
gasolina no primeiro dia, em litros, e x,, a perda de gasolina no enésimo dia, entao (x,) =
(x1; T9; X3, -+ ; Ty; -+ ) serd uma progressao geométrica de razao ¢ = 2. Considerando

os seis primeiros dias de vazamento, teremos a sequéncia (z,,) = (2; 4; 8; 16; 32; 64; ---).

Face a regularidade dos termos de uma progressao geométrica, serao estabelecidas al-
gumas relacoes algébricas a fim de caracterizar os termos desta progressao. Consideremos
(x,) uma progressao geométrica com primeiro termo x; e razao ¢ # 0. Da defini¢ao de
progressao geométrica e utilizando uma lei de recorréncia para definir o termo geral que

determina cada elemento dessa mesma progressao, temos:

T2
¢ —=q = T2=1T1.4,
T
:L’3 o o o o 2'
[ ],'_ =q = T3 = Ta.q = xr3 = T1.9.q = T3 = T1.97,
2
Ty _ _ 2 _ 3.
[ x——q = Ty = T3.4 = Ty = T1.9°.q = Tyg = 1.9
3
L5 _ _ 3 _ 4.
L] x_—q = Ty = Ty4.q = 5 = T1.4 .4 = T5 = T1.9 3
4

e assim sucessivamente.

Estas igualdades sugerem que:
T, =z +¢", VneN.

De fato, desse raciocinio, obtemos a proposi¢ao a seguir.
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Proposicao 2.4.3 Se (x,) € uma progressio geométrica de razio q # 0 entdo o termo
geral dessa sequéncia é
Tp=21.¢" ", V nelN*.

Demonstracao: Vamos mostrar essa igualdade usando o Principio da Inducao Finita.

1

Para n = 1 a sentenca ¢ valida, pois 1 = z; + ¢! = 21 + ¢° = x,. Em seguida,

por hipétese, afirmamos a validade da sentenca para n, ou seja, vale z, = z1.¢" !, e
provaremos a validade da mesma sentenca para n + 1, ou seja, vale z,,1 = 2.1,

Assim

Tpil = Tn.q.
De fato, como x, = x;.¢" !, entao:

-1 141 -1
Tyt = 21.¢" 1 = o =107 =z = 2. DY,

Dessa forma, vale a sentenca do termo geral da progressao geométrica, para todo
n € IN*.
O

Exemplo 2.4.4 Para determinar o décimo termo da progressao geométrica (2; 4; 8;
4
16; ---), basta substituir x; por 2, ¢ por 2 (pois 5= 2) e n por 10 na férmula do termo

geral da progressao geométrica dada, obtendo
Ty = 2.21071 =229 = 210 — 1024.

Logo, o décimo termo dessa progressao geométrica sera igual a 1024.

Um importante Teorema é aplicado quando estudam-se as progressoes geométricas,

COIIO veremos a seguir.

Teorema 2.4.5 Se (z,,) é uma progressao geométrica finita, com q # 1, entdo a soma

dos seus n primeiros termos, denotada por S, €
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Demonstragao: Seja dada uma progressao geométrica (z,). Primeiramente, indicando

a soma dos n primeiros termos por .S, obtém-se:
Sp=z1+ T2+ a3+ + Tpo1 + Ty
Multiplicando ambos os membros de S,, por ¢, obtemos:

q.Sp =T1.+To.q +23.q++ + Tp_1. + Tn.q

< q.S, =x3+ 3+ T4+ -+ 2, +Tp.q.
Efetuando a subtracao S,, — ¢.5,,, obtemos:

Spn—qSy =r1+x2+ a3+ FTh 1+, — (2t a3+t + Ty + T0.q)
= S — ¢Sy =r1+x+ a3+ F Ty H Ty — T2 — XT3 — Ty~ — Ty — T

<~ S,—q.5, =11 —T,.q.
Como z,, = x1.¢""!, entdo

S, —q.5, =11 — (xl.q"_l) .q
<~ S, —q.5, =11 —11.q"

— S, (1—q) =x.(1—q").

Como ¢ # 1, entao

n

I—gq
1—g¢q

Sn = XT1.

I

concluindo a demonstracao.

g

Exemplo 2.4.6 Para encontrarmos a soma dos dez primeiros termos da progressao geo-
métrica (2; 4; 8;---), sabemos que o primeiro termo x; é igual a 2, que a razao é igual a
2, pela progressao geométrica dada, e que n vale 10. Assim, substituindo esses valores na

formula da soma dos termos da progressao geométrica dada, obtemos:

1210 1—1024
S0 = 2. 15 = 2. T = 2.1023 = 2046.

Logo, a soma dos dez primeiros termos da progressao geométrica dada sera igual a

2046.
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Como consequéncia do Teorema 2.4.5, obtemos o Corolario a seguir.

Corolario 2.4.7 A soma dos n primeiros termos de uma progressao geométrica finita
(n), comq#1, é
Tn.q — T
Sp=—"-—.
qg—1

Demonstracao: Dada uma progressao geométrica (z,), j4 vimos que

1_ mn
Sn:flfl q
1—q
Assim,
1—q" 1 — 21.q" r1.q" — x
S = q g, = 1 1-9 g, = 1-9 1
l—gq l—gq q—1
r1.q" " — g x1.¢4" g —x Tp.q —
S, = 1-9 1 g, = 1-9 q 1 S = q 17

qg—1 q—1 qg—1

completando a demonstracao do corolario.

Observagao 2.4.8 No Teorema 2.4.5 e no Corolario 2.4.7, consideramos a razao da pro-
gressao geométrica g # 1. Caso tivéssemos ¢ = 1, entao a progressao geométrica possuiria
todos os seus termos iguais a x1, por exemplo, tais que a soma dos n primeiros termos

dessa progressao geométrica seria igual a soma de n parcelas iguais a x;, ou seja,

S,=x1+x1+ - +x1 =nx.

n parcelas

Em algumas aplicagoes, devemos descobrir a soma dos termos de uma progressao
geométrica infinita. Para tal, devemos inicialmente apresentar dois teoremas fundamentais
para assim obtermos uma féormula que determine a soma dos termos dessa progressao

geométrica infinita.
Teorema 2.4.9 Se h > —1, entao
(1+h)" >14n.h,

para todo n € IN.
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Demonstracao: Vamos mostrar essa igualdade usando o Principio da Inducao Finita.

Para n = 0 a sentenca ¢é valida, pois
(14+h)°>14+0h=1>1.

Agora, vamos supor que a sentenca seja verdadeira para algum n = k € IN, isto é, vale
(1+ h)k > 1+ k.h, e mostraremos que ela é verdadeira para n = k + 1. Com efeito, se
(1+ h)k > 1+ k.h, multiplicando ambos os membros dessa desigualdade por (1 + h), que

¢é positivo, obtemos

(1+h)*. (14+h) > A+kh).(1+h)=1+4kh+h+kh?

= 1+ (k+1).h+kh*>>1+4 (k+1).h,

provando o teorema.

Teorema 2.4.10 Se |¢| < 1, entao

lim (¢") = 0.

n—oo
Demonstracao: Se ¢ = 0, escolhido € > 0, teremos que

" — 0| =0 = |¢" — 0| <&,

para todo n > 0. Logo, lim (¢") = 0, se ¢ = 0. Se ¢ # 0, escolhido ¢ > 0, e fazendo

n—oo
1
h = H — 1, teremos h positivo e, com o resultado do Teorema 2.4.8, obtemos
q
P R S S
i — - g
1 (1+h)" ~14nh nh 7
- 1
sen > —-.
e.h

Logo, lim (¢") =0, se |¢| < 1 e g # 0, provando o teorema.
n—oo

Apés os resultados apresentados nestes dois 1ltimos teoremas, passaremos ao proximo

que formaliza a soma dos termos de uma progressao geométrica infinita.
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Teorema 2.4.11 Se (z,,) € uma progressao geométrica infinita, com razdo q tal que —1 <

q < 1, entao a soma S, infinita dessa progressao geométrica serd dada por

Demonstracgao: Para provar este teorema, vamos mostrar que a sequéncia das somas

parciais da progressao geométrica,

(15 825 835 3 Sp; =) = (Sn)
T
converge para T
1 — "
Escolhendo s = LQ), obtemos
T I—q" x1 T n
s — =x. - = — )
l1-¢ "1-q¢ 1-—9¢ 1—q7

e, calculando o limite quando n — oo, obtemos

x x x
lim s — —— = lim —— .q" = lim ——1lim q",
n—00 1—gq n—oo 1 —gq n—00 —q n—oo

onde, lembrando que x; e ¢ sdo constantes reais e lim (¢") = 0, pelo Teorema 2.4.9,

n—oo
teremos
lim—x . lim no_ N 0=0,

ou seja,

lim s — LN 0.

n—00 1—¢q

Dessa forma, concluimos que
S, = lim s = al )
O

Observacao 2.4.12
(a) No Teorema 2.4.11, se 1 = 0, entdo a progressao geométrica serd por (0; 0; 0; ---)

e sua soma sera zero, qualquer que seja o valor de q;
(b) Ainda no Teorema 2.4.11, Se ¢ < —1 ou ¢ > 1, a sequéncia de somas parciais nao
convergiriam, pois se tratariam de séries geométricas, que nao convergem nesse caso, COmo

foi visto no Exemplo 2.2.2, na se¢ao sobre séries, deste capitulo.
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Wl =
O =
N———

Exemplo 2.4.13 A soma dos termos da progressao geométrica infinita (1;

1
onde r1 =1eq= 3 sera dada por:

2.5 Progressoes Aritméticas de Ordem Superior

Algumas definicoes e propriedades a respeito de progressoes aritméticas sao funda-
mentais para a definicao das progressoes aritméticas de ordem superior, como veremos a

seguir.

2.5.1 Progressoes Aritméticas de Primeira Ordem

Considerando a definicao de progressao aritmética apresentada na Definicao 2.3.1,

temos a Proposicao a seguir.

Proposicao 2.5.1 Seja (x,) uma sequéncia de nimeros reais.
(i) (x,) serd uma progressao aritmética de razio r se, e somente se, seu termo geral é

um polinomio de grau n menor ou igual a 1, na varidvel n, escrito na forma:
Tp=rn+ (r1—71).

(ii) (x,) serd uma progressao aritmética de razdo r se, e somente se, a soma S, de seus
n primeiros termos € um polinomio de grau menor ou igual a 2, na variavel n, sem termo

independente, escrito na forma:

S, = g.n2 + WTL

Demonstragao:

(i) Sendo (z,) uma progressao aritmética, de razao r, conforme a Proposigao 2.3.3, o seu
termo geral sera dado por:

T, =1+ (n—1).r.

Reescrevendo esse termo geral como sendo um polinomio na variavel n, temos:

=21+ n—1)r < z,=x14+nr—r <z, =rn+(x;—r).
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Analisando esse polinomio z,, se 7 # 0, entdo esse polinomio tem grau 1; se r = 0
entao esse polindmio tem grau menor que 1. Assim, o termo geral x, dessa progressao
aritmética de razao r é um polindmio de grau menor ou igual a 1, na variavel n.

Em contrapartida, seja (x,) uma sequéncia numérica cujo termo geral é dado por:
Tp=an+b, a, b € R,

um polinémio de grau 1, na variavel n. Nesse polinomio, fazendo a =r e b = x1 —r, onde

x1 é o primeiro termo da sequéncia (x,), e reescrevendo esse polinémio, temos:
Tp=rn+(r1—71) <= e, =v1+nr—r <=z, =x,+Mn—-1)r |,

que denota o termo geral de uma progressao aritmética de razao r. Portanto, (z,) é uma
progressao aritmética de razao r.
(ii) Sendo (x,) uma progressao aritmética, de razdo r, a soma dos n primeiros termos

dessa progressao aritmética é dada por:

(r1 + xy) .

Sy = 5

Reescrevendo essa soma S,, como sendo um polindmio na variavel n, temos:

Sn:Mn Sn:(x1+x1+(n_1)r)n @Sn:@l—l—xl—i-n?“—r)n
2 9 5
o 5= Buo D), g, (B0 g, ey (B0

Analisando esse polinomio S, se r # 0, entao S, é um polindmio do segundo grau
na variavel n, desprovido de termo independente. Se r = 0, S,, ¢ um polinémio de grau
menor que 2, sem o termo independente. Assim, a soma S, dos n primeiros termos da
sequéncia (x,) é um polinémio de grau menor ou igual a 2, na variavel n.

Em contrapartida, seja (x, ) uma sequéncia numérica cuja soma S,, dos seus n primeiros
termos seja dada por

S, = a.n’®+ by, a, b € R,

r 201 —r
um polinémio de grau 2, na variavel n. Nesse polinomio, fazendo a = 5 e b= %,
onde z; é o primeiro termo da sequéncia (z,), e reescrevendo esse polinomio, temos:

201 —1r)n 21 —1r)n + n’r 201 — 1) +nr
ey B g (@it g (oo,
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_ -1 .
oS - (SL‘1+£L‘1;-TLT' r)n oS - (:cl—l—xl—l—z(n )r)n oS, = (:z:l—iz—:c )n,

que denota a soma dos n primeiros termos de uma progressao aritmética. Portanto, (z,,)

é uma progressao aritmética de razao r.

i

Definicao 2.5.2 Toda progressao aritmética que possua o termo geral x,, na forma
Ty =1+ (v1—71),

ou seja, na forma de um polinomio de grau 1, na varidvel n, é denominada de progressao

aritmética de primeira ordem.

Com base no que foi estudado até aqui, a seguir serao apresentadas algumas defini¢oes e
proposicoes, a fim de formalizar essa relagao entre o termo geral de progressoes aritméticas

de ordem p com uma func¢ao polinomial, também de grau p, na varidvel n.

2.5.2 Operador Diferenca

Definigao 2.5.3 Seja dada a sequéncia (x,) = (x1; x9; x3; -+ Tp, -+ ). Define-se o
operador A (ou operador diferenca) como sendo a diferenca entre cada termo x, 4

e o seu antecedente x,,, denotado por
AL, = Tpi1 — Ty

Proposicao 2.5.4 Uma sequéncia de nimeros reais (x,,) € uma progressao aritmética se,

e somente se, (Ax,) € uma sequéncia constante.

Demonstracao: Se a sequéncia de nimeros reais (x,) = (z1; To; X3, ...; Tp; -+ ) é
uma progressao aritmética, entao a diferenca entre cada termo x,.; e o seu antecedente

T, € sempre igual a uma constante r, chamada de razao da progressao aritmética. Logo,

(Azy,) = (r; r; r; -+ r; -+ ) é uma sequéncia constante.
Em contrapartida, se na sequéncia de niimeros reais (z,) = (T1; Xo; T3; =+ ; Tp; -+ )
obtivermos que (Ax,) = (xp11 — ) = (r; r; r; -+ r; --+ ), ou seja, obtivermos uma

sequéncia constante, onde r é uma constante real, entao, por defini¢do, (z,) é uma pro-

gressao aritmética.

g
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2.5.3 Progressoes Aritméticas de Segunda Ordem

Definicao 2.5.5 Uma progressao aritmética de segunda ordem ¢ uma sequéncia
de nimeros reais (r,), na qual as diferencas Az, = x,,1 — x,, entre cada termo e o

termo anterior, formam uma progressao aritmética nao-estaciondria (razao r #0).

Exemplo 2.5.6 Seja dada a sequéncia (z,) = (1; 4; 10; 19; 31; 46; 64; ---). Essa se-
quéncia é uma progressao aritmética de segunda ordem porque a sequéncia das diferencas
entre cada termo e seu anterior, (y,) = (Ax,) = (Tp41 — ) = (3; 6; 9; 12; 15; 18; --+)

¢ uma progressao aritmética (com razao r = 3) nao-estaciondria.

Como consequéncia dessa defini¢ao, decorre o Teorema a seguir.

Teorema 2.5.7 Uma sequéncia de nimeros reais (x,) € uma progressdo aritmética
de segunda ordem se, e somente se, seu termo geral é dado por um polinomio do

sequndo grau, na varidvel n.

Demonstracao: Se a sequéncia dada (x,,) é uma progressao aritmética de segunda ordem,

entao a sequéncia de numeros reais dada por

(Yn) = (Amy,) = (T2 — T13 T3 — T2 Ty — T35+ 3Ty — T+ ) = (Y13 Y23 Y35 3 Yns -+ -)

é uma progressao aritmética ndo-estaciondria. Assim, (y3 + yo +ys + -+ y,_1) é a soma
dos m — 1 primeiros termos da progressao aritmética (y,) e que serd denotada por um
polinémio do segundo grau, na variavel n. Se simplesmente somarmos todos os termos da

sequéncia (y,) , teremos:

YitYe+yst+ -t Y1 =T2—T1+ T3~ T+ Ty — T3+ Ty — Ty
=Y tYetyst ot Y1 =Tp — 21

S arp=m1+ W+ +ys+oF Ynoa)-

Como z, = x1+(y1 + Y2+ ys + -+ + yYn_1) , entao o termo geral da sequéncia (x,,) também

serd expresso por um polinomio do segundo grau, na variavel n.



2.5 Progressoes Aritméticas de Ordem Superior 39

Em contrapartida, se o termo geral da sequéncia numérica (x,,) for expresso por z,, =

an® 4+ bn + ¢, onde a,b e ¢ sdo constantes reais, entao seu operador A sera:

A-/1:71:'251%#1_(1371
(z)Axn:a(n+1)2+b(n—|—1)+c—(an2+bn+c)
= Az, =an’*+2an+a+bn+b+c—an®*—bn—c

< Az, =2an+ (a+0).

Assim, Az, é expresso por um polinomio do primeiro grau, na variavel n. Logo, Ax,
¢ uma progressao aritmética nao-estaciondria e, por defini¢ao, (z,) é uma progressao
aritmética de segunda ordem.

g

2.5.4 Progressoes Aritméticas de Ordem Superior

Definigao 2.5.8 Uma progressao aritmética de ordem k (k > 2) é uma sequéncia na qual
as diferencas entre cada termo e o termo anterior formam uma progressao aritmética de

ordem k — 1.

Exemplo 2.5.9 Seja a sequéncia numérica definida por (z,) = (2n* —n), onde n € IN.
Encontrando os elementos de (z,,) e suas diferencas (Ax,), (A%z,) = (AAx,), (Adz,) =

(AAAz,), com n variando de 0 a 10, obtemos a tabela:

n | (xn) | (Axn) | (A%x,) | (A3%x,)
0 0 1 12 12
1] 1 13 2 12
2 14 37 36 12
3 51 73 48 12
4|12y | 121 60 12
5| 245 181 72 12
6| 426 | 253 8/ 12
71 679 337 96 12

Continua na proxima pdgina
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Continuacao da pdgina anterior

n | (xn) | (Axy) | (A%x,) | (A3x,)

8 | 1016 | 433 108 12
9 | 1449 541 120 12
10| 1990 | 661 132 12

Tabela 2.1: Elementos e Operadores da sequéncia (z,,) .

Analisando esses valores, percebe-se que as diferengas (A3x,,) formam uma progressao
aritmética estacionaria e as diferengas (A?x,) formam uma progressao aritmética nao-
. Y . A . A2 f ~ . YO d d 2
estaciondria, ou seja, a sequéncia (A®*x,) forma uma progressao aritmética de ordem 2,

definindo assim a sequéncia (x,) como uma progressao aritmética de ordem 3.

Para relacionar o termo geral de uma progressao aritmética superior com um po-

linémio, segue o Teorema que se refere a soma de polinomios.

p
Teorema 2.5.10 17 +2P 437 4+ 4P + ... 4+ nP = Z kP € um polinomio de grau p+1 em

k=1
n.

Demonstracgao: Para demonstrar este Teorema, vamos usar o Prinicipio da Inducao
Finita sobre p. Para p = 1, temos que 1 +2+3+4+ ---+ n é a soma dos n termos de
uma progressao aritmética de razao r igual a 1 e, pela formula da soma dos termos de

uma progressao aritmética, obtemos:

3

1 1 1
(n—2|— ).n:§n2—|—§n,

1+2+434+44+--+n=)» k=
k=1

um polinomio de grau 2 = p + 1. Logo, a sentenca é véalida para p = 1.
n

Agora, vamos supor que Z kP seja um polinomio de grau p + 1 em n, para algum
k=1
p€{1,2,3,4,...,s}. Assim, devemos mostrar que essa suposic¢ao é valida para p = s+ 1,

isto é, mostraremos que E k5™ 6 um polindomio de grau s + 2, na variavel n.
k=1
2 4 A .
Observe que (k + 1)°" ¢ um Binémio de Newton na forma (a + b)" e, desenvolvendo

esse binomio pela férmula do Termo Geral de um Binémio dado por T},41 = (;‘) a" PP,
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com 0 < p <n, obtém-se:
(k—l—l)8+2:ks+2—|—(8—|—2)./{8+1—|—---,

onde os termos que nao foram escritos explicitamente formam um polinomio de grau s

em k. Utilizando propriedades operatérias de somatoérios, temos que:

zn:k‘%—lsﬂ st+2 s—|—2).zn:kzs+1+F(n),
k=1

k=1
onde F(n) é um polinomio de grau s + 1, em n, pela hipétese de indugao.
Desenvolvendo e simplificando os termos comuns aos dois primeiros somatorios, obte-
mos:

2s+2 + 3s+2 4t ns+2 + (n + 1)s+2 _ 1s+2 + 28+2 + 38+2 4+ o4 ns+2

n

+(s+2).> KT+ F(n)

k=1
— (23+2 . 2s+2 + 33+2 i 3s+2 NI ns+2 . ns+2) + (n + 1)5+2 -1

+ (s + 2).%1&“ + F(n)

= m+ 1) =14(s+2).) K + F(n).
k=1

n
Isolando Z k™! na dltima equacdo, obtemos:
k=1

(n+1)5+2—1—F(n):(s+2).zn:ks+1,

donde obtemos:
n

ol (n+1)°""* =1 - F(n)
Zk B (s+2) ’

k=1

um polinomio de grau s + 2 na variavel n, concluindo a prova do Teorema.

Como consequéncia do Teorema 2.5.10, apresentamos o Corolério a seguir.

Corolario 2.5.11 Se F € um polinomio de grau p, entdo ZF(k) ¢ um polinomio de

k=1
graup + 1 em n.
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Demonstracao: Se F' é um polinomio de grau p, entao F' pode ser expresso por
F(k) = apk? + ap k"~ + - + a1k' + ap.

Assim,

ZF Z apkp+ap_1kp_1+---+a1k1+a0) .
k=1
Utilizando proprledades operatérias de somatorios, obtemos:

n

ZF Za,,kp+z ap 1 kP + +Z (k") +> " (ao)

k=1 k=1

n n n

= Flk)y=a,y () +ap1 Y () +-+ar Y (k') +nao.

k=1 k=1 k=1

Pelo Teorema 2.5.10, segue que Z (k?) é um polindomio de grau p+1 em n, Z (kp’l)

k=1 k=1
n

é um polinémio de grau p em n, e assim sucessivamente. Dessa forma, E F(k) é obtido
k=1
pela soma de polinomios com graus diferentes, o o maior grau entre esses polindmios é
n
p+ 1. Portanto, E F(k) é um polindémio de grau p+ 1, na variavel n, concluindo a prova

k=1
do corolério.

Diante dessas informagoes podemos formalizar uma importante propriedade das pro-

gressoes aritméticas de ordem superior, dada pelo Teorema a seguir.

Teorema 2.5.12 Uma sequéncia numérica (x,) é uma progressao aritmética de ordem

p, (p > 2), se, e somente se, seu termo geral x,, é um polinémio de grau p, na varidvel n.

Demonstragao: Para provar este Teorema, vamos proceder por inducao sobre p. Para
p = 2, a sentenca é verdadeira, como foi demonstrado no Teorema 2.5.7.
Agora, vamos supor que a sentenca do Teorema seja verdadeira para algum p € { 2, 3,
-, $}. Mostraremos que essa afirmagao é verdadeira para p = s+ 1. Se (z,,) é uma
progressao aritmética de ordem s+ 1, entao Az, = x,,1 —x, é uma progressao aritmética
de ordem s, por definicao, e, pela hipétese de inducao, Az, é um polinomio de grau s,
em n. Assim,

ZAxk =Ax; + Axo + Axz+ -+ + Axpy_o + Ay + Az, <—
k=1
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< ZAI‘k = (.732 —LL’1)+(1’3 —.Z‘Q) + (l’4 —1’3) + -+ (In_g —l’n_l)—i-
k=1
+(xp —Tpo1) + (Tpg1 — ) <=
<— ZAmk = Tpi1 — Tp,
k=1

donde, pelo Corolario 2.5.11 do Teorema 2.5.10, segue que Az, é um polinomio de grau
s + 1. Reciprocamente, seja dada uma sequéncia de numeros reais (z,) cujo termo geral
Z, ¢ um polinémio de grau s+ 1 em n. Assim, obtendo uma expressao para o seu operador

diferenga, temos:

Axn = Tp+1 — Tn

= Ar, = (agp(n+1)""+a;(n+1)°+) = (agn*™ +amn +--0),

donde, pela férmula do Termo Geral do Binomio de Newton, teremos:

= Az, = (agp (P +(s+)n°+--+1)+as(n®+---+1))
— agn® Tt —amt— ...

= Az, = agn Fag (sFD)N o Fagy Fant o Fag -
— agn®t —amnt — ...

— Az, = asp1(s+1)n°+ -+ (asg1+as+ -+ +aop)

um polinémio de grau s na variavel n. Pela hipdtese de indugao, (Ax,) é uma progressao

aritmética de ordem s e, portanto, (x,) é uma progressao aritmética de ordem s + 1.

i

Em suma, com base no que foi aqui estudado, as progressoes aritméticas de ordem
(superior) p, onde p > 2, podem ser descritas pelos seguintes fatos:
e Se uma sequéncia é uma progressao aritmética de ordem p entao as diferencas entre
cada termo e o termo anterior dessa sequéncia formam uma progressao aritmética de
ordem p — 1 e a reciproca também é valida;
e Se uma sequéncia é uma progressao aritmética de ordem p entao seu termo geral é

caracterizado por um polinomio cujo grau também é p e a reciproca também é valida.



CapiTULO 3

Roteiro de Estudo: Progressoes

Aritméticas de Ordem Superior

Ao trabalharmos com problemas que envolvem sequéncias numéricas e, em particular,
as progressoes aritméticas, muitas vezes nos deparamos com situacoes onde férmulas nao
sao suficientes para determinarmos as possiveis solugoes para um problema proposto.

Neste capitulo, apresentamos uma sugestao de sequéncia didatica que pode ser tra-
balhada com alunos do Ensino Médio, na qual enfocamos e apresentamos conceitos que
auxiliam a resolugao de problemas envolvendo sequéncias numéricas, indicando outras
alternativas de resolucoes, além da aplicacao de férmulas, estimulando o aprendizado e o

aprofundamento sobre este tema.

3.1 Lei de Recorréncia

No estudo das sequéncias de niimeros reais, denotadas por
(an) = (ar; az; az; -+ 5 ap; -+ ),

procura-se definir uma expressao a,, definida como termo geral da sequéncia (a,), que
possibilite determinar qualquer elemento (também chamado de termo) dessa sequéncia
em funcao da posi¢ao que ocupe na sequéncia dada.

No entanto, algumas sequéncias nao podem ser definidas algebricamente em fungao de
sua posicao. Neste caso, utiliza-se uma lei de recorréncia, que fornece o primeiro termo

a; e expressa um termo qualquer a,,; em fungao do seu antecedente a,,.
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Definicao: Uma lei de recorréncia ¢ uma regra de que permite calcular cada

termo de uma sequéncia dada, a partir do termo anterior, onde necessariamente

seja conhecido o primeiro termo da sequéncia.

Exemplo 3.1.1 Seja (a,) = (a1; ag; ag; ---; ap; --- ), uma sequéncia numérica, onde

seus termos sao definidos pela lei de recorréncia:

a1:1

Podemos obter alguns elementos dessa sequéncia:
e a = 1;
e ay=a,+3=14+3=4;
e a3=a,+3=44+3=T,;
e qy=a3+3=T743=10;
e a5 =a4+3=10+3 = 13;
e assim, sucessivamente. Dessa forma, essa sequéncia pode ser escrita como
(an) = (1; 4; 7; 10; 13; --- ).

Exemplo 3.1.2 Para definir uma lei de recorréncia que forneca os termos da seguinte
sequéncia (1; 3; 7; 15; 31; 63; --- ), vamos analisar os termos dados na sequéncia e pro-

curar estabelecer uma relagao entre os mesmos:
e a; = 1;
e apy =214+1=2.a,+1;
e a3 =23+1=2.a,+1;
e a, =27+1=2.a3+1;

o a5 =215+1=2.a4+1;
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[ ] an+1 —_ - :2an+1
Assim, uma lei de recorréncia para a sequéncia dada sera:

a1:1

Gpy1 = 2.a, +1, n e N%

Exercicios Propostos

01) Uma sequéncia numérica é definida pela lei de recorréncia:

Determine a soma dos seis primeiros termos dessa sequéncia.

02) Descubra, em cada caso, uma lei de recorréncia para cada uma das sequéncias:
(a) (=3; —=6; —9; —12; —15; ---);
(b) (-1 L; =1 1; —=1; 15 -+ );

(c) (2; 4; 8; 16; 32; -+ );

3.2 Progressoes Aritméticas

Definicao: Seja (a,) uma sequéncia numérica. Se, a partir do segundo termo,
a diferenca entre cada termo a, e o seu antecedente a,_; é constante, entao

essa sequéncia é chamada de progressao aritmética, e essa diferenca entre os

termos é chamada de razao, representada por r.

Exemplo 3.2.1 A sequéncia (a,) = (1; 5; 9; 13; 17; 21; --- ) é uma progressao arit-
mética pois, determinando a diferenca entre dois termos consecutivos de (a, ), obtemos a

mesma, constante r :

09—1=9-5=13-9=17T-13=21-17T=---=4=r.
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Para encontrarmos um determinado termo de uma progressao aritmética utilizamos a
féormula do termo geral a,, dessa progressao, dada por a, = a; + (n — 1) .1, onde ay, n e
r sao, respectivamente, o primeiro termo, a ordem do termo que se quer determinar, e a

razao da progressao aritmética.

Exemplo 3.2.2 Na progressao aritmética do Exemplo 3.2.1, temos o primeiro termo
a; igual a 1 e a razao r igual a 4. Para determinar o décimo termo dessa progressao,
consideremos n igual a 10 e substituimos a;, r € n na féormula do termo geral de uma

progressao aritmética, obtendo:

a0 =14 (10—1)4=1+94=1+36=3T7.

Exercicios Propostos

03) Encontre o 182 termo da progressao aritmética (5; 12; 19; --- ).

04) Calcular o 100° niimero fmpar positivo.

A seguir, no decorrer das definicbes que serao apresentadas, iremos caracterizar uma

progressao aritmética de ordem superior.

3.3 Operador Diferenca

Defini¢do: Dada uma sequéncia numérica (a,), define-se o operador A (ou
operador diferenca) como sendo a diferenca entre cada termo (a,11) e o seu

antecedente (a,), denotado por

Aty = Api1 — Q.
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Exemplo 3.3.1
(a) Na sequéncia (a,) = (1; 5; 9; 13; 17; 21; --- ), temos:

Aai=as—a;=5—1=4;
Aay =a3 —ay=9—5=4;
Aaz =a4 —az =13 —7 = 4;
Aay=a5—ays =17—13 = 4;

Aas = ag —as =21 — 17 = 4;

e assim sucessivamente.

(b) Na sequéncia (b,) = (1; 3; 6; 10; 15; 21; --- ), temos:

Aby=by—b =3—1=2;
Aby =by—by=6—13=3;
Aby = by — by = 10 — 6 = 4;
Aby = bs — by = 15— 10 = 5;

e assim sucessivamente. Note que, ao definirmos a sequéncia (¢,) = (Ab,) = (byt1 — by)

e, denotando Ac, = A?b,, obtemos:

Aci = A%y = Aby — Aby =3 —2=1;
Ac; = A%hy = Abg — Aby =4 —3=1;
Acy = A%y = Aby — Abg =5 —4=1;
Ac; = A%hy = Abs — Aby =6 —5=1;

e assim sucessivamente.

Note que todos os resultados obtidos para o operador A2b,,, os quais também dependem
da sequéncia inicial (b,), sdo iguais a uma mesma constante real. Nestas circunstancias,
A?%b,, ¢ denominado de operador diferenca de segunda ordem. De maneira andloga

podem ser definidos operadores diferenca de ordens superiores.
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Exercicio Proposto

05) Para cada uma das as sequéncias numéricas abaixo, aplicando a defini¢ao do operador

diferenca, encontre (Aa,), (A%a,) e (Aa,) :

(a) (a,) = (1; 4; 9; 16; 25; 36; 49; --- ),

(b) (an) = (3; 5; 8 15; 32; 68; 135; --- ),

3.4 Progressoes Aritméticas de Primeira Ordem

Defini¢cdo: Seja (a,) uma sequéncia numérica. Quando as diferengas entre os
termos consecutivos dessa sequéncia forem iguais a uma constante real r, com
r # 0, entao essa sequéncia numeérica serd denominada progressao aritmética
de primeira ordem ou simplesmente progressao aritmética de razao r.
Caso r = 0, a sequéncia é denominada progressao aritmética estaciondria

ou constante.

Exemplo 3.4.1 A progressao aritmética (a,) = (—4; 7; 18; 29, --. ) é de primeira or-
dem. De fato, sendo a; = —4,as = 7,a3 = 18 e a4 = 29, os quatro primeiros elementos

dessa sequéncia e, usando a notagao do operador diferenca, temos que:

Aay =as—ay =7—(—4)=11;
Aay =az —ay =18 —7=11;

Aa3:a4—a3:29—18:11,

ou seja, as diferencas entre dois termos consecutivos é sempre constante, mostrando que
a sequéncia é uma progressao aritmética de primeira ordem. Observe que essa progressao
aritmética de primeira ordem pode ser interpretada como uma progressao aritmética de

razao r igual a 11.
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3.5 Progressoes Aritméticas de Segunda Ordem

Defini¢cao: Dada uma sequéncia numérica (a,), quando as diferencas en-
tre os termos consecutivos dessa sequéncia formam uma progressao aritmética
nao-estacionaria, entao essa sequéncia numérica sera denominada progressao

aritmética de segunda ordem.

Exemplo 3.5.1 A progressao aritmética (a,) = (1; 5; 10; 16; 22; 29; --- ) é de se-
gunda ordem. De fato, definindo uma nova sequéncia (b,), cujos elementos sao as di-

ferengas entre os termos consecutivos de (a,,), obtemos:

(bn> = (Aan):<an+l_an):((a2_a1)§ (a3_a2)§ (a4—a3); )
= (b—1;,10—-5; 16 —10; --- ) =(4; 5; 6; --- ).

Como a sequéncia (b,) define uma progressao aritmética nao-estaciondria de razao 1,

entdo (a,) é uma progressao aritmética de segunda ordem.

Exercicio Proposto

06) Dadas as sequéncias numéricas abaixo, identifique qual(is) sequéncia(s) determinam
uma progressao aritmética de segunda ordem:
(a) (zn) =(=3; 0; 3; 6; 10; 14; --- ),
(b) (y) = (7; L; =5; —11; —17; —23; -+ ),
(c) (wn) =(2; 9; 16; 23; 30; 37; -+ ),
(d) (bn) = (6 8 15; 27; 44; --- ),

(e) (zn) =(1; 3; 19; 61; 171; --- ),
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3.6 Progressoes Aritméticas de Ordem p

Definicao:

(a) Uma progressao aritmética de ordem p (p > 2) é uma sequéncia
numérica na qual as diferencas entre cada termo e o termo anterior for-

mam uma progressao aritmética de ordem p — 1;

(b) Toda progressao aritmética de ordem p, com p > 2, também é denominada

de progressao aritmética de ordem superior.

Exemplo 3.6.1 Sabendo que a sequéncia numérica
(an) = (10; 12; 15; 22; 39; 75; 142; 255; 432; 694; --- )

é uma progressao aritmética de ordem superior, vamos determinar a sua ordem. Orde-
nando em uma tabela os elementos da sequéncia (a,,) e das sequéncias determinadas pelos
seus operadores diferenga, (Aa,), (A%a,) = (AAa,), (Ada,) = (AAAa,), --- , com n

variando de 1 a 10, obtemos:

n | (a,) | (Aay,) | (A2%a,) | (A3a,) | (Ata,)
1 10 2 1 3 3
21 12 3 4 ) 3
3| 15 7 10 9 3
4 22 17 19 12 3
51 39 30 31 15 3
6| 75 67 46 18 3
712 115 | 6y 21 3
8 | 255 177 85 24 3
9 | 432 262 109 27 3
10| 694 371 136 30 3

Tabela 3.1: Elementos e Operadores da sequéncia (ay,) .
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Analisando esses valores, percebe-se que a sequéncia (A%a,) forma uma progressao
aritmética estaciondria e a sequéncia anterior (A3a,) forma uma progressao aritmética
nao-estacionéria; dessa forma, (A3a,) determina uma progressao aritmética de ordem 3,

definindo assim a sequéncia (a,) como uma progressao aritmética de ordem 4.

Exercicio Proposto
07) Sabendo que a sequéncia numérica
(an) = (0; 1; 14; 51; 124; 245; 426; 679; 1016; 1449; 1990; --- )

determina uma progressao aritmética de ordem p, determine o valor de p.

3.7 Termo Geral de uma Progressao Aritmética de

Ordem p

Defini¢do: Se uma progressao aritmética (a,) é de ordem p, entdao o seu termo

geral a,, pode ser escrito como um polinomio de grau p, na variavel n, ou seja,

-1 -2
ap = cpnf +cpon? " +cp_on? T+ -+,

onde ¢,, ¢p_1, Cp_2, -+ €y sa0 constantes reais e ¢, # 0.

Assim, descrevendo os termos gerais de algumas progressoes aritméticas de ordem p

como polinomios na varidvel n, cujos graus sao iguais as suas respectivas ordens, teremos:

e Se (a,) é uma progressao aritmética de ordem 1, entdo seu termo geral, na varidvel

n, sera dado por a,, = c1n + co;

e Se (a,) é uma progressao aritmética de ordem 2, entao seu termo geral, na varidvel

n, serd dado por a, = con? + cin + co;

e Se (a,) é uma progressao aritmética de ordem 3, entdo seu termo geral, na varidvel

n, serd dado por a, = csn® + con® + cin + cy;
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e Se (a,) é uma progressao aritmética de ordem 4, entao seu termo geral, na varidvel

n, serd dado por a,, = can* + csn® + can? + cin + ¢o;

e Se (a,) é uma progressao aritmética de ordem k, entdo seu termo geral, na varidvel

n, serd dado por a, = cxn® + cx_in* 1+ - +en+ o,
onde ¢;, com¢ =1, 2, ---, k, sao constantes reais.
Exemplo 3.7.1 No exemplo 3.6.1, a sequéncia
(an) = (10; 12, 15; 22; 39; 75; 142, 255; 432; 694; --- )

foi descrita como uma progressao aritmética de ordem 4. Dessa forma, seu termo geral

a, serd um polinémio de grau 4, na variavel n, representado por
_ 4 3 2
an, = 4N + c3n” + con” + cn + ¢y,

onde ¢4, €3, C2, €1 € ¢y sa0 constantes reais e ¢y # 0. Pela sequéncia dada, sabemos que
a; = 10,a, = 12,a3 = 15,a4 = 22 e a5 = 39. Substituindo n por 1, 2, 3, 4 e 5, na
expressao do termo geral a, da sequéncia, obtemos o seguinte sistema linear (S) com 5

equagoes e b incognitas:

cal* FeslP+el? el +¢g =ay
a2t F 323+ o2 + 2V g = a
S cadt F e3P 3’ +e3 e =ag
cadt ezl v ved vep =

| ed' + 65+ 5 b o =as.

Desenvolvendo as poténcias e substituindo os valores de xy, --- ,x, nesse sistema,

reescrevemos o sistema, S:

cs+c3+coat+ci+cg =10
16¢c4 + 8cs + 4co + 2¢1 +¢cg =12
S 8lcy +27¢cs +9co +3¢c; +¢cg =15
256cy 4 64cg 4+ 16c9 + 4cy + ¢ = 22

62504 + 12503 + 2502 + 5C1 +cp = 39.
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Resolvendo esse sistema por escalonamento, obtemos:

3 15 1
:g, 61:—1800:9,

definindo a expressao do termo geral dessa sequéncia como:

1 3 15 1
ap = §n4—1n3+§n2—1n+9.

De posse da expressao do termo geral a, dessa sequéncia, podemos determinar, por

exemplo, o vigésimo termo dessa sequéncia, o qual que sera dado por:

1 3 15 1
as = g204 - 1203 + §202 — 7207+ 9 = 20000 — 6000 + 750 — 5+ 9 = 14754.
Exercicios Propostos
08) Determinar o termo geral z,, da sequéncia numérica (x,) = (1; 3; 11; 31; 69; --- ).
09) Determine o 402 termo da sequéncia numérica (a,) = (2; 5; 11; 20; 32; --- ).

3.8 Aplicacoes

Como exemplos de aplicacoes de recorréncias lineares e de progressoes aritméticas
de ordem superior, serao apresentadas e solucionadas duas questoes, sendo a primeira
aplicada em um concurso vestibular aplicado em uma Instituicao de Ensino Superior
e a segunda aplicada em um Exame Nacional de Qualificacao (ENQ) de um curso de
pos-graduagao, o PROFMAT - Mestrado Profissional em Matematica em Rede Nacional,
realizado por uma rede de Instituicoes de Ensino Superior e coordenado pela Sociedade
Brasileira de Matematica.

As duas questoes apresentarao duas possiveis solucoes, sendo que a primeira solucao
utiliza uma lei de recorréncia e a segunda resolucao utiliza os conceitos apresentados para

as progressoes aritméticas de ordem superior.
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Aplicacao 1

(Instituto Presbiteriano Mackenzie - Sao Paulo/SP) Observe a disposigao, a seguir,

da sequéncia dos niimeros naturais impares.
1% linha — 1

2% linha — 3, 5

3¢ linha — 7, 9, 11

4% linha — 13, 15, 17, 19

5¢ linha — 21, 23, 25, 27, 29
O quarto termo da 20% linha é:
(a) 395.

(b) 371.

(c) 387.

(d) 4o01.

(e) 399.

Primeira Sugestao de Solugao da Aplicagao 1

Solugao: Analisando cada uma das linhas dadas observa-se que, em cada linha, temos
uma progressao aritmética de razao 2, ja que a diferenca entre cada elemento e o anterior é
igual a essa constante, com excecao da primeira linha. Dessa forma, devemos encontrar o
primeiro termo da vigésima linha e, em seguida, adicionar a razao igual a 2 sucessivamente
a esse primeiro termo, a fim de obter o quarto termo dessa mesma linha.

Se tomarmos somente os primeiros termos de cada linha, obtemos a sequéncia (x,,) =
(1; 3; 7; 13; 21; --- ; x,; -++), que nao apresenta o comportamento de uma progressao
aritmética ou de uma progressao geométrica, ja que as diferencas ou as razoes, respectiva-
mente, entre cada elemento e o elemento anterior nao resultam em uma mesma constante

real.
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Dessa forma, devemos encontrar o termo geral dessa sequéncia procurando estabelecer
uma relagao que defina os elementos da sequéncia dada. Utilizando uma lei de recorréncia,
considerando que o primeiro termo z( seja igual a 1, podemos reescrever os elementos dessa

sequéncia da seguinte forma:

¢ zo=1;

.I'l:3:>.T1:1+2:>£C1:370+2:>$1:$0+21:>$1:$0+(1+1)1,

1’2:7=>£E2:1+6:>£U2:£L‘0—|-6=>332:$0+3.2:>$2:l'0+(2—|—1).2;

r3=183=r3=14+12=03=ap+12=>03=00+43=>23=20+(3+1).3;

ry=21=2,=1420=>24=20+20=> 24 =20+ 54 =24 =20+ (4+1) 4;

e assim, sucessivamente.

Estas igualdades sugerem que
T, =29+ (n+1).n, VnelN

Portanto, assumindo que a lei de recorréncia

170:1

Tp=x0+(n+1).n, Vnel.

define cada termo da sequéncia (z,) = (1; 3; 7; 13; 21; -+ x,; ---), entdo vigésimo

termo dessa sequéncia, identificado como z19, sera dado por:
T19 =29+ (19+1).19 = 1 4 20.19 = 381.

Portanto, o primeiro termo da 20¢ linha sera igual a 381.
Agora, para determinar o quarto termo da vigésima linha, sabemos que os ntimeros

em cada linha formam uma progressao aritmética. Dessa forma:
e segundo termo da 20% linha = 381 + 2 = 383;
e terceiro termo da 20% linha = 383 + 2 = 385;

e quarto termo da 20% linha = 385 + 2 = 387.
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Portanto, a resposta correta é a alternativa (c).

Segunda Sugestao de Solucao da Aplicagao 1

Solugao: Inicialmente, analisando cada uma das linhas dadas, observa-se que em cada
linha temos uma progressao aritmética de razao 2. Dessa forma, devemos encontrar o
primeiro termo da vigésima linha e, em seguida, adicionar a razao igual a 2 sucessivamente
a esse primeiro termo a fim de obter o quarto termo dessa mesma linha.

Se tomarmos somente os primeiros termos de cada linha, obtemos a sequéncia (x,,) =
(1; 3; 7; 13; 21; -+ ; x,; --+), que nao apresenta o comportamento de uma progressao
aritmética ou de uma progressao geométrica, ja que as diferencas ou as razoes, respectiva-
mente, entre cada elemento e o elemento anterior nao resultam em uma mesma constante
real.

Assim, vamos verificar se a sequéncia dada tem o comportamento de uma progressao

aritmética de ordem superior. Encontrando-se os operadores diferenca

(Amn) = (an - xn) )

(AQﬁn) = (A:Bn—i-l - Axn) )

para esses elementos x,,, com n variando de 0 a 4, obtemos:

n | (Xn) | (Axy) (A%x,)
1 2 2

1 3 4 2

2 7 6 2

31 13 8 2

41 21 10 2

Tabela 3.2: Elementos e Operadores da sequéncia (z,) .
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Analisando esses elementos e valores, percebe-se que as diferengas (A2x,) formam
uma progressao aritmética estaciondria e as diferengas (Axy,) formam uma progressao
aritmética nao-estaciondria, ou seja, a sequéncia (Ax,,) forma uma progressao aritmética
de ordem 1, definindo assim a sequéncia (X,) como uma progressao aritmética de ordem
2.

Dessa forma, como toda progressao aritmética de ordem 2 tem seu termo geral definido
por um polinomio também de grau 2, na varidvel n, entao a progressao aritmética em

questao tem seu termo geral z,, da forma:
2
T, = Con” + cin + ¢y,

onde ¢y, ¢ € ¢y sa0 constantes reais e ¢y # 0.
Para encontrar as constantes reais co, c¢; e ¢y, utilizando a férmula do termo geral,

temos que:
e ri=1= c.024+.0+¢=1 = ¢=1;
e =3 = al’talto=3 = atat+tl=3= ata=2

o 1o =7 = 2.224+124¢co =7 = 4y +2c+1=7 = 4dcs+2.c,=6 =
2.co+c1 =3;

Da primeira equagao ja sabemos que ¢y = 1. Resolvendo um sistema linear com as

duas tultimas equacgoes obtidas:

co+c1 =2
202 +c = 3,
por escalonamento, teremos:
Cz+01:2 CQ—|—01:2 62:1
~Y ~Y
202+01:3 01:1 61:1,
encontrando ¢ = ¢; = 1. Dessa forma, o termo geral z, da progressao aritmética de

ordem 2, com n € N, serd dado por:

T, =n>4+n+1.
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Portanto, o vigésimo termo da progressao aritmética de ordem 2
(@n) = (1; 3; 7 135 205 -+ 5 wn; ++),
identificado como 19, sera dado por:
T19 =19+ 19+ 1 =2361+19+1 = 381.

Agora, para determinar o quarto termo da vigésima linha, sabemos que os numeros

em cada linha formam uma progressao aritmética. Dessa forma:
e segundo termo da 20% linha = 381 + 2 = 383;
e terceiro termo da 202 linha = 383 + 2 = 385;
e quarto termo da 20¢ linha = 385 4 2 = 387.

Portanto, a resposta correta é a alternativa (c).

Aplicacao 2

(Exame Nacional de Qualificagao - PROFMAT - 2012/2)

Considere a sequéncia a,, definida como indicado abaixo:

CL1:1
CL2:1+2
a3:2—|—3—|—4

as=4+5+6+7

(a) O termo ajg é a soma de 10 inteiros consecutivos. Qual é o menor e qual é o maior

desses inteiros? Calcule aqq.

(b) Forneca uma expressao geral para o termo a,,.

Primeira Sugestao de Solugao da Aplicagao 2

(Proposta pela Coordenagao Nacional do PROFMAT)




3.8 Aplicacoes 60

Solucgao:
(a) Uma maneira de fazer é ir até a décima linha, seguindo a regra sugerida, em que o

ultimo termo de uma linha é o primeiro termo da seguinte.
e a; =1;
o a,=1+42;
e a3 =2+4+3+4,;
e a,=44+5+6+7,
® a5 =7+8+9+ 10+ 11;
o ag=11+12+ 13+ 14 4+ 15 + 16;
e a7y =16+ 17+ 18 + 19 + 20 + 21 + 22;
o ag =22+ 23+ 24425426 + 27 + 28 + 29;
e 49 =29+30+31+32+33+34+35+36+ 37
® a0 =37T+38+39+40+41 442 + 43 + 44 + 45 + 46.

Entao a9 é a soma de uma P.A., com primeiro termo 37, 1iltimo termo 46, e razao 1.

Portanto

37 + 46
aip = %10 = 415.

(b) Primeiro vejamos qual é a lei que rege o primeiro termo de a,,. Chamemos de b,, esse

primeiro termo. Temos
by=1bo=1 b35=2 by=4, b5=7,
e assim sucessivamente. Seque que
bo —b1 =0, byg—by=1, by—bs=2, 0b5—by=3,

isto é,

bn—bn_lzn—z
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Ou seja, b, — b,_1, comn > 2 éuma P.A. de razao 1 e primeiro termo igual a zero.
Entao b,, é igual a 1 mais a soma dessa P.A. até o termo n — 2 :

(n—1).(n—2)

by =1
- 2

O 1ltimo termo de a, é igual a b, +n — 1. Entao, sendo a,, a soma de uma P.A. de n

termos com o primeiro termo igual a b, e o ultimo igual a b, + n — 1, resulta que

b, + (b, +n—1)
: 5 :

an

Colocando essa expressao explicitamente em fungao de n, temos

n—1
an = M. {bn—i- 5 }

¢$an:n[1+%(n—n.@—2+lﬂ

> a, =n. [1+%.(n—1)2}

1
= a, = n. {1+§,(n2_2n+1)]

gty
—a,=n.|1+=-n"—n+ =

2 2
= a,=n an—njL%
2 2
14 2—1—3
< a, = =n" —n"+ =-n,
2 2

que é um polinomio ctibico em n.

Segunda Sugestao de Solucao da Aplicagao 2

Solugao: (a) Uma outra sugestao de solucao segue os passos da primeira, explicitando

os termos até a décima linha.
e a; =1;
e ay,=1+42;
e a3 =2+3+4,

o ay=44+5+6+T,
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® a5 =7-+8+9+10+11;

o a5 =11+ 12+ 13+ 14+ 15+ 16;

o a7 =16+ 17+ 18 + 19 + 20 + 21 + 22;

o ag =22+ 23 + 24+ 25 + 26 + 27 + 28 + 29;

o ag =29+ 30+ 31 + 32+ 33 + 34 + 35 + 36 + 37;

o (10 =37+ 38+ 39 +40 + 41 + 42 + 43 + 44 + 45 + 46.

Na linha a9, 0 menor dos inteiros é 37 e o maior dos inteiros é 46. Para encontrar o valor

de a9, basta efetuar a soma dos inteiros que aparece nessa linha. Assim
arp = 37 + 38 + 39 + 40 + 41 + 42 + 43 + 44 + 45 + 46 = 415.

(b) Se efetuarmos todas as somas que determinam os termos ay, ag, -+, ajp, formaremos

a sequéncia de nimeros reais
(an) = (1; 3; 9; 22; 45; 81; 133; 204; 297; 415; --- ),

onde cada elemento dessa sequéncia é a soma dos n inteiros em cada linha a,. Essa
sequéncia nao apresenta o comportamento de uma progressao aritmética e nem de uma
progressao geométrica. Assim podemos verificar se essa sequéncia tem o comportamento
de uma progressao aritmética de ordem superior.

Encontrando-se os operadores diferenca

(AGN) = (an-i-l - an)a

(A2an) = (Aap1 — Aay),

(A%,) = (A%any, — A%a,),

para esses elementos a,, com n variando de 1 a 10, obtemos:
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n | (a,) | (Aay,) | (A%a,) | (A3ay,)
1 1 2 4 3
2 3 6 7 3
3 9 13 10 3
4 | 22 23 13 3
o5 | 45 36 16 3
6 | 81 52 19 3
71 133 71 22 3
8 | 204 93 25 3
9 | 297 118 28 3
10 | 415 146 31 3

Tabela 3.3: Elementos e Operadores da sequéncia (ay,) -

Analisando esses elementos e valores da Tabela 3.3, percebe-se que as diferencas
(A3a,) formam uma progressio aritmética estacionaria e as diferengas (AZ2a,) formam
uma progressao aritmética nao-estaciondria, ou seja, a sequéncia (AZ%a,) forma uma pro-
gressdo aritmética de ordem 2, definindo assim a sequéncia (a,) como uma progressao
aritmética de ordem 3. Dessa forma, como toda progressao aritmética de ordem 3 tem
seu termo geral definido por um polindomio também de grau 3, na variavel n, entao a

progressao aritmética em questao tem seu termo geral a,, da forma:
— 3 2
Ay, = c3n” + can” + c1n + ¢y,

onde c3, co, €1 € ¢y sao constantes reais e c3 # 0.
Para encontrarmos as constantes reais c3, ¢, ¢ € ¢y, utilizando a férmula do termo

geral, temos
ea=1=c.134+c12+c.l+cg=1 = cs+co+ci+co=1;
o 4y =3 = 3.2+ .22 +c1.2+co =3 = 8c3+4cy + 2¢1 + ¢y = 3;
e a3=9 = 3.3+ 3 +a3+c=9 = 27c3+9cy +3c1 + ¢ = 9;

® (y = 22 = 03.43 + 62.42 + 61.4 +co = 22 = 6463 + 1602 + 461 “+co = 22,
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Resolvendo um sistema linear com essas quatro equagoes obtidas, nas quatro incogni-
tas c3, ca, c1 € ¢y,
cst+co+ci+c =1
8cz +4cyg +2¢1 +¢cg =3
27cs +9co+3c1+¢cg =9

L 6463 + 1602 + 401 +cy = 22

por escalonamento, teremos:

( (
Cs+Co+ 1+ ¢ =1 Cs+Cy+c1+ ¢y =1
—402 — 601 — 700 = -5 —462 — 601 — 7C() = -5
—18cy — 24cy — 26cp = —18 12¢1 + 22¢p =18
L —4802 - 6061 - 6300 = —42 L 4861 + 8400 =72
( (
03+CQ+01+CO :1 C3+CQ+01 :1
—462 — 601 — 760 =-5 —462 — 661 =-5
12¢; +22¢p =18 12¢; =18
—400 =0 Ch = 0
\ \
( (
63+CQ :—% (33+02 :—% C3 :%
—462 =4 Cy = —1 Cop = -1
1 = % c1 = % 1 = %
Ch — 0 Co — 0 Co — 0
\ \ \

Dessa forma, o termo geral a,, da progressao aritmética de ordem 3, com n € IN*, sera
dado por:
3

— 3 25
an—2n n+2n.

Observacao 3.8.1 Uma observacao importante a respeito das duas aplicagoes aqui apre-
sentadas é a de que, na primeira aplicacao, o primeiro termo da sequéncia procurada tem
indice 0, indicando que o termo geral dessa sequéncia tem solucao no conjunto dos niimeros

naturais, enquanto que na segunda aplicacao o primeiro termo da sequéncia procurada
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tem indice 1, indicando que o termo geral dessa sequéncia tem solu¢ao no conjunto dos
nimeros naturais, excluindo o zero.

Tal situacao ocorre para uma adequacao ao que esta sendo solicitado na aplicacao,
cuja sequencia procurada poderia também ter seu primeiro termo com indice 0. Nesse
caso, a expressao que define o termo geral da progressao (a,) também seria um polinémio,
mas com coeficientes diferentes daqueles encontrados. Todavia, os termos de (a,,) seriam

os mesmos, nas duas situacoes.

Exercicios Propostos

10) (Universidade Federal de Lavras - UFLA) Os nimeros triangulares sao defini-

dos como o niimero de pontos na sequéncia de figuras:

A’—ﬁﬁ&&

Figura 3.1: Numeros Triangulares

Uma férmula geral para estes nimeros é:

@ 220

(b) [n (n2+ 1)

(c) 2n+4, n>1.

}, n > 1.

(d) g+2n+1, n>0.

(e) (n+1).(n—1), n>1.
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11) (Universidade Estadual do Norte Fluminenese - UENF') Observe a sequéncia

numérica a seguir: (0; 3; 8; 15; 24; ---). Determine em relagao a essa sequéncia:

(a) o seu 62 termo;

(b) a expressao do termo de ordem n.

12) (Universidade Federal do Rio Grande do Sul - UFRGS) Considere a dis-

posicao de nimeros abaixo:

1
2 3
4 ) 6
7 8 9 10
11 12 13 14 15
. ° . . ° °
° . . ° ° . .

O primeiro elemento da quadragésima linha é:

(a) 777.
(b) 778.
(c) 779.
(d) 780.

(e) 781.

13) (Universidade Federal do Estado do Rio de Janeiro - UNIRIO) Passando
em uma sala de aula, um aluno verificou que, no quadro-negro, o professor havia

escrito os niimeros naturais impares da seguinte maneira:
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1

3 5

7T 9 11
13 15 17 19

21 23 25 27 29

O aluno achou interessante e continuou a escrever, até a décima linha. Somando os

nimeros dessa linha, ele encontrou

(a) 800.
(b) 900.
(c) 1000.
(d) 1100.

(e) 1200.

14) (Universidade Estadual Paulista - Unesp) Para cada n natural, seja o niimero

K, = \/3.\/3.\/3. () V3 - \/2.\/2.\/2. (--) V2.

n vezes n vezes

Se n — 400, para que valor se aproxima K7

3.9 Gabarito dos Exercicios Propostos

3.1 Lei de Recorréncia
01) —6 .

02) (a)

(b)
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(c)

Ilz—l

Tpi1 = 2.T,, Vn>2.

3.2 Progressoes Aritméticas

03) aig = 124.

04) 199.
3.3 Operador Diferenca

05) (a) o (Aa,)=(3; 5 7; 9; 11; 13; -+ );
o (A%a,)=1(2;2; 2,22 --);

o (Aay)=(0; 0; 0; 05 ---).
(b) e (Aay) = (2 3; T; 17; 36; 67; -++);

A%a,) = (1; 4; 10; 19; 31; ---);

[ ]
—~ —~

o (Ada,)=(3; 6; 9; 12; ---).
3.5 Progressoes Aritméticas de Segunda Ordem
06) alternativa d.

3.6 Progressoes Aritméticas de Ordem p

07) p=3.

3.7 Termo Geral de uma Progressao Aritmética de Ordem p

08) z,=n*—-3n*+4n—1, n > 1.

09) a, =3n—3n+2, n > 1eay = 2342.
3.8 Aplicagoes
10) alternativa b.

11) (a) 35;
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(b)

12) alternativa e.
13) alternativa c.

14) 1.

sen >0

sen > 1.



Consideracoes Finais e Conclusao

Ao se iniciar um trabalho cuja abordagem principal é o estudo das Sequéncias Numé-
ricas, somos inseridos em um ramo da Matematica repleto de conceitos e de aplicagoes,
os quais sao relegados a segundo plano ou tratados superficialmente durante a formagao
académica de um discente na sua graduacao na Educagao Basica, mais especificamente
no 3¢ ciclo, que corresponde ao Ensino Médio.

Definir os termos de uma sequéncia numérica utilizando uma lei de recorréncia ou apli-
car os conceitos de progressoes aritméticas de ordem superior, onde uma lei de recorréncia
é necessaria, sao procedimentos que auxiliam e facilitam a resolucao de varios problemas
propostos no decorrer do Ensino Médio e, principalmente, em questoes de concursos ves-
tibulares aplicadas em varias instituicoes de ensino superior no Brasil, sejam elas do setor
publico ou privado.

A sequéncia didatica apresentada neste trabalho nao foi aplicada na pratica. Logo,
nao é um produto final e estara sujeita a modificagoes, conforme as exigéncias e ade-
quacoes do ambiente escolar onde for aplicada. No entanto, os resultados dessa sequéncia
didética servirao de apoio para novos estudos, principalmente relacionados as progressoes
geométricas de ordem superior, conteido especifico que nao foi abordado neste trabalho.

Ao finalizar este estudo nao podemos afirmar que, ao aplicar os conceitos e proce-
dimentos relacionados as progressoes aritméticas de ordem superior, estejamos apresen-
tando uma maneira mais facil de se chegar a um resultado esperado, abordando sequéncias
numéricas. No entanto, estes conceitos e procedimentos sao uma boa alternativa prin-
cipalmente para estudantes que sintam dificuldades em definir uma sequéncia numérica

através de uma lei de recorréncia, enriquecendo ainda mais tal contetido em sala de aula.
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