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Resumo

Esse trabalho é uma traducao adaptada do livro Fibonacci Numbers, de Nikolai Vorob’ev,
voltado para professores do Ensino Médio, com foco especial em induc¢ao matematica,

divisibilidade e fragdes continuas.

Palavras-chave: Inducao matematica, divisibilidade, sequéncias recursivas, fragoes conti-

nuas, geometria euclidiana.



Abstract

The present work is an translation of the book Fibonacci Numbers, by Nikolai Vorob’ev,
adapted to High School teachers, its main focus being mathematical induction and

divisibility rules.

Keywords: Recursive sequences, mathematical induction, divisibility, continued fractions,

euclidean geometry.
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Prefacio

Existem alguns problemas dentro da matematica elementar que ultrapassam a
barreira do seu criador, adquirindo uma aura de "folclore matematico", muitas vezes
dissociando-se completamente de seu autor. Tais problemas estdao espalhados na literatura
da matematica popular (or recreativa) e é muito complicado de localizar sua fonte exata.
Esses problemas comumente circulam em diferentes versdes. Algumas vezes, muitos deles se
combinam num problema tinico e mais complexo, noutras ocorre o contrario e um problema
se divide em varios outros mais simples, caso em que ¢é dificil distinguir entre o fim de
um deles o comeco de outro. Devemos ter em mente que em cada um desses problemas
estamos lidando com pequenas teorias matematicas, cada uma com suas préprias histérias,
complexidades, e métodos caracteristicos, todas contudo conectadas de perto com a historia

e métodos dos "grandes matematicos".

Uma dessas teorias é a teoria dos nimeros de Fibonacci. Ela vem de um famoso
problema, que tem mais que 750 anos, sobre um par de coelhos. Os nimeros de Fibonacci
ainda hoje fornecem um dos capitulos mais fascinantes da matematica elementar. Problemas
conectados com nuimeros de Fibonacci aparecem em muitos livros populares de matematica,

sao discutidos em encontros matematicos e comumente aparecem em olimpiadas.

O presente texto é uma traducao e adaptacao de um livreto o qual contém uma
série de problemas-tema de diversas reunides do Clube Matematico da Universidade de
Leningrado no ano académico de 1949 - 1950. De acordo com os desejos dos participantes,
as questoes discutidas foram majoritariamente de teoria dos niimeros, um tema que é
desenvolvido em detalhes aqui. O original desse livro foi pensado para principalmente
alunos de 16 ou 17 anos de idade, participantes da educacao russa. Essa traducao adaptada
é voltada para professores de Ensino Médio na educacao brasileira. Aos leitores que se
interessarem muito por séries recorrentes, é recomendada a leitura de uma pequena apostila
chamada "Inducao Matemaética', de Abramo Hefez ou também o livro Aritmética, mais
completo, também de Abramo, que consta tanto na bibliografia do PROFMAT quanto

nas referéncias desse trabalho.

Na introducao ha a apresentacao histérica do problema de Fibonacci, o problema
continua sendo explorado durante todo o texto, mas cada capitulo possui foco sobre
um tépico especifico que pode ser explorado com essa sequéncia: indu¢ao matematica,
divisibilidade, fragdes continuas e geometria. Na conclusdo sao citados novos problemas a

serem explorados.
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Introducao

O mundo antigo era rico em excelentes matematicos. Muitas conquistas dos antigos
matematicos sao admiradas até hoje pela perspicacia de seus autores. Nomes como Euclides,
Arquimedes e Heron sao conhecidos por aqueles que frequentaram a escola béasica. As
coisas sao diferentes quando falamos sobre a mateméatica da Idade Média. Com excegao de
Francois Viete, que viveu ja no século XVI, e alguns mateméticos mais préoximos do nosso
tempo, a matematica escolar nao menciona um unico nome conectado a Idade Média.
E isso nao é por acaso. Nessa época, a ciéncia se desenvolveu extremamente devagar, e
matematicos de forte estrutura foram poucos. Como citado em (BERLINGHOFF, 2003)

pagina 47, ha pouco registro da Matematica desenvolvida no periodo.

O mais notavel deles foi o italiano Leonardo de Pisa, mais conhecido por seu apelido
Fibonacci (uma abreviagao de filius Bonacci) e o seu maior trabalho foi o Liber Abacci (O
livro do abaco). Esse livro, escrito em 1202, temos acesso apenas a sua segunda versao, de
1228. Podemos ler mais sobre isso no capitulo 14 de (BOYER UTA C. MERZBACH, 1991).
Liber Abacci é um trabalho volumoso, contendo quase todo o conhecimento aritmético
e algébrico daqueles tempos. Desempenhou uma parte notavel no desenvolvimento da
matematica na Europa Ocidental nos séculos subsequentes. Por exemplo, foi com esse livro
que os europeus ficaram familiarizados com os algarismos indo-arabicos. A teoria contida
no Liber Abacci é ilustrada por muitos exemplos, que compoe uma parcela significativa
do livro. Considere um desses exemplos, que pode ser encontrada nas paginas 123-124 do
manuscrito de 1228: "Quantos pares de coelhos nascem de um tnico par em um ano?".

Teremos a seguir a transcri¢cao do problema como ele consta no livro:

"Alguém colocou um par de coelhos em um certo lugar, cercado em todos os lados,
para descobrir quantos pares de coelhos nasceriam ali durante um ano, assumindo que em
todo més cada par de coelhos produz um novo par de coelhos, e que coelhos comecam a se

reproduzir dois meses apds seu nascimento.

Como o primeiro par se reproduz ja no primeiro més, nesse mesmo més ja teremos
2 pares. Um desses pares, o primeiro, reproduzird também no més seguinte, de modo
que no segundo més teremos 3 pares. Dois desses trés se reproduzirao no meés seguinte,
produzindo dois novos pares no terceiro meés, totalizando 5 pares de coelhos nesse més;
dos cinco, trés estarao prontos para reproduzir no quarto més, fazendo com o total de
pares de coelho suba para 8. Dos oito, cinco produzirao novos cinco, que somados aos
oito existentes, totalizarao 13 pares no quinto més. Do novo total, cinco ainda nao estao
maduros para reproducao, mas os outro oitos estdao, nos dando um resultado de 21 pares
no sexto més. Adicionando os treze pares que nascerao no sétimo meés, 34 pares sao obtidos.

Adicionados aos vinte e um nascidos no més oito, teremos 55 pares nesse més. A esses,
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somados os trinta e quatro nascidos no més nove, o total serd 89; que sera acrescido de novo
em cinquenta e cinco pares, nascidos no décimo meés, com 144 pares de coelho resultantes.
Adicionando oitenta e nove mais pares, que nascem no décimo primeiro més, chegamos a
233 pares, nesses adicionamos finalmente os cento e quarenta e quatro pares nascidos no
ultimo més. Chegamos entao a 377 pares: esse é o nimero de pares procriados a partir do

primeiro tnico par ao fim de um ano."

Inicio: um vnico par (1)
Meés Numero de pares
Primeiro 2
Segundo 3
Terceiro )
Quarto 8
Quinto 13
Sexto 21
Sétimo 34
Oitavo 55
Nono 89
Décimo 144
Décimo Primeiro || 233
Décimo Segundo || 377

Tabela 1 — Ntmeros de pares oriundos de um tnico par.

Na tabela acima podemos ver como chegamos ao total: adicionamos o primeiro e o
segundo numeros, 1 e 2; o segundo ao terceiro; o terceiro ao quarto; o quarto ao quinto; e
dessa maneira, um apés o outro, até adicionarmos o décimo ao décimo primeiro (144 e
233) e obtermos o nimero total de pares de coelhos; e é possivel fazer isso dessa maneira
por um numero infinito de meses."Agora, iremos de coelhos para niimeros e examinaremos
a seguinte sequéncia numérica:

U, U2, U3,y ..., Up (1)

na qual cada termo é a soma dos dois termos anteriores, isto é, para todo n > 2:

Up = Up—1 + Up—2. (2)

Sequéncias como essa sao muito comuns na Matematica, em que cada termo é
definido de acordo com o termo anterior, e sao chamadas de sequéncias recursivas, como
consta no capitulo 3 de (LIMA, 2016) e também no capitulo 7 de (MORGADO, 2015). O
processo da definicao sucessiva dos elementos dessas sequéncias é chamado de processo
recursivo e a equacao (2) é chamada de relagio recursiva. O leitor pode saber mais sobre
os elementos da teoria geral de sequéncias recursivas no livro de (HEFEZ, 2009) citado

acima.
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A condigao (2) nao é suficiente para determinar (1). HA um nimero infinito de

sequéncias que satisfaz esse critério. Alguns exemplos:
2,5,7,12,19,31,50. ..

1,3,4,7,11,18,29. ..

—1,-5,—6,—11,—17, ...

Isso significa que para a construcao da sequéncia oriunda da situacdo com os
coelhos, a condigao (2) é incompleta, precisamos de algumas especificagoes. Por exemplo,
podemos definir os primeiros termos da sequéncia (1). Quantos termos terfamos que definir

para que seja possivel calcular todos os outros usando apenas a condigdo (2)7

Para responder a essa pergunta, devemos observar que para a determinagao de um
termo da sequéncia, necessitamos de dois termos precedentes. Nao ha termo precedente
para u; e hd apenas um termo precedente para us. Portanto, além da condicao (2), ao
definirmos os dois primeiros termos, poderemos determinar a sequéncia. Isso é obviamente
o suficiente para que determinemos qualquer termo de uma sequéncia definida por (1) e
(2). Determinamos u3 como a soma de u; e uy, seus dois precedentes; u4, como a soma de
u3 € usg; us como a soma de uy e uz e continuamos dessa maneira por um ntmero infinito
de termos. Desse modo, dois termos vizinhos sempre definem o termo que os seguem

imediatamente, podemos alcangar o termo com qualquer indice que se queira e calcula-lo.

Vamos agora nos voltar para o caso importante e particular da sequéncia (1), onde
temos u; = 1 e ug = 1. Como observado acima, a condigdo (2) nos permite calcular
sucessivamente os termos dessa série. E facil de verificar que, nesse caso, os primeiros 14
numeros serao

1,1,2,3,5,8,13,21, 34, 55,89, 144, 233, 377,

numeros esses que ja vimos no problema dos coelhos. Para homenagear o autor do problema,
essa sequeéncia é chamada de sequéncia de Fibonacci e seus termos sao conhecidos como

numeros de Fibonacci.

Os numeros de Fibonacci e suas variadas propriedades serdo o tema explorado

nesse livro.
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1 Propriedades de soma

Essa secao apresenta e prova 13 propriedades envolvendo a sequéncia de Fibonacci.
Para algumas propriedades, a prova é bem intuitiva, outras exigirao métodos mais refinados

de prova e algum conhecimento prévio, como a soma telescépica.

1.1 Soma dos primeiros n termos da sequéncia.

Comegamos esse capitulo somando os n primeiros termos da sequéncia de Fibonacci.

A definicao formal da sequéncia sera dada por duas condigoes:

up =ug =1 (1.1)

Upi1 = Up + Up_1. (1.2)

Reorganizando a equagao (1.2), temos u,_1 = t,+1 — Uy, € com isso podemos tratar cada

termo como:

Uy = Uz — U
U9 = Uy — U3
U3 = Us — Uy

Ug = Ug — Us

Up—1 = Unp4+1 — Up—1

Up = Up42 — Up—1.

Um fato interessante acontece ao somar todas essas equagoes: no lado esquerdo, temos o
somatorio de uy a u,, e no lado direito, vemos que uz da primeira equacao sera subtraido pelo
us da segunda. Analogamente, u4 da segunda com u4 da terceira e assim sucessivamente até
a ultima equagdo, restando apenas o —uy da primeira com o u, 2 da tltima (detalharemos

um pouco mais esse método de soma nas segoes seguintes).

A soma de todas as equacgoes entao sera dada por uy +us+us+us+- -+, 1+u, =

Upto — Uz OU, Usando a notacao de somatorio,

n

=1
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1.2 Soma dos primeiros termos impares da sequéncia

A equagao (1.2) pode ser representada por wu, = u,4; — U,_1 (observemos que isso

¢ valido para n > 3 e que u; = uy), logo:

U1 = Uz
Uz = Uy — U2
Us = Ug — Uy

U7 = Ug — Up

Uop—1 = U2p — U2n—2-

Somando todas as equagdes termo a termo, teremos termos se anulando novamente,

resultando apenas em u; + us + us + Uz + < -+ + Ugp_1 = Usy:

D Ugno1 = Ugn. (1.4)
i=1

Esse resultado nos indica que a soma dos impares nos da o termo seguinte ao tltimo impar
somado. Por exemplo, uy + u3z = uy4, w1 + ug + us = ug, ... Isto quer dizer que somando
dois impares obtemos o termo de indice 4, somando trés impares, o termo de indice 6,

quatro impares, o termo 8... Somando os primeiros n impares, temos o termo ug,,.

1.3 Soma dos primeiros pares da sequéncia

Para determinar a soma dos termos pares da sequéncia de Fibonacci, usaremos as

duas propriedades que acabamos de provar: tiraremos da soma dos primeiros termos a
soma, dos primeiros termos impares. A prova nao é tao imediata quanto soa. Reescrevendo
a propriedade encontrada em (1.3): uy +ug+ug+- -+ Up_1+Up +Upy1+- - -+ U1+ Uy =
Ugnio — 1 de modo que tenhamos a soma dos 2n primeiros termos. Agora podemos subtrair
a soma dos Impares que é dada por u; +usz+us+- - -+uo,_1 = Ug, como acabamos de provar
m (1.4). Subtraindo as duas equagdes acima, temos us+uy+ug—+- « -+ Uy = Ugpro— 1 —Usp,.
Porém, sabemos pela equagao (1.2) que a soma de dois vizinhos resulta no consecutivo

deles, ou seja U9y, + U2p+1 = U2n+2, portanto U2p+2 — U2p = U2n+41-

Temos entao: .
ZUQn = U2p+1 — 1. (15)
i=1

1.4 Soma alternada dos termos da sequéncia

Um outro resultado interessante pode ser obtido ao subtrairmos a soma dos pares

(1.5) da soma dos impares (1.4): u; — ug + Uz — Ug + -+ + Ugp_1 — Ugp = Uy — (Ugpy1 — 1).
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Reescrevendo o lado direito e usando novamente a relagao (1.2): uy — ug + ug — ug + -+ +
Uop_1 — Uy = 1 —Usgy_1. Essa é a soma alternada de um ntimero par de termos da sequéncia

de Fibonacci. Vamos adicionar o termo seguinte em ambos os lados da equagao anterior:
up —ug tuz —ug+ -+ Ugpo1 — Ugp + Upp1r = 1 — Uzpo1 + Upga (1.6)

Novamente, pela relacao (1.2), ug,i1 — gy = Ugp_1-
U — Ug + U3 — Uy + -+ + Uop_1 — Uy + Uon+1 = U2p + 1. (17)

Por fim, as equagbes (1.6) e (1.7) podem ser escritas de uma maneira um pouco mais
organizada: para termos a soma alternada dos m primeiros termos da sequéncia, nao
importando se par ou impar, podemos unir as expressoes mencionadas acima, conforme
segue:

Up — Uy +uz — Uy + -+ (=1)" M, = (1) My, + 1 (1.8)

1.5 Soma dos quadrados dos primeiros n termos

As férmulas (1.3) e (1.4) foram obtidas ao somarmos uma série de equagoes que
vieram pela definicao da sequéncia. A esse tipo de soma, onde termos subsequentes se
anulam, chamamos de soma telescépica. Podemos utilizar esse procedimento para a nossa

préxima prova. Ao multiplicarmos os dois membros da igualdade (1.2) por u, obtemos:
2 _
Uy = UpUp+1 — UpUp—1-

Vamos lembrar ainda de parte da definigdo da sequéncia dado por (1.1), sobre os dois

termos iniciais serem iguais a um. Somando termo a termo a série de equacoes abaixo

U% = U1U9
2 _
Uy = U2U3 — ULU2

’U% = U3Ug — U2U3
2 _
Uy = UpUpi1 — Up—1Un,
temos:
n
2

> Ul = Untna. (1.9)
i=1

1.6 Equacao da soma de indices

Falaremos agora sobre um conceito muito importante para a continuidade desse

texto e um dos motivadores desse trabalho: o Principio de Indugao Matematica (PIM). O
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PIM nao é contetido explicito na BNCC, apesar de que ha alguns pontos sobre a formagcao
do raciocinio algoritmico, e indugdo nao é comumente ensinado no Ensino Médio brasileiro.
Nao estamos em um momento em que falta informacao, muito pelo contrario, temos muita
informacao ao nosso dispor, o tempo inteiro. O que esta em falta hoje é o uso da logica
para lidar com essa informagao toda, nos falta compreensao do que lemos e maneiras de
usar essa informacao em argumentacao logica. O PIM pode nos ajudar com tudo isso, como
citado na introdugao de (HEFEZ, 2009). Aqui, o usaremos para provar muitas relagoes
dentro da sequéncia de Fibonacci. (Todas que provamos até agora também poderiam ter

sido provadas utilizando o PIM.)

O método de inducao afirma que para provar que uma certa proposicao esta correta
para qualquer nimero natural basta estabelecer que a sentencga é verdadeira para 1; e
sendo verdadeira a sentenca para um n natural qualquer, segue que ¢é verdadeira para o

numero n + 1.

Qualquer prova indutiva de uma proposicao verdadeira é constituida dessas duas
partes. Na primeira parte, as vezes chamado de passo basico da indugao, é estabelecido que
a proposicao é verdadeira para n = 1. Na segunda parte da prova, a certeza da proposi¢ao
é assumida para um valor fixo (mas arbitrario) n e, a partir dessa assuncdo, chamada de
hipétese, a deducao é feita de que a proposi¢ao é também verdadeira para n + 1. A essa
segunda parte chamamos passo indutivo ou transicao indutiva. O leitor podera ler mais

sobre os tipos de indugdo matemética em (HEFEZ, 2009).

A apresentacao detalhada do método de inducgao e numerosos exemplos da aplicagao
de suas diferentes formas podem ser encontrados em (SOMINSKII, 1961) e em (HEFEZ,
2009). Entao, em particular, uma versao do método com a transi¢do indutiva "de n e n + 1
para n + 2"empregado por nés a seguir é dado por (SOMINSKII, 1961). Provaremos agora

por inducao a seguinte férmula:
Upm = Up—1Upm + UpUpi1- (1.10)
Faremos a inducao sobre m. Entao, ao passo basico, seja m = 1:
Up+1 = Up—1U1 + UpUa.

Lembrando que nos referimos a sequéncia de Fibonacci e que os dois primeiros termos sao
iguais a 1, chegamos em u,+1 = u,—1 + u,, que € obviamente verdadeira pois faz parte
da defini¢ado da sequéncia e ja a trabalhamos muito até aqui. S6 para um novo exemplo,

podemos observar que a formula (1.10) também é verdadeira para m = 2:
Unyo = Un—1Ug + Upllz = Un—1 + 2Up = Un—1 + Up + Un = Unt1 + Un.

A base da inducao esta provada, vamos ao passo indutivo. A transicdo pode ser feita

da seguinte maneira: precisamos supor verdadeira a férmula (1.10) para m = k e para
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m = k + 1, vamos mostrar que ela também é verdadeira para m = k + 2. Para isso, seja
Uik = Up_1Uk + UpUp, € Upipt1 = Up_1Ukt1 + UnUpre. Adicionando as duas equagoes

acima termo a termo, obtemos
Untk T Untkt1 = Up—1Ug + Up_1Upt1 + UpUgy1 + UpUpio.
Reorganizamos para

Un sk + Unprrr = Un—1(Up + Ugp1) + Un(Upsr + Upy2).

Lembrando ainda mais uma vez sobre a soma de termos vizinhos nos levar ao consecutivo,

chegamos a
Unth+2 = Un—1Uk+2 + UpUp3,
que é o resultado que buscavamos.

Vamos agora observar alguns resultados que podem ser concluidos a partir dessa
formula que acabamos de provar. Em primeiro lugar, seja m = n, isto é, ug, = up_1u, +
UpUp—1 = Up(Up_1+Upy1). Essa igualdade nos mostra que ug, é divisivel por u,,. No préximo
capitulo, vamos provar um resultado ainda mais abrangente. Como u,, = tuy11 — Up_1, &

igualdade acima pode ser escrita assim:

Ugy, = (un+1 — un,1)<un+1 + Un+1)7

ou seja, ug, = ur,q — uz_;. Isto é, a diferenca entre os quadrados de dois ntimeros de

Fibonacci que diferem de duas posigoes é outro nimero de Fibonacci.

De maneira semelhante, ao tomarmos m = 2n, podemos mostrar uma outra

identidade envolvendo dessa vez us,, conforme segue: Reescrevendo (1.10), temos

Un42n = Un—1U2n + UpnU2n+1-

— a2 2
Como ug, = uy | — Uy _q,

2 2
U3n = un—l(un-l-l - un—l) + Unlzn+1
_ 2 3
- unflun.kl - un—l + UpU2n+1

_ 2 3
— unflunJrl + UpU2n41 — Upy_1-
) 2 2 5.
Observemos que: Ug,41 = Upint1 = Unti4n = Uply + Upi1Unp1 = Uy, — Uz . Entao:

o 2 2 2 3
Uzp = un—lun_H + un<un + un+1) —Up_q

2 3 2 3
= Up—1Uy g + Uy + Uy — Uy (1.11)

3

.2 3 _ .3 3 3
= Up4q (un—l + Un) + Up — Up_1 = Upqq + Uy, — U

n—1*
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1.7 Nada muito especial aqui até agora.
Queremos agora provar a seguinte formula, que serd 1til no restante do texto.
UZL = Uplpgo + (—1)7 (1.12)
Faremos uma inducao sobre n. Para o passo basico, n = 1:
uy=wuz —1=1-2—1=1,

o que é obviamente correto. Passando para a transicao indutiva, precisamos supor verda-
deira a equagao (1.12) para um valor n inteiro. Adicionando u,1u,2 nos dois lados da

equagao, temos:

U 41+ Un1Un g2 = Uplnso + UnprUngz + (—1)"
Un+1(un+1 + Un+2) = Un+2(un + Un+1) + (_1)n
Up+1Un+3 = UEH-Q + (_1)71’

isto é u? ) = tupi1tnis + (—1)"*1, 0 que confirma que a férmula (1.12) ¢é vélida para todo

n natural.

1.8 Trés pequenas propriedades

De maneira parecida, temos as seguintes propriedades que também poderao ser

provadas por inducao sobre n:

n

D Ugp-1ugy = Uz, (1.13)
i=1
D Usnlioni1 = Upir” — 1, (1.14)
=1
e
nuy + (n — Dug + (n — 2)uz + -+ + 2up—1 + Uy = Up—g — (n + 3). (1.15)

1.9 A sequéncia de Fibonacci no triangulo de Pascal

Existe uma conexao entre os nimeros de Fibonacci e outro importante conjunto
numeérico, os coeficientes binomiais. Para aprofundar essa relagao, iremos utilizar o triangulo
de Pascal, mais informagoes e aplicagoes sobre ele, assim como sua definicdo, pode ser
encontrado na se¢do 4.3 de (LIMA, 2016). Aqui, iremos focar em suas relagoes com os

numeros de Fibonacci.
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11

111

2121

31331
514641
815101051
131615201561
21172135352171
3418285670562881

Formamos diagonais a partir de um ntimero para o nimero acima e a direita,
as chamamos de diagonais ascendentes. A soma dos elementos da primeira é formada
apenas pelo 1 inicial, da segunda também por 1, a soma da terceira nos resulta 2, ai 3,
5, 8, 13...Para provar que a soma das diagonais nos fornece os nimeros de Fibonacci,
é suficiente que mostremos que a soma de todos os niimeros formando as diagonais de
nimero (n —2) e (n — 1) do tridngulo de Pascal ¢é igual a soma dos niimeros que formam a
n-ésima diagonal (dado que o n-ésimo ntimero de Fibonacci é formado pela soma de seus
dois antecessores), a prova pode ser consultada em (LIMA, 2016) pagina 108. Sabemos
que cada linha do tridangulo de Pascal é formada pelos coeficientes binomiais referentes
aquele indice, considerando a primeira linha como linha zero e a primeira coluna também

como linha zero.

1

1 1

1 2

1 3 1

1 4 4
15 10 10 5
1 6

15 20 15 6 1

co ¢l ¢z ocd oot ocFoco o...Cn

n n n n

A primeira diagonal entdo é composta unicamente pelo elemento C{, a segunda
pelo elemento CY, a terceira pela soma CZ +C/, a quarta pela soma Cj +C%, a quinta por
Cj +C3 + C2. A diagonal de ntimero (n — 2) serd entdo C° ,+Cl , +C? . +... eade
nimero (n—1): C°_,+C! .+ C?_,+... Somando as duas temos C°_,+ (CY_,+C} )+

(Cr_,+C?_,) +.... Sabemos que em coeficientes binomiais temos que Cj + C;t' = C}H}
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e também que CY_, = CY ;| = 1, entdo:
CY L +Ch s+ C2+C3 + ...
Que é a soma da n-ésima diagonal do triangulo.

Dessa prova e da formula (1.3), temos que a soma de todos os coeficientes binomiais
que estdo acima da n-ésima diagonal ascendente do tridngulo de Pascal (incluindo a
prépria diagonal) é u,.o — 1, dado que estamos somando todos os primeiros n termos da
sequéncia. Usando as formulas (1.4), (1.5), (1.9) e outras parecidas, poderemos chegar
a outras identidades similares que conectam os nimeros de Fibonacci e os coeficientes
binomiais (VOROB’EV, 2011) (p.15). Em (DUNHAM, 1991) (p.167) h& também mais
sobre o interesse de Newton na expansao binomial, bem como sua prépria versao para a

expansao, particularmente 1til para expoentes negativos e racionais.

1.10 A férmula de Binet

Até agora, nés definimos os nimeros de Fibonacci com um processo de recorréncia,
isto €, indutivamente e usando seus antecessores. Porém, qualquer nimero de Fibonacci
pode ser definido diretamente, como uma fung¢do de seu proprio sufixo. Para chegarmos a
esse resultado, investigaremos varias sequéncias que satisfazem a relagao (1.2: w,_1 + u, =
Un+1), podemos também nos referir a estas varias sequéncias como solugoes da equagao

(1.2). Sejam as sequéncias:
V= V1,U2,0V3 ...
V' =], 05,05 ...
V" =i, v) vy ...
Para comecar, considere os dois lemas a seguir:

Lema 1. Se V' é solugdo da equacao (1.2) e ¢ um ntmero arbitrario, entdo a sequéncia

cV (= cvy, cvg, cvg, . ..) é também uma solugao de (1.2).

Lema 2. Se as sequéncias V' e V" sdo solugoes de (1.2), entdo sua soma V' + V" é também

uma solugao de (1.2).

Agora, sejam V' e V” duas solugdes nao proporcionais de (1.2). Mostraremos que
qualquer sequéncia V' que é solucdo de (1.2) pode ser escrita como uma combinagao linear
de Ve V": 1 V4oV, com ¢ e ¢y constantes, podemos nos referir a essa combinagao linear

como a solugdo geral da equacgao (1.2). Ora, se as solugoes V' e V” nao sdo proporcionais,

entao: . ,
v v
—L £ 2 (1.16)
Uy 3

(essa prova pode ser feita por contradi¢ao e é sugerida como um exercicio ao leitor). Agora,

tomemos uma certa sequéncia V', que seja solugao de (2). Essa sequéncia, como apontamos
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na Introducao, so é inteiramente definida se seus primeiros dois termos sdo dados. A ver,
sejam cq e co tais que:
/ 1
U] + Ccv] = U1
, , (1.17)
C1U5 + CaUy = Vg
De acordo com os Lemas 1 e 2 que acabamos de definir, ¢;V’ 4 ¢, V" nos da a sequéncia V.

Observando a condigao (1.16), temos que o sistema (1.17) é possivel em relagao as

constantes ¢; e ¢y, para quaisquer valores de vy e v9. Sao eles:

V1V — vouy VU — Uy

(1.18)

Ccl = .
vivy — v vl

vivy — vivh
Alocando os valores ¢; e ¢; na combinacao linear citada acima, temos a definicao da
sequéncia V. Isso nos diz que para descrever todas as solugoes da equagdo (1.2), é suficiente
determinar quaisquer duas solugdes nao proporcionais. Vamos procurar solugoes de (1.2)
que também sejam progressoes geométricas (PG), seja uma PG com primeiro termo igual

al:l,q,¢%...q" 2 ¢" 1 ¢" J4 que essa PG é solugao de (1.2), temos que
"+ =", (1.19)
ou ainda, dividindo os dois lados da equacao por ¢" 2
14+q=¢" (1.20)

As raizes dessa equacao quadratica sao as raizes das progressoes que atendem aos nossos
critérios. Importante ressaltar que a soma dessas raizes ¢ 1 e seu produto ¢ igual a -1.

Sendo as raizes:

14++/5
=g

_1-V5

P 2

Portanto, duas raizes diferentes, que gerarao duas progressoes nao proporcionais. Tendo em
mente a combinacao linear inicial, os lemas 1 e 2, podemos afirmar que todas as sequéncias
da forma

c1+ o, 10+ a3, 102 4+ B2, o T 4 e fn Y (1.21)

sdo solugoes de (1.2). Em particular, para certos valores ¢; e cg, a sequéncia (1.21) devera
também resultar na sequéncia de Fibonacci. Para isso, como comentamos anteriormente, é

necessario que determinemos c¢; e ¢y que satisfagam:

c1+Ccy =1uy

cra+ cff = us

Cl+62:1

1++/5 1-V5

Cl.T+C2 9

=1
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Resolvendo o sistema para c; e ¢y, chegamos a

1445

C1 =

1-+5
— e g =——F7.
25 2 25

Lembrando que u, = c;a™ ! + ¢,8""1, podemos desenvolver o n-ésimo termo da

sequéncia de Fibonacci através de seu sufixo como:

D D)

1+v5\"  [1-V5\"
2 2
7 :
a” — Bn
A férmula (1.22) é chamada de formula de Binet (DIDOMENICO, 1997) em

homenagem ao primeiro matematico que a provou, apesar de ja ser conhecida por Abraham

(1.22)

Uy =

Ou, de maneira similar:

Up =

deMoivre. Obviamente, férmulas similares podem ser alcancadas partindo de outras solugoes

de (1.2). O leitor podera determinar novas para as sequéncias sugeridas na introdugao.

1.11 Uma consequéncia do uso da formula de Binet

Com a ajuda da féormula de Binet, é possivel calcular a soma de varias séries que
envolvem a sequéncia de Fibonacci. Por exemplo, vamos calcular a soma de ug + ug + ug +
e Uy

n a3 ab_ g6 o3 — 33n
Zu?m: 6+ 6+...+7B
P V5 V5 V5
1
== +a’+ -+ = (B + B+ + 5.

V5

Aplicando a soma das progressoes geométricas tanto em « quanto em [3:

n 1
YUz = —=[a® +ab 4 F QP — (B3 SO B
=1

V5
1 <a3+3n _ (1/3 63+3n _ /33)

V5 Bd—1 Pl
Vamos lembrar que « e [ satisfazem a equacao (1.19):

ad—l=a+a’—-1l=a+a+1—-1=2a.



1.12. SOMA DOS CUBOS DOS n PRIMEIROS NUMEROS DE FIBONACCI 25

Da mesma maneira, 32 — 1 = 2/3. Portanto:
n 1 Cl{E’»n+3 _ (1/3 63n+3 _ 63
Ugp = —= —
; Y < 20 23 )
1 a3n+2 _ C1/2 ﬁ3n+2 _ 52
.
1 a3n+2 _ Oé2 _ 53n+2 + 62 1 C‘V/?m—l—2 _ 53n+2 a2 _ /82
N e )

Pela férmula de Binet, podemos afirmar que

" 1
Z U3n = *(U3n+2 - Uz),
i=1 2

ou ainda, que:

n oo — 1
S gy = 2T (1.23)
=1 2

1.12 Soma dos cubos dos n primeiros niimeros de Fibonacci

Como um outro exemplo do uso da féormula de Binet, iremos calcular a soma dos

cubos dos n primeiros nimeros de Fibonacci.

Notemos que

ui _ (M)S - 1 (Oz?’k — 3a2k5k + 3@k62k _ ﬁ3k>
V5 V5

Reorganizaremos essa equacao para que apliquemos a féormula de Binet.

| (1)
up = ;(udk — 3(af)*uyg).

5

W

u

Lembremos que o produto a3 nos retorna —1, ja que sao raizes de (1.20).
1 1
ul = g(ugk — (=1)"3uy,) = 5(u3k + (=1)"3uy)

Portanto:

1
u‘;’+u§+-~-—|—ufﬁb:g[(u3+u6+---+u3n)+3(u1—u2+u3—-~-—|—(—1)"+1un)].

Chegamos ao resultado da soma de termos alternados da sequéncia na férmula (1.8) e

temos o resultado (1.23) da segao anterior, entdo:

" 1Tu -1
3 3n+2 n+1
— W2 T g (L),
Dol =g | s ]
1 Jugpga —1 el
= |2 331", (1.24)
5L 2
1
)

2 10

_U3n+2 —146— 6(—1)"+1un_1] . U3n+2 + 6(—1)"+1un_1 +5



1.13. UMA APROXIMACAO SUFICIENTE 26

Esse resultado usou nao apenas a formula de Binet, como também outras ferra-

mentas ja provadas no texto. Esse fato se repetirda ao longo dos capitulos.

1.13 Uma aproximacao suficiente

a

Mostraremos que o inteiro mais proximo de 5 é u,. Com calma. E interessante
que pensemos o quao rapido os nimeros de Fibonacci estao crescendo. A férmula de Binet

também pode nos ajudar a responder a essa questao.

Teorema 1.13: O niimero de Fibonacci dado por u, é o nimero inteiro mais préximo do

n-ésimo termo a, da progressao geométrica em que o primeiro termo ¢ igual a % ea

razao vale a.

Prova: O caminho que iremos tomar é provar que a diferenca absoluta entre u,, e a, ¢é

sempre menor do que % Explicitando a diferencga entre os termos:

18l
5L

a — ﬁn am

VB VB

an_an_ﬁn

V5

[Un, — an| =

1—v5
2

|3 < 1 para todo n. Como ainda temos a divisio por v/5 e v/5 > 2, podemos afirmar

que, sim, ‘% < % |

Lembrando que = e que 2 < v/5 < 3, podemos afirmar que |3| < 1 e ainda que

E também possivel discutir o conceito de limites com os alunos, o teorema (1.13)
pode ser provado usando o fato de que

lim |up —an| = 0.

Essa conclusao € interessante pois nos permite, por exemplo, responder mais rapidamente
a questao dos coelhos, que seria o nimero de coelhos gerados ao fim de um ano, ou seja, o
valor de w4 (qualquer davida, rever lista no fim da introducao). Acabamos de mostrar que
esse valor serd o valor inteiro mais proximo de a—\/lg e podemos facilmente verificar que esse
valor serd 376.9, sendo o inteiro mais proximo 377, como visto na tabela da introducao

que usamos para responder a esse problema inicialmente.



2 Divisibilidade

Este capitulo tratara de alguns fatos importantes na teoria de niimeros, retomando
algumas das principais propriedades da area, tais como a defini¢cao de divisdo por subtra-
¢oOes sucessivas, segmentos comensuraveis, a definicdo do maximo divisor comum e suas
propriedades mais titeis para entao seguir com suas consequéncias vistas em nimeros de

Fibonacci.

2.1 Uma definicdo da divisado

Sejam os inteiros a e b, tal que a > b. Iremos descobrir quantas vezes o nimero b
cabe no nimero a através de sucessivas subtragoes, nao importando ainda se esse resultado
sera inteiro ou nao. O nimero de vezes que b cabera inteiramente em a serd denorado por
¢, e o restante que nao preencha, serd chamado de r. Denominamos a de divisor, b de

dividendo, ¢ de quociente e r de resto. Para exemplo, sejam os niimeros 13 e 4.

13-4=9
9-4=5
0—4=1

Podemos "tirar'do nimero 13, 3 vezes o niimero 4, nos restando 1 unidade. Isto é, a divisao

de 13 por 4 resulta em 3 e sobra 1. Ou ainda,

13=4+9
13=4+4+5
13=4+4+4+1.

De modo, entao, 13 =4 x 3 4+ 1. Ou seja: a = b X ¢ + r. Na préxima secao, definiremos o
algoritmo Euclidiano que serd de grande valia para o desenvolver do texto e também o
usaremos para estruturar o mdzimo dividor comum. O maximo divisor comum entre dois
nimeros pode ser definido como o maior inteiro que divide exatamente (sem resto) esses

dois niimeros previamente dados.

2.2 Algoritmo Euclidiano

Vamos indicar o processo de determinar o maximo divisor comum entre os niimeros
a e b, ambos inteiros. Precisamos supor que a divisao de a por b resulte em um quociente

qo € um resto 1. Logo, a = bgy + 1, com 0 < ry < b, com a < b, gy = 0.
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Ao dividir b por 71, obtemos ¢; e resto ry, logo b = r1q; + r2, novamente com
0 <ry <ry. Ecomor; <b,logo q; # 0. Entao, dividindo r; por 7o, temos que determinar
g2 # 0 ers tal que 11 = qora + 173 € 0 < r3 < ry. Seguimos nesse processo enquanto possivel.
Nao demorara muito para que o processo termine, dado que os ntimeros r1, 79,73, ... Sa0
diferentes e cada um deles é menor do que b, nos indicando que o nimero maximo de
passos tomados seja o proprio b. Mas sé terminara, de fato, quando a divisao for exata,
isto é, quando o resto daquela divisao for zero sendo impossivel que qualquer coisa seja

dividida por ele. Esse processo que descrevemos é o algoritmo Fuclidiano.

Faremos dois exemplos para ilustrar nosso ponto. Veremos como acontece com os

pares (30, 18) primeiro.

30=18 x 1412
18=12x1+6
12=6 x2+0.

Agora, tomemos o par (320, 118):

320 =118 x 2+ 84
118 =84 x 1+ 34
84 =34 x2+16
34=16x2+2
16 =2x8+0.

O 1ltimo resto nao nulo do exemplo acima, 2, divide, obviamente, o 16, se ele divide o 16
(e logicamente, ele mesmo), ele também divide o 34, consequentemente, dividira o 84, o
118 e o 320.

Explicagdes como essa que podem parecer confusas ao aluno por conterem muitos
passos subsequentes podem ser explicadas mais eficientemente com o auxilio do PIM.
Iremos montar a situacao para que o PIM possa ser aplicado na demonstragao da prova

do algoritmo Euclidiano.
a=bgy + 1

b= g1 + 19

L =T2q2 + 73

Th—2 = Tn-1qn—1 1+ Ty
Tn—1 = Tnqn.

Tendo esse conjunto de operagoes como base, podemos mostrar a validade do algoritmo

Fuclidiano utilizando o Principio de Inducao Matemdtica, como r, é divisor de r,,_1, por
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consequéncia dividirda também r, 5 e por ai vai... A cada vez que quisermos nos referir
ao mdximo divisor comum (MDC) entre os nimeros a e b, utilizaremos a notagao (a,b).
Vamos agora, determinar o MDC entre dois nimeros da sequéncia de Fibonacci utlizando

o algoritmo Euclidiano, (ug, u15):

6765 = 610 x 11 + 55
610 =55 x 11 +5
25 =5 x 11.

Entao, (ug,u15) = 5 = us. O fato do MDC entre dois nimeros da sequéncia ter nos

retornado outro nimero da sequéncia nao é uma coincidéncia e sera provado logo mais.

2.3 Segmentos Comensuraveis

Existe uma analogia entre o algoritmo Euclidiano e um processo da geometria
em que a medida comum a dois segmentos é encontrada. Sejam dois segmentos, um de
medida a e um de medida b, tal que a > b. Iremos subtrair b de a quantas vezes possivel
e nos referir a medida restante por r;. Obviamente, r; < b. Agora, subtrairemos de b
o comprimento de r; quantas vezes possivel, nos restando r,. Continuando assim uma
sequéncia de restos decrescente. E possivel observar aqui que ao tltimo par de segmentos,
teremos o equivalente & ultima linha do Algorimo Euclidiano. Nesse caso, dizemos que os
segmentos a e b sao comensuraveis, ou seja, podemos utilizar o b para medir o a, temos

uma razao bem definida entre eles.

Porém, isso s6 acontecera caso os dois segmentos tenham medidas racionais. Caso
contrario, esse processo de subtracao continuara eternamente; os chamamos entao de
segmentos nao comensuraveis (ou incomensuraveis). Foi com essa ideia sobre comensu-
rabilidade que Hipaso de Metaponto tentou determinar uma razao para a diagonal do
quadrado; fato esse que culminou na sua morte (DUNHAM, 1991) (p.10). Fontes como
(BOYER UTA C. MERZBACH, 1991) nos dizem que ele apenas foi expulso da ordem por

insubordinazagao.

2.4 Propriedades Uteis

Vamos agora provar cinco propriedades de divisibilidade que nos serao tuteis mais
tarde. Para isso precisamos definir o operador |, como em alb, isso nos diz que a divide b, ou
ainda, que b é divisor de a, a,b € N. Mais propriedades como essa podem ser encontradas
em (HEFEZ, 2016).

e (a,b)|(a,bc). Seja m o MDC(a, b). Por definigao, m ¢é divisor tanto de a quanto de

b. Se m divide b, logicamente, m divide também bc. Isso significa que m dividira
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também (a, bc).

e (ac,bc) = (a,b)c. Seja o processo representado na segao 2.1 para a representac¢ao do
algoritmo Fuclidiano. Ao multiplicarmos cada uma dessas equagoes por ¢, temos o
mesmo processo aplicado agora para os nimeros (ac, bc). O dltimo resto nao nulo

serd r, X ¢, ou seja, (a,b)c.

e (a,b) =1 = (a,bc) = (a,b). Se (a,c) = 1, entao (a, bc) = (a,b). De fato, de acordo

com 4.3, (a,bc) divide (ab, bc). Mas, de acordo com o item anterior,
(ab,bc) = b(a,c) =bx1=0b.

Entao, (a,bc) divide b. Por defini¢do, (a,bc) também divide a. Se divide a e divide
b, divide também (a,b). De acordo com o primeiro item dessa sec¢ao, (a,b)|(a,bc),

portanto, (a,b) = (a, be).
e bla = (a,b) =b. E 6bvio que a s6 é divisfvel por b somente se (a,b) = b.

e blc = (a,b) = (a+ ¢,b). Precisamos supor novamente verdadeiro o conjunto de
equagoes do algoritmo Euclidiano. Aplique o algoritmo aos ntmeros (a + ¢) e b.
Como c é divisivel por b, podemos representa-lo por ¢ = ¢;b, de modo que o primeiro
passo do algoritmo seria a + ¢ = (qo + ¢1)b + 11 e todo o resto das equagoes seria
exatamente igual ao mostrado na demonstracao do algoritmo nos deixando como

ultimo resto nao nulo o mesmo r,. Portanto, (a,b) = (a + ¢, b).

2.5 A divisibilidade entre os nimeros de Fibonacci

Agora chegamos as propriedades relativas aos nimeros da sequéncia. Iremos provar

0 seguinte teorema.

Teorema 2.4: Se n é divisivel por m, entao u,, é também divisivel por u,,. Prova: Sabemos
que 1|2, pois 2 = 1 X 2 e que u;|up dado que u; = 1 = uy. Estd estabelecido o passo bésico

da inducao.

Assuma que u,, = kju,,, para algum n = km, com k, ki € Z, ou seja Uy = kity,.

Considere agora Uy, (k+1), OU ainda Upj4m, pela equagao (1.10):
Umk4+m = Umk—1Um T UmkUm+1
Aplicando nossa hipétese:
Umk+m = Umk—1Um + klumuerl = um(“mkfl + klum+1>-

Mostranto, entao, que u,, é multiplo de wu,,.
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2.6 Ndmeros compostos na sequéncia de Fibonacci

Ainda sobre a natureza de divisores na sequéncia, provaremos que para um nimero
composto n # 4, u, é também um nimero composto. Importante lembrar que estamos
falando de niimeros na sequéncia de Fibonacci, obviamente inteiros. Um n composto, pode
ser escrito como n = nine, definimos n; > ny, ambos maiores que 1 e menores que n e
pelo menos um dos dois maiores que 2. De acordo com o teorema (2.4) que acabamos de
provar, u,, deve ser multiplo de u,;, e como u; =1 e u; < u,1, temos que u,, € um nimero

composto.

Vamos agora provar que consecutivos em Fibonacci sao primos entre si. Tomemos
Uy, € Upsq com um divisor comum d > 1, contradizendo o que queremos provar. Entao, a
sua diferenca u,1 — u, deve também ser divisivel por d. Como wu,+1; — u,, = u,_1, logo,
u,_1 deve ser divisivel por d. Lembremos que como estamos trabalhando em uma sequéncia
recorrente, esse processo pode (por indugdo) ir para u, g, Up_3, - . . , Uz, u;. Como uy = 1,
ele nao pode ser dividido por d > 1, chegando assim a um absurdo, mostrando que, sim,

nimeros vizinhos sao primos entre si.
Um novo teorema que utilizaremos ird provar que (U, t,) = U(m,n)-
Teorema 2.7: Para qualquer m, n; (U, Un) = U(m,n)-

Prova: Seja m > n, pelo algoritmo Euclidiano:

m = nqy+ 1
n=7riq + 72

Ty =T2Q2 + 73

Ti_o = T_1Gi—1 + T

Tt—1 = TG

Como sabemos, o tltimo resto nao nulo ¢ o méximo divisor comum, (m,n) = r;. Lembrando

que m = ngo + 71, (Um, Up) = (Ungy+r,, Un). Voltando a relagao (1.10):
(um7 un) = (unlIo—luﬁ + UngoUry 11, un)

Ja que ngy ¢é divisivel por n, u,g, ¢ divisivel por u,, como visto duas se¢oes atras. E

também, como vimos anteriormente, se b|c, (a,b) = (a + ¢, b), podemos reescrever:
(um> un) = (unqoflurla un)
Novamente, n(gyo — 1) é multiplo de n:

(U, Un) = (Ury, Up)
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Vamos guardar essa informacao como um resultado parcial e trabalhar nela um pouco

mais, tendo em mente a sequéncia de equagoes no algoritmo Euclidiano acima.

(UTH u7’1) = (UT1q1+T‘27 url)
= (um(h*luw + Upy gy Urg+1, Um)

(umum) - (urlth—lu?"wu?"l) - (Urwuﬁ)'

Da mesma maneira, teremos que
(u'l‘wum) - (UT37U7’2) - (u'l‘47u7‘3) == (u""rﬂuTnfl)

Pela defini¢ao do algoritmo, r,_; é miltiplo de r,, como discutido no inicio do
capitulo. E ja mostramos as relacoes entre a multiplicidade dos indices, temos entao que
Up, |, logo (uy,, u, ) = uy,. Lembremos que r; = (m, n), que é justamente o resultado

que buscavamos.

Um resultado particular dessa prova pode mostrar a reciproca do teorema (2.6):
se u,, é divisivel por u,,, entao, n é divisivel por m. Se u,, é divisivel por u,,, entao, de
acordo com o teorema (2.5),

(U, Upy) = Uy, (2.1)

Considere que acabamos de provar
(Uny Uin) = Ugnm)- (2.2)

Combinando (2.1) e (2.2), podemos concluir que:

U, = U(n,m)

Isto é, m = (n,m), o que garante que m|n.

2.7 Critérios de divisibilidade nos niimeros de Fibonacci

Combinando o teorema (2.6) e o corolario anterior, podemos afirmar que w,
é divisivel por u,, se, e somente se, n é divisivel por m. Isso nos permite estudar a
divisibilidade dos nimeros de Fibonacci apenas estudando os seus sufixos. Vamos tentar
determinar alguns critérios de divisibilidade nos nimeros de Fibonacci, buscaremos indicios

para mostrar se um nimero de Fibonacci é divisivel por um certo niimero dado.

o Um numero de Fibonacci é par se, e somente se, seu sufixo for divisivel por 3;

o Um namero de Fibonacci é divisivel por 3 se, e somente se, seu sufixo é divisivel por
4;
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o Um nimero de Fibonacci é divisivel por 4 se, e somente se, seu sufixo é divisivel por
6;

o Um ntumero de Fibonacci é divisivel por 5 se, e somente se, seu sufixo é também

divisivel por 5; E,

o Um nimero de Fibonacci é divisivel por 7 se, e somente se, seu sufixo é divisivel por

8.

As provas para esses critérios de divisibilidade e outros semelhantes podem ser feitas
utilizando as propriedades expostas nesse capitulo, especialmente as ultimas. Com o
mesmo raciocinio, provamos que nao existe nimero de Fibonacci que deixe um resto 4

quando dividido por 8, e também nao hé nimero de Fibonacci divisivel por 17.

2.8 Se ha um multiplo de m na sequéncia, entdo ha infinitos

Seja um numero inteiro m. Se existe pelo menos um numero de Fibonacci u,
divisivel por m, é possivel obter quantos queira de tais ntimeros na sequéncia, serao eles
Uy, U3p, Usn, - . . Tentaremos descobrir se é possivel encontrar pelo menos um nimero de
Fibonacci divisivel pelo inteiro m. Veremos que isso ¢ possivel. Para isso, seja k o resto da
divisao de k por m, e vamos representar a sequéncia de pares das divisoes dos termos da

sequéncia por esse m:
< Uy, Up >, < U, Ug >, < U, Uy >, oo < Uy, Upp1 > - - - (2.3)

Se considerarmos que os pares < ai, by > e < ag, by > sao iguais quando a; = as e by = bo,
o ntimero de pares diferentes dos restos das divisdes por m serd m?, pois o ntimero possiveis
do resto de divisao por m é o proprio m, e considerando as posi¢oes, teremos m x m
possiveis pares. Pelo Principio da Casa dos Pombos, deveremos ter pares iguais de restos
nos primeiros m? + 1 termos da sequéncia (2.3). Vamos provar agora que o primeiro tal par
que se repete é o par < uj,us >, ou seja, < 1,1 >. Para isso, tomemos como verdadeiro o

contrario, que o primeiro par que se repete é formado por < Uy, Ux; >, com k > 1.

Acabamos de mostrar que teremos um par que repete, portanto deve existir um
[ > k que:

< Uk, U1 >=< Uy, Upy1 >

Como os pares sao iguais, podemos afirmar:

U = W
Uk41 = Upp1

Ao subtrairmos a primeira equacao da segunda, temos:

Ukl — Up = U1 — Ug
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Mantendo sempre em mente a relagdo (1.2), temos que Tx_1 = T_1. Segue pela nossa
hipotese que < U1, U >=< U;_1,°; >, cOmMo esse par viria antes do par < Uy, Ugr1 > na
sequéncia (2.3). Temos uma contradi¢cdo com a nossa premissa, de que o par < Uy, Ug1 >
seria o primeiro a ter repeticao. Ou seja, a nossa afirmacao de que k > 1 estava errada,
portanto, k = 1. A conclusdo é que o par < 1,1 > é o primeiro que se repete na sequéncia
(2.3). Seja o par que se repete o que estd na t-ésima posicao (ja que 1 <t < m? + 1), isto
é, existe < Uy, U1 >=< 1,1 >. Isso significa que tanto u; quanto u;,; deixam resto 1
quando divididos por m. E facil provar que se dois niimeros deixam o mesmo resto quando
divididos por um nimero dado, a sua diferenca serd divisivel por esse niimero. No nosso
caso, Uy — Uy sera divisivel por m, em outras palavras, u; 1 é divisivel por m. Acabamos

de provar que:

Teorema (2.9): qualquer que seja o inteiro m, pelo menos um nimero divisivel por m pode

ser encontrado entre os primeiros m? niimeros de Fibonacci. Isso nao diz nada sobre qual é
exatamente esse nimero de Fibonacci divisivel por m. Apenas nos garante que o primeiro

numero de Fibonacci divisivel por m nao deve ser particularmente grande.
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3 Fracoes continuas

Esse capitulo tem foco as fragoes continuas e suas propriedades relacionadas a
numeros racionais e, especialmente, irracionais. O trabalho de defini¢do sera detalhado e
entao chegaremos nas suas relagoes com os nimeros e com a sequéncia de Fibonacci.

3.1 Como representar um racional com fracoes continuas

Considere a expressao abaixo.

qo + ! ! (3.1)
¢+
1
42 + %T
Em que ¢, ¢, g3, . . ., g, sejam inteiros positivos e gy inteiro ndo negativo, ou seja, qg € o

unico numero que poderia ser igual a zero. Devemos ter isso em mente, pois ¢ um detalhe
importante para o desenvolvimento da segdo. A expressao (3.1) é chamada de fragdo
continua e os nameros qo, q1, - - - , ¢ S@0 chamadas de denominadores parciais dessa fragao.
O proceso de transformagdao de um certo nimero em uma fragao continua é chamado de
expansao desse nimero em uma fracao continua. Veremos agora como podemos encontrar
os denominadores parciais em uma dessas expansoes de um racional . Apliquemos o

algoritmo Euclidiano em a e b.

a=0bgo+
b= g1 + T2
Ty = T2g2 + T3
'n—2 = Tn—14n—1 + 7y

Tn—1 = Tnqn-

Pela primeira dessas equagoes, podemos notar que:

a o 4 1 . n 1
b = 4o b = 4o %

e pela segunda equagao do conjunto:
1

b T2
*ZQ1+7=CI1+

T 1 L

T2
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Juntando as duas tltimas sentencas, temos:

a_ +
¢+ —
T

Ty

Tomando a terceira equagao do conjunto e repetindo o processo, teremos

1 T3 1
— =@t =@+
T2 ) s
e portanto,
«_ . 1
b—Qo ]
1+
Q2+ —
)
rs

Continuando esse processo até a tltima linha, podemos deduzir facilmente que o resultado

final serd a equacao:

a +

- = 4o

b 1
Q1+

go+ ———
‘ 1
dn
Pela prépria defini¢do do algoritmo Euclidiano, ¢, > 1, pois caso fosse, entao r, 1 =1, e
rn_o seria divisivel por r,,_1 e o algoritmo teria terminado um passo antes. Por isso, podemos
reescrever ¢, como (g, — 1) + %, considerando (¢, — 1) como o peniltimo denominador
parcial e 1 como o ultimo. Isso sera conveniente para seguirmos adiante.
O algoritmo Euclidiano aplicado em um par de naturais a e b é realizado completa
e definitivmente de maneira unica. Os denominadores parciais da expansao de § em uma
fracdo continua sao também definidos unicamente pelo sistema de equagoes que descreve
. . a
o algoritmo (como vemos em (3.2)). Isso nos garante que qualquer racional § pode ser

expandido em uma fragao continua em uma, e apenas uma, maneira.
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3.2 Fracoes convergentes das fracGes continuas

Seja

w=qo+ (33)

an

uma fracdo continua e vamos considerar a seguinte sequéncia de niimeros
1 1
qo;qo + —,qo + PR
a1 1

qr + —
q2

Esses niimeros, quando escritos em forma de fra¢oes simples

Lo _ @
Qo 1
P N
_ = q _
Ql 0 q1
p_ o, ]
- = q
Q
qQ+ —
q2
P,
— = w.
Qn

~ ~ ~ ’ o o~ P /
Sao chamados de fragoes convergentes da fracao continua w. A transigdo entre % e ﬁ é
1

Qr+1°

feita substituindo o ultimo denominador parcial ¢ por ¢ +

3.3 Trés relacoes em fracGes continuas

Temos um lema composto por trés relagoes, iremos prova-las agora e as trés provas
serao feitas por indugao em k. Esse lema serd essencial para o desenvolvimento desse

capitulo.

Lema: Para cada fra¢do continua w (3.3), as seguintes relagoes podem ser obtidas:

Piy1 = Pegryr + Py (3.4)

Qr+1 = Qi1 + Q1 (3.5)
Pe1Qr — PuQpa = (—1)F. (3.6)
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Provaremos o passo basico para as trés com k=1¢e k = 2:

Primeiro, seja k = 1.
P L qoq +1

Q1 " aq ¢

Como os ntimeros ¢oq; + 1 e ¢; sdo primos entre si (facilmente provavel por reducao ao

absurdo), a fragao qo%’l é irredutivel, logo P, = qoq1 +1 e Q1 = ¢1.

Agora, k = 2.
P, N 1
P q
Qy
q1 + —
q2

P, 1
— =qo+
Qs G2q1 + 1

q2
Py - q0(@1g2 + 1) + 2
22 — _
Q2 Gq +1 q1q2 + 1

Py

Para provar que é irredutivel podemos usar as conclusoes iniciais do capitulo anterior.

Q2
Os denominadores e numeradores da equagao acima sao iguais a:

P =qo(q1g2 + 1) + ¢2 = @012 + qo + @2 = ¢2(qoq1) + 90 = 2 P1 + qo
Q2= qiq2 +1 = Q192 + Qo.

As duas equagoes acima confirmam o passo basico para as relagoes (3.4) e (3.5), vamos

agora mostrar a (3.6), utilizando ainda as conclusoes acima:

PoQ1 — PiQa = (¢2(qoq1) + q0)n — (q0q1 + 1)(q1g2 + 1)
P,Q, — PiQs = QOQ%QQ + q192 + Qoq1 — QOQ%QQ —GQoqh — 1q2 — 1 = (—1)
PQ; — PiQy = (—1)".

Podemos entao supor verdadeiras as trés equagoes (3.4), (3.5) e (3.6). Considere a fragao

convergente
Py, Pegr, + Pra

Qr+1 B Qi1 + Qrs1

P P . . . , .
“ktl o k2 deve ser feita substituindo o dltimo
Qi1 Qri2

1
k42"

Poro  Prel@e+ 5) + P

_ qk+2

Qrr2 Qu(grii=) + Qi

qk+2

P
quk+1 + Qk—tQ + Pk'—l (37)

- Qr
Qrr+1 + + Qr—1

qk+2

_ Peqriaqri2 + P+ Peoagrre Pryiqero + D

B QrGr1qQrr2 + Qr + Qr-1qi+2 B Qr+1Tk+2 + Qr

e lembrando que a transi¢ao entre

denominador parcial g1 por g1 +
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Unico detalhe agora é provar que (3.7) é irredutivel. Mais uma vez, faremos isso
por contradi¢do. Assuma entdo que os nimeros Pyi1qrio + Py € Qri1qrr2 + Qr possuam

um divisor d > 1, desse modo, a expressao:

(Pes1Qrs2 + Pr) Qi1 — (Qr 12 + Qr) Prr

deveria também ser dividida por esse fator d > 1. Porém, nossa hipdtese (3.6), essa

k+1

expressao vale (—1)"*!, ndo sendo portanto divisivel por d > 1. Isso significa que

Prio = Prpiqryo + B
Qrt2 = Qrr1qr42 + Q-

Tendo fim a inducao para as duas primeiras relagoes. Mais uma vez, nos falta mostrar a

terceira, o que segue o mesmo padrao que fizemos para o passo basico.
Estao provadas as trés relagoes do lema. Uma consequéncia da lema que sera
essencial mais adiante no capitulo é que:

Ph<P<PB<...

Qo<Qi1<Q@Q2< ... (3:8)

Esse resultado ¢ alcangado subtraindo Py na relagao (3.4) e Qx na relagao (3.1), com isso,
temos que tanto Py, — P, como QQr.1 — Qr sdo sempre positivos, o que mostra que as

duas sequéncias sao crescentes. Isso justifica o resultado acima.

Ainda, dividindo (3.6) por Q@1 chegamos a corolario:

Don By _ (—1)F
Qrt1 Qr  QrQrs1

Logo mais, o utilizaremos para compor novas propriedades.

(3.9)

3.4 Se a fracdo continua tem n denominadores parciais iguais a 1,

essa fracdo é 1

n

Conectando agora a sequéncia de Fibonacci, vamos aplicar o lema da se¢ao anterior
para descrever todas as fragdes continuas com denominadores parciais unitarios. Para

essas fragoes, nos temos o seguinte teorema que sera especialmente interessante para nos.

Teorema (3.4): Se uma fracao continua tem n denominadores parciais e cada um desses

denominadores sdo iguais a um, essa fracao sera igual a “2+.
n

Prova: Vamos chamar a fracdo continua com n denominadores parciais iguais a um de a,,.
Entao, obviamente,

ay,G2,0a3,...,0y
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serao as fragdes convergentes consecutivas de a,,. Seja

Py
A = —.
Qk
Como a1 = 1 = % e ay = 1+% = %, entdao temos que P, = 1 e P, = 2. Ainda,

pela equagao (3.4), P,y1 = Pugus1 + Poo1 = P, + P,_1. Portanto, pela definicao da
sequéncia e pelos resultados obtidos acima, P, = u,.1. Analogamente, ()1 = 1,02 =1 e
Qni1 = Quni1 + Qn_1 = Qp + Qn_1. Logo, Q,, = u,. Juntando as duas conclusdes:

Un+41
= Sl 3.10
a w ( )

3.5 Uma igualdade gigantesca

Sejam duas fragoes w e w':

1 , , 1
WZQO+ w ZQO+
1 / 1
Gqt+— qy +
1 / 1
(I2+ — q2_|_7
1 1
+ — '-"‘7
dn a4,
tais que
U > Go:q) > Q1,45 > G2, - - (3.11)

Denotando as fragbes convergentes para w e para w':

PR P n BB
Qo Q1" Q2" 0 QRy
Pelo lema (3.8) e por (3.11):

Py>Py,Pl>P,P2>P,... e Qo> Qo, Q1> Q1,Q2>Qs,...

O menor valor de qualquer denominador parcial é um. Isso nos diz que se todos
os denominadores parciais de uma fracdo continua sao iguais a um, os numeradores e
denominadores de suas fragoes convergentes crescem mais vagarosamente que aqueles de

quaisquer outras fra¢oes continuas.

Vamos estimar o quanto esse crescimento é devagar. Claramente, ao desconsiderar
as fragoes continuas compostas apenas de denominadores parciais iguais a um, a préxima
a crescer mais lentamente seria a que é composta por um denominador parcial igual a 2 e
os outros ainda iguais a 1. Essas fragoes continuas também se conectam a sequéncia de

Fibonacci como mostrado no lema a seguir.

Lema: Se a fracao continua w tem seus denominadores parciais qq, q1, g2, q3, - - - , @, €M qUE

QO=Q=0¢@=...¢1=Gq = =q =1, comg=2e (i #0), entdo:
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Ui41Up—i+3 T Uilp—it1
W= 1+ n—i+ 1 Un—i+4 ) (312)
UiUp—i+3 T Ui—1Up—it1

Provaremos mais uma vez por uma indugao sobre 7, notando que n segue sendo
n durante toda essa prova. No passo basico, tomemos ¢ = 1, lembrando que o primeiro

denominador parcial g é igual a 1, assim como os n — 1 denominadores parciais posteriores

at=1:
1
w=1+ ,
1
2+
1
1+
1
. + .
Ou ainda, como provamos no inicio do capitulo:
1 1 1
w=l+——-=14+4——=14+——=1+ Un_ _ un+2—|—un.
1 Up—1 22Uy + Up_q Un+2 Un+2
2+ _—
Ap—1 Uy Uy,

Se considerarmos uy = 0 e lembrarmos que u; = us = 1, podemos reescrever a equagao

acima como:
UgUp 12 + UUy

’
U1Un2 + UoUn

finalizando a base para a inducao.

Agora, consideraremos o denominador 2 em qualquer posi¢cao maior que ¢, temos

um total de ¢ denominadores parciais tais que:

w=1+
I+

1
2+ —
Ap—;

Lembremos que nossa hipétese é que esse mesmo w é o w com validade na equagao (3.12).

Precisaremos agora considerar a fracao continua de w com ¢ + 1 denominadores parciais:

1
w=1+ . (3.13)

1+

o+l
2+

Ap—i—1
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Porém, considerando que, a partir da segunda linha da equacao acima, ela é exatamente a

nossa hipétese, a equagao (3.12), podemos construir a composi¢ao seguinte:

1
w=1+

)
Ui 1Un—i43 T UiUp—it1

UiUp—i+3 T Ui—1Up—i+1
0 que podera ser reescrito para
w— Uit2Un—it+2 T WUitp1Un—;
Uit Up—iv2 + Uil —;

Isso conclui nosso passo indutoério e nossa prova para o lema.

Corolario: Se nem todos os denominadores parciais da fragdo continua w sao iguais a 1,

qo # 0, e ndo temos menos que n desses denominadores parciais, entdo, ao escrever w como

b

uma fragdo ordinaria 0

nos temos que:
P 2> Ui Up—iy3 + Uilhp—ij11 > U1 Un—iy2 + Uillp_i41 = Upt2,

e também
Q > Upy1.
A maior parte da justificativa para tal é, sobretudo, o lema (3.3), considerando que obtemos

apenas fragoes irredutiveis na contragao de uma fracao continua para uma fragdo comum.

3.6 Relacao entre niimeros de passos no algoritmo Euclidiano e

indice na sequéncia de Fibonacci

Teorema (3.6): Para um certo a, o niimero de passos no algoritmo Euclidiano aplicado nos

numeros a e b sera n — 1 se b = u,,, e para qualquer a serd menor do que n — 1 se b < u,,.

Prova: A primeira parte do teorema pode ser provada rapidamente, basta que tomemos a
como o numero de Fibonacci que segue b, ou seja, u,1. Isto é:

Un+1

= Q.
U,

A fragao continua a,, possui n denominadores parciais, o que nos diz que o nimero

de passos no algoritmo Euclidiano aplicado entre os nimeros a e b é igual a n — 1.

Para provar a segunda parte do teorema (3.6), suponhamos o contrario, que o
numero de passos desse algoritmo em particular nao é menor do que n—1. Vamos expandir a
razao § em uma fragao continua w. Logicamente, w nao terda menos do que n denominadores
parciais (de fato, um passo a mais do que o nimero de passos no algoritmo Euclidiano).
Como b nao é um numero de Fibonacci, nem todos os denominadores de w sao iguais a 1,

entdo, de acordo com o corolario (3.5), b > w,, o que contradiz as condigoes iniciais.

O que provamos ¢ que o algoritmo Euclidiano, quando aplicado em ntmeros

consecutivos de Fibonacci é "mais longo"que em outros pares.
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3.7 Limites de fracoes continuas infinitas

Chamamos a expressao

qo + (3.14)
Q1+

Q2 +
1

+ -
qn + - ..
de fracdo continua infinita. As defini¢coes e resultados que obtivemos nas se¢des anteriores
podem ser extensiveis para as fracoes continuas infinitas. Seja a sequéncia
L U T}
Qo' Q1" Q2 Qn

formada pelas fragoes convergentes da fragao continua infinita (3.14). Vamos mostrar que

(3.15)

embora a sequéncia 3.15 possua infinitos termos, ela é uma sequéncia limitada.

Para isso, vamos analisar separadamente os termos pares e impares da sequéncia

acima.
Py Py Pop
Qo' Q2" Qo
e
P Py P
Q1 Q3 Qi
Por (3.8), visto na se¢ao 4.3, podemos afirmar que:
Ponyo B Popi1 (—1)z+t o Pony1 P (—1)2

Q2n+2 Q2n+1 B Q2n+1Q2n+2 Q2n+1 QZn B Q2n@2n+1.

Somando as duas equagoes acima temos:
Ponia P 1 B 1 <
Qa2 Qon Q2,Q2nv1 Q2n11Q2n42

Podemos afirmar por (3.9), entdo, que a sequéncia dos pares é uma sequéncia crescente.

0.

Analogamente, com os termos 2n + 3,2n — 2 e 2n — 1, segue que a sequéncia dos impares

¢é decrescentes, como podemos observar abaixo.

Ponys  Pong1 _ 1 1

— = — < 0.
Qants  Qant1 Q23@Q2n42  Q2nt2@2n41

Qualquer termo na sequéncia dos impares é maior do que na sequéncia dos pares.

. 3 P
Vamos examinar os nimeros 22z e —2mtl
Q2n ~ Q2m+1
Py

Py 4 s Aneia | By o Pt
por (3.9) que 5£ > ar- Como k é impar e a sequéncia fmpar decresce, g < Z=t-. E

, N P
como k + 1 é par e a sequéncia par cresce, Q::—ll > %. Ora, como
C n
P P P, P. P P
+1 k 2m+1 k+1 2n
> < >

Qr ~ Quir Qr  Qamir Qi1 Qo

seja o impar k£ maior que 2n e que 2m+1. Sabemos
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por transitividade, podemos afirmar que

P2n < P2m+l '
Q2n Q2m+1

Entao, qualquer termo da porcao decrescente da sequéncia ¢ maior que qualquer termo da

por¢ao crescente dela. Ainda analisando o corolério (3.9), por valores absolutos temos que:

Por P 1
Qn-l—l Qn Qn-&—lQn.

Junte a isso a conclusdo (3.8) ¢ podemos ainda afirmar que

1 - 1
QH—H Qn n2 ’
0 que nos conta que o valor absoluto da diferenca entre dois termos quanto mais longe

formos na sequéncia tenderd a zero.

As consideragoes acima nos deixam concluir que as sequéncias formadas pelos
elementos pares e impares possuem o mesmo limite, que é o préprio limite da sequéncia

(3.15). Esse limite é o que chamamos de valor da fragao continua infinita (3.14).

E importante ressaltar que cada fracdo continua, ndo importa se finita ou infinita,
possui um valor tinico e cada nimero se expande em uma Unica fragao continua. Como
um namero racional pode sempre ser expandido em uma fracao continua finita, segue
desse fato que cada fracao continua infinita necessariamente deve ser um nimero irracional
(OLDS, 1963). A teoria de expansao de niimeros irracionais em fragoes continuas infinitas
¢ um ramo vasto e rico da teoria de nimeros. Nos vamos explorar um pouco o conceito o

relacionando aos niumeros de Fibonacci.

3.8 Limite de nimeros consecutivos da sequéncia com n tendendo
a infinito
Vamos determinar o valor da fracao continua

1

1+
1+

1+

I+ ———

. 1
+1—|—...

Como vimos o valor dessa fragdo continua infinita pode ser calculado como

lim a,,.
n—oo n
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~ 7z 7 . . . n
Na secao (1.13), provamos que u, é o nimero inteiro mais perto de %, com

Q= 1+T‘/‘F’, o que significa que

a” ny

Up = —F= ny

V5

com |0] < %, para qualquer n. Sabemos por (3.10) que a, = “Z—:l, entao:
an+1
Up . + 6)”""1
lim a, = lim +l lim 5

n—00 n—oo n=oo A~ +0
n V5 n

1. O[+ \/52?;1+1
= lim ——2—
n=oo  qmn | \/5 x 0, n—o0o | 4 \/5;;971

VEX0p41 )

a'll

im0 (o +

lim,, o0 (1 + Lfﬁ"“) '

Acabamos de ver que |6,,1| ¢ limitado, v/5 obviamente também ¢ limitado, e o™
continua a crescer conforme n tende a infinito (ja que o > 1). Com tudo isso, podemos

concluir que

. \/5X0n+1_ . \/ngn_
lim ——— = lim —— =

n—oo (ln n—o0 (ln

0

e também que

lim o, = «.
n—oo

Acabamos de provar que a razao entre nimeros vizinhos da sequéncia de Fibonacci
tende a « quanto maior for seu sufixo. Esse resultado pode ser usado para determinar um
valor aproximado de «. Apesar de ser o limite da sequéncia e normalmente associamos a
precisao a termos muito elevados, resultados aceitaveis podem ser obtidos até com termos

menores, como exemplo, calculemos

U10 55
10— —1,6176
Ug 34 ’

Se considerarmos apenas essas primeiras casas decimais, a = 1,6180, o que nos da um

erro menor do que 0.1%.
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4 Geometria

4.1 Secdo Aurea

Vamos dividir o segmento unitario AB em duas partes tal que a maior parte é a

média geométrica entre a menor parte e o segmento inteiro.

A C B

| | |
[ [ |

Para este fim, chamamos de x o comprimento da maior por¢ao do segmento (C'B).
Obviamente, o comprimento da menor parte (@) serd 1 — x e essa situagao nos apresenta

a proporgao

AB 1
_— pum 4:1
CB ’ (4.1)
Logo,
2 =1-um. (4.2)

Como estamos nos referindo a uma medida do segmento unitéario, iremos apenas considerar

a raiz positiva de (4.2), portanto x = _1%\/5, entdo as razoes da proporgao (4.1) sdo iguais

a

1 2 145

r —14++5 2
Essa divisao que podemos chamar de secao mediana é também chamada de secao durea.

Se considerarmos a solugao negativa de (4.2), teremos um segmento exterior (DA) ao
segmento unitario original (AB), o que chamamos de segdo externa. E mesmo nesse caso

temos também a se¢ao aurea.

D

|
[

+
oa

Sl

4.2 Decagono

A secdo aurea aparece frequentemente em problemas de geometria. O lado a;o de

um decdgono regular inscrito em um circulo de raio r pode ser definido como

360°
2 x 10

ajp = 2r X sen < > = 2r x sen(18°).
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r ao
r
Vamos entao calcular o seno de dezoito graus:
sin 36° = 2sin 18° cos 18°,
cos36° = 1 — 2sin” 18°.
Portanto,
sin 72° = 2sin 36° cos 36° = 4 sin 18° cos 18°(1 — 2sin? 18°).
Como 72° e 18° sao angulos complementares, sin 72° = cos 18°, e entao
1 = 4sin 18°(1 — 2sin® 18°),
e podemos afirmar que sin 18° é uma das raizes da equagao
1 =4x(1 — 22%),
ou ainda
82° — 4z +1=0.
Adicionando e subtraindo 42 na equacao acima, podemos reescrevé-la como
82 +42? —4a* — 20 —204+1=0
27 (42”) + 22(27) + 22(—1) — 1(42%) — 1(22) — 1(=1) =0
2v(4a® + 20 — 1) — 142> + 22— 1) =0
(22 —1)(42® + 20 — 1) = 0.
As raizes da ultima equacao sao:
1 —1++5 —1—-+>5
$1=§7 $2=T, $3:T7
— V61

Sabemos que 18° esta no primeiro quadrante e que é diferente de 30°, entao sin 18°

Voltando ao inicio da secao

a9 = 2r X

=7r X .
2 o

Vb —1 VE—1 7
. =




4.8. PENTAGONO 48

Mantendo a defini¢ao incial do capitulo em mente, o que acabamos de ver é que aqq ¢é igual

a maior parte do raio quando esse é dividido de acordo com a se¢ao aurea.

Na pratica, para calcular a;y podemos usar a razdo entre niimeros vizinhos de

Fibonacci ao invés de a e dizer que, aproximadamente, ag é % ou até mesmo %’".

4.3 Pentagono

Vamos agora olhar para o pentagono regular. Suas diagonais formam uma estrela

pentagonal, também chamada de pentagrama.

E

O angulo AF'D vale 108° e o angulo ADF vale 36°. Com a lei dos senos no triangulo

ADF":
AD sin 108° sin 72° B 2 sin 36° cos 36°

AF  sin36°  sin36° sin 36°

Lembrando que cos 36° = 1 — 2sin” 18° e que sin 18° = \/54_1, temos que

e R e R I ]

= 2cos 36°.

AF
=2 x [1—3_4¢5]:2><<H\/5>:1+ﬁ:a

4 2

Como % = ﬁ—g, as duas razoes também sao iguais a «, o que nos diz que o segmento
AD ¢é dividido em C' de acordo com a secio aurea. Lembrando que a se¢ao aurea pode
ser aplicada em um segmento externo, temos que g—g = «, como sabemos que AB = CD,
temos que

AC  AB

1B - BC -~ .
Entao, os segmentos BC, AB, AC, AD estao em uma progressao geométrica de razao a.

Por raciocinio semelhante, temos que também f‘—g = .
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4.4 Retangulo aureo

Seja um retangulo de lados a e b. Vamos inscrever progressivamente o maior
quadrado possivel sempre, e o maior nimero possivel de quadrados também, como mostrado

na figura abaixo:

Como vimos na se¢ao correspondente aos segmentos comensuraveis (2.2), esse processo
de alocar b em a se assemelha como o algoritmo Euclidiano. O ntiimero de quadrados ira

corresponder ao denominador parcial da expansao de § em uma fracao continua.

Seja um retangulo que tem como lados nimeros vizinhos de Fibonacci, quando
ele for dividido em quadrados, com base em (4.4), teremos apenas um quadrado de cada

tamanho, com excessao do ultimo, pois teremos dois.

Agora, seja um retangulo cujas dimensoes estejam em uma razao de a. Nos chamaremos
esse retangulo de retangulo dureo. NoOs iremos provar agora que, apos inserir o maior

quadrado possivel em um retangulo aureo, obteremos um novo retangulo aureo.
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A E B

D F C

De fato, 42 = o e AD = AE = EF, ja que AEFD é um quadrado. Isso nos diz que

" AD
EFr AD 1 1 1
EB  AB—AD 4BAD 4B _ 1 o1
Lembremos que a = 1+2‘/5:
EF 1 1 2  1++5
EB 1 1 b 51 2 -

Como podemos observar na figura a seguir, um retangulo dureo pode ser completo, por
exaustao, com os quadrados mencionados. E a cada vez que o completamos com um
desses quadrados, temos um novo retangulo aureo. De maneira similar, se inserirmos um
retangulo dureo dentro de um quadrado, teremos novamente um retangulo dureo como

subproduto.

17

171

Retangulos aureos parecem ser mais proporcionais que outros retangulos e nés o consi-
deramos mais agradaveis de se olhar. Usamos a propor¢ao para a maioria dos cartoes de
visita e cartoes de crédito, por exemplo. Temos ainda maletas, caixas de fésforo, livros,

cadernos, blocos, portas. ..

Ao longo do tempo, foi se criando toda uma mistica em torno do nimero aureo,
que ficou mais conhecido por ¢. Muitas dessas teorias nao tem nada de cientifico, mas o

nimero virou quase um fenémeno pop (BRESSLER, 2020).
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4.5 Uma pequena anedota

[remos terminar esse capitulo com uma pequena piada geométrica. Com essa piada,
iremos demonstrar uma "prova'de que 64 = 65. Para isso, iremos cortar um quadrado de

lado oito em quatro partes diferentes, conforme indicado na figura abaixo.

Juntaremos agora essa figura para que montemos um retangulo de lados treze e cinco,
conforme indicado em uma nova figura. Logicamente, a area desse novo retangulo é 65 o
que é um absurdo ao lembrar que a forma veio de um quadrado de lado oito, ou seja, de

area 64.

C

A explicacao para esse pequeno absurdo é uma ilusao. Os pontos A, B,C e D da diagonal
do retangulo nao estao alinhados, formando entao, um pequeno quadrilatero com uma

area extra de uma unidade.

O que acabamos de ver é um exemplo de sofismo, um argumento que parece ser
concebido através de l6gica, mas que induz a um erro. Uma prova como essa pode parecer
ainda mais convincente conforme maior for o indice do niimero de Fibonacci que usarmos.
Vamos usar um nimero de Fibonacci par geral para demonstrar o quanto essa prova pode

passar desapercebida. Seja um quadrado de lado us, dividido conforme a figura abaixo:
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Uon

U2n—2

Un—2

Uon—1

Remontaremos as partes anteriores para formar o novo retangulo, atentando para o

quadrilatero central que mencionanos antes. Iremos obter sua dimensao por soma de areas.

Podemos ver que o retangulo tem dimensoes us, 1 € Us,+1 (tenhamos em mente que
estamos tratando de niimeros de Fibonacci). Sua érea, logicamente, é igual a g, 1 X U2, 1-

Sabemos por (1.12), na segao 1.7 que pode podemos denotar essa drea também por u3, + 1.

Vamos agora compor as partes que vieram do quadrado, dois trapézios com bases
paralelas e altura iguais a g, _1, Ug,_2 € Us,_1; € dois tridngulos retangulos com catetos

iguais a ug,_92 € us,. Somando as areas entao temos

Uy X Uy Uop—1 + Uap—2 ) Up—
9 U2 22 2+2><(2 1+22 9)U2p—1

= Ugp X Ugp—2 + UpUop 1

= Uy (Ugp—2 + U2p—1) = ugn,

provando entdo que nao importa o tamanho a diferenca entre as areas sera sempre igual a
uma unidade. Porém, conforme aumentamos as dimensoes, mas parecido com uma linha

ao olho humano esse quadrilatero sera.
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Conclusao

Nem todos os problemas conectados com os nimeros de Fibonacci podem ser
resolvidos tao facilmente quanto os mencionados nesse texto. Vamos citar aqui alguns que
ou nao podem ser resolvidos ou sua resolugao envolvem métodos muito mais sotisficados

dos que os empregados nessa investigacao.

1. Seja w, divisivel por um certo primo p, enquanto nenhum dos ntmeros de
Fibonacci menores do que u, também o sejam. Nesse caso, chamaremos p de um "divisor
proprio"de wu,,. Por exemplo, 11 é um divisor proprio de uyg, 17 é um divisor préprio de ug
e assim por diante. Qualquer nimero de Fibonacci com excessao de uy, ug, ug € w19 possui

pelo menos um divisor proprio.

2. Uma questao relacionada a essa é: para qual sufixo n, um nimero de Fibonacci

tera como divisor préprio o niimero p?

Sabemos pela secdo 4.13 que n < p?. E possivel também provar que n < p + 1.
Além disso, é possivel estabelecer que se p ¢ da forma 5t 1 entao u,_; é divisivel por p, e
se p é da forma 5t £ 2, entao u,4 € divisivel por p. Entretanto, ndo temos uma férmula

que indique o sufixo do termo com o divisor proprio p.

3. Nés provamos em 4.9 que todos os niimeros de Fibonacci com sufixos compostos,
exceto por uy, sao também nimeros compostos. A reciproca, porém, nao é verdadeira.
Como exemplo temos uj9 = 4181 = 37 x 113. A pergunta que fica é: sdo os niimeros primos
de Fibonacci finitos ou infinitos? Existe o maior niimero de Fibonacci primo possivel? Até

o momento essa questao esta ainda longe de ser resolvida.

4. Como ultima curiosidade, podemos relacionar dois grandes temas de matematica
recreativa. Vimos no capitulo 3 que podemos representar ntimeros irracionais como uma
fracao continua. Existem algumas maneiras de representar o nimero 7 através de fragoes
continuas e ha mais de uma maneira em que podemos utilizar niimeros de Fibonacci
associados & expansdo. E um tema também muito interessante de estudar com alunos de

Ensino Médio, pois o 7 desperta tanto ou mais fascinio quanto a sequéncia de Fibonacci.
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