UNIVERSIDADE FEDERAL DO RECONCAVO DA BAHIA
CENTRO DE CIENCIAS EXATAS E TECNOLOGICAS

MESTRADO PROFISSIONAL EM MATEMATICA EM REDE
NACIONAL

APLICANDO A PROGRAMACAO LINEAR

E A PROGRAMACAO LINEAR INTEIRA

COMO SUPORTE PARA TEMAS
TRANSVERSAIS NO ENSINO DE

MATEMATICA NO ENSINO MEDIO

UERIC SILVA OLIVEIRA

Cruz das Almas - Bahia
2016



APLICANDO A PROGRAMACAO LINEAR

E A PROGRAMACAO LINEAR INTEIRA

COMO SUPORTE PARA TEMAS
TRANSVERSAIS NO ENSINO DE

MATEMATICA NO ENSINO MEDIO.

UERIC SILVA OLIVEIRA

Dissertagao apresentada ao Programa de Mestrado
Profissional em Matematica em Rede Nacional, co-
ordenado pela Sociedade Brasileira de Matema-
tica, ofertado pela Universidade Federal do Recon-
cavo da Bahia, como requisito parcial para obten-

¢ao do grau de Mestre em Matematica.

Orientador: Prof. Dr. Eleazar Gerardo Madriz Lozada
Coorientador: Prof. MSc. Adson Mota Rocha

Cruz das Almas - Bahia
2016



FICHA CATALOGRAFICA

048a

Oliveira, Ueric Silva.

Aplicando a programaciio linear e a programagio
linear inteira como suporte para temas transversais no
ensine de matemadtica no Ensino Médie / Ueric Silva
Oliveira._ Cruz das Almas, BA, 2016.

5Tt il

Orientador: Eleazar Gerardo Madriz Lozada.
Coorientador: Adson Mota Rocha.

Dissertagio (Mestrado) — Universidade Federal do
Recdncave da Bahia, Centro de Ciéncias Exatas e

Tecnoldgicas.
I.Matematica — Estudo e ensino. 2.Modelos
matematicos — Programagio linear — Programagio

inteira. 3.Ensino Médio - Analise. LUniversidade
Federal do Reconcave da Bahia, Centro de Ciéncias
Exatas e Tecnologicas. I1.Titulo.

CDD: 519.85

Ficha elaborada pela Biblioteca Universitdria de Cruz das Almas - UFRB.




UERIC SILVA OLIVEIRA

APLICANDO A PROGRAMACAO LINEAR E A
PROGRAMACAQO LINEAR INTEIRA COMO
SUPORTE PARA TEMAS TRANSVERSAIS NO
ENSINO DE MATEMATICA NO ENSINO MEDIO.

Dissertacao apresentada ao Programa de Mestrado
Profissional em Matematica em Rede Nacional, co-
ordenado pela Sociedade Brasileira de Matema-
tica, ofertado pela Universidade Federal do Recon-
cavo da Bahia, como requisito parcial para obten-
¢ao do grau de Mestre em Matematica.

Banca examinadora:

Lotan KOCAC. .

-
Prof° MSc Adson Mota Rocha
Presidente

™ a4 I 7
Prof® MSc. Gilberto da Silva Pina
Membro da Banca

N ‘  .’~“" 1 sz‘_’ Vil
Prof° MSc' Jabes Franmsco Andrade Silva
Membro da Banca

Cruz das Almas - Bahia, Julho de 2016






Nao existe conhecimento matemdtico que possa ser mobilizado por uma pessoa, sem o
auzilio de uma representaciao. (DAMM, 2010)
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RESUMO

Neste trabalho abordamos conceitos e caracteristicas da Pesquisa Operacional e dos Modelos
Matematicos, expusemos os conceitos fundamentais da Programacao Linear e da Programa-
¢ao Linear Inteira. Apresentamos uma técnica para resolucao de problemas de otimizacao
sob restri¢oes lineares envolvendo somente duas variaveis. Esta técnica tem como base a
interpretagao geométrica e utilizamos o software GeoGebra para visualizagao e realizagdo de
calculos. Por fim, propomos uma atividade com dois problemas para subsidiar o professor
de matemaética do ensino médio, como uma maneira de buscar a transversalidade de certos

contetdos por meio da matematica aplicada.

Palavras-chaves: Programacao Linear. Programagao Linear Inteira. Ensino de Matemé-

tica.



ABSTRACT

This paper we discuss concepts and characteristics of operational research and mathematical
models, we exposed the fundamental concepts of linear programming and linear program-
ming whole. Present a technique for solving optimization problems under linear constraints
involving only two technical variables. It is based on the interpretation geometric and use the
geogebra software for viewing and performing calculations. Per end, we propose an activity
with two problems to subsidize the high school teacher of mathematics as a way of seeking

transversality of certain content through applied mathematics

Key-words: Linear Programming. Linear Programming Integer . Mathematics Teaching .
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INTRODUCAO

Frequentemente somos confrontados com situagdes em que temos que tomar decisoes
de planejamento ou de gestao de forma a rentabilizar os recursos disponiveis e minimizar
os custos. O desenvolvimento tecnolégico e o aumento da competitividade das empresas
fazem com que a tomada de decisoes, na maioria das vezes, se fundamente na analise de
diversos fatores, tendo como objetivos obter o lucro maximo ou entdo minimizar as despesas
e desperdicios. Em termos matemaéticos, as solugoes desses problemas, em geral, conduzem
ao uso de sistemas de equagoes e inequagoes. Neste tipo de problema podemos afirmar que
se deseja alcancar um objetivo, a que devem ser cumpridas restricoes que a realidade nos
impoe. Quando a fungdo objetivo e as restri¢des envolvidas no problemas sao modeladas por
meio de equagdes ou inequagoes lineares, teremos entao um problema de programacao linear
(PPL). Caso o problema admita, solugao inteira, entao, estaremos tratando de um problema
de programagao linear inteira (PPLI).

Durante o ensino de matematica na educagao bésica, confrontamos-nos com varios conteti-
dos ministrados de forma isolada, dentre eles destacamos as equagoes e inequagoes lineares,
sistemas de equagoes e inequagoes lineares, estudados tanto na area algébrica como na area
geométrica (via graficos). Essas técnicas permitem resolver problemas da matematica, com
enfoque na area de otimizacao. Diante disso, buscamos elaborar um subsidio para professores
de matematica do ensino médio, de modo a aprofundar os contetidos desta modalidade de
ensino.

Os PPL e os PPLI serao usados como suporte para temas transversais no ensino de
matematica do ensino médio, devido ao fato desses se apresentarem por meio de problemas
de natureza aplicada, que poderiam motivar os alunos a resolvé-los. Vislumbrando o avango
tecnologico, somos confrontados com novos problemas, que enquanto professor/educador,
devemos ter ao menos ciéncia de técnicas que possam resolvé-los, por isso acreditamos que
os topicos referentes aos PPL e PPLI servirao como complementaridade no que tange as
aplicacoes de conteuidos de matematica.

Desenvolveremos nossa proposta com foco nas técnicas que resolvam problemas da area
de otimizagao matematica, com enfoque nos PPL e PPLI. Para solucionar um PPLI com
duas variaveis, apresentaremos técnicas de PPL via graficos. Resumidamente, com a analise
grafica, impormos restri¢oes a fim de encontrar a solugao 6tima do problema original.

Na analise gréafica, usamos o software GeoGebra, software esse que nos possibilita realizar
diversas construgoes geométricas com o uso de pontos, retas, segmentos de reta, vetores,

semiplanos, poligonos dentre muitas outras possibilidades. Além disso, permite inserir fun-



¢oes; modificar os objetos interativamente apos a construcao estar finalizada; sendo capaz de
lidar com variaveis, nimeros, derivar e integrar fungoes, encontrar raizes e pontos extremos
de uma fungao. Com isto, o programa reine as ferramentas tradicionais de geometria com
outras mais adequadas ao estudo da algebra e do calculo. No dia-a-dia do professor em sala
de aula, acreditamos diante o exposto que o GeoGebra pode trazer muitas vantagens no que
tange a aprendizagem do aluno.

Nosso trabalho, esta dividido em trés capitulos. No capitulo 1, conceituamos e caracte-
rizamos a Pesquisa Operacional e os Modelos Matematicos. No capitulo 2, apresentamos as
teorias basicas sobre Programacao Linear e resolvemos PPL com o auxilio do software Geo-
Gebra. No capitulo 3, apresentamos as atividades, juntamente com uma analise matematica
e algumas discussoes. Por fim, apresentamos as consideragoes finais destacando os principais

resultados do trabalho.



1 PESQUISA OPERACIONAL

Neste capitulo, faremos uma introdugao sobre pesquisa operacional, para melhor apro-
fundamento do tema. Ver [4], [5], [10] e [11].

1.1 Notas Conceituais e Histéricas

Tomar decisdes é uma condi¢ao da vida humana. Convivemos com escolhas e rentincias
e apostamos nas quais acreditamos ser viaveis. Acostumamos com diversas situagoes, nas
quais uma decisao precisa ser tomada entre uma gama de alternativas possiveis e conflitan-
tes. Diante disso, apresentamos duas alternativas, usar a intuicao ou utilizar o processo de
modelagem a fim de realizar simula¢oes para encontrar a solucao desejavel. As duas opgoes
podem ser utilizadas conjuntamente para aperfeicoar os métodos de tomada de decisoes, bem
como avaliar o resultado da mesma.

A tomada de decisoes por meio da intuicdo busca resolver os problemas por meio da
escolha de informacoes relevantes, mas com baixo grau de complexidade, no qual o problema
em questao se apresenta.

Em detrimento desse fato, notamos que nas sociedades atuais os problemas de que dela
surgem oferecem um maior grau de complexidade, exigindo para a sua resolu¢ao um alto
grau de conhecimento das técnicas, dos dados das informagoes dos mesmos. Para tanto é
necessaria a expansao da capacidade de processamento dos dados. Para isso, vemos que a
resolucao desses problemas requer um processo de modelagem.

A Pesquisa Operacional busca por meio da estrutura de processos, propor um conjunto
de alternativas e acoes, fazendo a previsao e comparacao de valores, de eficiéncia e de custos.

A pesquisa operacional pode ser apresentada a alunos que estudam no ensino médio, uma
vez que a ela requer conhecimentos béasicos e pode ajudar o professor a cumprir alguma das
orientacdes do PCN.

Sobre os contetidos mateméaticos a serem apresentados no ensino médio, vale citar a

seguinte passagem em [2]:

A forma de trabalhar os contetidos deve sempre agregar um valor formativo
no que diz respeito ao desenvolvimento do pensamento matemaéatico. Isso
significa colocar os alunos em um processo de aprendizagem que valorize
o raciocinio matemaético - nos aspectos de formular questoes, perguntar-
se sobre a existéncia de solugao, estabelecer hipodteses e tirar conclusoes,
apresentar exemplos e contra-exemplos, generalizar situagoes, abstrair regu-
laridades, criar modelos, argumentar com fundamentacao légico-dedutiva.

(PNC, 2006. p. 69)



Destacamos, que nas “Questoes de Metodologia” presentes em [2], no qual acreditamos
aver uma possivel incitacao para o uso de Topicos de Pesquisa eracional no Ensino Mé-
h | t de T de P O lno E M
i is ha mencao no u ituacao-pr m mo recur Hgico. ituago
dio, pois ha menc¢ao no uso de situagao-problema como recurso pedagogico. Essas situacgoes
problemas sao caracteristicas marcantes nos problemas de otimizacao. Nesta opc¢ao didatica,
em vez de de apresentar a matematica na sequéncia definicao, exemplos e exercicios, o pro-
r seria um mediador, orientan uno em um pr m r resolvido.
fessor seria ediador, orientando o aluno em face de oblema a ser resolvido. Esse

processo se assemelha muito ao da pesquisa de um matematico, fisico ou engenheiro.

Se por um lado a ideia de situagdo-problema pode parecer paradoxal, pois
como o aluno pode resolver um problema se ele ndo aprendeu o contetido
necessario a sua resolucao?, por outro lado, a histéria da construgao do co-
nhecimento matematico mostra-nos que esse mesmo conhecimento foi cons-
truido a partir de problemas a serem resolvidos. (PNC, 2006. p. 69)

2] destaca também o papel da modelagem matemadtica na metodologia de ensino:

A modelagem matemaética, percebida como estratégia de ensino, apresenta
fortes conexoes com a ideia de resolucdo de problemas apresentada ante-
riormente. Ante uma situacao-problema ligada ao “mundo real”, com sua
inerente complexidade, o aluno precisa mobilizar um leque variado de com-
peténcias: selecionar variaveis que serdo relevantes para o modelo a cons-
truir; problematizar, ou seja, formular o problema teérico na linguagem do
campo matematico envolvido; formular hipéteses explicativas do fendmeno
em causa; recorrer ao conhecimento matematico acumulado para a resolugao
do problema formulado(...) (PNC, 2006. p. 84)

Diante do exposto, destacamos ainda que uma das finalidades da disciplina de matematica
no ensino médio para o aluno, se da nos destaques para o trabalho e para o exercicio da
cidadania, desenvolvendo autonomia intelectual e a compreensao dos processos produtivos,
além de contribuir para o desenvolvimento das habilidades relacionadas a representacao,
compreensao, comunicacao, investigacao e a contextualizacdo sociocultural.

Levando em consideracao a Pesquisa Operacional, podemos considera-1a como um sistema
organizado por meio de modelos, bem como da experimentagao dos mesmos, com a finalidade
de resolver um problema da melhor maneira possivel, buscando seu valor 6timo. Conside-
ramos a pesquisa operacional como uma ferramenta da matematica aplicada no processo de
tomada de decisao.

As origens da Pesquisa Operacional, de acordo com [3], remontam a Segunda Guerra
Mundial, quando os cientistas de varias areas de conhecimento se reuniram para resolver
problemas militares de natureza tatica e estratégica. O mesmo destaca que durante a primeira
guerra mundial, ocorreram as primeiras tentativas de analisar matematicamente os problemas
da guerra, fato esse que remontam os primérdios da pesquisa operacional. Podemos citar: Os

ensaios sobre a “Superioridade Numérica e o Poderio de Fogo” desenvolvidos por Lanchester
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entre 1914 e 1915 e os “Tabuleiros Taticos” de Thomas Edson para o estudo da guerra anti-
submarina. O desenvolvimento dos modelos apds a primeira guerra mundial contribuiu para
o seu surgimento, como forma organizada, proximo ao inicio da Segunda Guerra Mundial.
Podemos citar a Inglaterra que empregou métodos da Pesquisa Operacional para minimizar
as perdas em detrimento dos ataques aéreos.

Ha outros fatos notorios a respeito dos seus primérdios, mas acredita-se que a primeira
aplicacao dessa técnica foi no emprego militar na Segunda Guerra Mundial, em quem,
buscava-se desenvolver um plano de distribuicdo que otimizasse ou minimizasse diversas si-
tuacoes.

Por ser uma ferramenta matematica aplicada, ela pode nos dar condi¢oes para, solucionar
problemas reais, tomar decisoes embasadas em fatos, planejar e controlar sistemas por meio
da tecnologia, bem como utilizar métodos de outras areas do conhecimento, tudo isso com
a finalidade de encontrar a melhor solu¢ao para um problema, seja ele de maximizacao ou

minimizacao.

1.2 Classificacdo dos Problemas

E notério o impacto positivo que a Pesquisa Operacional vem causando nas dreas das
ciéncias politicas, matematica, economia, teoria da probabilidade e estatistica, com aplicacoes
diretas em muitas industrias, inclusive a de aviagdo e misseis, automoéveis, comunicacgoes,
computadores, energia elétrica, eletronica, alimentos, metalirgica, mineracao, papel, petréleo
e transporte. Sendo também perceptivel o aumento significativo da utilizagdo da Pesquisa
Operacional em institui¢oes financeiras, agéncias governamentais e hospitais devido ao seu
efeito benéfico nessas instituicoes.

A Pesquisa Operacional é uma ferramenta pratica que nos fornece subsidios para a ativi-
dade de gestao. Como ferramental quantitativo, ela fornece parametros decisérios confiaveis,
considera cenarios e estabelece, por meio de modelos matematicos, visualizagoes de possiveis
solugoes de problemas que apresentam variaveis, restrigoes, e funcao objetivo. Desta forma,
a Pesquisa Operacional se constitui de um moderno instrumental para a tomada de decisoes,
analisadas por meio de calculos estruturados em fases.

Segundo [11], hd muitos problemas que sao resolvidos por técnicas particulares de Pesquisa
Operacional, dentre elas:

e Programacao Linear: sao técnicas usadas para resolver problemas lineares de otimizacao
nos quais a fungdo objetivo e as restrigoes sao todas lineares, esse método tem sido usado
com sucesso na solugao de problemas relativos a alocagao de pessoal, mistura de materiais,

distribuicao, transporte, carteira de investimento, avaliacao da eficiéncia.



e Programacao Linear Inteira: é uma técnica para resolver problemas de programacao
linear onde as variaveis podem apenas apresentar nimeros inteiros. Tem sido empregada na
resolucao de problemas de investimento dentre outros;

e Programacao Nao Linear: sao métodos usados para resolver problemas nao lineares.

e Programacao Multiobjetivo: é uma forma de programacao linear ou nao linear em que
ocorre multiplas fungoes objetivos;

e Programagao Dindmica: é um método que busca a melhor frequéncia de decisoes em
que essas estao inter-relacionadas.

e Teoria das Filas: utiliza da probabilidade e da estatistica que estuda a formagao de
filas, através de andlises matematicas precisas e propriedades mensuraveis das filas. Com
ela prevemos modelos para demonstrar previamente o comportamento de um sistema que
ofereca servigos cuja demanda cresce aleatoriamente, tornando possivel dimensiona-lo de
forma a satisfazer os clientes e ser vidavel economicamente para o provedor do servigo, evitando
desperdicios e gargalos.

e Teoria dos Grafos: é um ramo da matematica que estuda as relagoes entre os objetos de
um determinado conjunto. Para tal sdo empregadas estruturas chamadas de grafos, G(V,E),
onde V ¢é um conjunto nao vazio de objetos denominados vértices e E é um conjunto de pares
nao ordenados de V, chamado arestas.

e Simulacdo: essa técnica consiste em criar modelos representativos de um processo ou
sistema do mundo real. O modelo de simula¢do estuda o comportamento do sistema, sendo
esse analisado por meio de relagdes légico-matematicas e simbdlicas, entre as entidades (ob-
jetos de interesse) do sistema. Uma vez validado, o modelo permite fazer questoes do tipo "e
se..."sobre o funcionamento do sistema no mundo real. A simulagdo também pode ser utili-
zada durante a fase de projeto, ou seja, antes do sistema ser construido. Destacamos assim
que a mesma é uma ferramenta que nos permite analisar o efeito de mudangas em sistemas
ja existentes, e além de prever a performance de novos sistemas em diferentes circunstancias.

e Teoria dos Jogos: é um ramo da mateméatica aplicada que estuda situacoes estratégicas
em que jogadores escolhem diferentes agdes na tentativa de melhorar seu retorno. Inicial-
mente desenvolvida como ferramenta para compreender comportamento econémico e depois
usada para definir estratégias nucleares, a teoria dos jogos é hoje usada em diversos campos
académicos. A teoria dos jogos também tem sua aplicabilidade no estudo do comportamento
animal, incluindo evolugao das espécies por selecao natural. Devido a interesse em jogos
como o dilema do prisioneiro iterado, no qual interesses proprios e racionais prejudicam a
todos. A teoria dos jogos vem sendo aplicada nas ciéncias politicas, ciéncias militares, ética,
economia, filosofia e, recentemente, no jornalismo, area que apresenta inimeros e diversos
jogos, tanto competitivos como cooperativos. Finalmente, a teoria dos jogos despertou a

atencao da ciéncia da computacao que a vem utilizando em avancos na inteligéncia artificial
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e cibernética.
Diante das varias possibilidades que a Pesquisa Operacional nos oferece, o conhecimento
sobre as subareas Programacao Linear e Programacao Linear Inteira, revela-se importante

para o aperfeicoamento do trabalho com a transversalidade com contetidos visto no Ensino
Médio.

1.3 Modelos Matematicos

No campo das ciéncias aplicadas encontramos problemas derivados de sistemas complexos,
a estes queremos analisar por meio de um modelo matematico. Tal modelo provém de
relagdes expressas por variaveis, parametros e operagoes, desde que, satisfacam as proposi¢oes
derivadas de um conjunto de axiomas da teoria que ali serd empregada.

Buscando uma inter-relagdo entre a realidade fisica (que provém de um problema proce-
dido de um sistema complexo) e resultados numéricos, os modelos mateméticos se colocam
como um agente de traducao e transposi¢ao dessas duas realidades, procurando ou propondo
instrumentos bem como as técnicas que as justifiquem.

Ha problemas reais, que embora parecem distintos, sdo resolvidos por modelos matema-
ticos iguais.

Dentre os varios campos em que sao utilizados os modelos matematicos, destacamos seu
uso na propria matemédtica, também na economia, fisica, quimica, biologia, comunicagao,
engenharia, astronomia, etc.

Normalmente usamos os modelos matematicos a fim de simplificar problemas do mundo
real ou entao buscando convenientemente trabalhar com esses problemas colocando restri¢oes
sem perder as suas caracteristicas essenciais.

Para tal, representamos de forma quantitativa as hipdoteses que foram usadas na cons-
trucdo do modelo, as quais ficam apoiadas sobre o sistema real. O tratamento quantitativo
provém de um conjunto de equacoes ou inequagoes, que visam interpretar as hipoteses nos
dando condic¢oes de deduzir consequéncias e localizando detalhes que deverao ser aceitos ou
recusados.

Para iniciarmos a resolugao de problemas, em geral, devemos coletar e organizar dados em
sistemas de informacao gerencial de maneira que esses sejam transformados em informacao
inteligivel aos usudarios finais. Apresentaremos agora uma forma de tratarmos problemas
dessa natureza.

1. O problema é apresentado, na maioria das vezes, sob forma discursiva e apds uma lei-
tura minuciosa, determinamos o objetivo no qual o mesmo se propoem, para tal, identificamos

as restrigoes, coletando as informacoes com maximo de exatidao.
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2. Transcrevemos as informagoes coletadas para a linguagem matemaética, explicitando
as equagoes ou inequacoes, distinguindo a func¢ao objetivo das restrigoes.

3. Encontramos a soluc¢ao do problema por meio de técnicas especificas para o problema
matematico.

4. Apés encontrar a solugao 6tima do problema, devemos verificar se os resultados aten-
dem ao modelo real do problema. Em alguns casos podemos conferir se novas solugoes sao
necessarias, para tal podemos usar a simulagao.

5. Nesse ultimo momento de analise, far-se-4 implantacao e acompanhamento do sistema
num todo, avaliando se é necessario fazer adequacoes no modelo.

Uma das caracteristicas fundamentais da Programacao Matematica tendo em vista os
Modelos Matematicos ¢é sua extensibilidade decorrente a sua vasta aplicabilidade. Algumas
delas se tornaram classicas, como o problema de transporte; a administracdo da producao
de materiais; a analise de investimentos; os problemas de distribui¢cao de recursos, pessoal e
tarefas; o problema de cortes de material; etc.

Nos problemas que estudaremos, apos sua modelagem matematica, terdo a seguinte for-

mulacao geral:

Otimizar f(x1,2Ta,...,T,) = 171 + CoTo + ... + Ty
Sujeito a.
g1(z1, 29, ..., 2y) < ou > ou=0bh
Go(w1, 12, ..., 1) < 0u > ou = by
gm(T1, 29, ..., 2,) < 0u > ou = by,

A funcao f é a funcao objetivo que representa a medida de eficiéncia do sistema e que se
deseja obter seu valor 6timo através das restrigoes.

As inequagbdes ¢; para i = 1,...,m, representam as restricoes do problema, que se carac-
terizam geralmente como atividades que consomem recursos e em que proporc¢oes 0s mesmos
sao consumidos.

Destacamos também que as varidveis do problema estao representadas por x; com j =
1,...,neb;, parat=1,...,m, representa a quantidade disponivel de determinado recurso.

O foco de interesse deste estudo baseia-se na PL e na PLI as quais sdo técnicas que nos
permitirao resolver problemas desta natureza, onde f e g; para i = 1,...,m sao lineares.

Apresentamos abaixo, dois problemas préticos retirados de [11], em que o primeiro cor-
responde a um PPL e o segundo a um PPLI.

Exemplo 1. A rede fast food McDonald’s nos Estados Unidos aplicou a Programagao
Matematica para otimizacao dos horarios de trabalho em quatro de seus estabelecimentos,
pertencentes a Al Boxley. Este tipo de atividade recorre frequentemente a mao de obra

de meio expediente, tendo como resultado uma grande aleatoriedade na disponibilidade dos
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recursos humanos. A Programacao Linear proporcionou um melhor aproveitamento dos
recursos das unidades, obtendo-se uma programacao de horarios mais convenientes de acordo
com as preferéncias de horario de cada funcionario.

Exemplo 2. A PFG usa caminhoes-reboques especialmente equipados (quinta roda) para
entregar fardos de ldminas de vidro plano aos clientes. Os fardos variam em tamanho e
peso, e uma Unica carga de reboque pode incluir fardos diferentes, dependendo dos pedidos
recebidos. Regulamentagoes governamentais determinam limites maximos para os pesos nos
eixos, e o posicionamento propriamente dito dos fardos no caminhao é crucial para determinar
esses pesos. A resolucdo desse problema consiste em determinar o carregamento dos fardos
na carroceria do caminhao de modo a satisfazer os limites de peso por eixo. Com o uso da

programacao linear inteira foi possivel obter tais valores.
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2 PROGRAMACAO LINEAR

Neste capitulo, apresentaremos as teorias basicas sobre a programacao linear, para melhor
aprofundamento do tema ver [1], [3], [6], [7], [9] e [11].

Defini¢ao 2.1 (Programacao Linear) Definimos um Problema de Programagdo Linear
(PPL) como um problema cuja fung¢io objetivo e todas as restrigoes correspondem a equagoes
ou inequacoes lineares, sendo que o objetivo desses problemas é encontrar uma solucao otima

(melhor), existentes num planejamento de atividades.

Um PPL é caracterizado pelas seguintes hipoteses:

Certeza: Todos os parametros sdo constantes conhecidas, tornando o modelo determinis-
tico.

Proporcionalidade: Admite que a contribuicao individual de cada variavel de decisao,
tanto na fungdo objetivo quanto nas restrigoes, seja diretamente proporcional ao valor da
variavel.

Aditividade: Estabelece que a contribuicao total na funcao objetivo e suas restrigoes
seja soma direta das contribui¢oes individuais de cada variavel de decisdao, nao podendo ter
interdependéncia entre as elas.

Divisibilidade: As variaveis de decisao podem assumir valores fracionarios.

Abaixo apresentamos o modelo algébrico de um Problema de Programagao Linear:

Modelo Linear Geral.

mazx f(x1, T2, ..., Ty) = 1T + CoTa + ... + Ty
Sujeito a.

1121 + 19T + . .. + a1,T, < ou > ou = by

911 + a9y + ... + Q9 T, < ou > ou = by

Am1T1 + Qoo + . ..+ QGunXn < 0u > ou = by,

T1,To, .., Ty >0
Para a resolucao desse tipo de problema ¢ exigido que x1, o, ..., x, > 0 e que as restricoes
sejam todas equagoes ou inequagoes.
As variaveis do problema estao representadas por x1, zs, ..., x,, 0os coeficientes das varia-
veis (varidveis de decisao) sdo denominados coeficientes tecnolégicos e by, bs, . . ., by, representa

a quantidade disponivel de determinado recurso.
Como ja discorremos, a Programacao Linear é uma técnica bastante utilizada na Pes-

quisa Operacional, pois a mesma consegue resolver problemas em diversas areas, justamente



pela simplicidade do modelo envolvido e a facilidade para resolugao de problemas utilizando
técnicas graficas, algébricas ou algoritmicas.

Segue um Problema de Programagao Linear, em que discorreremos sobre o mesmo a
fim de encontrar sua solucao 6tima, salientamos que usaremos o software GeoGebra como

auxiliador no que tange a visualizacao grafica do problema proposto.

Exemplo 2.1 (Problema dos bolos) Encomendaram-se a um padeiro dois tipos de bolos
para uma festa de casamento. Cada quilograma de bolo do tipo A dd um lucro de 5,00 reais,
e cada quilograma de bolo do tipo B da uwm lucro de 7,00 reais.

Relativamente aos produtos necessarios a confeccao dos bolos, o padeiro sé tem limitacoes
em dois: dispoe apenas de 8K g de ag¢tcar e de 6K g de farinha.

Sabe-se que:

Cada quilograma de bolo do tipo A leva 0,4K g de agicar e 0,2K g de farinha,

Cada quilograma de bolo do tipo B leva 0,2K g de a¢icar e 0,3K g de farinha.

Quantos quilogramas de bolo do tipo A e quantos quilogramas de bolo do tipo B deve o

padeiro fabricar para ter o maior lucro possivel?

Designaremos por x a quantidade de bolo do tipo A e y a quantidade de bolo do tipo B.
A funcao objetivo em questao corresponde a maximizacao do lucro com a venda dos tipos

de bolos, ou seja,

f(z,y) = bz + Ty.

As restrigoes correspondem as disponibilidades referentes as quantidades de agucar e
farinha, que respectivamente correspondem as inequacoes

Inequacao referente a quantidade de agucar.

0,4+ 0,2y <8

Inequacao referente a quantidade de farinha.

0,2 +0,3y <6
Além da exigéncia em termos as quantidades de bolos nao negativos, ou seja,

x,y > 0.

Note que tanto a funcao objetivo quanto as restri¢oes sao formadas por equagoes e ine-

quacoes lineares o que verifica a linearidade.
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Formulacao matemdtica:

mazx f(x,y) =5x+ Ty
0,4 + 0,2y <8
Sujeito a. 0,22+ 0,3y <6
z,y >0

2.1 Resolucdo Grafica de um PPL

Em particular, um PPL com duas variaveis permite uma visualizagdo geométrica, sendo
assim, usaremos o método grafico para resolvé-lo. Inicialmente esbocaremos o conjunto de
todas as possiveis solugoes para o problema, sendo representado pelo sistema de restricoes,
e dentre estas identificar aquela em que ocorre o valor 6timo, calculado a partir da funcao
objetivo.

Para esse fim, usaremos como suporte o software GeoGebra, pois o mesmo possibilitara
realizar diversas construcoes geométricas com o uso de pontos, retas, segmentos de reta,
vetores, semiplanos, poligonos dentre muitas outras possibilidades, assim como permitira
inserir fungoes e modificar os objetos interativamente, apés a construgao estar finalizada.

Esse software é capaz de lidar com variaveis, nimeros, pontos, vetores, derivar e integrar
fungoes, encontrar raizes e pontos extremos de uma fungao. Com isto, o programa reine as
ferramentas tradicionais de geometria com outras mais adequadas a algebra e ao calculo.

No dia-a-dia do professor em sala de aula, acreditamos que ele possa trazer muitas van-
tagens, dentre elas temos como movimentar as figuras em diversas dire¢oes e a partir do que
o aluno observa o professor pode indaga-los a apresentarem conclusoes acerca de padroes
observados.

Em nosso trabalho, iremos focar no uso algébrico e grafico para a resolucao dos problemas
de PL com duas variaveis de decisdo, uma vez que iremos plotar inequagoes a fim de gerar
graficamente as restricdes do problema, bem como plotaremos retas que representam a funcao
objetivo com o intuito de encontrar o melhor valor para a mesma.

O espaco das solucdes de problemas com duas varidveis é o plano R?. Dados dois pontos
distintos no plano determinamos uma reta, que possui uma representagao algébrica da forma
ax + by = ¢, em que a, b, e ¢ sdo constantes que podem assumir qualquer valor real.

Uma reta divide o plano em duas regides chamadas de semiplanos, e as inequagoes ax +
by > c e ar + by < c representam semiplanos abertos distintos, enquanto as inequacoes
ax+by > ceaxr+by < ¢ determinam semiplanos fechados cuja intersecao é a reta ax+by = c.

Tomamos como base o problema do bolo, (exemplo 2.1), para apresentar as ideias da

resolucao do PPL via graficos.
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Vamos analisar graficamente a inequacao 0,4x + 0,2y < 8 referente a quantidade de

acucar. Para tal iremos plota-la no GeoGebra.

\

0,22 +0,3y <8

Figura 1 — Representagao grafica da inequacao 0,4z + 0,2y < 8.

A regido em destaque na Figura 1 é a representacao grafica do semiplano fechado deter-

minado pela mesma.

Plotando a regiao determinada pela quantidade de farinha, obtemos a Figura 2.

k!

0,22 +0,3y < 6

Figura 2 — Representacgao grafica da inequacao 0,2x + 0, 3y < 6.
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Falta representar as inequacgoes referentes a condi¢do de nao negatividade do problema,
x > 0 e depois y > 0.

Na Figura 3 apresentamos todas as representagoes graficas das inequagoes do problema
do bolo.

Figura 3 — Representacao grafica das restri¢oes do problema do bolo.

A representacao grafica de um sistema de inequacoes lineares com duas variaveis serd a
interseccao dos semiplanos correspondentes a cada inequagdo. As restrigdes de um PPL jun-
tamente com as condi¢oes de nao negatividade é um conjunto de semiplanos cuja intersec¢ao
determina um conjunto de pontos do R? denominado regido das solugées factiveis ou regiio
vidvel. Construimos um poligono que representa tal regiao, segue a representacao grafica das

restrigoes do problema:

0,20 +0,3Y <6

0, 4r +0,2y <8

¥y =0

"

Figura 4 — Regiao viavel.
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Note que, a interseccdo das inequagoes resultam num poligono, mas precisamente um
quadrilatero. Seus vértices tem como coordenadas os pontos (0,0), (20,0), (15,10) e (0, 20),
que serao nomeados respectivamente por A, B,C e D.

Caso, esses valores nao estejam facilmente visiveis, podemos utilizar o GeoGebra para re-
duzir estes calculos, basta digitar: Intersecao| <Objeto>, <Objeto> ], onde tiver <Objeto>
escrevemos a equacgao da reta, por exemplo:

Intersegao| x=0, 0.2x + 0.3y=6 |.

\ D=(0,20)
0.4x 4+ 0.2y < 8
022+ 03y <6
C=(15,10)
x>0
- A=(.0) | 5 ’ ; 0 “s-@oo)

Figura 5 — Vértices da regiao viavel factivel.

Assim, o poligono ABC'D é o conjunto de todos os pontos X = (z,y) que satisfazem
todas as restrigoes do problema ao mesmo tempo. Dessa forma, toda combinagdo possivel
da producao de x que corresponde & quantidade de bolo do tipo A e de y que corresponde a
quantidade de bolo do tipo B sera um ponto do poligono ABC'D, do seu interior ou entao
ponto de fronteira.

Agora veremos a representacao da fungao objetivo.

A funcao objetivo admite valor de maximo ou valor de minimo, se estiverem sujeitas a
restrigoes do problema. Como a fun¢ao objetivo do problema dos bolos possui duas variaveis,

entao ela é do tipo f(z,y) = a1z + cy.
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Fungdo ™.
Objetivo ~,

Figura 6 — Representagao grafica da funcao objetivo.

Para analisar a otimizagao da funcao objetivo utilizaremos as curvas de niveis. Entende-
mos por curvas de niveis, todas as curvas paralelas a reta f(z,y) = 0, isto é, todas as retas
do tipo f(x,y) = ¢, com ¢ € R. Notamos que todas as curvas de niveis possuem mesmo
vetor normal (vetor gradiente). Vamos adotar a convenc¢do que as curvas de niveis crescem
na direcao do vetor normal. Esta convencao é conveniente com as propriedades do vetor
gradiente ver [4].

No caso em que a funcdo objetivo é uma funcao linear, temos que o vetor gradiente sera

constante em todos os pontos da reta perpendicular a fun¢do objetivo.

Como vetor normal a fungao objetivo o vetor (5,7).

Vetor Gradiente !

T~

Figura 7 — Representagao grafica do vetor gradiente.
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Fungéo
Objetive S

Figura 8 — Func¢ao objetivo assumindo valor 0.

Cada curva de nivel estd associada um, e somente um, valor para a fun¢do objetivo.
Vamos demonstrar que a funcdo objetivo assume valor de maximo em algum dos vértices da

regiao viavel.

Afuncao objetivo
cresce no sentido

do vetor gradiente.

Figura 9 — Funcao objetivo aumentando muda de valor, cresce na mesma direcao e sentido
do vetor gradiente.

Consideramos um ponto () pertencente a regiao viavel e a curva de nivel f(z,y) = ¢

passando por (). Se () for um ponto interior do poligono, sera possivel melhorar o valor da
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fungao objetivo, pois existem pontos da regiao viavel, tais que f(x,y) > ¢, basta tomar uma

curva de nivel "maior'no sentido do vetor normal.

Figura 10 — f(z,y) =60 e Q € f(z,y)

Para melhorar esse valor tomaremos outro ponto da regiao viavel, seguindo a direcao e
sentido do vetor gradiente "tomando outro ponto” e tracamos a curva de nivel que passa por
esse ponto. Se por acaso, () for tomado de maneira que nao exista alguma outra solucao
viavel entao nao serda mais possivel melhorar o valor da funcao objetivo e a solug¢ao 6tima foi

determinada.

Para fixy) = 145, temos uma
solugdo  Gtima  para  nosso
problema, uma vez que ndo existe
nenhuma outra solucdo vidvel
situada no semiplano a direita.

(’r

Figura 11 — f(x,y) = 145.

A solucao do problema foi obtida pela interseccao de um vértice do poligono ABCD

com uma curva de nivel. A solugdo é 6tima pois nao é possivel mais aumentar o lucro.
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Portanto, temos a solugdo 6tima no ponto C' = (10, 15) que gera como valor 6timo f(x,y) =
5 X 15+ 7 x 10 = 145.

Vale salientar que a busca pelo vértice 6timo é analogo para problemas de minimizagao,
entretanto o sentido da busca pela solugdo do problema deve seguir a dire¢do contraria ao

crescimento indicado pelo vetor normal.

2.2 Existéncia e unicidade de solucdes para um PPL

As condigbes para a existéncia da solugao para um PPL que sera garantida pelo seguinte
teorema:

Na referéncia [12] o autor demonstra o teorema do valor extremo para fungoes f definidas
sobre o R™. Para nossa abordagem tomamos o seguinte teorema com condicoes sobre R? de

forma mais fraca.

Teorema 2.1 (Teorema do Valor Extremo) Seja f : A C R> — R uma fungio con-
tinua e A um conjunto fechado e limitado. FEntao, existem pontos de mdximo e minimo
absoluto de f em A, isto €, existem xg,x1 € A tais que f(xo) < f(x) < f(x1) para todo
x € A, ou seja, para todo conjunto limitado e fechado A C R?, f alcanga um valor mdximo

e minimo.

Vejamos as situacoes que podem ocorrer com a regiao viavel e as consequéncias sobre a
solucao de um PPL. Faremos esta analise graficamente.
Caso I: A regiao viavel é um conjunto vazio, pois as restrigdes possuem intersecgao vazia

e o PPL nao admite solucao.

Figura 12 — Um caso em que o problema nao possui solucao.

Caso II: A regiao viavel é um conjunto nao vazio e limitado, neste caso o PPL tem solugao

otima, tnica ou nao.
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Figura 13 — Um caso em que o problema tem uma tnica solucao.

Destacamos que, num PPL cuja regiao viavel seja nao vazia e limitada, possui infinitas
solugdes quando o coeficiente angular das curvas de niveis obtidas a partir da funcao objetivo
for o mesmo valor do coeficiente angular de alguma aresta da regiao viavel obtida a partir

das restrigdes do problema. Como segue na Figura 14.

4

Figura 14 — Um caso em que o problema possui infinitas solugoes.

Caso III: A regiao vidavel é um conjunto nao vazio e ilimitado, nesse caso duas situagoes
podem ocorrer.

O PPL tem solugao étima, inica ou nao.
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Figura 15 — Um caso em que o problema possui regiao viavel ilimitada e solu¢ao 6tima tunica.

O PPL nao tem valor 6timo finito, ou seja, o valor da fungdo objetivo cresce indefinida-

mente no sentido favoravel.

Figura 16 — Um caso em que o problema possui regiao viavel ilimitada e nao possui solucao
otima.

Por esse método compreendemos que o valor 6timo, caso exista e seja tinico, estard em um
dos vértices da regiao viavel e os processos algébricos e graficos permitirao por tabulamento

analisar os vértices da regiao viavel.
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2.3 Abordagem algébrica de um PPL em R".

Considere uma fungao f : R" — R com x € R" sendo um vetor de n-uplas z =

(1’1, Ty ey .CEn)

Defini¢ao 2.2 Em problemas de mazimizagdo, uma solugao vidvel x* = (x5, x5,... a%) €

dita dtima se f(xz*) > f(x), para toda solugio vidvel x.

Definicao 2.3 Um modelo de PPL esta na forma padrao quando for formulado da sequinte

maneira:

max f(x1,Ta,...,2,) = 1T + Co%a + ... + Cuy
1171 + a12%2 + ...+ ATy = by
2171 + A22%2 + ...+ AonTy = bg
Sujeito a.
A1 T1 + Qa2 + .o o+ ATy, = bm

T1, T2, ..., Ty >0

Observe que, na forma padrao, a funcao objetivo deve ser maximizada, as restri¢coes sao
definidas como um sistema de equagoes lineares e todas as variaveis devem satisfazer as
condic¢oes de nao-negatividade.

Podemos modificar para a forma padrao de um PPL, seguindo os seguintes passos:

1. Para PPL de maximizagao, encontrar uma solugao vidvel z* que maximize f(x) é equi-
valente a encontrar uma solu¢ao que minimize — f(x). Suponha que * é um ponto 6timo de
f(z), entdo termos f(z*) > f(x), Vo vidvel
— —f(z*) < —f(z), Va viavel
— (—f)(@*) < (=f)(z), V vidvel

2. Uma inequacao pode ser transformada em equacao, para isso adicionamos ou subtrai-
mos variaveis adicionais positivas chamadas de varidveis de folga ou de excesso para o caso
de desigualdade do tipo < ou >, respectivamente.

3. Consideramos wvaridveis livres, as variaveis que nao apresentam qualquer tipo de res-
tricdo de sinal. Dada uma varidvel livre z; podemos substitui-la por outras varidveis z; e 2"
nio negativas, para isso devemos tomar z; = r; — 7.

4. Equivalementemente a forma padrdao de um PPL, podemos escrever o problema na

forma matricial como:
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i

Qm1

A1n

¢ a matriz dos coe ficientes;

amn

= ( C1 ... Cp ) ¢ o vetor dos custos;

Tn ) é o vetor das varidveis de decisao;

b ) é o vetor dos recursos;

(0 O)éovetornulo;
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3 PROPOSTA DE ATIVIDADES

Neste capitulo, propomos dois problemas para o desenvolvimento da aprendizagem de
alguns topicos da Programacao Linear, tomando como situagoes que envolvam no méaximo
duas incognitas.

Acreditamos que, seria viavel, a aplicagdo desses problemas numa sala de informaética,
aos alunos, apos serem ministrados os contetidos da area das equagoes e inequacoes lineares.
Dessa maneira, constituiria uma possivel maneira de mostrar aplicagoes e resultados para os

conteudos vistos até aquele momento.

Problema 1: Para arrecadar fundos para um Grémio de Estudantes, os alunos
conseguiram a doacao de 20 pares de chuteiras e 60 camisas e decidiram fazer dois tipos de
kits com elas:

Tipo A: um par de chuteiras e uma camisa;

Tipo B: um par de chuteiras e cinco camisas.

Venderiam, depois, os kits do tipo A por 20, 00 reais e os do tipo B por 80,00 reais.
Sugestao de roteiro para obter a solugao.

a. Identifique as variaveis de decisao do problema.

b. Identifique a fungao objetivo do problema.

c. Identifique as restrigoes do problema.

d. Escreva-as sob forma de sistema de inequagoes.

e. Escreva o problema na forma padronizada dos Problemas de Programacao Linear.
f. Represente graficamente as restrigdes do problema.

g. Encontre a regiao factivel gerada pelas restri¢coes e determine seus vértices.

h. Represente graficamente a fungdo objetivo do problema e encontre a reta de nivel

paralela a funcao objetivo que permita vender os kits com maior lucro possivel.

Discussao e Resolugao

Discussao do item a.

Apés a leitura do problema, o aluno devera identificar as variaveis de decisao do problema,
levando em consideragao que as mesmas devem corresponder e estabelecer algum relaciona-
mento com o objetivo do problema, logo encontrar as variaveis de decisao seria explicitar a
quantidade de kits A e B a serem vendidos. Vale salientar que a escolha pelas varidveis z
e y se deram pois o GeoGebra, software usado como auxiliador na resolucdo do problema,
reconhece essas duas “letras” como variaveis ao invés do x; e o comumente usado.

Resolucao do item a.



Designaremos por x a quantidade de kits do tipo A e y a quantidade de kits do tipo B.

Discussao do item b.

Com esse item recomendamos ao aluno escrever, a partir das variaveis ja designadas no
item anterior, qual seria fungao que gera o lucro pela venda de cada kit, pois com essa funcao
encontraremos a melhor solu¢ao para o problema.

Resolucao do item b.

A fungdo objetivo em questao, corresponde ao lucro com a venda dos kits, ou seja,
f(z,y) = 20x + 80y

Discussao do item c.

Na determinacao das restri¢oes, devemos levar em conta todos os requisitos disponiveis,
a esses analisaremos desde as limitagoes explicitas até as implicitas. Enfim, nesse item
objetivamos identificar as restri¢des que se configuram na quantidade disponivel de chuteiras
e camisas, bem como a compreensao de que nao pode haver quantidade de kits negativos.

Resolugao do item c.

A quantidade de chuteiras e a quantidade de camisas que nao podem exceder 20 e 60 res-
pectivamente. Além disso, temos a exigéncia em termos as quantidades de kits ndo negativo.

Discussao do item d.

Cada limitacdo imposta pelo problema pode ser expressa por meio de equagdes ou ine-
quacoes, em funcao das variaveis de decisao, com isso objetivamos propor ao aluno descrever
o que por ele foi observado no item anterior via algebra, descrevendo as restri¢des sob forma
de um sistema de inequagoes.

Resolugao do item d.

x + 1y < 20, restrigao referente a quantidade de chuteiras.
x + by < 60, restricao referente a quantidade de camisas.
x,y > 0 restricao referente a condicao de nao negatividade dos PL.

Discussao do item e.

Buscamos nesse item, apresentar o problema de modo simplificado, esse modelo auxiliara
o estudo do problema, bem como facilitard a resolugdo do mesmo.

Resolucao do item e.

Mazx.f(x,y) = 20z + 80y
sa. x4y <20
x + 5y <60
x>0
y=>0

Discussao do item f.
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Preparamos este quesito, com o objetivo de possibilitar aos alunos a realizacao da con-
versao das inequagOes na representacao algébrica para a representacdo grafica, para cada
inequacao plotada teremos um semi-plano, pois as inequagoes sao lineares com duas varia-
veis, acreditamos que esse item ajudara na visualizacdo e no entendimento da regiao factivel.
Para tal, usaremos o software GeoGebra.

Resolugao do item f.

Plotagem da inequagao x +y < 20.

Comando no GeoGebra: [x +y < = 20].

sty |

:b\zz

Figura 17 — Representacao gréafica da inequacao referente a quantidade de chuteiras.

Na plotagem da segunda inequacao x + 5y < 60. Note que, na Figura 18, as inequagoes
se sobrepoem, pois a parte mais escura corresponde a intersec¢ado das mesmas.

Comando no GeoGebra: [x + by < = 60].

x4+ 5y < 60

Figura 18 — Representacao grafica da inequacao referente a quantidade de chuteiras e camisas
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Agora ao plotarmos as inequagoes x > 0 e y > 0, notamos que na Figura 19 mais uma
vez que as inequagoes se sobrepoem.
Comando no GeoGebra: [x > = 0] e [y > = 0]

x + 5y < 60

Figura 19 — Representacao grafica das inequagoes.

Discussao do item g.

A representacao grafica de um sistema de inequagoes, sera a interseccao dos semiplanos
correspondentes a cada inequagao. Graficamente, analisando a janela grafica do GeoGebra,
notamos que a interseccao das inequacoes é visualmente perceptivel, uma vez que a mesma
se faz visivel na parte mais escura do grafico. Apods delimitar a regiao factivel, solicitamos
que os participantes encontrem os vértices, eles serao de grande importancia para obtencao
do valor 6timo desejado, uma vez que esse valor existindo e sendo tnico sé podera ocorrer

nesses vértices.

Resolugao do item g.

Por meio da representacao grafica das restrigdes do problema, podemos encontrar os
vértices da regido vidvel, sendo eles, (0,0), (20,0), (10, 10) e (0, 12) vistos na Figura 20. Outra
maneira de encontrar tais pontos é por meio da resolucao de um sistema de inequacoes.

Para o vértices A: z +y = 20 com z 4 5y = 60. Comando no GeoGebra:
Intersecao[x + y = 20, x + 5y = 60].
Para o vértices B: x +y = 20 com z = 0. Comando no GeoGebra:

Intersecao[x + y = 20, x = 0.
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Para o vértices C: x = 0 com y = 0. Comando no GeoGebra:
Intersegao[x = 0, y = 0.
Para o vértices D: y = 0 com z 4 5y = 60. Comando no GeoGebra:

Intersecaoly = 0, x + 5y = 60].

y=>0

A = (10, 10)
T+ 5y < 60

Figura 20 — Representagao grafica da regiao viavel.

Apo6s marcar os vértices da regiao viavel, podemos ocultar as inequagoes e construir um

poligono com os vértices, digitando na janela de entrada Poligono[A, B, C, D|.

B=(0,12)
L

Figura 21 — Poligono ABC'D
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Discussao e resolucao do item h.

Buscando encontrar o valor 6timo, o aluno é instigado a verificar em cada vértice, qual
deles possibilita o melhor valor para a fungao lucro, ou seja, o qual vértice gera o maior lucro
pelas vendas dos kits A e B.

Para tal, podemos usar o comando Reta] <Ponto>, <Reta Paralela> | na janela de en-
trada do GeoGebra. Com esse comando, substituiremos em <Ponto> cada um dos vértices
que ainda nao foram usados, no caso D, A e B, j4 em <Reta Paralela> usaremos nossa fungao
objetivo, 20z 4+ 80y = 0.

Na Figura 22, temos a reta de nivel passando pelo vértice C, note que o valor obtido para

a funcao objetivo é 0.

B=1(0,12)
LY SR

TTT—— a=(0n)

200+ 80y =0

2

Figura 22 — Reta de nivel passando no vértice C.

Na Figura 23, temos a reta de nivel passando pelo vértice D, note que o valor obtido para
a fungao objetivo é 200.

15

104 —  A=(10,10)

202 + 80y =0 20z + 80y = 200

Figura 23 — Reta de nivel passando no vértice D.
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Na Figura 24, temos a reta de nivel passando pelo vértice B, note que o valor obtido para

a fungao objetivo é 480.

204

20 + 80y = 480

D={20,0)
-20 -15 -10 -5 20 25

Figura 24 — Reta de nivel passando no vértice B.

Na Figura 25, temos a reta de nivel passando pelo vértice A, note que o valor obtido para

a funcao objetivo é 500.

204 + 80y — 480

A=(10,10)
10 —

— 20z +80y =500

20z 4 80y = 200

200 +80y =0 2

Figura 25 — Reta de nivel passando no vértice A.

Melhor valor para a funcao objetivo 500, logo esse valor serd obtido com a venda de 10
kits do tipo A e 10 kits do tipo B.
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Problema 2: A turma da Isabel decidiu fazer arranjos florais, utilizando flores do horto da
escola, para vender no Dia dos Namorados. Idealizaram arranjos formados por rosas e
violetas. Dispondo de 35 rosas e 36 violetas. Pensaram formar dois tipos de arranjos, o
arranjo Gracioso e o arranjo Formoso:

e O arranjo Gracioso serd composto por 5 rosas e 4 violetas, dando um lucro de 2 reais.

e O arranjo Formoso sera composto por 7 rosas e 9 violetas, dando um lucro de 3 reais.
Isabel deseja saber a quantidade de arranjos Gracioso e Formoso que ela deve confeccionar,

afim de obter o maior lucro possivel com a venda dos mesmos.

A resolucao desse problema segue de maneira andloga ao problema anterior, pois acre-
ditamos que o modo de resolucao apresentada é viavel e pode auxiliar e proporcionar boas
discussoes em sala de aula, com os alunos.

a. Identificando as variaveis e decisao do problema: Chamaremos de z a quantidade de
arranjos do tipo Gracioso e y a quantidade de arranjos do tipo Formoso, confeccionados por
Isabel.

b. Identificando a fun¢do objetivo do problema: Devemos obter o maior lucro com as
vendas dos arranjos, sendo que a cada arranjo Gracioso vendido teremos um lucro de 10,00
reais e a cada arranjo Formoso vendido, teremos um lucro de 15, 00 reais. Reescrevendo essas
informagoes algebricamente, teremos a fungao lucro: f(x,y) = 2z + 3y.

c. Identificando as restricbes do problema: De acordo com o problema, temos uma
quantidade limitada de flores, ou seja, podemos usar no maximo 35 rosas e 36 violetas. Cada
arranjo usa quantidades diferentes de cada tipo de flor. Em relacdo a quantidade de rosas,
temos 5 no arranjo Gracioso e 7 no arranjo Formoso, ja em relacao a quantidade de violetas,
temos 4 no arranjo Gracioso e 9 no arranjo Formoso, além de que essas quantidades de flores
nao devem ser negativas.

d. Escrevendo as restri¢oes do problema sob forma de inequagoes:

or + Ty < 35
4x + 9y < 36
x>0
y=>0

e. Problema escrito na forma padronizada de um PPL: Tendo explicitados a funcao
objetivo e as restri¢oes do problema, podemos entao reescrever o problema matematicamente,

isso nos facilitard na resolu¢do do mesmo.
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Max f(x,y) = 2z + 3y
s.a 5x + Ty < 35
4x 4+ 9y < 36
x>0
y=>0

f. Representacao da restricao graficamente. Plotando as inequagoes no GeoGebra, iremos

encontrar, a partir de cada uma delas, semiplanos.

Figura 26 — Representacao grafica das restricoes do problema.

g. Encontrando a regiao viavel gerada pelas restricbes e determinando seus vértices:
Regido viavel é a interseccao das inequagoes, sendo representada graficamente através da

parte mais escura do grafico.

Figura 27 — Regiao viavel em destaque.
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Podemos encontrar os vértices da regiao viavel, localizando a interseccao das retas, de-

terminada pelas inequacoes.

No Geogebra, usando o campo de entrada, digitamos Intersecao| <Objeto>, <Objeto> |
Onde tem o nome <Objeto> colocaremos as equagoes que extraimos das inequagoes.

Para o vértice A, digitamos:
A = Intersecaolx =0,y = 0]
Para o vértice B, digitamos:
B = Intersecaolbz + Ty = 35,y = 0]
Para o vértice C, digitamos:
C' = Intersegaolbzr + Ty = 35, 4x + 9y = 36|
Para o vértice D, digitamos:

D = Intersecaolx = 0,4z + 9y = 30]

Figura 28 — Vértices da regiao viavel.

Tendo os vértices da regiao viavel do problema, podemos a partir deles plotar um poligono

que nos ajudara e facilitard nossa andlise da regiao viavel a procura da solucao 6tima para o

problema.
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Para tal, ocultaremos os semiplanos determinados pelas inequagoes e digitaremos no

campo de entrada do GeoGebra,
Poligono[< Lista de Pontos >|

Na lista de pontos, indicaremos os vértices A, B, C' e D

PoligonolA, B, C, D]

40

T C=1(3.71,2.35)

| \\\

B=(7,0)

Figura 29 — Regiao poligonal.

h. Representando a funcao objetivo: Inicialmente, digitamos na janela de entrada nossa
fungao objetivo, f(z,y) = 2x + 3y, mas com lucro zero, ou seja, digitariamos 2z + 3y = 0,
para, a partir desse valor, procurarmos em qual dos vértices a funcao objetivo permitiria um

melhor lucro.

40

1
N \B:(T. 5

20+ 3y=10

Figura 30 — Funcao objetivo aplicado no ponto A.
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Encontrando a curva de nivel obtida por meio da fungao objetivo que forneca na regiao
viavel uma melhor solugao para o problema.

Analisaremos cada um dos trés vértices restantes apontando o lucro que cada um deles
pode render.

Para o vértice B, temos um lucro de 14, 00 reais usando apenas 7 arranjos Graciosos.

A= (0, 0)

20+ 3y=10

Figura 31 — Funcao objetivo aplicado no ponto B.

Analisando o vértice D, que nos permite obter 12, 00 reais de lucro.

2r4+3y=10

24

-3

Figura 32 — Funcdo objetivo aplicado no ponto D.
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Por 1ultimo, iremos analisar o vértice C, temos um lucro de 14, 47 reais.

A=10,0)
2 -1

2r4+3y=10

Figura 33 — Fungao objetivo aplicado no ponto C'.

Para obter esse valor deverifamos vender 3, 71 arranjos Graciosos e 2, 35 arranjos Formosos.
Porém, pelas caracteristicas do problema, trata-se de um PPL com varidveis inteiras, desta
forma a quantidade de arranjos a serem vendidas deverao ser representadas por um par de
numeros inteiros nao negativos, que embora estivesse implicito no problema nao abordamos
inicialmente em suas restrigoes.

Tanto no problema anterior quanto nesse, estamos tratando de Problemas de Programacao
Linear, pois a fungao objetivo e as restri¢oes sao formadas por equagao e inequagoes lineares,
além disso, ambos carecem de uma soluc¢ao cujo valor das variaveis sejam inteiros, ou seja,
as variaveis de decisao podem apenas assumir valores inteiros.

Podemos classificar este problema como Problemas de Programacao Linear Inteira (PPLI),
para resolvé-lo devemos utilizar de uma estratégia, para obter uma solucdo 6tima, propomos
enumerar todas as possiveis solucgoes, e calcularmos o valor da funcao objetivo para todas as
solugoes viaveis, pontos com coordenadas inteiras, e escolheremos aquele par ordenado que
apresente o maior valor.

Esse método é interessante para problemas com uma regiao vidvel que possua poucos
pontos a serem analisados, pois em problemas com um grande niimero de pontos, esse método
torna-se cansativo e desinteressante. Porém para o problema em discussao, acreditamos que
ele possa auxiliar e motivar o aluno a encontrar tal solucao, principalmente com o uso do
GeoGebra.

Faz-se necessario, a partir da visualizagao grafica do problema, encontrarmos um valor

que represente a quantidade de arranjos a serem vendidos que nos permita obter um melhor
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lucro.
No GeoGebra, podemos usar a op¢ao malha, que nos permite visualizar os pontos com
coordenadas inteiras contidos na regiao viavel mais facilmente.

5.
D=({0,4

Bl

T~ CE(3.71,2.35)

. ™

A=(0.0) B=(7,0)

Figura 34 — Janela grafica com a opcao malha ativada.

Tendo visualizado esses pontos, iremos marcar-los, conforme a imagem abaixo.

Figura 35 — Pontos de coordenadas inteiras contidos na regiao viavel

Identificadas as coordenadas dos pontos de coordenadas inteiras contidos na regiao viavel,
podemos analisar qual delas possibilita uma melhor solu¢do para o problema. Vejamos a

tabela abaixo.
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Ponto | Arranjos Graciosos | Arranjos Formosos Lucro
A(0,0) 0 0 20+3.0=0
B(7,0) 7 0 27+3.0=14
D(0,4) 0 4 20+ 34 =12
E(1,2) 1 2 21+32=28
F(2,3) 2 3 22+33=13
G((2,1) 2 1 22431="7
H(3,2) 3 2 23+32=12
1(5,1) 5 1 25+31=13
J(4,1) 4 1 24+31=11
L(3,1) 3 1 234+31=9
K(4,2) 4 2 24+32=14
M(1,3) 1 3 21+32=28
N(1,0) 1 0 21+3.0=2
0(2,0) 2 0 22+3.0=14
P(3,0) 3 0 23+3.0=6
Q(4,0) 4 0 24+3.0=28
R(5,0) 5 0 25+4+3.0=10
S(6,0) 6 0 26+3.0=12
T(0,1) 0 1 20+31=3
U(0,2) 0 2 20+32=6
V(0,3) 0 3 20+33=9
W(1,1) 1 1 21+31=5
Y(2,2) 2 2 22+32=10

Tabela 1 — Tabela usada para estudar o valor da fun¢ao objetivo.

Percebemos que héa dois pontos que nos fornecem um melhor lucro, os pontos B e K de
coordenadas (0,7) e (4,2), respectivamente, eles nos permitem obter 14,00 reais de lucro.

Num Problema de Programacao Linear, quando ha solu¢ao 6tima ela é tinica ou infinita.
O problema em andlise apresentou solugao 6tima e Unica, mas nao satisfez a condicao de
serem valores inteiros, com isso, classificamos o mesmo como um Problema de Programacao
Linear Inteira, cuja interpretacao foi iniciada pela interpretagdo como um PPL, mas devido
sua ineficiéncia, buscamos uma outra maneira de resolvé-lo e encontramos duas solugoes
Otimas.

Graficamente, visualizamos que a fungao objetivo 2x + 3y = 14 passa pelos pontos B e K.
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2r+ 3y =14
I

Figura 36 — Pontos B e K estao contidos na reta de nivel que possibilita lucro de 14,00 reais.

Portanto, se vendermos 7 arranjos Graciosos ou 4 Graciosos e 2 Formosos, obteremos
mesmo lucro de 14, 00 reais.

Observamos que o ponto K é o mais préximo do vértice (que tem a solugdo étima) dentre
os pontos viaveis. Talvez, isso ocorrra pela forma que obtemos a solucido 6tima utilizando o

crescimento das curvas de nivel.
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CONSIDERACOES FINAIS

Esta dissertagao se propds a contribuir com o processo de ensino e aprendizagem da Ma-
tematica no Ensino Médio, tomando como referéncia a Programagcao Linear e a Programacao
Linear Inteira.

Nosso ponto de partida foram os questionamentos que enquanto professor /educador foram
adquiridos a partir de aulas ministradas do componente curricular matematica no Ensino Mé-
dio, além de buscarmos a elaboragao de um subsidio para professores, como aprofundamento
de conteidos desta modalidade de ensino.

Partindo do pressuposto que, na Mateméatica o assunto otimizagao causa admiragao e
inquietagdo a muitos, pois ha confrontos com situagoes em que deve-se tomar decisoes de
planejamento ou de gestdao de forma a rentabilizar os recursos disponiveis e minimizar os
custos, faz-nos afirmar que tomar decisdes ¢ uma condi¢ao da vida humana.

Diante disso, observamos que, Problemas de Programagao Linear e de Problemas Pro-
gramacao Linear Inteira, atendem nossa inquietagao, pois na resolucao desses problemas por
meio do método graco e porventura de algumas andlises que fizemos no decorrer deste tra-
balho, pontuamos maneiras de provocar e aplicar diversos conteidos explorados no ensino
médio.

Dessa forma, com o uso da geometria analitica, que se objetiva na manipulacao de objetos
matematicos do campo da geometria e da algebra, resolvemos tais problemas, e fizemos isso
com o auxilio do software GeoGebra.

Para utilizarmos esse software, focamos em problemas com duas variaveis, ou seja, sua
representacao tem duas dimensoes, com isso foi possivel esbocar equacoes e inequagoes line-
ares.

De modo geral, pelo que apresentamos nas reflexoes e nessas consideracoes finais, acredita-
mos ter, em alguma medida, chegado ao objetivo geral de nossa pesquisa: Utilizar os modelos
de Programacao Linear e Programacao Linear Inteira na transversalidade e na modelagem
matematica usando conceitos matematicos trabalhados no ensino médio.

Para finalizar, sugerimos que outros estudos sejam desenvolvidos no ambito dos Proble-
mas de Programacao Linear e de Programacao Linear Inteira, focando a implementagao do

trabalho com projetos sob diferentes condigoes.
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