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Resumo

Envoltos em uma atmosfera que sugere e oferece os mais diversos atrativos tecnologicos,
é notavel e compreensivel que os estudantes de hoje esperem que, na Educacao Basica, a
Escola proponha contetidos que sejam significativos ao seu cotidiano. Partindo do pres-
suposto de que o ensino de Matematica com foco em formalizagbes e manipulacoes des-
contextualizadas é o caminho que leva a desmotivacao e desinteresse, procuraremos, ao
longo deste trabalho, apresentar um estudo sobre Logaritmo, centrado em suas aplicacoes,
na resolucao de problemas contextualizados e na elaboracao e construgao de conceitos,
orientadas pelo professor, mas desenvolvidas ativamente pelo estudante. Com o objetivo
de auxiliar o professor de Matemaética a agucgar o senso critico, tanto na elaboracao de
seu plano de aula quanto na escolha adequada do material didatico a ser utilizado, apre-
sentaremos ainda uma andlise critica sobre a forma como ¢é tratado o tema logaritmo em

alguns livros didaticos de Matematica para o Ensino Médio.

Palavras-chaves: Logaritmo. Aplicagao. Resolugdo de Problemas.



Abstract

Around an atmosphere that suggests and offers the most diverse technological attractions,
it’s noticed and understandable that today’s students expect, in Basic Education, the
school proposes content that are meaningful for their daily lives. Based on the assumption
that mathematics teaching with focus on formalization and decontextualized manipulation
is the way that leads to demotivation and disinterest, we are going to try, throughout
this work, to present a study about logarithm, focused on its application, contextualized
problems’ resolution and in the development and construction of concepts, guided by the
teacher, but developed actively by the student. Aiming to help the mathematics teacher
to sharpen the critical thinking, as in development his lesson plan as in the suitable choice
of teaching materials to be used, we are going to present still a critical analyses about
the way the logarithm theme is treated in some teaching books of Mathematics for High
School.

Key-words: Logarithm. Application. Problems’ resolution.
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1 Introducao

O conhecimento matematico, desenvolvido e registrado ao longo da Historia, é uma
das mais significativas conquistas do ser humano. E considerado um campo do conheci-
mento muito importante, que se mantém vivo e crescente, devido a suas utilidades e as
contribuigoes oriundas, especialmente, dos centros académicos e de pesquisa, contribuindo

para o avango de outras ciéncias e das tecnologias.

A Matematica tem como principal fator impulsionador a necessidade permanente
de adaptacao e aplicacao as diversas atividades humanas, desde as mais simples até os
maiores desafios postos pelas ciéncias em grandes descobertas. Porém, por imaturidade e
por ja ter nascido desfrutando das maravilhas da tecnologia, o estudante do Ensino Médio
tende a nao se surpreender com as facilidades que a sociedade moderna lhe dispde e nao

se pergunta como e por quem este mundo tecnologico foi construido.

Essa falta de curiosidade caracteriza a desmotivacao do estudante (fator que con-
figura um dos maiores desafios do professor) dentro das salas de aula. Basta que nao
se sinta integrado ao processo de ensino-aprendizagem, para “bombardear” o professor
com questionamentos como: “Por que eu tenho que estudar esse conteudo?”, “Que isso
vai acrescentar em minha vida?”, dentre outros, bastante desconfortaveis para aquele que

conduz uma aula.

Dentre os contetidos de Matematica que fazem parte do curriculo escolar brasileiro
para o Ensino Médio e que estao no centro dessa discussao de “por que” e “para que”,

destaca-se o estudo de Logaritmo.

Pensar e discorrer, hoje, o estudo de Logaritmo com o mesmo intuito com que foi
desenvolvido ha quatro séculos, ndao faz mesmo sentido algum. Afinal, se ele foi desen-
volvido para facilitar tortuosos calculos de multiplicacao e divisao, atualmente contamos
com calculadoras e computadores que fazem isso com muita precisdo. A sua propriedade
caracteristica de modelar um grande niimero de fendmenos e situagoes naturais, em que
ha uma grandeza cuja taxa de variacdo é proporcional a sua quantidade existente no

instante dado, é o que se deve destacar.

Em nosso trabalho, organizado em cinco capitulos, orientamos o estudo de Loga-
ritmo com base nessa propriedade caracteristica e nas diversas aplicagoes praticas a que se
presta. Com a preocupacao de integrar o estudante ao processo de ensino-aprendizagem,
apresentamos a Metodologia de Resolucao de Problemas, a qual lhe possibilita mobilizar

conhecimentos e desenvolver capacidade para gerenciar as informagoes disponiveis.

No Capitulo 2, discorremos sobre o surgimento dos Logaritmos em um breve his-
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torico, destacando os principais matematicos que contribuiram para a construcao e de-

senvolvimento desse conhecimento.

No Capitulo 3, abordamos os aspectos tedricos de Logaritmo. Inicialmente, apre-
sentamos uma revisao sobre as propriedades de Potenciacdo e de Radiciagao, para, em

seguida, apresentar defini¢oes e propriedades de Logaritmos.

No Capitulo 4, nos dedicamos a escrever sobre as aplicagoes de Logaritmos. Pre-
tendemos, com essa parte do trabalho, contribuir com a pratica do professor do Ensino

Médio na busca de tornar significativo o estudo desse contetido.

No Capitulo 5, abordamos o ensino de Matemaética e os Logaritmos na Educacao
Basica, dando énfase a Metodologia de Resolugao de Problemas como estratégia para
tornar o aluno um agente ativo na construcao de seu préprio conhecimento. Ao fim desse
capitulo, propomos uma lista de problemas, com o objetivo de levar o professor de Mate-

matica a reflexdo do que ¢ essencial no conhecimento sobre Logaritmo.

No Capitulo 6, com base no livro Fxame de Textos: Andlise de livros de Matemdtica
para o Ensino Médio (LIMA et al., 2001), estabelecemos alguns critérios para analisar
livros didaticos com o objetivo de saber como o tema Logaritmo é neles abordado. Da
leitura dessa obra, surgiu-nos a curiosidade de saber o que mudou desde entao, de modo
que sentimos a necessidade de comparar os apontamentos e sugestoes feitos pelos criticos
as adequacgoes em resposta dada pelos autores dos livros didaticos de Matematica para
o Ensino Médio. Para isso, selecionamos as edi¢oes mais recentes de algumas entre as
colegbes que fizeram parte dessa andlise, e também outras colecbes que surgiram depois,

mas que tiveram oportunidade de refletir sobre essas criticas antes de se lancar ao mercado.

Diante do exposto, esperamos, pois, que esse trabalho configure uma ferramenta
para que os professores de Matematica do Ensino Médio tornem a aula sobre o tema
Logaritmo um ambiente de aprendizagem significativo e prazeroso; que ele marque o
inicio de um estudo que pode ser aprofundado por outros docentes em outros temas da
Matematica, no intuito de oferecer um ensino de qualidade, onde todos os envolvidos,

alunos, professores e sociedade (ou pais), estejam devidamente integrados.
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2 Um breve histérico sobre Logaritmos

Em meados do século XVII, com intensa atividade maritima e estudos astrono-
micos, estudiosos e cientistas que, em suas pesquisas necessitavam de longos e laboriosos
calculos aritméticos, se viam diante de uma dificil missao de efetuar, com precisdo, mul-
tiplicagoes de dois ou mais nimeros de 8 ou mais casas decimais cada, bem como extrair
raizes quadradas ou cuibicas desses niimeros. Naquela época, nao dispunham dos disposi-
tivos de calcular de que dispomos hoje, de modo que tais calculos lhes custavam horas de
trabalho e muita atencao, pois um pequeno descuido com os digitos poderia comprometer

resultados importantes.

Assim Michael Stifel (1486-1567), ministro luterano alemao, ex-monge agostiniano,
publicou, em 1544, a sua obra Arithmetica integra, o mais importante tratado de Algebra
da Alemanha do século XVI . Nele, Stifel além de apresentar um amplo estudo sobre
coeficientes binomiais, também organizara uma tabua das mais simples raizes e poténcias
inteiras de 2, de 921 a 264 mostrando a correspondéncia entre as multiplicacoes dessas
poténcias e adicao dos indices ou expoentes. Porém suas aplicagoes eram bastante res-
tritas; ademais, faltava-lhe o apetrechamento das fra¢cdes decimais, necessario a aplicacao
pratica do método. Acredita-se que ele nao tivesse, naquele momento, ideia das grandes

possibilidades de economizar esforcos que tinha ao alcance das maos.

O procedimento de Stifel baseava-se no uso de uma tabela na qual figuram em
correspondéncia os termos de uma progressao geométrica (na verdade, poténcias de um
certo niimero) com os de uma progressao aritmética. A tabela seguinte representa um

exemplo simples de uma tabua de logaritmos.

Tabela 1 — Tabua de Logaritmos de Stifel

2141816 |32]64| 128 | 256 | 512 | 1024 | 2048 | 4096
0|1/2(3] 4|56 7 8 9 10 11 12

Observe que essa “tabua de logaritmos” tem a seguinte estrutura:

Tabela 2 — Tabua de Logaritmos de Stifel 2

a®lal | a2 | a3 a4 Pl abla”la® ! a?| all| gll | g2

1121345678119 /|10] 1112

Para multiplicar, por exemplo, 32 por 128, procuram-se na tabela os nimeros

correspondentes na segunda linha, que sao 5 e 7. Somando-se 5 a 7 obtemos 12. Localizando
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12 na segunda linha, vemos que seu correspondente na primeira linha é 4096. Conclui-
se, entao, que 32-128 = 4096. Para dividir, por exemplo, 2048 por 64, consideram-se os
numeros correspondentes, 11 e 6, e calcula-se 11 —6 = 5. O nimero da primeira linha
correspondente a 5 é 32. Portanto, 2048 : 64 = 32.

Esse procedimento é justificado pelas leis de potenciacao:

Assim,

32.128 =2°.927 = 25+7 — 912 _ 4096 ¢ 2048 : 64 = 211 : 96 —911-6 _ 95 _ 39

Essa tabua revelava bem como funcionava o método, mas, particularmente, nao
atendia as necessidades das Navegacoes e Astronomia, pois as poténcias de 2 crescem
muito rapidamente, deixando uma grande lacuna de valores numéricos. Para que essa ideia
podesse ser utilizada na pratica, seria necessario construir uma progressao geométrica com

termos muito préximos entre si, com eventuais interpolacoes.

As relagbes entre progressoes aritméticas e geométricas ja eram objeto de estudo
de varios matematicos, desde o século XVI, principalmente na busca de facilitar o arduo
trabalho com os célculos das tabelas trigonométricas. Jost Biirgi (1552-1632), matematico
suico, inventor e fabricante de instrumentos astronémicos, foi o primeiro a trabalhar nesse

sentido.

Inspirando-se nas ideais de Stifel, Biirgi considerou a progressao geométrica com
primeiro termo 10% (para evitar niimeros decimais) e razao ¢ = 1,001 (desse modo, as
poténcias de ¢ estariam mais proximas entre si), e a progressao aritmética com primeiro
termo igual a 0, razao 10 e ultimo termo igual a 32000. Entao, o logaritmo, segundo Biirgi,
de 108 ¢ 0, e o logaritmo do segundo termo, 10%-1,001 = 10001000, é 10.

Devido aos conflitos que a Europa sofria na época, como a Guerra dos Trinta
Anos, Biirgi perdeu o foco do seu trabalho sobre logaritmos e tardou em aproximada-
mente uma década a sua publicagao, batizada com o titulo de Arithmetische und Geo-
metrische Progress Tabulen (Tabela de Progressdo Aritmética e Geométrica). Com isso,
perdeu a prioridade da criagdo dos logaritmos para John Napier (1550-1617), proprietario
de terras escocés, que, em 1614, seis anos antes de Biirgi, publicou, em Edimburgo, um
trabalho com o mesmo assunto, porém com abordagem geométrica, intitulado Merifici
Logarithmorum Canonis Descriptio (Uma Descrigdo da Maravilhosa Regra dos Logarit-
mos). Segundo (LIMA, 2010), “A influéncia de Napier no desenvolvimento dos logaritmos
foi muito maior que a de Birgi, devido a suas publica¢ées e seu relacionamento com

professores universitarios”.

A Napier deve-se o termo logaritmo, de logos e arithmos, que significam, respecti-

vamente, “razao” e “nimero”. Os seus estudos ampliaram a ideia de Stifel para uma tabua
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que atendesse mais valores relevantes e de uso dos astronomos, que, naquela época, mani-
pulavam principalmente valores de senos e cossenos. Entao, Napier pensou em considerar
um numero bem préximo de 1, cujas poténcias crescessem lentamente, proporcionando

um grande nimero de produtos e quocientes “instantaneos”.

A sua ideia é relativamente simples: representam-se os nimeros positivos como
poténcia de um mesmo nimero. (PAIVA, 2013) apresenta um exemplo que ilustra muito
bem o procedimento de Napier, por meio da tabela seguinte. Cada coluna da tabela
apresenta um nimero e a respectiva representagao aproximada como poténcia de base 10.

Assim, na primeira coluna temos 1,78090 = 10925064,

Tabela 3 — Representacao da Tabua de Logaritmos de Napier

Ntimero 1,78090 | 1,82881 | 3,25694 | 5,80029
Poténcia de base 10 | 10%2°064 | 10026217 | 1051281 17076345

Com essa tabela, podemos calcular:
3,25694 . 1, 78090 =2 100,51281 . 100,25064 _ 100,51281—0,25064 _ 100,26217 ~ 17 ]92881.

Observamos que o produto foi calculado pela soma dos expoentes das poténcias de

dez e, o quociente, pela diferenca.

Embora nao tivesse consciéncia do conceito de base de um sistema de logaritmos,
a abordagem geométrica de Napier leva a um sistema de base 1 Em uma linguagem
moderna, o seu pensamento para a criacao dos logaritmos pode sei explicado da seguinte
maneira: imagine o ponto P percorrendo o segmento de reta T'S, a partir de T, cuja
medida é dada por 107, e o ponto @) percorrendo uma semirreta com origem O, paralela
a esse segmento, partindo ao mesmo tempo e com a mesma velocidade. Napier definiu y

como logaritmo de x, se a velocidade de () se mantém constante e a de P passa a ser igual
a medida de PS.

Figura 1 — Logaritmo: Abordagem Geométrica de Napier.
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O fato de nao envolver poténcias e expoentes torna essa definicdo um tanto estra-
nha, mas se relaciona com a definicio moderna. Realmente, considerando-se o niimero

1 1 1
e=1+ 7+ o+ g+ =2,7182818284...

pode-se demonstrar que

o que pode ser verificado pelo leitor em (PRECIOSO; PEDROSO, 2001).

Henry Briggs (1561-1631), professor de Geometria em Oxford, tinha grande ad-

“... espero veé-lo este verao,

miragao pelos trabalhos de Napier e escreveu a seu respeito:
se Deus quiser, porque nunca encontrei um livro que mais me agradasse ou me desper-
tasse maior admiracao”. A esperada visita ocorreu em 1615, na Escocia. Nos encontros
que se sucederam, discutiram possiveis modificacdes no método dos logaritmos e inclusive
concordaram em fazer o logaritmo de 1 igual a zero e o logaritmo de 10 igual a 1, aban-
donando a restricao dos logaritmos as quantidades inteiras e, assim, fazendo com que a
parte decimal de todos os logaritmos dependesse unicamente das sequéncia dos logarit-
mos que formam cada ntmero. Isso significa que se um ntimero positivo N é escrito como
N = 10%, entdo L é o logaritmo “comum” de N, escrito como log;9 N, ou simplesmente,
log N. Assim, nasceu o conceito de base. Infelizmente, Napier nao viveu o bastante para
completar esse trabalho, falecendo em 1917, de modo coube a Briggs a tarefa de construir

a primeira tabela de logaritmos decimais.

Em conexao com essa base decimal, Briggs desenvolveu interessantes métodos de
interpolagdo, bem como métodos para verificar a exatidao dos logaritmos. Iniciando com
0 log10 =1, calculou outros logaritmos considerando raizes quadradas sucessivas (apro-
ximadas). Seu método se explica da seguinte maneira: sabendo-se que /10 = 3,1622,
tem-se log3,1622 = ;; como v/10 = 1,7783, tem-se log1,7783 = 411 Continuando o pro-
cesso, Briggs calculou os logaritmos de 1 a 20000 e de 90000 a 100000, com 14 decimais,
organizando também tabuas trigonométricas com 10 decimais e um intervalo angular de

10 segundos.

E importante observar que a revolugao causada pelo aparecimento dos logaritmos

deve-se ao fato de que suas propriedades log, bc =log, b+log, ¢, log, <lc)> =log,b—log,c
e log, b° = clog, b transformam, com auxilio das tabelas, produto em soma, quociente em
diferenca e poténcia em produto, respectivamente. Por esse motivo, o método logaritmo
teve grande reconhecimento por parte de astréonomos, como Kepler . Hoje essas tdbuas
estao disponiveis em espacos culturais, em museus em absoluto desuso, mas é inegavel a

presenca da funcao logaritmica e de sua inversa, a funcao exponencial, na representacao

1 Johannes Kepler (1571-1630), astronomo, matemético e astrélogo alemao, foi um grande admira-

dor e incentivador da emergente arte de calcular por meio de logaritmos. Em 1619 ocorreu-lhe a
oportunidade de ter a obra de Napier em suas préprias maos e ficou bastante impressionado.
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de diversos fendémenos fisicos, biolégicos, quimicos e econémicos, de modo que jamais

perderao sua importancia.
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3 Logaritmo: Aspectos Teoricos

A tabela 1 sugerida no capitulo anterior para ilustrar de forma simples a ideia

de Stifel na elaboracao de sua tdbua de logaritmos mostra a aplicacao das propriedades

m m—+n

a™-a"=a ea™:a"=a""", embora a reducao da multiplicacao a adi¢ao tenha sido
constatada muito antes da notacdo de expoente para indicar as poténcias de um ntmero.
A realidade é que os logaritmos surgiram antes da notagao exponencial a” (n natural),
que, uma vez difundida, se estendeu as nogoes de poténcias com expoentes negativos e
fracionarios, e a constatacao de que, se a é um numero positivo diferente de 1, entao
todo nimero real positivo pode ser arbitrariamente aproximado por poténcias de a com

expoentes racionais.

Com base nessas consideragoes, revisaremos aqui os conceitos de potenciacao e

radiciacao, além de suas propriedades.

3.1 Potenciacao e suas propriedades

Definicao 3.1.1. Seja a um ntimero real positivo. Para todo inteiro n > 0, a poténcia a',

de base a e expoente n, é definida como o produto de n fatores iguais a a. Ou seja,

a*=a-a-...-a (n fatores).

Da definicdo acima decorre a propriedade fundamental:

a"-a™=a""™ (m, n inteiros positivos),
o que se deve ao fato de que em ambos os membros da igualdade temos o produto de

n +m fatores iguais a a.

O produto a?-a"” = a™ nos conduz & seguinte igualdade: a® = 1. Esse é o tnico
resultado possivel que mantém valida a propriedade fundamental acima, segundo a qual

0 a0+n

a’-a" = =qa".

A extensao da nocao de poténcia a expoentes negativos, de modo a manter valida

a propriedade fundamental, nos conduz a

Consequentemente,
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1 a . .
Observe que a-a 1 =a-—=—-=1, ouseja, a-a~ =1, com a #0. Assim, a=1 = =
b ) b )
a a a

¢é chamado inverso de a.

A relacdo fundamental se verifica também para o produto de varias poténcias.

Desse modo, por exemplo,

m

a™-a"-al-al = M tTPTL

No caso de todos esses expoentes serem iguais (m; =mg = ... = my, =m), temos
p parcelas
—_—~
a™ @2 .q" . g = g2t — gmtmem — P
Ou seja,

(@™)P =a™P.

Para a # 0, é possivel também estabelecer o quociente entre poténcias de mesma

base a. Observe que

Logo, para a # 0,

Estendendo a noc¢ao de poténcia de um niimero real positivo a expoentes fraciona-

rios, temos a seguinte defini¢ao:

Definicao 3.1.2. Dado um ntimero real a > 0, chama-se poténcia de expoente racional,

b
da forma r = 8, onde p,q sao inteiros e ¢ > 0, de base a, a poténcia denotada por a4, que
q

satisfaz:

-ad (q fatores) = (ag)q —gatette = (ag)q — g

Proposicao 3.1.1. Dado um nimero real a >0, e r e s numeros racionais, mantém-se

vdlida a propriedade fundamental a”-a® = a™.

. . p . . Uu
Demonstragio. Sejam os nimeros racionais r = Pos= —, onde p,q,u,v €Z,q>0ev>0.
q v
Sabemos que (a")?=aP e (a®)" = a™.



Assim,

(a"-a®)T" = (a"a®)-(a"a’)-...-(a"a®)
qu fatores
= (a"-d"-...-d")(a®-a’-...-a%)

qu fatores qu fatores
_ (ar)qv . (GS)qv

Segue que

como queriamos demonstrar.
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]

Proposicao 3.1.2. Dados os nimeros reais a,b >0 e n natural, vale a igualdade a™-b" =

(a-b)™.
Demonstragio. Pela definicao de poténcia, podemos escrever

at-bt"=a-a-a-...-a:b-b-b-..-b=_(a-b)-(a-b)-...-(a-b) = (a-b)".

n fatores n fatores n fatores

]

Proposicao 3.1.3. Dados os niumeros reais a,b >0 e r um numero racional, da forma

r= g; p,q €7Z, q#0, vale a igualdade a”-b" = (a-b)".
q

Demonstracao. Demonstramos, na proposicao acima, essa propriedade para expoente na-

tural. Vamos demonstra-la para expoente inteiro e estendé-la a expoente racional, como

segue.

Considerando n natural, temos

Assim, a propriedade vale para expoente inteiro.

Agora, para r racional, temos
(@B = @) () = a7 = () = ()

de modo que (a"-b") = (a-b)".
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3.2 Radiciacao e suas propriedades

Definicao 3.2.1. Dados um ntimero real a nao negativo e um nimero natural n, n > 1,
chama-se raiz n-ésima (aritmética) de a o nimero real e nao negativo b tal que b" = a.

Em simbolos, temos

Va=bs b =a.

No radical {/a o ntimero n é chamado de indice do radical e o ntimero a é chamado

de radicando.
Em particular, se a <0, e n é par, entdo {/a &€ R.

B / . . . 7 . A . 7 .
Observacao: a¢ deve ser o nimero real positivo cuja ¢g-ésima poténcia ¢ igual a
P . 1
aP. Por defini¢ao de raiz, isso significa afirmar que a7 = /aP. Em particular, e = ¥/a.
Considerando a e b reais nao negativos, m inteiro, n e p naturais nao nulos, temos

as seguintes propriedades:

1)V/a-b= /a-¥/b. Em outras palavras: a raiz de um produto é igual ao produto

dos fatores.
Demonstracio. Va-b= (a-b)% —ar by — Va- b. =

Essa propriedade pode ser generalizada para uma quantidade finita arbitraria (> 2)

de fatores que constituem o radicando.

Va

a Va a
2) {‘/; = %, b > 0. Em outras palavras: a raiz de um quociente 7 coma>0e

b > 0, é igual ao quociente das raizes de a e b.

FE D
Demonstracio. Para a >0 e b >0, temos { 4 _ (a) "= a—l = :7/5. O
b b bn Vb

3)(Va)™ = (V/a™). Em outras palavras: a poténcia de uma raiz é obtida elevando-

se o radicando ao referido expoente.

Demonstragio. (/a)™ = (an)™ =an = (/a™). O

4)Va™ = "YamP e {Ja™ = "{a™P. Em outras palavras: podemos alterar o indice
de uma raiz, sem alterar o seu valor numérico, multiplicando ou dividindo o expoente e o
indice pelo mesmo nimero inteiro e positivo (no caso da divisdo, exige-se que p seja um

divisor de n para assegurar que o indice seja um nimero natural > 1).
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Demonstragio. Considerando o niimero natural positivo p, temos:
m m-p . m m:p .
Jam =qagn =qnp = n{,/ am? e Vam=qgn =qgnr = "Yqgmp,

]

5){/ Va™ = *{/a™. Em outras palavras: podemos calcular a raiz de um radical

duplo multiplicando os indices das raizes e mantendo o radicando.

Demonstragio. Considerando o niimero natural positivo p, podemos afirmar que:

]

Essa propriedade pode ser generalizada para uma quantidade finita arbitraria (> 2)

de radicais.

3.3 Logaritmos e Funcoes logaritmicas

Com base nas defini¢bes e propriedades de raizes e das poténcias de expoente

racional de um numero real positivo, podemos definir logaritmo da seguinte maneira:

Definicao 3.3.1. Dado um ndmero real positivo a, a # 1, o logaritmo de um nimero
x > 0 na base a é o expoente y a que se deve elevar a de tal modo que a¥ = x. Escreve-se

y =log,z e lé-se: y é o logaritmo de x na base a.

Como consequéncia desta defini¢ao, temos a propriedade fundamental dos logarit-

mos, descrita na proposicao abaixo.

Proposicao 3.3.1. Dados a,b e ¢ nimeros reais positivos, a # 1, temos log, bc =log, b+

log,, c.

Demonstragao. Considerando log,b = x e log,c =y, temos, segundo a definicao de loga-
ritmo dada acima, que a” = b e a¥ = c. Segue, entdo, que a®-a¥ =b-c, ou seja, a* Y =b-c.

Essa igualdade significa que x +y = log, be, isto é, que log,bc = x+y =log,b+log,c. [

Em (LIMA, 2010), o autor define fungao logaritmica como segue.

Definigao 3.3.2. Uma funcao real L : R — R, cujo dominio ¢ o conjunto R* dos niimeros
reais positivos, chama-se fung¢do logaritmica ou um sistema de logaritmos se possui as

seguintes propriedades:
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A) L é uma fungao crescente, isto é, v <y = L(z) < L(y);

B) L(zy) = L(x)+ L(y), para quaisquer z,y € R .

Para todo x € R%, o nimero L(z) chama-se o logaritmo de x.

Como consequéncia das propriedades A) e B) acima, temos as propriedades das

funcoes logaritmicas descritas nas proposi¢oes seguintes.

Proposigao 3.3.2. Uma fungdo logaritmica L : R — R € sempre injetiva, isto €, nimeros

positivos diferentes possuem logaritmos diferentes.

Demonstragdo. Consideremos z,y € R* | tais que x # y. Entdo ou = <y ou y < x. Para
x <y, temos que L(x) < L(y), de acordo com a propriedade A) que garante L uma fungao
crescente. De modo andlogo, para y < x, temos L(y) < L(z). De qualquer maneira, se
x # y, concluimos que L(z) # L(y). O

Proposigao 3.3.3. L(1) =0.
Demonstrag¢ao. Por B), temos
L(1)=L(1-1)=L(1)+ L(1).

Logo,
L(1)=0.
O

Proposicao 3.3.4. Dado x € R% , se x> 1, entdo L(x) > 0; se 0 <z <1, entdo L(x) <O0.

Demonstragio. Como, por A), L é crescente, de 0 <z < 1 <y resulta L(z) < L(1) < L(y),
isto é, L(z) <0 < L(y). O

1
Proposicao 3.3.5. Para todo x >0, temos L <) =—L(z).
x

1 1 1
Demonstrag¢io. De x - () =1 resulta que L(x) +L<> = L(1) =0, donde L<) =
x x x

—L(z). O

Proposicao 3.3.6. Para quaisquer x,y € R* | vale

L (;) = L(z) - L(y).

Demonstragio. L (‘Zj) ~ L lx <1>] — L(z)+ L <1> = L(z)— L(y). O

Y Y
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Proposicao 3.3.7. Para todo x € R’ e todo nimero racional r, temos L(x") =r- L(x).

Demonstragcao. Demonstaremos essa propriedade por etapas, ampliando do conjunto dos

nimeros naturais até aos nimeros racionais.
Inicialmente, observamos que a propriedade L(xy) = L(z)+ L(y) se estende para

o produto de um ntmero qualquer de fatores. Assim,

L(xy-x9-...-xp) = L(x1) + L(z2) + L(xg) + ...+ L(xyp).

Em particular, se n € N, entao

L(z")=L(xg-x-..-x) = L(z)+ L(x)+ L(z)+ ...+ L(x) =n- L(x).

n fatores

Portanto, a propriedade vale quando r =n é um nimero natural.

Para o caso em que r = —n, n € N, isto é, r é um inteiro negativo, temos
L(z")+ L(z™™) = L(z"-27") = L(2") = L(1) = 0,

ou seja,
L(z™")=—L(2") = —nL(x).

Demonstraremos, finalmente, o caso geral, em que r = E, onde p € Z e q € N. Para todo
q

x € R, temos

(a") = (24)1 = aP.

Devido ao que ja demonstramos, temos que ¢- L(x") = L[(x2")?] = L(zP)

=p-L(x). Da
igualdade ¢- L(z") = p- L(z) resulta que L(z") = P -L(x), ouseja, L(z")=r-L(zx). O
q

Proposigao 3.3.8. Uma fungao logaritmica L : R — R € ilimitada, superior e inferior-

mente.

Demonstragdo. A propriedade acima diz que, dados arbitrariamente ntimeros reais « e f3,

é sempre possivel determinar niimeros reais positivos x e y tais que L(z) < a e L(y) > (.

Para demonstrar que a fungao logaritmica L : R} — R ¢ ilimitada superiormente,

suponhamos que seja dado um numero real 5 e que devamos determinar um ntmero
r € R tal que L(z) > 3.
O procedimento ¢é o seguinte: consideramos um ntmero natural n tdo grande que

n > L?Q) Como L(2) > 0 (Proposigao 3.3.4), temos que n-L(2) > (. Pela Proposicao
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3.3.7, concluimos que n- L(2) = L(2"). Portanto, L(2") > . Considerando x = 2", resulta,
que L(z) > /. Portanto, L ¢ ilimitada superiormente.

1
Para demonstrar que L também ¢é ilimitada inferiormente, consideraremos L < ) =
x

—L(x). Dado qualquer niimero real «, podemos obter, como vimos acima, x € R% tal que

1 1
L(z) > —a. Entao, para y = — resulta que L(y) = L (> =—L(z) < a. O
x T

Observagao: Nao faz sentido uma funcao logaritmica L definida para x = 0. De

fato, assim definida a funcao, teriamos
L(0) = L(z-0) = L(x) + L(0),

o que resultaria em L(x) =0. Assim, L seria identicamente nula, contrariando a proprie-

dade A).
Proposigao 3.3.9. Dados os nimeros reais positivos N,a eb, a#1 e b+# 1, para escrever

o logy N usando logaritmos na base a, realizamos a mudanga de base:

log, N
log, b

log, N =

Demonstracao. Consideremos os nuimeros reais p, q e r, tais que logy N =p, log, N =q e

log,b=r. Da definicao de logaritmos, temos que b = N, a? =N e a" = 0.

Assim, realizando substituigoes, resulta

N=a?=WP = (a")P = a'”.

Da igualdade a? = a'P, temos que ¢ =rp e, dai, p = g, 0 que equivale a
r

log, N
log, b

logy, N =
O

De acordo com o teorema a seguir, dada a fungao logaritmica L : R} — R, todas as
demais fungoes logaritmicas resultam de L pela multiplicagao por uma constante conveni-
ente. Com esse resultado, fica evidente a sua caracterizagao, que consiste em uma funcao
crescente L : R% — R tal que L(zy) = L(z)+ L(y).

Teorema 3.3.1. Dadas as fungoes logaritmicas M,L : RY — R, existe uma constante
¢>0 tal que M(x) =c- L(x), para todo x > 0.

Demonstra¢do. Suponhamos que exista um nimero real a > 1 tal que L(a) = M (a). De-

monstraremos, neste caso, que L(x) = M(x), para todo x > 0.
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Da igualdade L(a) = M (a), concluimos, para r racional, que r-[L(a)] =r-[M(a)].
Dai, L(a") = M(a").

Suponhamos, por absurdo, que exista algum b > 0 tal que L(b) # M (b), por exem-

plo, L(b) < M(b). Assim, podemos considerar um nimero natural n tdo grande que

1

n-[M(b) — L(b)] > L(a) = M(b) — L(b) > i -L(a) = L(a").

Escrevamos ¢ = L(a%). Os ntmeros ¢, 2¢, 3¢, ... dividem R’ em intervalos justa-
postos, de mesmo comprimento ¢. Como ¢ < M (b) — L(b), pelo menos um desses nimeros,
digamos ¢ - ¢, pertence ao intervalo (L(b), M (b)), isto é, L(b) < q-c < M(b).

q
n

Ora7 q.c: qL(a,%) = L(a ): M(a%) Enté;o

L(b) < L(an) = M(ar) < M(b).

/ . . . q
Como L é crescente, temos, de acordo com a primeira desigualdade, que b < an.

Ja a segunda desigualdade nos mostra que an <b. Uma contradicao!
Com isso, nao existe b tal que L(b) # M(b). Portanto, L(z) = M(x), para todo
x> 0. O

Lema 3.3.1. Seja L:RY — R uma fungao logaritmica. Dados arbitrariamente dois nai-

meros reais p < q, existe x >0 tal que p < L(x) < q.

Demonstragio. De acordo com esse lema, todo intervalo aberto I = (p,q) contém ao menos

um valor L(z) da fungao L.

L(k L(k
Para demostra-lo, suponhamos um ntimero natural n > ( ( )) , k> 1. Logo, (%) <
q—p n
q—p.
L(k m
Escrevamos ¢ = L Os multiplos inteiros m-c = m. L(k)=L(kn), m € Z, de-
n

n
compoem a reta real em intervalos justapostos, cujo comprimento comum ¢ é menor que

o comprimento ¢ —p do intervalo I = (p,q).

Portanto, pelo menos um desses multiplos m - ¢ = L(k%) pertence ao intervalo

I = (p,q). Escrevendo, x = k', temos que p < L(z) <q. H

Teorema 3.3.2. Toda funcgao logaritmica L : R — R € sobrejetiva.

Em outras palavras: dado um nimero real b qualquer, existe sempre um (\nico)

nimero real positivo z tal que L(x) =b.

Demonstracdo. Nesta demonstragdo usaremos um processo de resolugdo numérica de

equacgoes, chamado pelos chineses antigos de “método do elemento celestial”, que con-
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siste em determinar, um a um, os inteiros
QO U1, 0, .evy Qs <.
que compoem a representacao decimal do nimero real

a=qy,q1Q2...0yp...

Em seguida, mostraremos que temos de fato L(a) = b.

Para determinar a parte inteira «gp, lembramos que L é uma funcao crescente
ilimitada. Assim, devem existir inteiros k tais que L(k) > b. Seja ag+ 1 o menor inteiro
tal que L(ag+1) > b. Entao temos L(ag) <b < L(ag+1).

Em seguida, consideremos os niimeros

9
ag+ —,ap+1.

1 2
ap, a0+ ——=,a0 + — 10

10’ 107"

Como L(ag) <b< L(ap+1), podemos considerar dois elementos consecutivos a; e
1
ay + 1o Ressa sequéncia, tais que L(a;) < b < L(a; + E)’ isto é, podemos considerar aq

inteiro, 0 < a; <9, tal que, pondo

a1 =ag, a1 =am + —
' 10

temos

1
L(ag) <b< L(an + 10)

Analogamente, considerando dos niimeros

1 9 1
a1,01 + —= 102, 1702,...,041—0—1702,@[%-%,
vemos que existe ag, 0 < ag <9, tal que, pondo
o = ap,a1, a2 a0+10+102,
temos 1
L <b< L

Prosseguindo analogamente, obtemos a representagao decimal de um ntmero real

Qp = ap,a109...0y.... = ag + 1O—|— 102 + .. +W+

tal que ), = apaias...a,. Temos

L,

L(an) <b< Loy + o
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para todo n > 0.

Afirmamos que L(a) = b. De fato, se L(a) < b, podemos usar o Lema 2.3.1 para

obter z > 0 tal que L(a) < L(z) < b. Como L é crescente, decorre da primeira dessas

1
desigualdades que a < z. Entao considerando n tao grande que x —a > Ton’ temos a +

1 <z. L + <a+ <z. C Lé te, de x > ay, + It
—_— xZ. 00 v _— (e} — xZ. omo € crescente ex 0% — TIesulta
107 89 An T Ton = 4T 1n ) n T on

1
L(z) > L(an + 757) > b,

um absurdo, pois obtivemos o nimero « de modo que L(z) < b.

Analogamente, ndo podemos ter L(a) > b. Com efeito, usando novamente o Lema
2.3.1, obtemos x > 0 tal que b < L(z) < L(«). Como L é crescente, de L(z) < L(«)
concluimos que x < «, o que implica, entretanto, que x < ay,, para algum n. Entao

L(z) < L(ay) < b, contrariando o fato de que obtivemos x de modo que b < L(z). O

3.4 Logaritmo Natural

A concepc¢ao geométrica de uma funcao logaritmica é bastante antiga, com primei-
ros vestigios em estudos de Gregory Saint Vincent!, publicados em 1647, e depois Isaac
Newton?, em 1660, que ji reconheciam uma relacio estreita entre a drea de uma faixa
de hipérbole e os logaritmos, ainda sem definir essa area como logaritmo natural e sem

reconhecer o numero e.

Para estabelecer essa relagao, é preciso antes apresentar a defini¢ao de drea de uma
faixa de hipérbole. Para isso, suponha fixado no plano um sistema de eixos cartesianos,

com cada ponto do plano representado por um par ordenado (z,y).
1
Seja H o ramo positivo do grafico da fungao y = —, isto é, H corresponde ao

x
1

conjunto do plano constituido pelos pontos da forma (ZE, > , onde x > 0. Assim,
x

1
H = {(ac,y);:c>0,y: }
T

Geometricamente, H é o ramo da hipérbole xy = 1 que esta contido no primeiro
quadrante, de modo que um ponto (z,y) do plano pertence ao conjunto H se e somente

sex>0exy=1.

1
2

Gregory Saint Vincent (1584-1667), matemaético e padre jesuita belga.

Isaac Newton (1642-1727) foi um cientista inglés, reconhecido, principalmente, pelas suas contribui-
coes a Fisica e Matematica, embora tenha sido também astrénomo, alquimista, filésofo natural e
tedlogo.
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Figura 2 — Ramo da hipérbole xy = 1 no primeiro quadrante.

Y

Para obter uma faixa de hipérbole, fixamos dois niimeros reais positivos diferentes
a e b, por exemplo, a < b, e consideramos a regiao do plano limitada pelas duas retas
verticais x = a, x = b, pelo eixo das abscissas e pela hipérbole H. Representaremos essa

regidao por H?.

Figura 3 — Regiao Hab

-

Portanto, a faixa HS compreende os pares ordenados (x,y) que satisfazem simul-

taneamente as condi¢bes a < xr <be )<y < —, ou seja,
x
b 1
H,=<(z,y);a<x<b0<y< —¢.
x

O teorema que segue expressa uma caracteristica da faixa de hipérbole H essencial
para a definicao de logaritmos. Tal caracteristica consiste em sua propriedade fundamen-
tal.

Teorema 3.4.1. Dado k € R, k>0, as faizas Hg € Hgg tém medidas de dreas iguais.

Demonstragdo. Consideremos dois retangulos inscritos em H, com bases correspondentes

aos segmentos [p,q] e [pk,qk]. Verifiquemos que a medida de suas areas coincidem, pois a
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area do primeiro retangulo é igual a

p
qg—p)--=1-=,
(¢—p) .

=

Figura 4 — Retangulos inscritos em H.

Y

p q p

enquanto que a area do segundo ¢é

1 p
gk —pk)-—=1—"=-.
( ) TR .

Podemos subdividir o intervalo [a,b], obtendo varios retdngulos inscritos na faixa
H, 3, que, juntos, formam um poligono retangular P. Se multiplicarmos por k£ cada uma
das abscissas dos pontos de subdivisdo de [a,b], obteremos uma subdivisao do intervalo

l[ak,bk], cujos retdngulos inscritos correspondem a um poligono retangular P’.

Figura 5 — Retdngulos inscritos nos intervalos [a,b] e [ak,bk] em H.

Y

%

e bk X

Como cada retangulo de P tem um correspondente em P’ com mesma 4rea, con-
cluimos que os poligonos P e P’ tém mesma area. E, assim, para cada poligono retangular

inscrito em H?, existe um inscrito em H 2’,2 com a mesma area.

De modo anélogo, dividindo as abscissas por k, verificamos que, para cada poli-

gono retangular @)’ inscrito em H 2"" , existe outro poligono retangular @ inscrito em H?
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com a mesma area. Portanto, as areas dessas duas faixas s@o ntimeros com as mesmas

aproximacoes inferiores, ou seja, iguais. O

Como consequéncia desse teorema, podemos restringir nossa consideragao as areas

) ) b ; b
das faixas da forma H, pois Area (H?) = Area (H{') = Area (HY), c= .

s

Quando a < b < ¢, temos que, Area (HS)+ Area (Hf) = Area (HY).

Com o objetivo de manter valida a igualdade acima para quaisquer a, b, ¢ reais,

consideremos as convencoes:

Area(H?) = 0

a
Area(H?) = —Area(Hf)
Assim, se ¢ < a < b, temos, Area (H?) = Area (H%)+ Area (H?).

Dai segue: (H?)— Area (H?) = — Area (H?), ou seja,

Area(H?) 4 Area(Hf) = Area(HY).

Com base na propriedade fundamental, descrita no Teorema 2.4.1., apresentaremos

a defini¢do de logaritmo natural, a qual, de acordo com (LIMA, 2010), é dada como segue.

Definigdo 3.4.1. Seja x um niimero real positivo. O logaritmo natural 3 de  corresponde

a area da faixa HY. Escrevemos Inxz = Area(HY).

Obsevagéo: Por convencio, Area(H?) < 0 quando 0 < 2 < 1.

Como (H{) < 0 reduz-se a um segmento de reta, tem 4rea igual a zero. Desse modo,

podemos escrever:

Inl=0,lnz>0sexz>0elnzr<0se<x<l.

Teorema 3.4.2. In: RT — R ¢é uma funcdio logaritmica.

Demonstragio. Devemos verificar que In possui as propriedades A) e B) especificadas na
Definicao 2.3.2.

Verifiquemos, inicialmente, a propriedade B): In(zy) =Inz +1Iny.

Para isso, recordemos que Area (H{Y) = Arvea (H¥)+ Area (HZY), seja qual for a

posicio relativa dos pontos de abcissas 1, z, zy. Além disso, (H2Y) = Area (HY).
Segue que (HY) = Area (H¥)4 Area (HY), isto é,

In(zy) =Inx+1Iny.

3 Também recebe o nome de Logaritmo Neperiano, embora o logaritmo definido por Napier possui valor

diferente deste.
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Agora, verificaremos a propriedade A): In é uma funcao crescente.

Consideremos z,y € RT, tais que y > x. Entdo existe um nimero real a > 1 tal que

y = ax. Segue que Iny =Ina+Inzx.

Como a > 1, temos Ina > 0. Portanto, Iny > Inz. Verificadas as propriedades A) e

B), temos que In é uma funcao logaritmica. n

Consequentemente, as propriedades definidas para funcao logaritmica se aplicam
ao logaritmo natural. Assim, para z,y nimeros reais positivos e m € N, resultam, do

teorema anterior:

Inzy = lnz+Ilny

1
In- = —Iny
Y
e = Inz—1Iny
Y
In(z™) = m-Inx
|
In ¥V = E.
m

Segundo (LIMA, 2010), sdo essas férmulas as responsaveis pelo interesse computa-
cional dos logaritmos, pois elas permitem reduzir cada operacao aritmética a uma operacao

mais simples.
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4 Aplicacoes de Logaritmos

A discussao de qualquer tema em sala de aula deve apresentar relevancia para
todos os envolvidos, alunos e professores. Se as aplicagoes nao estiverem claras e precisas,
os primeiros sobressaltos da desmotivacao despontam em questionamentos como “para
que serve isso?”, “Em que esse conteiido vai acrescentar em minha vida?”, entre outras
que podem ser bem desconfortaveis para quem conduz a discussao. Por isso, ao planejar
a introducao de um contetido em sala de aula, o professor deve ter essa preocupagao e,
priorizar, em seu planejamento, estudo e pesquisa que lhe permitam conhecer além do que
vai ensinar, mas principalmente se resguardar com argumentos suficientes para responder

prontamente tais questionamentos.

Este trabalho tem esta proposta: servir como material de apoio ao professor que
pretende ensinar Logaritmos, lhe fornecendo informacoes que ultrapassam o que deve
ser discutido em uma turma de Ensino Médio, mas que é essencial para sua maturidade
sobre o tema. Assim, além de toda a bagagem tedrica acerca de Logaritmos e Fungoes

Logaritmicas, apresentamos aqui algumas aplicagoes.

4.1 Aplicacao de Logaritmos as Ciéncias Financeiras

Quanto tempo levaria uma quantia em dinheiro para dobrar, a 20% ao ano?

Para se ter uma ideia da importancia das relagoes financeiras desde sempre, esse
problema esta cravado em placa de argila da Mesopotamia, datado de 1700 a.C., agora
como parte do acervo do Museu do Louvre, em Paris.

47 13 20

A resposta dada na base 60 é 3;47,13,20 =3+ 50 + 602 + 603 = 3,7870, uma boa aproxi-

macao do valor correto que corresponde a 3,8018, equivalente a cerca de 3 anos, 9 meses
e 18 dias. (PRECIOSO; PEDROSO, 2001)

A anélise da placa em que esta cravado o problema acima faz crer que o escriba
usou interpolacio linear entre os valores (1,2)3 e (1,2)*, aplicando a férmula para juros
compostos C' = Cy(1+7)" (em que C = capital acumulado, Cy = capital investido, r =
taxa de juros aplicada e t = periodo de investimento), onde r = 20% ou 0 e tirando

valores de uma tabela exponencial com poténcias de 1,2.

Assim, para C' = 2C), tem-se
C =2C) = Co(1+7) = 2Cy = Cp(1,2)! = 2= (1,2)".

Observagao: Segundo (PRECIOSO; PEDROSO, 2001), na Mesopotamia ja se fazia uso,

para resolver problemas especificos, de tabelas de poténcias sucessivas de um dado ntimero,
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semelhantes as atuais tabelas de logaritmos.

Ainda sobre a férmula de capitalizacio C' = Cy(1+7)!, consideremos um investi-
mento de Cy = R$ 1.000, 00 aplicado a juros compostos anuais de 10%. Em um ano, o
saldo dessa aplicagio serd de R$ 1.100,00 (1000-1,1). Ao final do segundo ano, o saldo sera
de R$ 1.210,00 (1000-(1,1)?), e, ao final do terceiro ano, serd de R$ 1.331,00 (1000-(1,1)3).
Nota-se que esse processo de capitalizagao equivale a uma progressao geométrica de razao
1,1.

As institui¢oes financeiras oferecem varios tipos de composicao de juros, que podem
ser anuais, semestrais, trimestrais, mensais, semanais e até diarias. Suponha que uma
composicao seja feita n vezes ao ano. Isso significa que, para cada periodo de conversao,
a instituicao usa a taxa de juros anuais r dividida por n, ou seja, % Como em t anos

existem nt periodos de conversao, o principal Cy rendera
r nt
C =Gy (1 + ) .
n

Retomando o exemplo acima, em que Cy = R$ 1.000 e r = 10%, a tabela abaixo informa

os resultados de composicao em diversos periodos:

Tabela 4 — Demonstrativo de Composi¢cao Monetaria.

T

Periodo de Conversao | n - C
Anual 1 0,1 1100
Semestral 2 0,05 1102,50
Trimestral 4 0,025 1103,81
Mensal 12 | 0,008333 | 1104,70
Semanal 52 | 0,001923 | 1105,06
Diério 365 | 0,000274 | 1105,16

Explorando ainda mais essa questdo, consideremos o caso em que r =1, Cy =1
n

real e t =1 ano, isto é, C' = (1 + — ] . Nesse caso, o que ocorre para valores crescentes de
n

n? A resposta é fornecida pela tabela seguinte.
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1 n
Tabela 5 — Comportamento de (1 + ) com o crescimento de n.
n

1 T
n (1+)
n

1 2
2 2,25

3 2, 37037
4 2, 44141
5 2, 48832
10 2, 59374
50 2, 69159

100 2, 70481
1000 | 2, 71692
10000 | 2, 71815
100000 | 2, 71827

1000000 | 2, 71828

10000000 | 2, 71828

n
Como ¢ possivel verificar na tabela, a sequéncia (1 + ) converge muito lenta-
n
mente, e, para n > 100000, fornece consideraveis aproximagoes do nimero e. O questio-
namente que se coloca é: a convergéncia para o nimero e de fato se confirma? A resposta

é sim. A convergéncia ocorre naturalmente.

t
. < r\" : . . .
Considere a equacao C' = Cj (1+> . A juros anuais, um capital Cy rendera,
n

ap6és um ano, Co(1+7). Porém, se dividirmos o ano em n partes e fizermos a composigao
de juros para esses n periodos, quando chegar ao fim do ano, obteremos um capital maior,

r\" .
no valor de Cj (1+ ) . Se pensarmos num valor de n extremamente grande, ou seja,

n

que os juros sejam capitalizados a cada instante, ao fim de um ano o capital investido

sera de
r n
lim c(1+) =c-e.
n—oo n
Esse tipo de transagdo, em que os juros sao capitalizados instantaneamente, é o

que chamamos de juros continuos.

4.2 Aplicacao de Logaritmos ao estudo de terremotos

Em 1935, o fisico e sismélogo norte-americano Charles Francis Richter (1900-1985),
junto com o sismélogo alemao Beno Gutenberg (1889-1960), em seus estudos sobre sismos
no sul da Califérnia (Estados Unidos), formulou uma escala de magnitude para comparar

informagoes e efeitos provocados por terremotos. Expressa em fungao logaritmica, a escala
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Richter (também conhecida como escala de magnitude local (Mp)) ndo mede os efeitos
dos terremotos, mas indica sua forca em termos de energia liberada, baseada nos registros

das estagoes sismograficas.

Como tem base logaritmica decimal, cada aumento da magnitude em um ntmero
inteiro representa um aumento de 10 vezes na amplitude do terremoto. A escala Richter
corresponde ao logaritmo da medida da amplitude das ondas sismicas a 100 km do epi-
centro. A intensidade I de um terremoto é um nimero que varia de I =0 até I = 9,5,
para o maior ja registrado, ocorrido no Chile, em 1960. Essa intensidade I é dada pela

férmulas 5 P
I= glOgIO (E_O)v

onde E é a energia liberada em quilowatt-hora (kWh) e Eg=7-10"3 kWh.
A tabela abaixo, adaptada de (DANTE, 2013), ilustra os efeitos provéaveis de ter-

remotos de acordo com sua magnitude na escala Richter.

Figura 6 — Efeitos causados por terremotos.

Representacao

Magnitude Efeitos provocados ilustrativa

i Nenhun efeito. Sdo apenas regis-
Inferior a 3,5

trados pelos sismdgrafos.

3554 J4é é percebido, mas produz pou-

cos danos.

Provoca danos menores em edifi-
55a6 ] )
cios bem construidos.

Muito perigoso para dreas popu-
6,1a69 losas. Pode ser devastador numa

zona de 100 Km.

Pode causar grande destruicéo,
TaT79 sérios danos numa grande super-

ficie.

Suficiente para dizimar cidades
. inteiras e causar danos em re-
A partir de 8 *
gides localizadas a vérias cente- e

nas de quilometros.
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4.3 Aplicacao de Logaritmos a Quimica

Pela sua propriedade caracteristica de modelar um grande niimero de fenémenos e
situagoes naturais, em que se tem uma grandeza cuja taxa de variagao é proporcional a sua
quantidade existente no instante dado, as fungoes logaritimicas se aplicam largamente &
Quimica (MONK et al., 2012). Dentre tantas, citaremos algumas que podem ser adaptadas

e até discutidas ao nivel de alunos do Ensino Médio. Sao elas:
1) Obtengao do pH de solugao aquosa.

O pH ¢ a abreviatura de potencial de hidrogénio, que indica a acidez, neutralidade
ou a basicidade de uma substincia, de acordo com os niveis de concentracio! de fons de
H™. Em 1909, com base em diversos estudos realizados em fisico-quimica, o bioquimico
dinamarqués Soéren P. Sorensen (1868-1939) estabeleceu uma maneira para expressar o pH

de uma substancia utilizando o logaritmo negativo de sua concentracao de ions hidrogénio
([HT)).

Sua representacao matematica é dada pela relacao
pH = —10g[H+]7

em que [HT] é a concentragdo molar de fons de hidrogénio. Assim, conhecendo o pH de
uma substancia, podemos determinar a concentracao de fons H™ e vice-versa, como nos

exemplos que seguem:

Exemplo 4.3.1. Uma solucio de &cido etandico tem concentracdo de 10~* mol/dm3.
Qual é o pH do acido?

Resolugao: Para obter o pH inserimos o valor correspondente a [H1] = 10~
mol /dm? na funcio logaritmica pH = —log[H*]. Assim, pH = —log[10™%], o que resulta
pH =—1-(—4) = +4.

Exemplo 4.3.2. Um agrénomo, ao verificar as condi¢oes do solo para o inicio de um
plantio, oferece ao produtor informagoes sobre o nivel de nutrientes, o conteiido organico

e o pH do solo, que, quando representado por um valor entre 6 e 7, tende a ser mais fértil.

L' pH < 7 caracteriza substancia acida; pH = 7 caracteriza substancia neutra; e pH > 7 caracteriza

substancia basica.
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Em uma propriedade rural, a produtividade maxima de feijao foi obtida com pH

6,4 do solo. Obtenha a concentragao de ions de hidrogénio apresentada nesse solo.

Resolugao: Para obter [H] da definicio de pH, primeiramente multiplicamos

ambos os membros da igualdade por (—1).
—pH = log[H™]
Como 107 e logx sao fungoes inversas uma da outra, para remover o logaritmo,
basta realizar a operacao inversa de logx, que é 10*. Assim,

10~PH — qqloslH ],

Como a'°8® = b, temos, com a =10 e b= [H*], que [H+] = 107PH.

Assim, para pH = 6,4 ,temos [H] = 107%% mol /dm3.

Exemplo 4.3.3. Considerando [HT][OH~] =1-10" e utilizando as férmulas pH =
—log[H™"] e pOH = —log|OH ], obtenha a relagdo pH + pOH = 14.

Resolucgao: Das defini¢oes de pH e pOH, temos que

pH+pOH = —log[H"]+ (—log[OH))
= —(log[H "] +log[OH])
= —(log[H"]-[OH7])
= —(logl-1071%
= —(—14)-log10
= —(-14)
— 14

2) A concentragao de reagente em uma rea¢ao quimica diminui com o tempo, de

acordo com a chamada equacgao de velocidade:
[Rle =[Rlo-e™™,

em que [R]p é a concentracao do reagente no inicio de uma reagao, [R]; é a concentragiao
de reagente R no tempo t apds o inicio da reacao e k é a constante de velocidade de

primeira ordem.

3) A equacdo de Tafel? relaciona a densidade de corrente I que flui quando um

eletrodo é imerso em uma solucao de analito e a voltagem ¢é deslocada por uma quantidade

2 Julius Tafel (1862-1918) foi um quimico e metalurgista suico que se destacou no campo da Eletroqui-

mica.
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1 do seu potencial de equilibrio:
Inl =a+0bn,

em que a e b sao constantes.

4) A equagdo de Arrhenius® relaciona as constantes de velocidade de reacoes

quimicas k1 e kg e as temperaturas 17 e T5:

ko E, ( 1 1 )
In(—=|=—o(=—-=—,
k1 R \Ty, Ty
em que R ¢é a constante de gés e F, é a energia de ativagao.

5) A lei limitante de Debye*- Hiickel® relaciona o coeficiente de atividade 7 e

uma forma de concentragao conhecida como forca idnica I:
logy = —AzT27V1I,
em que A, 27 e 2z~ sdo constantes.

6) A equagdo de Eyring® ¢ uma forma superior da equacio de Arrhenius e

relaciona as constantes de velocidade de reagoes quimicas k e a temperatura 7T

IE__L}[#_FLS#_’_I@
"\7)T " Rr TR TE\L )

em que R é a constante de gis, AH# ¢ a entalpia, AS# é a entropia de ativacdo, h é a

constante de Planck e kg é a constante de Boltzmann.

7) A equagdo de Clausius’- Clapeyron® diz respeito aos gases e liquidos no

equilibrio e relaciona a pressao p com a temperatura 1"
@

H(Uaporizagéo) < 1 1 >

R T, T

Inpo—Inp; = —

No exemplo que segue aplicaremos a relagao de inversao entre exponenciais e loga-
ritmos e algumas de suas propriedades a fim de reforcar e permitir adaptagoes para uma

discussdo em nivel de alunos de Ensino Médio.

8) Uma das formas da isoterma de van’t Hoff” é
AG?
K=exp|——0v
ow (S ) |

Svante August Arrhenius (1859-1927), quimico sueco, reconhecido com o Nobel de Quimica em 1903,
pela contribuicdo ao avanco da Quimica por meio de sua teoria eletrolitica da dissociagao.

Peter Joseph William Debye (1884-1966), fisico e fisico-quimico, nascido nos Estados Unidos, porém
de origem holandesa.

Erich Armand Arthur Joseph Hiickel (1896-1980), fisico e fisico-quimico aleméo.

Henry Eyring (1901-1981), quimico mexicano, naturalizado estadunidense.

Rudolf Clausius (1822-1888), fisico e matemdtico de origem alema, reconhecido pelas suas contribui-
¢oes as ciéncias da Termodinamica.

Benoit Paul Emile Clapeyron (1799-1864), fisico-quimico e engenheiro civil, nascido na Franga.
Jacobus Henricus van’t Hoff (1852-1911), quimico neerlandés, primeiro vencedor do Prémio Nobel de
Quimica, em 1901, com o conceito de Pressdo Osmotica.
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em que k é uma constante de equilibrio, AG? ¢ o valor correspondente da variacao padrao

na fungao de Gibbs, R é a constante de gés e T' é a temperatura absoluta.

Observe que o foco da andlise de um experimento pode determinar como objeto
qualquer uma das grandezas acima. Por exemplo, podemos considerar uma situagao em

que o objeto seja AG?, a variacdo de energia de Gibbs.

Por se tratar de uma fun¢do exponencial, a sua inversao leva a uma funcao lo-
garftmica. Dai, o rearranjo da isoterma de van’t Hoff acima para isolar AG? exigird o
conhecimento adequado das propriedades operatérias de logaritmos. Assim, esse rearranjo

se dard pelas etapas seguintes:

i) Como a inversa da exponencial é o logaritmo natural “In”, devemos primeira-

mente, aplicar o logaritmo natural a ambos os membros da igualdade acima:

@
InK =1In lexp <_AR(;>] .

ii) Simplificamos o lado direito:

AG?
InK=——-.
" RT
iii) Finalmente, uma vez que o termo AG? no lado direito foi dividido por “—RT”,

multiplicamos ambos os membros da igualdade por esse fator e obtemos como resultado:

AG? = —RTInk.

4.4 Aplicacao de logaritmos aos sentidos humanos

Em seus estudos sobre a resposta dos seres humanos a estimulos fisicos, Weber!?
e Fechner'! formularam a lei psicofisica de Weber-Fechner. Seu principio é relacionar a
intensidade fisica de uma excitagao e a intensidade subjetiva da sensag¢ao de uma pessoa,
podendo ser qualquer percepcao sensorial, seja auditiva, visual, térmica, tatil, gustativa

ou olfativa.

De acordo com o enunciado dessa lei, o aumento do estimulo, necessario para pro-
duzir o minimo de sensagao, é proporcional ao estimulo preexistente. Matematicamente,
¢ dada pela funcao logaritmica

n= Alogs+ B,

em que n € o nivel de sensagao para o estimulo s e A e B sdo constantes arbitrarias.

A seguir, descreveremos como Weber e Fechner obtiveram essa lei.

10" Ernest Heinrich Weber (1795-1878), anatomista e fisiologista alemao.

11 Gustav Theodor Fechner (1801-1887), fisico e filésofo alemao.
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Inicialmente, Weber concluiu que diferencas marcantes ocorrem quando o aumento

de estimulo é proporcional ao proprio estimulo. Essa propor¢ao pode ser expressa por

S , . , , , .
r=—, em que s é a magnitude de um estimulo mensuravel e As é o aumento requerido
S

para que haja percepcao.

Para ilustar melhor as conclusoes a que Weber e Fechner chegaram, consideremos
a seguinte situacao: Uma pessoa desafiada a distinguir, com as maos, entre um peso de 20
g e outro de 20,5g, nao serd capaz de fazé-lo. Porém, entre 20g e 21g, a distingdo poderd
ser feita sem dificuldades. Ja para o peso inicial de 40g, a diferenga de 1g é irrelevante e
pode nao ser percebida. Para tanto, o ideal serd a comparagao entre 40g e 42g. Do mesmo
modo, a experiéncia aponta que 63g pode ser distinguido de 60g, 84g de 80g, 105g de
100g, e, assim, conclui-se que a distin¢ao é possivel se a sua magnitude ¢ acrescida de pelo

menos 5% do valor original.

) } . ) As
A tabela seguinte apresenta uma lista de propor¢oes aproximadas — para a sen-
s

sibilidade dos sentidos humanos.

As
Tabela 6 — Proporgoes aproximadas — para a sensibilidade dos sentidos humanos.
S

Percepcao s = magnitude do estimulo | r = %
Claridade visual Intensidade da luz 51—0
Tons musicais Intensidade de som 11—0
Olfato para borracha Nimero de moléculas %
Gosto por solucao salina | Concentracao da solucao i

De acordo com (BATSCHELET, 1978), o problema de escalas para discriminar
estimulos é que as sensac¢Oes nao sao mensuraveis. Com base nos trabalhos de Weber,
Fechner propos, em 1960, um método de conversao em escala que consistia em considerar

Asg

a constante de proporcao r = —— e sg um valor fixo de s para determinar o estimulo
S0

observavel imediatamente superior:
ASO
51 =580+ Asg = SO—I—S—SO =s0+7sg=so(l+r).
0
Considerando 1+17r = g, resulta

S1 = 804.

1
Para o exemplo sobre levantamento de peso, dados sog = 40g e r = 207 resulta

1
q:1+2—021,05e31:4Og-1,05:429.

O préximo estimulo observavel imediatamente superior so é dado por s9 = s1¢ =

(s0-q)-q= s0q?, e assim segue de tal modo a determinar uma sequéncia geométrica ou
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exponencial
_ _ 2 _ 3 _ n
80,81 - SOQaSQ - SOQ 783 - SO(I 7"'7871 - 30(] )
em que ¢ =0,1,2,3,...,n correspondem aos niveis de sensagao para os estimulos sqg, s1, s2,

§3,..., Sn, respectivamente.

Para obter n como func¢ao de s,, aplicamos log a ambos os membros da igualdade

sp = S0q" e usamos suas propriedades operatoérias:

logs, = logsyq"
logs, = logsy+logq"
logs, = logsg+nlogq

nlogg = logs, —logsy
log s, —log sg

n =
logq
1
Considerando =A, — 0850 _ B, s, = s, podemos escrever
logq logq
n= Alogs+ B.

Com a relacao obtida acima podemos julgar o nivel da sensa¢ao em escala ordinal
e também em escala graduada. Para converter as sensacoes em escalas podemos escolher
qualquer multiplo de n e adicionar-lhe uma constante arbitraria, obtendo, ainda, uma
funcao linear de logs. Portanto, em geral, se M representa uma quantidade apropriada

para a conversao das percepcoes em escala, entao
M =alogs+0,

com as constantes a e b reais, a # 0.

No campo da Biociéncias, uma aplicacao fundamental da lei de Weber-Fechner é a
relacao dose-resposta em ensaios bioldgicos. Quando uma medicacao é administrada a um
animal, a resposta ou reacao nao pode ser relacionada linearmente a dose. Por exemplo,
para uma dose de 10 mg aumentada de 5 mg e uma outra de 100 mg, também aumentada
de 5 mg, os niveis de reacao podem ser intensos para o primeiro caso e imperceptiveis para
o segundo, embora o acréscimo seja o mesmo (5 mg). No entanto, o aumento percentual
¢ de 50% e 5%, respectivamente, o que vai realmente determinar os niveis de reacao e
permitir o seu delineamento pela lei de Weber-Fechner. “Como consequéncia, quando
animais sdo testados para suas respostas a doses de diferentes niveis, as doses devem

formar uma sequéncia geométrica ou exponencial.” (BATSCHELET, 1978)
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Uma outra escala de Fechner também muito importante e conhecida é a que mede
ruidos, definida por R = 12+1log;y/, em que R é a medida do ruido em Bel'? e I é a

intensidade sonora, medida em watts por metro quadrado.

No Brasil, a unidade de intensidade sonora comumente usada ¢ um submaultiplo da

unidade Bel, o decibel (1B = 10dB).

Uma aplicacao da funcao logaritmica acima ¢ calcular a “poluigdo sonora”. Numa
frequéncia de 1000 Hz (Hz = Hertz = ciclos por segundo), o limiar de audigao, ou a menor
intensidade que pode ser ouvida, é préximo a Iy = 10712 watt/mz. Para I = Iy, R, é zero
decibel.

Segundo (BATSCHELET, 1978), para um tom de qualquer frequéncia diferente de
1000 Hz, a funcao acima e a unidade dB nao podem ser utilizadas para o ouvido humano,
j& que o ouvido nao é igualmente sensivel a tons de diferentes frequéncias. Para qualquer
tom que se desvie de 1000 Hz, para uma mistura de tons, sejam eles harmoniosos ou nao,

é requerida uma maneira subjetiva para a conversao em escala.

4.5 Aplicacao de Logaritmos a Teoria da Informacao

Em 1948, Shannon'?, publicou parte de seus trabalhos a respeito da Teoria da
Informagdo. Essa teoria consiste em suas descobertas a respeito da velocidade méaxima
Cimaz (em bits por segundo) com que sinais de poténcia S watts podem passar por um
canal de comunicacao, que permite a passagem sem distor¢ao, dos sinais de frequéncia até
B hertz, produzindo um ruido de poténcia maxima N watts. Matematicamente, Cyqz €

dada por
S

Craz = B -logy (N) )

Motivado pelo problema da capacidade de comunicacao de um canal transmissor,
Shannon inseriu a grandeza informagao entre os elementos basicos do trabalho cientifico,
massa e energia, e, aplicando a Teoria das Probabilidades, mostrou como medi-la. Sua
unidade de medida ¢é o bit, que evidencia, como em varios outros trabalhos, a preferéncia

de Shannon ao sistema de numeracao binéario.

Quando um evento tem a probabilidade p de ocorrer, sua ocorréncia fornece uma
quantidade de informagoes I dada por uma expressao que envolve logaritmos, ou seja, o
bit corresponde a conhecer, dentre dois eventos equiprovaveis, o que efetivamente ocorre
e é expresso por

1
I =log, —.
’p

12 Essa designacio é uma homemagem a Alexander Graham Bell (1847-1922), fisico escocés, responsével

pela invencao do telefone.

13 Claude Elwood Shannon (1916-2001), matematico, criptégrafo e engenheiro elétrico norte-americano.
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Com a possibilidade de medir, além da massa e energia, também a informacao, o
poder de investigacao dos cientistas avancou consideravelmente, em especial no desenvol-

vimento de novas tecnologias de comunicacoes.
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5 A Matematica e os logaritmos na Educacao Basica

5.1 Por que estudar Matemética?

Certa vez, o mateméatico americano James R. Newman (1907-1966) escreveu: “A
coisa mais dolorosa sobre a Matematica ¢ quao longe vocé esta de ser capaz de usa-la
logo depois de aprendé-la”. Em outras palavras, se buscarmos aplicabilidade imediata e
individualizada para toda a matematica que estudamos, o nosso estudo nao ultrapassara

as operagoes de adi¢ao e subtragao de ntimeros inteiros.

Quem é o professor de Matematica que ainda nao se deparou com perguntas do
tipo: “Por que estou estudando isso?” “Em que vou usar isso? Para que serve?” Perguntas
classicas, mas ainda embaracosas, pois nem todos os contetiddos matematicos, contidos nas
propostas curriculares destinadas a Educagdo Béasica no Brasil, tém uma aplicabilidade
imediata e contextualizada para o cotidiano de cada um dos estudantes espalhados pelo
pais. Embaracosa também, pois revela, de certa maneira, dessabor a proposta apresentada.

Essa inquietacao nao é, de modo algum, recente. Conta-se que Euclides, cerca de
300 a.C., enfrentou a célebre questao quando um aluno lhe perguntou: “Afinal, o que é que
se ganha ao aprender Geometria?” Em resposta, Euclides teria pedido ao seu discipulo

que desse ao estudante uma moeda de ouro, “porque ele precisa ganhar com aquilo que
aprende”.

Muitos professores de Matemadtica sentem-se desconfortdaveis ao tentar
responder a essa questdo e, ao permitir que os alunos o percebam, aca-
bam refor¢ando nos jovens a ideia de que aquilo ndo deve mesmo servir
para muita coisa ttil. E uma pena porque, em realidade, o dificil hoje é
encontrar areas de atividade humana onde a Matematica ou, pelo me-
nos, seu raciocinio légico-dedutivo nao tenha, em maior ou menor grau,
alguma participacao efetiva. (GARBI, 2007)

A Matematica, desenvolvida e registrada ao longo da Histéria, é uma das mais
significativas conquistas do conhecimento humano. Deve-se ressaltar que ela faz parte do
cotidiano das pessoas e contribui para o avanco das outras ciéncias e das tecnologias. E, por
esse motivo, considerada um campo do conhecimento muito importante, que se mantém
viva e crescente, devido a suas utilidades e as contribui¢des vindas, especialmente, dos
centros académicos e de pesquisa, nos quais se verifica uma permanente producao de

conhecimento matematico.

Os motivos de se estudar Matematica podem nao estar claros por razoes como o
fato de que esses jovens e até muitos de seus professores ja nasceram desfrutando das

maravilhas da tecnologia e desconhecem como era viver em tempos anteriores, de modo
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que tendem a nao se surpreender com as facilidades a disposicao da sociedade moderna e

nao se perguntam como e por quem este mundo tecnologico foi construido.

Dar uma explicagdo, de maneira tao genérica, aos estudantes, ndo é uma tarefa
nada facil pois, em geral, eles ainda nao tém maturidade suficiente para compreendé-la.

Porém alguns exemplos praticos podem ajudé-los.

Na dinamica dos avancos tecnologicos, as pessoas sao constantemente expostas a
informacgoes que, para serem entendidas e consideradas de modo critico, exigem a leitura
e interpretacao de gréaficos e tabelas e demandam o conhecimento de nogoes bésicas de
Estatistica e de Probabilidade. A capacidade de resolver problemas, de enfrentar situagoes
complexas e modela-las adequadamente, de expor e compreender ideias, é cada vez mais

requisitada.

Lé-se, em (BRASIL, 2001), que "[...] a Matemadtica pode dar sua contribuigdo a
formacao do cidadao ao desenvolver metodologias que enfatizem a construcao de estra-
tégias, a comprovacao e justificativa de resultados, a criatividade, a iniciativa pessoal, o

trabalho coletivo e autonomia |[...]".

Mas, diante do mencionado acima, um aspecto também para infelicidade e descon-
forto dos educadores, é que a indagagao dos alunos a respeito dos motivos de se estudar esse
ou aquele contetdo revela uma “manifestacao contraria”: revela que a didatica adotada
nao esta sendo compreensivel tampouco prazerosa. O ser humano comum nao costuma

questionar por que fazer atividades que lhe dao prazer.

Dessa maneira, um ensino de Matematica adequado nao pode negligenciar tais
aspectos. Ver a aprendizagem em Matemaéatica ocorrer de forma efetiva entre os alunos
é um desafio diario para os educadores, que, nesse anseio, buscam levar para suas salas
de aula metodologias que prendam a atencao, que levem a compreensao de conceitos

matematicos e os tornem significativos.

Em resposta a esses anseios, educadores matematicos apontam a resolucao de pro-
blemas como uma 6tima ferramenta que pode ser usada a fim de tornar a Matematica
mais atrativa para o aluno. Como se verifica em (BRASIL, 2001), '[...] a resolucdo de
problemas, na perspectiva indicada pelos educadores matematicos, possibilita aos alunos
mobilizar conhecimentos e desenvolver a capacidade para gerenciar as informagoes que

estdao ao seu alcance |[...]".

5.2 O Estudo de Logaritmos no Ensino Médio

No curriculo escolar brasileiro, o estudo de logaritmos esté entre os temas aborda-
dos na 1? série do Ensino Médio. Destaca-se em relevancia, pelo fato de modelar muitos

fendmenos naturais, fornecer muitas aplicagoes a Matematica Financeira, descrever cres-
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cimentos populacionais, desintegracoes radioativas, etc.

Entretanto, ocorre que muitos estudantes concluem o Ensino Médio sem perceber
tal relevancia, manipulando logaritmos de forma mecanizada, sem habilidades de modelar
fenomenos a partir de fungoes logaritmicas e exponenciais e acreditando tudo isso ser uma
grande perda de tempo, ja que calculadoras e computadores podem fazer todos os calculos

que julgam necessarios.

Alguns questionamentos permeiam as rodas de conversa entre os professores de
Matematica do Ensino Médio, quando o assunto ¢ o ensino de logaritmos. Entre os ques-
tionamentos presentes nessas discussoes, alguns justificam e mobilizam a elaboragao deste

trabalho. Entre eles:

i) A forma como o conteido de logaritmos ¢ ensinado aos alunos nao tem muito

sentido e lhes parece mais uma tortura por parte de seus professores.
ii) Por que razoes se dé o estudo de logaritmos no Ensino Médio?
iii) Que metodologias podem ser aplicadas ao seu ensino?
Tais questoes se traduzem em perguntas, pelos alunos, como:
“Nao existe um jeito mais simples de fazer isso nao, professor?”
“Por que estamos estudando isso?”
“Como vou usar logaritmos em minha vida?”

Frente a essas perguntas, o professor quase sempre tem dificuldades em respondé-
las. Diante disso, nota-se a necessidade de uma mudanca no que se refere ao ensino de
logaritmos, nao podendo mais se restringir aos livros didaticos e as técnicas de memori-

Zagao.

-

E com essa perspectiva que apresentamos a Resolugao de Problemas como uma
alternativa para o ensino desse conteiido. Com ela buscamos tornar evidentes algumas
de suas aplicagoes e, de certa maneira, satisfazer inquietagoes dos tipos “como?” e “para
qué?”, além de substituir exercicios meramente manipulativos por questoes de aplicacoes

praticas.

E importante ressaltar que os professores devem possuir uma formacio profunda
da Matematica, nao apenas a capacidade de demonstrar teoremas ou lidar com a lin-
guagem matematica de forma mecanica. Necessita-se muito mais que isso. Necessita-se
conseguir relacionar os mais variados campos do conhecimento, refletindo sobre os funda-
mentos da Matematica, percebendo seu dinamismo, seus diferentes sistemas de registro
e entendendo que seu conhecimento propde problemas numa proporcao bem superior as

das suas solugoes.



49

5.3 Resolugao de Problemas como estratégia de ensino de Ma-

tematica

De acordo com Terence Tao, “A Matemaética é o estudo de entidades abstratas, que
podem ter carater numérico, 16gico ou geométrico, e obedecem a um conjunto de axiomas
cuidadosamente escolhido.” (TAO, 2013)

A abstracdo da Matematica é, sem duvida, um dos aspectos responsaveis pelo
temor a essa disciplina por parte dos alunos. Como é dito em (BRASIL, 2001), dentre as
finalidades do ensino de Matematica, visando a construcao da cidadania, “identificar os
conhecimentos matematicos como meios para compreender e transformar o mundo a sua
volta e perceber o carater de jogo intelectual, caracteristico da Matematica, como aspecto
que estimula o interesse, a curiosidade, o espirito de investigacao e o desenvolvimento da
capacidade para resolver problemas.”

Segundo as Orientagoes Curriculares, por exemplo, espera-se que os alunos, ao final
da Educacao Basica,

[...] saibam usar a Matemé&tica para resolver problemas préticos do quo-
tidiano; para modelar fendmenos em outras dreas do conhecimento; com-
preendam que a Matematica é uma ciéncia com caracteristicas proprias,
que se organiza via teoremas e demonstracoes; percebam a Matema-
tica como um conhecimento social e historicamente construido; saibam
apreciar a importancia da Matematica no desenvolvimento cientifico e
tecnolégico. (BRASIL, 2006)

A metodologia de resolugao de problemas aqui apresentada é um suporte de su-
peracao a professores e estudantes, dispostos a aventurar na busca de seu conhecimento.
Nas orientacoes educacionais para o ensino de Matematica, a resolucao de problemas tem
conquistado um papel de destaque, devido aos inimeros beneficios que ela pode oferecer
ao processo de ensino e aprendizagem dessa disciplina, independentemente do nivel de

ensino.

Nos PCN+, essa metodologia é assim apresentada:

[...] A resolugdo de problemas é pega central para o ensino de Matem4-
tica, pois o pensar e o fazer se mobilizam e se desenvolvem quando o
individuo estd engajado ativamente no enfrentamento de desafios. Essa
competéncia nao se desenvolve quando propomos apenas exercicios de
aplicacao dos conceitos e técnicas matemaéaticos, pois, neste caso, o que
estd em acdo é uma simples transposicao analégica: o aluno busca na me-
moria um exercicio semelhante e desenvolve passos andlogos aos daquela
situacao, o que nao garante que seja capaz de utilizar seus conhecimentos
em situagoes diferentes ou mais complexas. (BRASIL, 2009)

Para (DANTE, 1989), problema é qualquer situagao que exija o pensar do indivi-

duo para soluciona-la. Ampliando essa definicao do autor, podemos acrescentar que para
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resolver um problema matematico, o aluno deve estar motivado a fazé-lo.

Segundo (POLYA, 1995),

A resolugdo de problemas é uma habilitacido pratica como, digamos, o
é a natagdo. Adquirimos qualquer habilitacdo por imitagdo e prética.
(...) Ao tentarmos resolver problemas, temos de observar e imitar o que
fazem outras pessoas quando resolvem os seus e, por fim, aprendemos a
resolver problemas, resolvendo-os. (p. 3)

Para Dante, exercicio e problema nao se apresentam tao entrelacados como
define Polya. Em sua obra “Didatica da Resolu¢ao de Problemas de Matemética”, Dante
evidencia a diferenca entre esses dois termos. De acordo com ele, Exercicio serve para
exercitar, para praticar um determinado algoritmo ou processo, do qual o aluno extrai os
dados necessarios para praticar uma ou mais habilidades algoritmicas. Ja4 Problema ou
problema-processo, ele define como a descrigdo de uma situacao na qual se procura algo
desconhecido e nao se tem previamente algoritmo algum que garanta sua resolugao. A
resolucao de um problema-processo exige certa dose de iniciativa, e criatividade aliada ao

conhecimento de algumas estratégias.

Nos Parametros Curriculares Nacionais do Ensino Fundamental (2001), verificamos
a metodologia da resolu¢ao de problemas como uma proposta que pode ser resumida nos
seguintes principios:

i) a situacdo-problema é o ponto de partida da atividade matemdtica e
nao a definigdo. No processo de ensino e aprendizagem, conceitos, ideias
e métodos matematicos devem ser abordados mediante a exploragao de
problemas, ou seja, de situacdes em que os alunos precisem desenvolver
algum tipo de estratégia para resolvé-las;

ii) o problema certamente nio é um exercicio em que o aluno aplica, de
forma quase mecanica, uma férmula ou um processo operatério. S6 ha
problema se o aluno for levado a interpretar o enunciado da questao que
lhe é posta e a estruturar a situagao que lhe é apresentada;

iii) aproximagdes sucessivas ao conceito sdo construidas para resolver
um certo tipo de problema; num outro momento, o aluno utiliza o que
aprendeu para resolver outros, o que exige transferéncias, retificagoes,
rupturas, segundo um processo analogo ao que se pode observar na His-
téria da Matematica;

iv) um conceito mateméatico se constréi articulado com outros conceitos,
por meio de uma série de retificacoes e generalizacoes. Assim, pode-se
afirmar que o aluno constréi um campo de conceitos que toma sentido
num campo de problemas, e ndo um conceito isolado em resposta a um
problema particular;

v) a resolucdo de problemas nao é uma atividade para ser desenvolvida
em paralelo ou como aplicagdo da aprendizagem, mas uma orientacao
para a aprendizagem, pois proporciona o contexto em que se pode apre-
ender conceitos, procedimentos e atitudes matematicas. (BRASIL, 2001)

Os primeiros trabalhos de pesquisa sobre Resolugdao de Problemas tiveram inicio
sob a influéncia de George Polya (1888-1983), da Universidade de Stanford-EUA, que
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discutiam sobre heuristicas, com o objetivo de auxiliar os professores no entendimento e
uso adequado da metodologia de resolugao de problemas. No livro “How to Solve It” (tra-
duzido por “A Arte de Resolver Problemas”), 1995, com 1* ed. em 1945, Polya apresenta
um método de trabalho desenvolvido em quatro etapas para a resolugao de problemas: 1°)
compreender o problema, lendo-o e interpretando-o; 2°) elaborar um plano; 3°) executar o
plano; 4°) fazer o retrospecto ou verificagdo da solugdo obtida no problema original. Polya
desenvolve um processo heuristico ao longo da resolugao de problemas. Obter solucao de
um problema nao é o tinico objetivo que ele propoe. O aluno deveria, ao longo do processo
de resolucao do problema, descobrir, por si mesmo, com ajuda do professor, o significado
dos conceitos matematicos envolvidos. Para Polya, era fundamental “ensinar o aluno a

pensar’”.

Sob a oOtica de Dante, a heuristica da resolugao de problemas de Polya se estabelece

da seguinte maneira:
12 ETAPA: Compreender o problema.

O primeiro passo é entender o problema: temos que perceber claramente o que é

necessario.
Quais sao as incognitas?
Quais sao os dados?
O que o problema esta pedindo?
22 ETAPA: Estabelecer um plano de acgao.

O segundo passo é encontrarmos um plano de a¢ao para resolver o problema fazendo

uma conexao entre os dados e as incégnitas.
E possivel fazer uma figura? montar uma equacao?
E possivel fazer uma representacio geométrica?
32 ETAPA: Executar o plano.
Nesta etapa chega o momento de por em pratica a elaboragao do plano de acao.
42 ETAPA: Revisar a solucgao.

Examine a solucao obtida. E possivel verificar o resultado, observar se a resposta

satisfaz as condigoes cedidas pelo problema.

Quando se propoe aplicar a resolucao de problemas como metodologia de apren-
dizagem no ensino de Matematica, é indispensavel que a sele¢ao de problemas nao passe
por aqueles rotineiros e algoritmicos, em que o aluno se desdobre em “encher” férmulas
com todos os dados numéricos presentes na situagao descrita, ou, pior ainda, seu esforco

se resuma a questionamentos lamentaveis, como por exemplo, “a conta é de mais ou de
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menos?”

O professor deve conduzir esse processo, buscando propor situa¢oes que permitam
originar uma variedade de procedimentos na sala de aula, socializando-os,
comparando-os; deve ser dada énfase ao processo de resolucao e nao simplesmente a obten-
¢ao de respostas corretas. E necessério que o professor promova situagoes que possibilitem
aos alunos vivenciarem experiéncias nas quais estejam presentes, dando a eles a oportu-
nidade de resolverem problemas em contexto pratico. Além disso, nao é a exposicao dos

contetudos que deve levar as situacoes-problema, mas sim o contrario.

E evidente que nenhum caminho pode ser considerado tinico e melhor para se con-
duzir o ensino de qualquer disciplina, em particular, da Matematica. No entanto, conhecer
e se apoderar de diversas possibilidades de trabalho é fundamental para que o professor
estabeleca sua pratica. A Resolucao de Problemas é uma, dentre essas possibilidades, que
permite ao professor proporcionar ao aluno uma aprendizagem centrada em si mesmo,

com a qual ele possa construir e desenvolver seu proprio conhecimento.

5.4 Alguns problemas

Nesta secao apresentamos alguns problemas teéricos que podem orientar o trabalho
do professor em seu planejamento de aulas sobre o tema Logaritmo. Nao nos preocupamos
em apresentar exercicios meramente manipulativos, em que as propriedades e os méto-
dos de resolucao de equagoes exponenciais e logaritmicas sao aplicados sem uma reflexao.
Tampouco, nos preocupamos em apresentar problemas de aplicacao, que trazem a funcao
explicita. Isso nao significa que condenamos o seu uso. Pelo contrario, em quantidade devi-
damente planejada, sem se tornar o foco principal do estudo de Logaritmo, tais exercicios
ajudam os alunos a manipular adequadamente as propriedades operatorias e, assim, dis-
pensam mais tempo para pensar em aplicagOes praticas e interessantes. Além disso, esse
tipo de exercicio é mais facilmente encontrado em livros didaticos, apostilas e sites que

tratam do assunto.

Problema 1. A definicao de logaritmo é a seguinte: Dados a e b niimeros reais,
a>0e0<b#1, o0 logaritmo de a na base b (log,a) é o inico expoente x ao qual devemos
elevar b para obter a, ou seja,

logya =12 < b =a.
Justifique as restrigdbes impostas a a e b na definicao de logaritmo acima.

Resolugao:

As restrigoes correspondem a impossibilidade de qualquer dos casos a seguir:
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i) ii) iii)

logya, a<0 logga, a<0 logya, b<0,a<0
logia, a=0 logga, a=0 logpa, b<0,a=0
logia, a>0 logga, a>0 logya, b<0,a>0

i) logga =2 <= 0" =a.

A tnica possibilidade de essa equagao possuir solucao é o caso em que a =0, para
o qual devemos ter z > (0. Como 0* = 0, para todo > 0, temos que a unicidade de = na

definicao de logaritmo nao é satisfeita.

ii) log;a =2 <= 1" =a.

A tnica possibilidade de essa equacao possuir solucao é o caso em que a = 1. Como

17 =1, para todo x, temos que a unicidade de x na defini¢ao de logaritmo nao é satisfeita.
iii) logpa =2, b <0 <= 1" =a.

Para o caso em que a = 0, temos log;, 0 = x <= b = 0. A tnica possibilidade de

essa equagao possuir solucao é o caso em que b= 0, porém, por hipdtese, b < 0.

Para o caso em que a < 0, temos que essa equagao possui solugdo se a ¢ uma

poténcia de b, ou seja, a = bY, para algum y € R, pois,
' =a<=0b0"=b <=z =y,
o que mostra que o logaritmo, nesse caso, so existe para valores especificos de a e b, que
satisfazem a relagao a = bY.
Por exemplo,
log(_9)(—16) nao tem solugdo,
log(_2)(—8) =3.
De modo analogo, podemos proceder para o caso em que a > 0.
Por exemplo,
log(,z) 16 =4,
log(_5) 8 nao tem solugao.

Devido ao grande nimero de excecoes, nao faz sentido definir logaritmo para esses

Casos.

Problema 2. Anterior ao advento dos logaritmos, como recurso de calculo do

produto, utilizava-se um processo baseado conhecida formula de Trigonometria:

1 1
COST - COSY = icos(:c—i-y)—l— icos(:c—y).
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Dados dois nimeros X e Y para multiplicar, mudando seus sinais e a posicao
das virgulas, podemos supor que X e Y estejam compreendidos entre 0 e 1. Por meio
de uma tdbua de fungoes trigonométricas, obtemos nimeros x, y tais que cosx = X e
cosy =Y. Calculamos a soma =+ vy e a diferenca = —y. Novamente a tdbua nos fornece
cos(z +y)e cos(x —y). O produto X -Y procurado serd simplesmente a metade da soma

cos(x +y) +cos(z —y). Utilizando esse método, calcule os produtos abaixo:
a) 0,834-0,587.
b) (0,85771)2.
c) 0,873-0,802.

Problema 3. Outro substituto rudimentar dos logaritmos, no calculo de produtos,
2

x
é a tabela para os valores da funcao y = (2) . Trata-se de uma tabela que fornece, a
direita de cada numero, o quadrado da sua metade. Por meio dela, podemos reduzir o

produto de dois niimeros quaisquer a somas e diferencas utilizando a férmula:

= (50 - ()

Assim, para calcular o produto zy, efetuamos a soma x+y e a diferenga = —y. Olhando

r+y\? [z —y\? :
a tabela, obtemos <2> e ( 5 ) . Subtraindo esses resultados, obtemos o produto

procurado.

Resolver os itens a), b) e ¢) do exercicio anterior, utilizando o método acima.

Propor que os alunos resolvam essas questoes, em duplas, e, em seguida, reflitam

e debatam sobre os seguintes questionamentos:
I. Qual é o mais simples dos métodos propostos acima?

I1. Por que esse método (mais simples) nao substitui os logaritmos?

Problema 4. Em que base o logaritmo de 8 é igual a 47
Resolucgao:
1# Etapa: Compreender o problema.

Em simbolos matematicos, o problema pode ser representado pela equacao loga-

ritmica log, 8 =4, em que x é um numero real positivo diferente de 1.

22 Etapa: Estabelecer um plano de acgao.

Resolver a equagao logaritmica acima, aplicando adequadamente as propriedades

operatorias de logaritmo.
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3? Etapa: Executar o plano.
Resolver a equagao logaritmica log, 8 = 4.
4% Etapa: Revisar a solucgao.

Observar, passo a passo, a aplicacao adequada das propriedades de logaritmo. Além
disso, é possivel fazer a verificacdo, substituindo, na equacdo exponencial z* = 8, o valor
de x obtido.

A solugdo desse problema consiste em resolver a equagdo logaritmica
log,8 =4.

Desse modo,

log8
logw8:4:>x4:8:>10gx4:10g8:>4-10gx:10g8:>10gx:%@

logz = 0,22578 = 2 = 10922578 = 1 >~ 1 68182.

Portanto, o logaritmo de 8 é igual a 4 na base, aproximadamente, 1,68182.

Problema 5. O controle de uma doenca é feito com aplicacoes regulares de uma
substancia, de modo que os niveis dessa substincia nao atinjam valores inferiores a 30%
no organismo do paciente. Caso isso ocorra, o paciente sofre de reagoes diversas. Sabendo
que, apos 8 horas da aplicacao da substancia, o organismo absorve metade da quantidade
aplicada, em quanto tempo ela deve ser administrada novamente sem que o paciente sofra

com essas reagoes?
Resolucgao:
12 Etapa: Compreender o problema.

Uma substancia é aplicada a um paciente em quantidade ), cujo nivel no orga-
nismo deve ser sempre superior a 0,3Qq. Para t = 8, temos Q(8) = (0,5) - Q9. Devemos

calcular o valor de t que satisfaga a desigualdade Q(t) > 0,3Qo.

22 Etapa: Estabelecer um plano de acao.

Identificar a fun¢ao que modela a situagdo descrita no problema. (Verificar que se

trata de uma fungao exponencial, a saber, Q(t) = Qo - (0,5)5).
32 Etapa: Executar o plano.

Resolver a inequagao exponencial Qg - (0, 5)5 >0,3Qo.

4% Etapa: Revisar a solugao.

Observar, passo a passo, a aplicagao adequada das propriedades de logaritmo. Além

disso, é possivel fazer a verificacao, substituindo, na funcao, o valor de ¢ obtido.
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A fungado que modela o problema acima é Q(t) = Q- (0, 5)5, em que Qo é a quanti-
dade inicial da substancia aplicada no paciente e () é a quantidade de substancia restante
no seu organismo, decorrido o tempo t, ja que, apds 8 horas da aplicacao, ocorre absor¢ao
da metade da substancia. Assim, para que seu nivel nao seja inferior a 30%, consideramos

@ > 0,3Q0, que equivale a seguinte inequacao exponencial de bases distintas:

Qo-(0,5)% > 0,3Qu,

ou seja, (0,5)§ > 0,3. Aplicando log a ambos os membros dessa inequagdo, temos

t t t  log(0,3) log(0,3)
log(0,5)8 > log(0,3) = — -log(0,5) > log(0,3) = - < ——~ =1t <8 ———=
t < 13,9 (aprox.)

oo

Portanto, a aplicacdo deve ser repetida em um intervalo maximo aproximado de

13,9 horas, ou seja, aproximadamente 13 horas e 54 minutos.

Problema 6. Se uma populacdo dobra em 9 horas, em quanto tempo ela triplica?
Resolugao:
1* Etapa: Compreender o problema.

Dada uma populacao Fy, decorrido o tempo t =9 horas, temos 2FP;. O problema

pede o valor de t para que a populagao seja 3.

22 Etapa: Estabelecer um plano de acao.

Identificar a fungao que modela a situagao descrita no problema. (Verificar que se

trata de uma fungao exponencial, a saber, P(t) = Py - (2)%)

32 Etapa: Executar o plano.

Resolver a equagao.

42 Etapa: Revisar a solugao.

Observar, passo a passo, a aplicacao adequada das propriedades de logaritmo. Além

disso, é possivel fazer a verificacao, substituindo, na funcao, o valor de ¢ obtido.

A funcao que modela o problema acima é P(t) = Py- (2)5, em que Py é a populacao
inicial e P é a populacao apos o tempo t de observacdo. Assim, para que a populacdo
triplique, consideramos P = 3P, que equivale a seguinte equagao exponencial de bases
distintas:

3Py =R+ (2)7,
ou seja, 3 = (2)5. Aplicando log a ambos os membros dessa equacao, temos
log 3
log 2

/
1og3:10g(2)3;slog3:§-1og2;st=9- = 214, 26.
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Portanto, essa populagao triplica em aproximadamente 14,26 horas, ou seja, 14

horas e 15 minutos.

O problema a seguir trata de uma possivel relacdo entre Geometria e Logaritmos.

Problema 7. Mostre que o triangulo de lados a, b, e ¢, tais que a >be a>c, é

retdngulo se e somente se log(a+b) +log(a—b) = 2logc.

Resolugao: De acordo com o Teorema de Pitagoras, juntamente com o seu reci-
proco, sabemos que um triangulo, como o descrito no enunciado, é retangulo se e somente
se

a? =+,
ou seja,
a? === (a+b)-(a—b) =2

Agora, aplicando log a ambos os membros da tltima igualdade acima, obtemos
log(a+b) +log(a—0b) =2logc,
que é o resultado desejado.

O problema a seguir trata de uma possivel relagdo entre Média Geométrica, Média

Aritmética e Logaritmos.

Problema 8. Dada uma funcdo f:R — R% do tipo exponencial, f(z) = a”, de-
monstre que a sua inversa transforma a média geométrica das imagens de p e ¢ (p,q € RY})

por f na média aritmética de p e q.

Resolugao: Sabemos que a fungao inversa de f é dada por g(x) =log, z. Assim,

devemos demonstrar que g E/ f(p)f (q)} = p—2H]

Como f(p) =aP e f(q) = a4, temos que
g|[Iwif)| = g(varan
= log, (VaP-a9)
= loga (ap'aq)

1
— Slog, (@ a")

D=

1
=5 (log, a? +log, a¥)

1

= S+a)
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Problema 9. Quantos algarismos tem o niimero 205907

Resolucgao:

Observemos, inicialmente, que a quantidade de algarismos de 10%, x € R, é a parte

inteira de z, mais 1. Assim, podemos resolver esse problema reescrevendo o néimero 20°%°

como uma poténcia de base 10, como segue.

10$ — 20500 — (2 . 10)500 — 2500 . 10500 = 10x—500 — 2500.

Agora, aplicando log a ambos os membros da ultima igualdade acima, obtemos
log 1077990 = 10g 250 = 7 — 500 = 500 -log2 = = = 500 - (1+1og2) =
x =500-1,30103 = = = 650,51.

Portanto, o nimero 20°%° pode ser escrito na base 10 como, aproximadamente,

109%9:51 6 que nos permite concluir, usando a observacao inicial acima, que ele possui 651

algarismos.

Problema 10. Dado que n é um ntmero natural com 28 algarismos e %/n é

também um niimero natural, obtenha %¥/n.

Resolucgao:

Consideremos %/n =p, p € N. Assim, n = p?3. Como n possui 28 algarismos, temos
que 1027 < n < 1028, ou seja, 1027 < p?3 < 1028, Aplicando log a essas desigualdades, temos

log 1077 < logp?? < log10%®

= 27 < 23logp < 28

= 27 <1 < 28
JRS— O JRS—
23 = %P =53
27 28
=102 <p <1023
= 14,925 < p < 16,496. (valores aproximados)

Com p (= %/n) deve ser natural, concluimos que p =15 ou p = 16. Portanto, 3/n
¢ igual a 15 ou 16.

Problema 11. Uma fabrica de pneus, fundada em outubro de 2002, fabricou 5000
unidades no primeiro ano de producgao e, com o sucesso das vendas, estabeleceu meta de

aumentar a sua producao a uma taxa de 15% ao ano. Nessas condicoes,
a) em que ano a producao atinguiu o quadruplo da de 20027

b) qual deve ser a produgdo estimada para o ano de 20157
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c) Escreva uma lei matematica que possa ser utilizada para determinar o ntimero

n de anos necessarios para que essa produgao atinja um valor P (P > 5000).

Resolugao:
1# Etapa: Compreender o problema.

Uma maneira simples de resolver esse problema é escrever a lei de formagao para
a funcao que relacione a quantidade de pneus produzida pela fabrica com o nimero de

anos que se passaram desde o inicio da producao.

Pelo enunciado, as duas grandezas se relacionam por meio da taxa de 15% ao
ano. Isso significa que, a cada ano, a producao aumenta um valor equivalente a 15% da

producao no ano anterior. Esse comportamento pode ser acompanhado na tabela a seguir.

Tabela 7 — Comportamento da producdo de pneus.

Ano Producao (unidades)

2002 5000

2003 5000 +5000-0,15 = 5000 - (14-0,15) = 5000 (1,15)

2004 5000-(1,15) + 5000 (1,15)-0,15 = 5000 (1,15) - (14 0,15) = 5000 - (1,15)?
2005 5000-(1,15)% +5000- (1,15)2-0,15 = 5000 (1,15)3

(2002+n) | 5000-(1,15)"

22 Etapa: Estabelecer um plano de acao.

Analisando os dados da tabela, podemos escrever uma lei que relacione a produ-
¢ao (P) com os anos (n) decorridos desde o inicio da produgao em 2002. Assim, temos:
P(n)=5000-(1,15)" .

a) Para que a producao quadruplique, consideramos P(n) = 4 -5000.
b) Para obter a producao em 2015, basta considerarmos n = 2015 — 2002 = 13.

¢) Ap6s definir a fungdo P(n), obter a sua inversa.

32 Etapa: Executar o plano.

a) Resolver a equacao P(n)=5000-(1,15)" substituindo P(n) = 4-5000.
b) Resolver a equagao P(n) = 5000-(1,15)" substituindo n = 13.

c¢) Obter a fungdo inversa de P(n)=5000-(1,15)".
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4% Etapa: Revisar a solugao.

Observar, passo a passo, a aplicacao adequada das propriedades de logaritmo. Além

disso, é possivel fazer a verificagdo, substituindo, na funcao, os valores de n e P obtidos.

a) P(n) = 5000 - (1,15)" = 4 - 5000 = 5000 - (1,15)" = 4 = (1,15)"

log4
982 59,9189,
log(1,15) "

Portanto, sao necessarios aproximadamente 10 anos para que a producao quadru-

= logd =1log(1,15)" = n =

plique, o que ocorrera em 2012.

b) P(n) = 5000-(1,15)'3 = P(13) = 30763, 93.

Portanto, em 2015, a produgao seréd estimada em aproximadamente 30764 pneus.

c) P =5000-(1,15)" = log P = 1log5000 - (1,15)"™ = log P = log 5000 + log(1,15)"

P
log P — log 5000
= n-log(1,15) = logP — logh000 = n = —oi 8 o — __\5000/

log(1,15) log(1,15)
P
= n=108(1.15) (5000) |
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6 Analise do tema Logaritmos nos livros didaticos de

Matematica do Ensino Médio

No livro Exzame de Textos: Andlise de livros de Matemdtica para o Ensino Médio,
organizado por Lima et al (2001), é feita a andlise de doze colegoes de livros didaticos
do Ensino Médio que, na época, eram adotadas como material didatico utilizado em sala
de aula, como fonte de pesquisa e elaboracao do trabalho pela maioria dos professores
atuantes nesse nivel de ensino.

O livro didatico é o instrumento essencial utilizado pelo professor para
realizar o seu trabalho. Dele sdo tiradas as listas de exercicios, é nele
que estao as defini¢des, os exemplos, as observacoes, as demonstracoes
e a linguagem a ser usada na comunicacao com a classe. Muitas vezes
(quase sempre), o livro didatico é onde o professor aprende aquilo que
vai transmitir a seus alunos, pois, em geral ndo estudou na faculdade
(se é que frequentou alguma) um ndimero consideravel de assuntos que
fazem parte do curriculo escolar. (LIMA et al., 2001)

A andlise das doze colecoes levou em conta trés componentes béasicos para o ensino

de Matemética em nivel Médio. Foram eles:

Conceituacao: Compreende a formalizacao de defini¢oes, o enunciado de propo-
sicoes, o estabelecimento de conexoes entre os diversos conceitos, além de interpretacao e

reformulagao sob diferentes aspectos;

Manipulagao: De cardter essencialmente (mas nao exclusivamente) algébrico, é
fundamental para o ensino e aprendizagem da Matematica. A capacidade de manipular
equagoes, formulas, operagoes e construgoes geométricas, o desenvolvimento de atitudes
mentais automaticas e reflexos condicionados sao posturas que permitem ao usuario da

Matematica concentrar a sua atencao em pontos realmente cruciais;

Aplicacgao: Consiste na utilizacao de nogoes e teorias da Matemética em situagoes
diversas, que podem ser triviais do dia a dia ou outras mais elaboradas e provenientes
de outras areas, cientificas ou tecnoldgicas. E, sem duvida, a motivacao principal para o

ensino de Matematica ser tao difundido e tao necessario.

Também se destacaram a preocupacao com as qualidades didaticas, adequagao do

livro a realidade atual e ao papel educativo da avaliacao.

Da leitura dessa obra, surgiu-nos a curiosidade de saber o que mudou desde entao
no tratamento do tema Logaritmos, de modo que sentimos a necessidade de comparar
os apontamentos e sugestoes feitos pelos criticos as adequagdes em resposta dada pelos

autores.
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Por se tratar de comparagao, os critérios utilizados por nés se baseiam nas analises

feitas nas obras, as quais foram:
i) Se, ao trabalhar logaritmos, os autores partem ou nao de problemas;
ii) Se o livro didatico motiva e sugere um trabalho colaborativo com os alunos;

iii) Se a formalizagdo dos conceitos relacionados a logaritmos é feita antes do pro-

blema dado, durante a resolucao do problema ou depois do problema resolvido;

iv) Se o livro é um dos recursos didaticos que pode contribuir para o trabalho do

professor em sala de aula;
v) Se o livro estabelece relacao entre fungdes exponenciais e logaritmicas;
vi) Se hd mengao (com que énfase, em caso afirmativo) as tabuas de logaritmos;

vii) Se existem (com que frequéncia) exemplos e problemas de aplica¢ao de fungoes

logaritmicas;

viii) Se a conceituacdo de funcgdo logaritmica considera a apresentacao de suas

propriedades caracteristicas.

Nesses quase quinze anos, desde que o livro Fxame de Textos: Andlise de livros
de Matemdtica para o Ensino Médio foi publicado, algumas colegoes dentre as analisadas
perderam mercado, outras buscaram se adequar e se mantiveram e outras surgiram. Dentre
as que se mantiveram, analisaremos, em nosso trabalho, as edi¢oes mais recentes de Gelson
lezzi — Matemdtica: Ciéncia e Aplicagoes (IEZZI et al., 2013); Luiz Roberto Dante —
Matemadtica: Contexto e Aplicagoes (DANTE, 2013); e Manoel Rodrigues Paiva — Colegao
Matematica (PAIVA, 2013). Como exemplos de trabalhos que surgiram recentemente,
analisaremos as obras de Jackson Ribeiro — Matemdatica: ciéncia, linguagem e tecnologia
(RIBEIRO, 2010); Joamir Roberto de Souza — Novo Olhar Matemdtica (SOUZA, 2013);
Katia Stocco Smole e Maria Ignez Diniz — Matemdtica: Ensino Médio (DINIZ; SMOLE,
2013); e Miguel Jorge, Ralph Costa Teixeira, Thales do Couto Filho, Felipe Ferreira da
Silva - Matemdtica para o ensino médio (JORGE et al., 2009). As paginas citadas nas

secoes seguintes referem-se a obra em andlise.

6.1 Gelson Iezzi et al — Matematica: Ciéncia e aplicacoes

A situagao-problema utilizada pelos autores para introduzir o tema é bastante inte-
ressante e diferente do que vemos habitualmente. Trata da desvalorizacao de um caminhao
com o decorrer dos anos de uso. Apresentam a solucao que recai em uma equacao expo-
nencial de bases diferentes, o que motiva os logaritmos como ferramenta para resolvé-la,
como ¢ sugerido no livro Ezxame de Textos (LIMA et al., 2001). Também tém a preocu-

pacao de situar o leitor no contexto histérico do surgimento dos logaritmos, o que fazem
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de modo breve, porém muito claro, na secdo Um pouco de Historia (p. 164).

Ao apresentarem a defini¢ao, consequéncias e propriedades operatorias de logarit-
mos, além de demonstra-las adequadamente, os autores usam exemplos numéricos para
que o leitor possa verificar, em casos particulars, a validade da propriedade. Os anos de
pratica e contato direto com alunos do Ensino Médio nos permitem afirmar o quanto a

escolha adequada dos exemplos numéricos favorece seu entendimento.

O Exercicio Resolvido 7 (p. 168) nao faz sentido, pois log2, assim como log3, sao
valores conhecidos (bem determinados), ndo podendo, dessa forma, ser denotados por a
e b (idem, Exercicio 17 (p. 169) e Exercicio 32 (p. 172)).

Para atender o quesito contextualizagao, a obra contém segoes de aplicagoes que
tratam do uso de logaritmos no calculo de pH e obtencao dos niveis de acidez de solu-
¢oOes aquosas, no estudo de abalos sismicos, medida de amplitude e energia liberada por
terremotos. Porém, na vasta lista de exercicios proposta pelos autores, a quantidade de

problemas de aplicacao ¢é reduzida e a funcao é apresentada explicitamente.

Os autores usam corretamente a expressao “aproximac¢ao”, mas incorretamente o
simbolo de igualdade para representa-la (em todo o capitulo). No 2° paragrafo (p. 183),

»

o “E importante ...”, contradiz a prépria postura adotada pelos autores durante todo o

capitulo.

A referéncia bibliografica (p. 170) estd imcompleta (e incorreta), pois ndo atende
as normas da ABNT. O correto seria: SALVADOR, E., USBERCO, J. Conecte Quimica,
vol. 2. Sao Paulo: Editora Saraiva, 2012.

O “Outro exemplo” na secao Mudanca de base, que descreve uma situacao de uti-
lizacdo de uma calculardora cientifica para a obtencao do valor de um logaritmo cuja
base nao seja decimal, é bastante interessante. A situacao-problema que os autores utili-
zam como motivagdo na introducao a Funcao logaritmica (p. 173) é adequada, sendo um

diferencial. Sao os tnicos autores que fazem isso.

Para nossa surpresa, os conceitos de sobrejetividade, injetividade, bijetividade, fun-
¢ao inversa e composicao de fungao sdo apresentados somente apds o estudo de todas as
fungoes destinadas a primeira série do Ensino Médio (Afim, Quadratica, Modular, Ex-
ponencial e Logaritmica). Esse deve ser o motivo pelo qual os autores nao tratam das
relagoes de invertibilidade entre as fungoes logaritmicas e exponenciais e as relacionam
somente pela propriedade de simetria de seus graficos em um mesmo sistema de coorde-
nadas em relacao a bissetriz dos quadrantes impares. Se tivessem definido funcao inversa
anteriormente, poderiam apresentar a propriedade de simetria como uma de suas con-

sequeéncias.

Os autores perdem a oportunidade de aproveitar o fato descrito no 3° paragrafo
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da secao Funcgdo exponencial e funcao logaritmica, segundo o qual estabelece a relacdo
de um para ordenado (a,b) da fungao f(z)=2" e o seu corresponde par ordenado (b,a)
para a fun¢ao log, b = a. Esse fato, juntamente com o seu reciproco, significa que a fungao

exponencial e a funcao logaritmica sdo inversas uma da outra.

Os exercicios 38 e 39 (p. 179), 43 (p. 180) e 59 (p. 185) sao bastante interessantes.
Em contrapartida, o tinico desafio (p. 187) nao requer o tema estudado para a sua resolu-
¢ao, e o modelo fornecido no Exercicio 42 (p. 180) nao faz sentido: O que justificaria uma
empresa iniciar, em sua fundacao, com 425 funcionarios e levar 14 anos para alcancar um
total de 500, incorporando 25 funcionarios até o 2° ano, mais 25 até o 6° ano e, finalmente,

mais 25 funciondrios até o 14° ano?

As afirmagdes descritas na secao Inequagoes redutiveis a uma desigualdade entre
logaritmos na mesma base (p. 186) nao sdo justificadas pelos autores. A propoésito, os

autores nao tratam das desigualdades entre logaritmos de bases diferentes.

6.2 Luiz Roberto Dante — Matematica: Contexto e Aplicacoes

Em um tinico capitulo sdo tratados Logaritmo e Fun¢ao Logaritmica. Ja na introdu-
¢a0, com o objetivo de chamar a aten¢ao ao tema, o autor recorre a uma situagao-problema
bastante interessante sobre o crescimento demografico na América Latina, problema esse
que recai em uma equacao exponencial de bases diferentes e ai é notavel porque a cole¢ao
superou as criticas sofridas e se mantém no mercado em edigoes atualizadas a cada trié-
nio, quando acata as sugestoes do professor Elon no livro Ezame de texto, de apresentar
logaritmo como meio “de transformar uma equagao exponencial numa igualdade entre po-
téncias de mesma base”. A definicao de logaritmo e a formalizacao de suas propriedades
sao apresentadas a partir de exemplos numéricos, seguidas de uma breve demonstracao

perfeitamente compreensivel a alunos do Ensino Médio.

Na segunda observagao apés a definicao de logaritmo, o autor informa que “Aos
logatimos na base 10 damos o nome de logaritmos decimais ou de Briggs”, mas nao informa

ao leitor o porqué de Briggs, nem quem foi ele.

Apesar da quantidade excessiva de exercicios meramente manipulativos, as se¢oes
Cidlculo de logaritmos e Aplicacio dos logaritmos na resolucao de equacoes exponenci-
ais e de problemas sdo destinadas a apresentar iniimeras aplica¢oes em diversos campos
de atuagdo, como a Quimica (definicio de pH e niveis de acidez e basicidade de subs-
tancias) e a Fisica (agdo de terremotos e decaimento radiotivo) e as ciéncias financeiras
(comportamento de investimentos de capital), além de incentivar e orientar o uso de calcu-
ladoras. Embora sejam poucos, os problemas apresentados nessas se¢oes sao interessantes

e justificam o estudo e uso dos logaritmos sem apresenta-los de forma explicita em seus
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enunciados.

Ao definir func¢ao logaritmica, o autor valoriza tanto sua propriedade caracteristica,
quanto as relagoes de inversao com a func¢do exponencial, estudada no capitulo anterior.
Na apresentacao e analise dos graficos, novamente é possivel perceber que o autor acata
as sugestoes dadas pelo prof. Elon, ao tratar com clareza da injetividade e sobrejetividade
da fungao logaritmica. Porém, sobre a sexta conclusao (p. 189), o autor nada informa

sobre o caso 0 < a < 1.

Apos tratar a propriedade de proporcao entre fungoes logaritmicas e a sua ca-
racterizacdo, o problema resolvido como exemplo e os exercicios que seguem nao foram
selecionados adequadamente a atender esses tépicos. Ai poderiam ser considerados exem-
plos de situagdes que fossem modeladas ou resolvidas por fungdo logaritmica, mas que,
necessariamente, nao estivesse explicita nos enunciados, como o problema que segue: A
dgua de um reservatdrio evapora-se a taxa de 10% ao més. Em quanto tempo ela se redu-

zird a um terco do que era no inicio?

Na secao Caracterizag¢io (p. 191), o autor nao informou ao leitor as referéncias bi-
bliograficas consultadas. Essa atitude impossibilita uma pesquisa para verificagdo e apro-
fundamento sobre o tema e, além disso, torna o seu trabalho incoerente, ja que ele informa
referéncias bibliograficas em outras se¢bes como, por exemplo, ao final da se¢ao Leituras

(p. 199).

A proposta de contextualizagao é concluida a contento com a selecao de questoes
de Vestibulares e Enem, além dos textos sobre terremotos e a presenca de logaritmo na
Lei de Weber, nas escalas de Fechner, na era da informéatica, os quais sdo bons exemplos,
que se aplicam ao cotidiano e podem ser bastante motivadores, contribuindo com a pra-
tica do professor em sala de aula. Contudo, a titulo de esclarecimento, o autor poderia
ter informado ao leitor, mediante a questao do Enem (p. 197) que trata da MMS, que
(atualmente) essa escala é mais usada que a de Richter, para estimar as magnitudes de
todos os grandes terremotos da atualidade, mas que o principio béasico de sua construgao

¢ 0 mesmo: logaritmos.

6.3 Manoel Paiva — Matematica Paiva

Pensando em uma leitura, pelo aluno do Ensino Médio, independente de orien-
tagoes de um professor de Matematica, o infografico que inicia o capitulo sobre Fungao
Logaritmica, com o titulo “Dinheiro nao é tudo”, nao permite associagao ao tema e nao se
ocupa de justificar o seu estudo. Vagamente, a distribuicao dos paises, relacionando PIB
per capita e Expectativa de vida, lembra um grafico de funcao logaritmica, que nao fara

sentido se considerarmos um leitor ainda no inicio de seus estudos sobre o tema.
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O autor apresenta uma breve reflexao sobre o contexto do surgimento do loga-
ritmo, a propodsito, muito bem descrita. Ja a sua definicao e algumas de suas propriedades
sao apresentadas sem o qualificar como poderosa ferramenta na resolucao de situagoes-
problema que recaiam em equagodes exponenciais de bases diferentes. Quando assim o

procede, até ja fez uso dessa sua propriedade em exercicios propostos anteriormente.

Na p. 232, o autor usa uma estratégia bastante interessante e esclarecedora ao
comparar a energia liberada por um cubo macig¢o de granito com 2 km de aresta aban-
donado de uma altura de 280 km, com a energia liberada pelo terremoto que ocorreu
em Sao Francisco, Califérnia, em 1906. Porém, segundo a mesma férmula apresentada

pelo autor, que relaciona a intensidade I de um terremoto na Escala Richter e a energia

liberada pelo terremoto, I = glog <E0>’ a energia liberada pela queda de um cubo com
essas propriedades seria equivalente a de um terremoto de intensidade de [ = 10,23 na
Escala Richter, o que nao corresponde com a intensidade do terremoto ocorrido em Sao
Francisco (sua intensidade foi de aproximadamente 8,0). O mesmo equivoco ocorre em
afirmar que o terremoto que arrasou Lisboa em 1755 liberou energia equivalente a 350
trilhdes de KWh. Segundo a mesma férmula, essa quantidade de energia pode ser libe-
rada na ocorréncia de um terremoto de intensidade I = 11,13, no entanto, o terremoto

em Lisboa teve intensidade I = 8,8.

A secao Fungao logaritmica é aberta sabiamente com referéncias a sua propriedade
fundamental de relacionar grandezas que crescem ou decrescem por meio do produto por
taxas constantes, o que poderia ser feito com enfoque ainda maior para, assim, permitir
ao aluno identificar situagdes-problema que podem ser modeladas segundo esse tipo de
funcao. Na sequéncia, p. 240, as propriedades da funcao logaritmica sao apresentadas sem

demonstracao.

Apoés apresentar a fungao logaritmica, o autor verifica se tratar essa de uma cor-
respondéncia biunivoca entre os conjuntos R e R, daf admitir inversa, que corresponde a
funcao exponencial. O que nos chama atencao nesse ponto é que, embora correspondéncia
biunivoca seja condi¢ao necessaria e suficiente para que uma func¢ao seja invertivel, nao é
previamente definida, tampouco os capitulos que tratam de conjuntos e nocao de funcao

mencionam injetividade, sobrejetividade e bijetividade.

Entre o final da p. 243 e inicio da p. 244, o autor poderia ter escrito: O caso em que
as bases sao diferentes reduz-se a este, por meio da aplica¢do da propriedade P8 (mudanga
de base), apresentada na p. 235. Um exemplo desse caso é o Exercicio Resolvido R.15, na

proxima pagina.

Como foi dito, a parte introdutéria do tema é carente em situagdes-problema e con-
textualizacao. Porém, no decorrer do capitulo, esse aspecto é satisfatoriamente superado

com a apresentacao de exemplos de aplicagoes em varios campos, como modelar a funcao
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que determina os niveis de energia liberada por um terremoto (Escala Richter), modelar
funcdo que determina acidez, neutralidade ou basicidade de uma solugao (pH), juros em
aplicagoes financeiras, crescimento populacional, decaimento radiativo, depreciacao de um

bem, determina a medida do nivel sonoro em funcao da poténcia de som, dentre outras.

Em atividades propostas pelo autor, é possivel perceber a sua preocupacao em
promover postura colaborativa entre os alunos. Ja o uso de calculadoras nao é reforgado

em momento algum.

6.4 Jackson Ribeiro — Matematica: ciéncia, linguagem e tecno-
logia

A situagdo-problema que inicia o capitulo do livro sobre fungao logaritmica trata
da aplicagao de um capital, a uma dada taxa de juro, e questiona o tempo necessario para
que renda um montante estabelecido. Como se prevé, o desenvolvimento da questao leva
a uma equacao exponencial de bases diferentes, dai a necessidade de aplicar logaritmos
a sua resolucao. O contexto histérico do surgimento e desenvolvimento dos logaritmos é
tratado de modo breve e sutilmente, com a apresentacao de uma tabua de logaritmos de
Henry Briggs, mas sem trazé-la para o centro da discussao, postura duramente criticada
em (LIMA et al., 2001).

Nota-se a excessiva preocupacao do autor com a formalizacao na definicao de lo-
garitmo e na apresentacao de suas propriedades operatorias, quando, apos defini-las e
demonstra-las, ele considera exemplos numéricos que nao permitem, ao aluno, verificar as
propriedades, mas apenas aplica-las. Essa é uma conduta que deve ser evitada ao pensar
um livro didatico para o Ensino Médio. Se é possivel escrever adequadamente, de modo
que o aluno possa ler e entender com o minimo de interferécia do professor, nao ha de se
considerar qualquer outra hipétese. Sem infrigir o rigor da escrita matematica, o autor
deve considerar a capacidade de entendimento do seu leitor e se esfor¢car ao maximo pos-
sivel “para que seu texto fale por si s6”. Por exemplo, a propriedade de logaritmo de um

produto poderia ser apresentada inicialmente por um exemplo como o que segue:
logs (27-81) =1logs (3%-3%) =log3 33t =3+4=7,

logs 27+ 1ogs 81 = logy 3% +log3 3t =3+4 =7,

0 que nos permite concluir que

logs (27-81) = logs 27 + logs 81.

Ao contrario do que ocorre com os matematicos, alunos comuns confiam mais em

casos particulares numéricos do que em demonstracoes algébricas.



68

A fungao logaritmica é apresentada de forma contextualizada, com a Escala Rich-
ter como exemplo de aplicagao. Em sua definicao, o autor destaca o importante fato de
ela ser a inversa da funcao exponencial, mas nao trata da sua propriedade caracteristica,
o que traz como consequéncia uma lista enorme de problemas de aplicagoes de diversos e
variados contextos (Escala musical temperada e a razao de frequéncia entre notas musi-
cais, Expectativa de vida, Comportamento de pacientes a dose de medicacao, Crescimento
de populagao de bactérias, Aquecimento global, Investimentos bancarios, Magnitude de
estrelas, Lei seca e tempo de absorcao do élcool pelo organismo, dentre outros), mas em
que apenas dois deles a funcao que modela o fendomeno nao esta explicitamente apresen-

tada no enunciado.

6.5 Joamir Roberto de Souza — Novo Olhar Matematica

O autor inicia a discussao sobre logaritmos com um problema sobre o crescimento
de uma cultura de bactérias, modelado por uma equacao exponencial de bases diferentes,
informando ao estudante a necessidade do estudo de logaritmos para sua resolugao. Além
de buscar a contextualizacao, ele recorre também a um breve historico sobre o surgimento

do Logaritmo para motivar o aluno.

Um aspecto que poderia ser melhorado é a escolha dos exemplos numéricos na
apresentacao das propriedades operatérias. Ai, fica a sugestao apresentada anteriormente,
na secao que discute a obra de Jackson Ribeiro. O incentivo e orientagdes ao uso da

calculadora estao evidentes.

A preocupacao do autor em dar sentido pratico ao estudo de Logaritmo torna seu
trabalho diferente, comparado aos seus congéneres. As se¢oes com o titulo de Contexto
(em especial, p. 179) trazem exemplos novos e outros ainda pouco explorados, tratados
de modo claro e simples para que o aluno possa explora-los, independente do auxilio do
professor. Exemplos de aplicagao como espiral logaritmica, estudo de fractais e calculo do
indice do RNB (Rendimento Nacional Bruto) nao sdo comumente encontrados em livros

didaticos do Ensino Médio.

A escolha dos problemas também revela a preocupacao do autor com o contexto.
E bastante variada a lista, com situacdes inovadoras, apresentacio de temas bem atuais
e boa parte deles permite ao leitor identificar e modelar a func¢ao logaritmica, que nem
sempre estd explicita. Uma secao dedicada a caracterizacao da funcao logaritmica poderia

favorecer muito e enriquecer esse aspecto que ja é marcante nessa obra.

O Exercicio R10 (p. 183) e o Exercicio 36 (p. 183), no que diz respeito a determinar

a imagem de fungoes logaritmicas dadas, ndo fazem sentido, pois I'm(f) =R sempre.
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6.6 Katia Cristina Stocco Smole e Maria Ignez Diniz — Mate-
matica: Ensino Médio

A apresentacao de Logaritmos é feita inicialmente, com uma abordagem historica
sobre o tema. O modo esclarecedor como essa abordagem ¢é feita, revela a preocupacao
das autoras em tornar a sua obra bastante acessivel ao aluno, para que ele possa, de forma

independente, realizar sua leitura.

A situagao-problema escolhida para motivar o estudo de logaritmos foi retirada do
capitulo anterior, sobre funcao exponencial, e trata do crescimento de uma planta que,
a partir de uma altura inicial de 1 cm, dobra sua altura a cada més. Pergunta-se apos
quanto tempo a planta tera 9 cm de altura. O desenvolvimento desse problema recai em
uma equacao exponencial de bases diferentes, que depende do uso de logaritmos para ser

resolvida.

Mais uma vez, é notavel a preocupcao das autoras com o leitor que inicia o seu
estudo sobre logaritmo e ainda esta pouco familiarizado com as notagdes matematicas,
quando define logaritmo de forma bastante clara, exemplificada e associada ao expoente

da poténcia.

Quanto as propriedades operatorias, apesar de bem definidas e demonstradas, po-
deriam contar com exemplos numéricos que permitissem verificar tais propriedades. J&

apresentamos algumas das sugestoes pertinentes em andlises anteriores.

Como o aluno nesse nivel de ensino ja conhece os conjuntos numéricos até a ex-
tensao dos numeros reais, as aproximagoes consideradas para logaritmos com valores ir-
racionais, as quais os demais autores expressam por meio do simbolo de igualdade, sao
inadequadas. Na obra sob analise, as autoras usam, apropriadamente, o simbolo =, sem

prejuizos a compreensao, para se referir a tais aproximacoes.

Ao apresentar a funcao logaritmica e a andlise do seu gréfico, é feita uma compa-
racao com a funcao exponencial. As duas func¢oes sao relacionadas como inversas uma da
outra, o que esta correto, mas com impropriedade, visto que fungoes inversas nao foram
definidas até entao, o que ocorrera somente no capitulo seguinte, que trata das Operacoes

entre fungoes.

O incentivo e esclarecimento sobre uso de calculadoras e computadores aplicado
ao ensino de Logaritmos sao pontos positivos e diferenciais dessa obra, juntamente com
o Dante, que sugere o uso do Geogebra. Outra possivel sugestao para o professor é o
Graphmatica, também gratuito. As orientagoes para o uso do software Winplot estao
claras e acessiveis e podem acrescentar muito ao entendimento sobre o assunto, além do

fator de motivacao pelo uso de tecnologias.
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6.7 Miguel Jorge et al - Matematica para o Ensino Médio

As motivagoes mencionadas na abertura do capitulo nao sdo retomadas em parte
alguma posteriormente. Assim, o estudante conclui o estudo do capitulo sem saber, por
exemplo, como o formato da concha de molusco do género Nautilus pode ser aproximado
por uma espiral logaritmica (p. 319). A propdsito, o estudante sabe o que significa “espiral

logaritmica”?

A observagao na margem esquerda da p. 320 é interessante, mas, ao apresenta-la,

os autores perdem a oportunidade de propor aos estudantes a sua generalizacao.

Tal como no Exemplo f) (p. 320), os autores também poderiam ter mostrado que
logyz (x> 0), log;z (x <0), logyz (x <0eb<0),logyx (r>0eb<0),loggr (r=0e
b>0),logyz (x=0eb<0),logyz (x>0eb=0),logyz (x<0e0<bz#1) ndo existem.

E notével a preocupacio do autor em relacionar as funcdes logaritmica e expo-
nencial desde a introducao do tema, o que fazem de forma bastante expressiva utilizando
dois eixos que representam os conjuntos R e R* | associando constantemente as proprie-
dades de exponencial estudadas em capitulo anterior com as propriedades ora definidas

de logaritmo.

Acrescentar, a essa introducao, um problema que recaisse em uma equagao expo-
nencial de bases diferentes, poderia favorecer a compreensao e motivagao do aluno para
o tema. Aspectos do contexto histérico do surgimento dos logaritmos nao sdo apresenta-
dos pelos autores em momento algum, que também poderiam ser utilizados com mesmo

intuito.

Sem antes formalizar do que se trata uma equacao logaritmica, essa ¢é introduzida
por meio de um exercicio resolvido (p. 322). Ainda sobre os exercicios resolvidos, os autores
173

fornecem respostas aos exercicios numéricos usando “=" em vez de “=” (exceto o Exemplo

5, p. 329), como se esses resultados fossem exatos, o que contradiz a observagao (p. 320).

Sempre que possivel, os autores fazem observagoes historicas ou curiosidades a
margem da pagina. Por exemplo, na pagina 333, os autores declaram: “A utilizacao do
cologaritmo perdeu a importancia com o desenvolvimento das calculadoras.” Por que,

entao, dedicar toda uma secao a esse conceito?!

A secao “Grafico da funcao logaritmica” estd bem redigida, com demonstracao

(algébrica) de que f(x) =log,z é crescente para a > 1 e decrescente para 0 < a < 1.

A consequéncia desses fatos (em verde, p. 336), apesar de conter um erro (“se

altera” em vez de “muda de sentido”), é a base para a resolucao de inequagoes logaritmicas.

Embora encerrem a parte sobre Exponenciais com a sua propriedade caracteristica,

os problemas com proposta de contextualizagdo no capitulo sobre Logaritmo nao trazem
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situagoes em que o aluno possa identificar e modelar a funcao: em todas, ela é apresen-
tada explicitamente. No entanto, alguns deles sao muito interessantes, por exemplo, os

problemas 4, 6 e 7 (p. 338 a 340).
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7 Consideracoes Finais

Este trabalho foi motivado pela nossa prépria ansiedade, que é também de alguns
(em verdade, possivelmente, varios) colegas professores de Matematica, ao ensinar Loga-
ritmo para os estudantes do Ensino Médio e perceber que, para estes, esse assunto era

pouco relevante.

Os aspectos que mais valorizamos e que nortearam a nossa investigacao foram o uso
da metodologia de resolucao de problemas e as aplicagoes de Logaritmo, com o objetivo

de tornar o seu estudo mais significativo, com participacao efetiva do estudante.

Além disso, na busca de levar o professor de Matematica a agucar seu senso critico e
promover uma reflexdo acerca do material didatico utilizado em sala de aula, selecionamos
alguns livros didaticos de Matemaética e propusemos uma analise dos capitulos referentes
a Logaritmo, com base no livro Ezame de Textos: Andlise de livros de Matemdtica para o

Ensino Médio.

Esperamos que este trabalho contribua com uma nova abordagem ao estudo de
Logaritmo, permitindo aos estudantes reconhecer as motivagdes para o seu surgimento,

mas, principalmente, as razoes que fazem dele um tema tao importante e atual.
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