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Resumo

Esta dissertagao trata essencialmente com as formas geométricas conhecidas como
cOnicas: a elipse, a hipérbole e a parabola. O foco principal estd na demonstracao
do Teorema de Dandelin-Quetelet, demonstrado na totalidade neste texto com a
finalidade de obter as propriedades geométricas de cada conica. Trabalha, também,
a construcdo geométrica das conicas e também as suas equacdes em coordenadas
cartesianas. Destaca as aplicagoes das propriedades geométricas notaveis das coni-
cas. Apresenta, em apéndice, um plano de aula direcionado aos alunos do ensino
médio, tendo a pardbola como tépico e direcionada a sua identificacdo, construcdo
e apliccdo, em particular, a aplicacao das propriedades dessa cénica na elaboragao
de fardis de automéveis e antenas parabdlicas.

Palavras-chaves: Conicas. Elipse. Hipérbole. Parabola. Propriedades.






Abstract

This dissertation deals mainly with the geometrical shapes known as conical: el-
lipse, hyperbole and parables. The main focus is in the Dandelin-Quetelet Theorem
demonstration, shown in full in this text in order to obtain the geometrical prop-
erties of each conic. It also deals with the geometrical construction of the conical
and with their equations in Cartesian coordinates. It highlights some notable ap-
plications of geometric properties of the conical. It also features in its appendix a
lesson plan intended for high school students with a parabola as topic and targeted
to the identification, the construction and the application of these properties to the
implementation of the designing of automotive headlights and parabolic antennas.

Keywords: Conics. Ellipse. Hyperbola. Parabola. Properties.
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Introducao

Dentro do planejamento escolar tipico das escolas brasileiras, as conicas figuram
apenas no ultimo ano do Ensino Médio. Nao é uma extrapolagao exagerada perceber
que o estudo das conicas é visto, atualmente, de uma maneira superficial, sem a atencao
apropriada aos detalhes e contextualizacoes que podem se tornar extremamente relevantes
para uma devida compreensao deste contetido na totalidade, especialmente se o aluno ira
continuar os estudos de Matematica. Essa ideia é refor¢ada por Neto & Guimaraes (2008,

p.2):

O ensino das conicas no ensino médio no Brasil, provavelmente, nao
acontece para a maioria dos alunos. E, quando acontece, se restringe
normalmente a um curto periodo (uma a duas semanas) no terceiro ano
do ensino médio.

O principal propésito deste estudo é o de aprofundar o aparato tedrico relativo
as conicas, de maneira que seja possivel, ao final, produzir um plano de aula coerente
tanto com a amplitude de contetido relativo as conicas (mais especificamente, a pardbola)
quanto com nivel dos alunos de uma turma de terceiro ano do Ensino Médio de uma
escola publica, a fim de mostrar uma aplicagdo para a construcao de fardis automotivos

e antenas parabolicas.

Também damos aten¢do a construcao geométrica das conicas com lapis, régua
e cordao. Essa secdo estd fundamentada, essencialmente, em dois trabalhos de COSTA
(2007 & 2008), que discorrem amplamente tanto sobre o aspecto matematico quanto so-
bre o aspecto da construcao. Demonstramos as equacoes reduzidas da Elipse, Hipérbole
e Pardbola através da interpretacdo geométrica e apresentamos as propriedades geomé-
tricas e suas aplicagOes praticas. Finalmente, observamos que o pré-requisito para este
estudo consiste apenas de alguns conceitos basicos de Geometria Euclidiana e, sempre
que possivel, fazemos uso desses conceitos ou propriedades. Ja as aplicagoes propriamente
ditas vem a estimular o aprendizado tanto pela visualizacao quanto pelo estimulo que tais
aplicacoes na realidade palpavel dos alunos parece proporcionar ao aprendiz. Esse racio-
cinio, embora direcionado para outro objetivo, é discorrido por Machado (1998, p.65-74),
ao informar que a tenténcia de "justificar a Matematica pelas aplicagoes praticas'é um
discurso corriqueiro no dia a dia escolar, com grande impacto na percep¢ao dos alunos

em relacao a préopria Matematica tedrica.

Quanto a organizacao, além desta introducgao e das consideragoes finais, esta dis-
sertacao esta dividida em outros quatro capitulos. O primeiro inicia por um breve historico
das conicas, passando pelas principais definigoes e apresenta os teoremas Apolonio (sob
um contexto historico) e a versao moderna do teorema de Dandelin-Quetelet. Por fim,

apresenta a construgao geométrica das conicas. O segundo capitulo concentra as atengoes
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nas equacoes cartesianas das conicas. O terceiro reserva-se a apresentacao e demonstracao
das propriedades geométricas notaveis das conicas'. O quarto e tltimo capitulo concentra-

se especialmente as aplicacoes préticas®.

1 A saber: o termo notaveis é usado por COSTA,2008, p.46-55.
2 Referimo-nos aqui s aplicacdes para a construcio de faréis automotivos e & construcio de antenas

parabdlicas.
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1 Conicas - Aspectos Histoéricos, Definicoes e

Construcoes

1.1 Aspectos Historicos

Embora as conicas ja aparecam em Os elementos de Euclides, Apolonio é o per-
sonagem com maior impacto na histéria das conicas. Apolénio (aprox. 262 - 190 a.C.)

1

nasceu na cidade de Perga, regiao da Panfilia * e é creditado como o autor do tratado

geométrico intitulado As Conicas®.

Em Histéria da Matematica, Boyer (1974) indica que embora existam registros
de precursores® de Apolonio, foi este quem tratou minuciosamente o estudo das conicas,

reforgando:

"[...] mas assim como Os Elementos de Euclides substituiram textos ele-
mentares anteriores, assim em nivel mais avancado o tratado sobre Co-
nicas de Apolonio derrotou todos os rivais no campo das sec¢oes conicas,
inclusive As Conicas de Euclides, e na antiguidade nenhuma tentativa
parece ter sido feita para aperfeicod-lo. Se a sobrevivéncia é uma me-
dida de qualidade, Os Elementos de Euclides e As cénicas de Apoldnio
foram claramente as melhores obras em seus campos'(BOYER, 1974,
p.106-107).

Apolénio, que foi contempordneo de Arquimedes (aprox. 287-212 a.C) e de Eu-
clides de Alexandria (aprox. 300 a.C), foi um dos trés grandes mateméaticos gregos da
antigliidade. Além disso, Apolonio estudou com os discipulos de Euclides em Alexandria
e foi um astrénomo notavel, talvez ele, e nao Euclides, "mereceu dos antigos o adjetivo de
'O grande Gedmetra’' (BOYER, 1974, p.104-105, aspas do autor).

Nao ha grande consenso sobre quais trabalhos de Apolonio sobreviveram. O que
podemos saber de sua obra, devemos, principalmente, a Papus de Alexandria (séc IV
d.C.)*. Entretanto, ha certo consenso de que sua obra prima ¢ esta, intitulada apenas As
Conicas. Sabe-se que é composta por 8 volumes. Entretanto, da obra original, sobrevive-
ram apenas 7 volumes, sendo 4 escritos em grego e 3 traduzidos para o arabe por Thabit
Ibn Qurra (826 a 901) no século IX. Os trés primeiros volumes sao baseados em trabalhos
de Euclides. Em 1.710, Edmund Halley traduziu os sete volumes para o latim e todas as

demais traducoes para as linguas modernas foram feitas a partir da traducao de Halley®

Atual territério da Turquia no Oriente Médio.
Cf. BOYER, 1974, p.107.

Manaecmo, Aristeu e o préprio Euclides.
idem, p.104

idem, p.106

TR W N
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Apolonio foi o matematico que estudou as se¢des conicas de uma maneira mais
minuciosa, gerando todas as conicas de um tunico cone de duas folhas, simplesmente va-
riando a inclinacao do plano de intersecao. Foi ele quem, além de ter estudado as retas
tangentes e normais a uma conica, introduziu os nomes parabola, elipse e hipérbole. Irineu
Bicudo, em sua tradugao para a lingua portuguesa de Os elementos de Fuclides informa:
"Para concluir, é preciso lembrar que os nomes elipse, hipérbole e pardabola sao devidos
nao a Euclides ou a Aristeu, mas a Apolonio (BICUDO, In: EUCLIDES, 2009, p.59).
O estudo das conicas que precede Apolonio obtinha a elipse, a parabola e a hipérbole
seccionando um cone circular reto com um plano perpendicular a uma geratriz do cone,
obtendo esses trés tipos distintos de curvas, conforme a secao meridiana do cone fosse um

angulo agudo, um angulo reto ou um angulo obtuso.

Foi apenas com Pierre de Fermat (1601-1665) que as conicas foram descritas de
maneira estritamente algébrica. Fermat aplicou uma transformacao equivalente a atual

rotacao de eixos para reduzir uma equacgao do 2° grau a sua forma mais simplificada.

1.2 Definicoes

O Conceito de Cone

Em termos gerais, um cone é uma forma geométrica tridimensional delimitada,
lateralmente, por todos os segmentos de reta entre uma curva fechada sobre uma base
plana e um ponto externo a esse plano, e pela prépria regiao plana delimitada por essa

curva.

Considere um plano « e uma regiao formada por uma curva suave e fechada nesse

plano. Considere, também, um ponto V fora desse plano o como na figura abaixo:

L0

Figura 1 — Cone
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Elementos do Cone

1. Vértice de um cone é o ponto V, onde se encontram todos os segmentos de reta da

curva.

2. Base de um cone ¢ a regiao plana delimitada no interior da curva, inclusive a propria

curva.
3. Diretriz de um cone é a curva fechada que envolve a sua base.

4. Geratriz é qualquer segmento que tenha uma extremidade no vértice do cone e a

outra na diretriz.

5. Eixo é o segmento de reta que passa pelo vértice V e pelo centro desta base, se este

centro existir.

diretriz

geratriz

Figura 2 — Elementos do cone

Outra maneira para definir uma superficie conica decorre da rotacao entre duas re-
tas, por exemplo, tome e e g como retas concorrentes num ponto V' e nao-perpendiculares.
Se conservarmos fixa a reta e e fizermos g girar 360° em torno de e mantendo constante
o angulo entre estas retas, obtemos o que chamamos de superficie conica. Assim, a reta g
delimita duas superficies circulares infinitas simétricas, separadas pelo vértice V', que sao
também denominadas folhas.® Esse tipo de construcao para o cone também é denominado

cone circular’.

Embora, usualmente, apresenta-se apenas uma das folhas, alguns desenhos desta dissertacao aprese-
tam a forma completa, com as duas folhas.

Indicamos aqui essa nomenclatura por ser aquela utilizada posteriormente na demonstracao do teo-
rema de Dandelin-Quetelet.
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Figura 3 — Cone de duas folhas
Fonte: (STEINBRUCH, 1974, p.272)

Todas as intersecgoes formam o que foi definido anteriormente como a diretriz.
Note, entretanto, que, como o angulo entre as retas e e g é constante, é possivel seccio-
nar essa regiao de quatro maneiras distintas. Sejam 7, mo, T3 e my, planos transversais,
satisfazendo as seguintes condigbes: o plano m; é perpendicular ao eixo e. O lugar geomé-
trico dos pontos que estao na interseccao da regiao conica com 7y, i.e., a diretriz, é uma

circunferéncia.®

Figura 4 — Sec¢ao Circular

Fonte: (STEINBRUCH, 1974, p.273)

8  Nessas condicdes o cone é chamado de reto, i.e., o seu eixo faz um angulo reto com a diretriz. Neste
caso particular, seria também possivel gerar este cone apenas rotacionando um tridngulo retadngulo
em torno de um dos seus catetos, fazendo um cone de apenas uma folha.
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O plano 7y é paralelo a uma e somente uma das geratrizes. O lugar geométrico

dos pontos que estao na intersec¢ao da regidao conica com w9 é uma parabola.

/>

Figura 5 — Seccao Parédbola.

Fonte: STEINBRUCH, 1974, p.273.

O plano 73 é paralelo ao eixo e, seccionando as folhas do cone; O lugar geométrico

dos pontos que estao na intersec¢ao da regidao conica com 73 é uma hipérbole.

Figura 6 — Secgdo Hipérbole.
Fonte: STEINBRUCH, 1974, p.273
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O plano 74 é obliquo ao eixo e, cortando apenas uma das folhas da superficie

conica. O lugar geométrico dos pontos que estdo na interseccao da regiao conica com 7y

é uma elipse.

Figura 7 — Secgao Elipse.
Fonte: STEINBRUCH, 1974, p.273

Cada lugar geométrico é uma curva sobre a superficie do cone. Dai o fato de
serem chamadas, simplesmente, conicas. Por outro lado, as conicas também podem ser
entendidas apenas como curvas no plano, uma vez que essas curvas se localizam na in-
terseccao do cone com um plano especifico para cada conica. Essa constatacao, de fato, é

semelhante ao proprio enunciado do teorema de Apoldnio.

A subsecao a seguir concentra suas atengOes ao aparato necessirio para uma
demonstracdo moderna do teorema de Apoldnio conhecido por Teorema de Dandelin-
Quetelet.

Um subproduto decorrente da demonstracao é a propriedade que fornece subsidio
para a construcao das conicas no plano fazendo uso apenas de lapis, régua, esquadro e
cordao. Para tal, devemos relembrar uma propriedade das esferas (PE) que se mostra

relevante para a demonstracao do teorema de Dandelin-Quetelet.

Proposicao

PE - Dada uma esfera, considere um ponto P externo a ela e duas retas quaisquer
que tém este ponto em comum e sao tangentes a esfera. Sejam A e B os pontos de contato

de cada reta com a esfera. Entao, as distancias PA e PB sao iguais.

Seja a esfera de centro O e raio r. E sejam A e B os pontos de tangéncia. Os
triangulos APAO e APBO sao congruentes, pois AO=r e BO=r e OP ¢ lado comum.
Logo, pelo caso LLA, (lado, lado, &ngulo oposto - LLA,) de congruéncia de tridngulos,
PA = PB.
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Demonstracao

[ o

- PA | OA
PB 1 OB

Figura 8 — Retas tangentes a esfera

1.3 Os Teoremas de Apoldonio e Dandelin-Quetelet

Existem relagoes entre algumas distancias nas conicas envolvendo seus pontos.

Essas relagoes sao consequéncias diretas do Teorema de Apolonio.

Teorema de Apolonio

A secdo de cone por um plano qualquer é: uma elipse, uma pardabola ou uma
hipérbole, dependendo apenas do angulo que esse plano faz com o eixo do cone’. Esse
plano pode ser paralelo ao eixo (formando a hipérbole); obliquo com o eixo e paralelo a
uma das geratrizes (formando a pardbola) e obliquo ao eixo, cortando apenas uma das

folhas (formando a elipse).

Nesta se¢ao temos a inten¢do de apresentadar a demonstracao feita pelo mate-
matico belga Germinal Pierre Dandelin (1794-1847) , que é baseada nas esferas inscritas
na superficie conica de revolugao, utilizadas anteriormente por Lambert Adolph Jacques
Quetelet (1796-1874), outro matematico belga. Dandelin demonstra o Teorema de Apolo-
nio partindo do uso de esferas inscritas no cone. Essa mudanca de estruturacao fornece

uma nova perspectiva que facilita a visualicdo de certos conceitos das conicas.

Teorema de Dandelin-Quetelet

A secdo de um cone circular, por um plano tangente a uma esfera inscrita nesse

cone, é uma conica que tem foco no ponto de contato da esfera com o plano.

9 O caso de perpendicularidade do eixo com o plano, formando, assim, uma circunferéncia, nio seré

tratado como uma conica no contexto deste trabalho
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Demonstracao

1° caso: Elipse

Podemos inscrever ao cone duas esferas tangentes ao plano 7 e que o tocam nos
pontos F' e F’ (Figura 9). Estes pontos, em geral, sdo distintos e coincidem apenas quando
o plano 7 é paralelo a diretriz do cone. Quando este for o caso, os pontos na intersecao
de 7w com o cone constituem uma circunferéncia, ja que ele sera paralelo ao plano da
diretriz. Suponhamos F' e F’ distintos. Escolhendo um ponto P qualquer na intersecao
do cone com o plano, sejam ) e R os pontos onde a geratriz V P toca as duas esferas

inscritas.

Figura 9 — Elipse
Fonte: COSTA, 2007, p.82.

Pela proposicao PE, PF = P(Q) e PF' = PR. Portanto,

PF+ PF' = PQ+ PR=QR (1.1)

Mas, QR é um segmento de geratriz situado entre os pontos de contato do cone
com as esferas. Seu comprimento é o mesmo, qualquer que seja o ponto P escolhido.
Resulta, pois, que todo ponto na intersecdo do cone com o plano m; tem a propriedade
de que a soma das suas distdncias a dois pontos fixos, F' e F’, é uma constante que
nao depende do ponto escolhido. O lugar geométrico dos pontos com esta propriedade é

chamado de elipse. Os pontos F' e F’ sao chamados de focos da elipse.

2° caso: Parabola

Inscreve-se no cone uma esfera tangente a 7, no ponto F (Figura 10).
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Figura 10 — Pardbola
Fonte: COSTA, 2007, p.83.

Seja a o plano que contém o eixo do cone e transversal a my. Seja d a intersecao de
my com o plano que contém a circunferéncia dos pontos de contato da esfera com o cone.
Seja B a intersecao do diametro desta circunferéncia, contido no plano «, com a reta d.
Indiquemos pela letra e a reta na intersecao do plano o com 7. Sejam F e D a intersecao
do plano a com a circunferéncia dos pontos de contato da esfera com o cone. Considere
também o ponto A, onde a reta e intercepta a geratriz V' D. Tracemos pelo ponto P o
plano paralelo & diretriz do cone e que corta a reta e no ponto P’ e, a geratriz V D, no
ponto C. Os triangulos AABD e AAP'C sao semelhantes ao tridngulo AEV D', Como

este é¢ um triangulo isésceles, aqueles também sao. Portanto, sendo

CD =CA+ AD (1.2)

P'B=PA+ AB (1.3)

resulta que CD = P'B, pois CA = P’A e AB = AD. Pela PE, como PF =
PQ = CD = P'B, segue que PF = P'B. Seja H um ponto de d tal que PH e P'B sao
segmentos iguais e paralelos. Temos que PH = P'B = PF. Pode-se concluir que todo
ponto na intersecao do plano 7y com a superficie do cone estd a uma mesma distancia de
um ponto fixo F' e de uma reta fixa d. O lugar geométrico dos pontos com esta propriedade

é chamado de parabola. O ponto F' é chamado de foco e d de diretriz da parabola.

10 Caso de semelhanca de tridngulos AAA.
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3° caso: Hipérbole

Inscreve-se no cone duas esferas tangentes ao plano 73 e que tocam este plano

nos pontos F' e F’, como mostra a Figura 11.

Figura 11 — Hipérbole
Fonte: COSTA, 2007, p.84.

Seja P um ponto qualquer na intersecdo do plano w3 com a folha superior do
cone. A geratriz V P é tangente as esferas nos pontos ) e R, de modo que PF = PQ e
PF’" = PR, pela PE. Levando em conta que PF’" > PF, a diferenca PF'— PF é positiva
e obtemos:

PF' — PF = PR— PQ=QR (1.4)

Qualquer que seja P, a distancia QR tem sempre o mesmo valor constante. Es-
colhendo P na intersecao do plano 73 com a folha inferior do cone obtém-se PF > PF’
e a diferenca PF — PF’ é positiva e igual a QR. Podemos incluir ambos os casos numa
tnica expressao: |PF’ — PF| é uma constante que nao depende do ponto P. Tem-se assim
a seguinte propriedade: todo ponto na intersecao do plano com a superficie do cone tem
suas distancias a dois pontos fixos F' e F' satisfazendo |PF' — PF| = k, em que k é uma
constante que nao depende do ponto. O lugar geométrico dos pontos com esta propriedade

é chamado de hipérbole. Os pontos F' e F’ sao chamados de focos da hipérbole.
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1.4 Construcao Geométrica das Conicas

Nesta se¢do abordaremos a construcao geométrica da Elipse, da Parabola e da
Hipérbole apenas com lapis, régua, esquadro e cordao, como indicamos na se¢ao anterior.
Tais construgoes possuem alto valor instrutivo na formacao escolar, uma vez que esse
tipo de manipulagdo (até certo ponto considerada "concreta") dos conceitos geométricos
aqui abordados, aparenta estimular o aprendizado dos estudantes por desviar um pouco
a atencao da carga matemédtica notacional para este aspecto mais pratico. Visto que tais
construgoes tem o carater de procedimentos pré-estabelecidos, cabe ressaltar que todas

as descri¢oes que seguem estao amplamente baseadas no trabalho de COSTA (2007).

Construcao Geométrica da Elipse

Escolha dois pontos, F} e F; sobre o plano. Fixe nesses pontos as extremidades
de um cordao. Perceba que o comprimento do cordao deve ser maior que a distancia entre
os pontos F; e Fy; Além disso, perceba também que as extremidades do cordao possam
girar sem se enrolar nesses pontos. Encoste uma ponta e, com ela, estique o cordao, como
indica a Figura 12. Deslizando essa ponta e mantendo o cordao sempre esticado, traga-se
uma curva fechada. Esta curva é uma elipse, pois a soma das distancias FiP e Fy,P é
igual ao comprimento do cordao, que é o mesmo, qualquer que seja P, de acordo com o

resultado da secao 1.3.

Figura 12 — Construgdo geométrica da elipse

Fonte: COSTA, 2007, p.85.
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Construcao Geométrica da Parabola

Trace uma reta x sobre o plano e, sobre ela, escolha um ponto O, a igual distancia
de dois outros pontos sobre a mesma reta ''. Sejam eles A e F, como na Figura 13'2. Trace
pelo ponto A um segmento de reta auxiliar K L perpendicular a reta . Em seguida, alinhe
a borda de uma régua ao segmento KL e fixe-a nesta posi¢do. Vale lembrar, aqui, que
serd necessario um esquadro. O menor cateto deve ser posicionado ao longo da borda da
régua alinhada com K L. O cateto maior do esquadro, a partir de agora designado por
N B, deve estar posicionado, inicialmente, sobre x. No vértice do angulo /B, prende-se
uma das pontas de um cordao cujo comprimento deve ser igual a NB. A outra ponta
do cordao prende-se a F', onde mais uma vez deve poder girar sem se enrolar. Esticando
o cordao com uma ponta, posicione-a inicialmente no ponto O. Em seguida, deslize o
esquadro ao longo da régua e trace, ao longo do cateto N B, mantendo o corddao sempre
esticado. Com este movimento, traga-se uma curva sobre o plano. A curva tragada é um
arco de parabola. De fato, o comprimento do cordao ¢ igual ao do cateto N B de maneira
que, se M é um ponto sobre a curva, a distancia F'M é sempre igual a distancia M N, de

acordo com a definicao da secao 1.3.

Figura 13 — Construcdo geométrica da parabola

Fonte: COSTA, 2007, p.85.

Construcao Geométrica da Hipérbole

Trace uma reta x sobre um plano, como mostra a Figura 14. Marque sobre x os
pontos F; e Fy. Em seguida, prenda uma das extremidades de uma régua a F; de modo
que ela possa girar ao redor deste ponto. Na outra extremidade da régua, N, fixe a ponta
de um cordao. A outra ponta, fixe-a no ponto F,. O comprimento do cordao deve ser tal

que a diferenga entre o comprimento da régua e a do cordao seja igual a distancia entre

11
12

Marque-os com auxilio de um compasso ou régua.
Note que seria possivel iniciar por um segmento AF e encontrar a mediatriz para indicar como ponto

0.
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I} e F5. Inicialmente, posicione a régua sobre a reta x. A ponta do lapis devera estar
sobre o ponto A, que é determinado pela interseccao da reta x com a curva que esta sendo
tracada. Em seguida, com o fio sempre esticado e a ponta do lapis encostada a régua,
gira-se a régua ao redor do ponto Fj, para cima ou para baixo, enquanto desliza-se o lapis
ao longo da borda da régua. A curva que se obtém é um ramo de hipérbole. Seja M um

ponto qualquer da curva construida. Pela propria construcao da Figura 14, temos que:

|FAN — (F,M + MN)| = Fy F,. (1.5)

Porém, Fi1N = F1M + MN . Obtém-se, assim, que |F1M — FyM| = F1F, de
acordo com a secao 1.3, ja que, para todo M sobre a curva, a distancia F)F; permanece

fixa.

Figura 14 — Construgao geométrica da hipérbole

Fonte: COSTA, 2007, p.86.
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2 Equacao das Conicas em Coordenadas Car-

tesianas

Apos essa abordagem visual da construcao das conicas, parece natural nos afas-
tarmos de uma abordagem geométrica e partirmos para um enfoque mais analitico. Assim,

na secao que segue, passamos a deduzir as equacoes cartesianas das conicas. Esta secao
estd baseada no trabalho de SIQUEIRA & COSTA (2012).

2.1 Equacao da Elipse

Seja P um ponto da elipse. Tome como eixo focal 2a a soma das distancias dos
focos Fy e F, ao ponto P. Por conveniéncia, localize-o sobre o eixo das abcissas cartesianas’
de maneira que o centro O esteja em w e que O também seja a origem de um sistema
de coordenadas cartesianas. Tome também, como eixo nao-focal 2b e centro O, a distancia
perpendicular ao eixo focal, sobre a origem, até a interseccao com a propria elipse como

indicado na Figura 15.

(0,b)

P{xy)

(a,0)
(-a,0) -~
X
(0.-b)
Figura 15 — Equagédo da elipse
Fonte: SIQUEIRA & COSTA, 2012, p.1.
Por definicao, se P pertence a elipse entao:

I Forma Candnica da Elipse
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Porém, as distancias entre P e os focos F} e F5 sdo:

PFy = /(x4 )2+ y?ePF, = \/(x — ) + % (2.2)

Substituindo 2.2 em 2.1, obtém-se:

V@ +e2+y2+ /(- )2+ 12 =2a

ou seja,
(x+c)2+y?=2a—/(x—c)®+ y> (2.3)

Elevando-se ambos os membros de 2.3 ao quadrado, tem-se:

(x+c) +y*=4a® —da/(z — )2+ y2 + (v —c)* + 3~

Portanto,

22 4 2xe+ A+ y* =4a* —day/ (v — )2+ y2 + 2 — 2we+ A+ o

Simplificando-se a ultima igualdade, tem-se:

4a\/352 —2zc+ 2 + 42 = 4a® — 4ac.

Assim,

a\/x2 —2zc+ 2 +y? =a’ — zc. (2.4)

Como a?

— xc > 0 e elevando ao quadrado ambos os membros de 2.4, tem-se:
a*(2® — 2zc+ A + y°) = a* — 2d’we + 2*c. (2.5)

Simplificando-se (2.5), obtém-se:

(a® — A)a? + a’y* = a*(a* — ). (2.6)

Uma vez que na elipse vale a relacdo a? = b? + ¢2, pois, de fato, essa igualdade

decorre do teorema de Pitagoras no tridngulo retangulo em:

Pode-se, enfim, substituir a® — ¢ por b? em (2.6):

v’2? + a®y® = a’b*. (2.7)
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Figura 16 — Relagdo do tridngulo retangulo na elipse

Fonte: STEINBRUCH, 1974, p.228.

Dividindo ambos os membros de (2.7) por a?b?, com a?b? # 0 obtém-se:

,172 y2
2tp =t

que é a equacao da elipse com eixos iguais a 2a e 2b e centro na origem do sistema

de coordenadas cartesianas.

2.2 Equacao da Hipérbole

Seja um ponto P sobre a hipérbole de eixo focal igual a 2a, mais uma vez sobre
o eixo das abcissas e eixo nao-focal igual a 2b, com o centro na origem do sistema de
coordenadas cartesianas (Figura 17). Por defini¢ao, se P pertence a hipérbole, entao:
PF, — PFy =2a (2.8)
Mas as distancias entre P e os focos Fj e Fy sao:

PF = \/(x+c)2+y?> e PFh=/(x —c¢)>+y? (2.9)

Substituindo 2.9 em 2.8, obtém-se:

Je+er+y—Jw—o2+y2=2a
, ou seja,
(x4 )2 +y?2=2a+/(x—c)?+ y> (2.10)

Elevando-se ambos os membros de 2.10 ao quadrado, tem-se:

2+ 2rc+ A 4+ y* = 4a® + day/ (v — )2 + 2 + 2* — 2wc + &+ o7
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Figura 17 — Equagdo da hipérbole
Fonte: SIQUEIRA & COSTA, 2012, p.2.

Simplificando-se a ultima igualdade, tem-se:

4a\/x2 —2zc+ 2 + 42 = 4dxc — 4a®.

Como 4xc — 4a® > 0, tem-se,

a\/a:2—2xc+02+y2:xc—a2. (2.11)

Elevando-se ao quadrado ambos os membros de 2.11, tem-se:

a?(v* — 2zc+ A + y?) = 2*¢® — 2a’we + a’.
Portanto,
a’r® — 2a’zc + a’c + a*y® = 1°c* — 2a’xe + a’. (2.12)
Simplificando-se 2.12, obtém-se:
223 — a2 — a2 = a? — d,

logo,

(¢ —a*)a® — a*y® = a®(* — a?). (2.13)

Uma vez que na hipérbole vale a relacdo ¢ = a®+ b2, pois, de fato, essa igualdade

decorre do teorema de Pitagoras no triangulo retangulo como podemos perceber em:
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Figura 18 — Relacdo triangulo retangulo na hipérbole.

Fonte: STEINBRUCH, 1974, p.247.

2

Pode-se, entdo, substituir ¢ — a? por b? em 2.13:

b2? — a’y? = a’b?. (2.14)
Dividindo ambos os membros de 2.14 por a?b?, obtém-se:

2 2
v
a b2

que é a equagao da hipérbole com eixos iguais a 2a e 2b, com o centro na origem

do sistema de coordenadas cartesianas.

2.3 Equacao da Parabola

Seja um ponto P sobre a parabola de foco F e diretriz v, com o vértice na origem
do sistema de coordenadas cartesianas e o eixo focal coincidente com o eixo das abcissas

(Figura 16). Por defini¢do, se P pertence a parabola, entao:

PF, = dist(P,~) = PS,. (2.15)

Porém, as distancias entre P e F, e entre P e 7 sdao dadas por:

PFy = \/(z —p)? +y? e dist(P,y) =z +p. (2.16)

Observe que p ¢ a distancia do vértice a diretriz, conforme podemos ver na Figura
22.
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Substituindo 2.16 em 2.15 e como = + p > 0, obtém-se:

r+p=/(r—pP+y* (2.17)

] P(xy)

Figura 19 — Equagao da parabola.
Fonte: SIQUEIRA & COSTA, 2012, p.4.

Elevando-se ao quadrado ambos os membros da equacao 2.17 obtém-se:

(z+p)* = (z—p)°+¢*

Portanto,

22 4 2ap 4+ p* = 2% — 2xp + p? + 2

Simplificando a equagdo acima, obtém-se:

2xp = —2xp + 2.

Logo,

y? = dxp

que é a equacao da parabola com o vértice na origem e o eixo focal coincidente

com o eixo .
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3 Propriedades Geométricas Notaveis das

Conicas

As coOnicas, como sao chamadas a elipse, a parabola e a hipérbole, possuem algu-
mas propriedades geométricas que merecem nota. Nas proximas secoes, iremos primeira-
mente enunciar as propriedades, em seguida vamos construir a equacao da reta tangente

a uma coOnica, pois essa se faz necessaria para enfim demonstrarmos as propriedades.

3.1 Propriedades

P1. Seja P(zo,yo) um ponto da elipse com equacio b*x? + a*y* = a®b* (Figura
20) e focos Fi(—c,0) e F5(c,0). Os angulos « e 8 que a reta r, tangente a elipse em P, faz,
respectivamente, com as retas s, que passa nos pontos P e F}, e t, que passa nos pontos

P e F;, sao iguais.

Figura 20 — Tangente a elipse
Fonte: COSTA, 2008, p.47.

P2. Seja P(xg,y0) um ponto da pardbola com a equacao y* = 4kz, k > 0 (Figura
21). Seja s a reta que passa nos pontos P e F(k,0), o foco da pardbola e r, a reta tangente
a parabola no ponto P. Além disso, seja [, a reta y = yo. Os angulos a e 5 que a reta r,

tangente a parabola em P, faz com as retas s e [, respectivamente, sao iguais.
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Ly Ly

Q O F {R,,.{J}

W

Figura 21 — Tangente a parabola

Fonte: COSTA, 2008, p.48.

P3. Se P(x0,yo) ¢ um ponto da hipérbole com equagao b*z% —a’y* = a?b?* (Figura
22) e focos Fi(—c,0) e Fy(c,0), entdo os dngulos v e 5 que a reta s, tangente a hipérbole
em P, faz, respectivamente, com as retas r, que passa nos pontos P e Fi, e t, que passa

nos pontos P e Fj, sao iguais.

2 |~_'
8 s
\ )
. .
t 4
/
= g
wcran 1 /
|II #
y ot X
Fy(-c.0) Val Fafc,0
f h ".__
I ' .\‘._
rd \\\
,f/ N

Figura 22 — Tangente a hipérbole.
Fonte: COSTA, 2008, p.49.

3.2 Equacao da Reta Tangente a uma Conica

As propriedades 1, 2 e 3, descritas acima, tém importantes aplicagoes praticas.
Aliadas as propriedades de reflexdo da luz e do som, elas sdao exploradas na construcao de
antenas e telescopios, e na construcao de igrejas e auditérios. O objetivo deste capitulo é
o de apresentar e provar estas propriedades geométricas utilizando as ideias da geometria

analitica. Outras demonstragoes sao possiveis usando ou nao ideias do calculo diferencial.
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Em primeiro lugar explicamos o procedimento geral para obter a equagao da reta
tangente a uma conica. Seja, entdo, P(xg,yo) um ponto da conica. Se neste ponto a reta
tangente for vertical, a equacao da reta serd x = xg; se horizontal, y = yo. Em outro ponto
qualquer P(zy,yo) da conica, a equacao de uma reta passando em P é y—yo = m(z —x).
O coeficiente angular m da reta tangente em P pode ser determinado isolando-se y na
equacao da reta e substituindo o resultado na equacao da conica. Obtemos, desse modo,

uma equagao em x da forma

Az + Bz +C =0 (3.1)

cujas raizes sao

B YR

- (3.2)

T

O nimero A = B? — 4AC é o discriminante da equacdo e os coeficientes A, B e
C dependem, em geral, de xg, yo e de parametros proprios de cada conica. Queremos que
a raiz seja Unica e igual a xy, a abcissa do ponto de tangéncia. Devemos impor, entao:
A =0
)Ty = — 2y
Ambas as condi¢oes implicam em uma equac¢do na incognita m cujo valor, no
entanto, pode ser obtido mais facilmente através da condigao 7). No que segue aplicamos

esse procedimento a cada uma das conicas.

Elipse

Consideremos a elipse b*z? + a*y? = a?b? (Figura 20). As retas tangentes aos
vértices Vi(—a,0), Va(a,0), V5(0,0) e V4(0,—b); a,b > 0, sdo as retas verticais x = +a, e as
retas horizontais y = £b. Num outro ponto qualquer P(z,yo) obteremos a equagao 3.1

com coeficientes

A= (b* +a*m?), (3.3)
B = 2ma*(yo — mxy), (3.4)
C = a*(yo — mxo)? — a®b*. (3.5)

Substituindo a equacao da reta y = m(x — xg) + yo, que passa em P, na equagao

da elipse b%2? + a®y? = a?b?, obtem-se os coeficientes A, B e ("
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b?2? 4 a*m(x — z0) + yo)* = a?V?

b22? + a*(ma — mxo + yo)* = a’b?

v’a? + a*(mPa? — mPrwg + mayo — mPrag + mixy — maoyo + maye — maeyo + yo) = a’b?

2

b?z? + a*(m?*x® — 2mPwwg + 2mayo + mPad — 2maoyo + yi) = a’b?

2

b2 + a’m?c? — 2a*mParxy + 2a2mxyo + a2m2 2

— 2a*maoyo + a yg = a’V?

(b + a*m?)2® + (—2a°m>xg + 2a°myy)x + (a*m?xf — 2a*mxoyo + a’yy) = a®b?
(b + a*m?)2® + 2a*m(—mzxo + yo)x + a®(m*x] — 2maoyo + v3) = a’b?
(b + a*m?)2® + 2a*m(yo — mao)x + a®(yo — mag)* = a®b?

(b* + a*m?)x® + 2a’m(yo — mxo)x + a*(yo — mag)® — a®b* = 0
Substituindo as relagoes 3.3 e 3.4 na condigao i) , obtemos:

B
Tog = ——
0 2A

2ma®(yo — mo)

o= 2(b% 4+ a®?m?)
a*(yo — mao)m
ZTo —
b? + a?m?
cuja solucao é
b2
m=—0 (3.6)
Yo

A relagao 3.6 é obtida da condigao i)A = 0 . Assim,

—4AC =0
[2ma®(yo — mao)]* — 4(b* + a®m?)[a*(yo — ma)? — a*b*] =0

dmPa(yo — mag)? — 4(b* + a*m?)[a*(yo — mao)? — a*b*] = 0

2 4

m?a*(yo — mazo)? —
(v

(b? + a*m?)[a*(yo — mxo)? — a®b?] = 0

2 4

m*a*(yo — mao)® — (b° + a®m?)a*((yo — mao)® — b?] = 0, com a # 0

m?a®(yo — mao)® — (b% + a®m?)[(yo — mag)* — b*] =0

2

m?a®(yo — mag)? — b*(yo — mag)? + b* — a?

m?(yo — mmp)? + a®m?b* =0
—b*(yo — mxo)® + b* + a®>m*b* = 0

—(yo — mxo)* + b* + a®m? = 0, com b # 0
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—(y2 = 2yomzo + m2x2) + b2 +a*m? =0

(y() Y 0

—yo + 2yomag — miaxl 4+ b* + a’m® = 0
a? — 22)m? + 2yorom + b — 2 =0
( 0 Y Yo

Observe que, nesta utima igualdade, A = 0. Isso implica que:

—220Yo ToYo
m:ﬁﬁm:—2 2,C0mCL7££L'0.
2(a® — ) a? — x§

Substituindo o ponto P(xg,y) na equagao da elipse, obtemos:

b2x%+a2y§:a2b2
2.2 232 12 2
a“yy = a"b” — b x;

a*yy = b*(a® — xp)

De onde segue que:

Logo:

2
ZoYo _ xob

- a2y? - 2"
N Yod

Parabola

Na Figura 21 mostramos a parabola 3% = 4kx, k > 0. No vértice O, a reta tangente

é a reta vertical x = 0. Num outro ponto qualquer P(zg,yy) obteremos a equagao (1).

Porém, no caso da parabola, os coeficientes sao

A=m?

B = 2(yo — mxzo)m — 4k,

C= (yo - ml’())z.

Substituindo a equacao da reta y = m(x — xg) + yo, que passa em P, na equagao

da pardbola 3% = 4kx, k > 0, obtem-se os coeficientes A, B e C:

(3.7)

(3.8)

(3.9)
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[m(z — x0) + yo]* = 4ka

[ma — mxy + yo)? = 4kx
2,2 2 2 2,2 2 _
m°z® —m-xxy + mayy — m-xxo + M Ty — MYy + MTyy — mroYo + Yy, = 4kx
m?z? — 2mPwxg + 2may + mPxy — 2maoyo + Yo = 4k
m2x?® — 2m2rxy + 2mayy + mng — 2mxoyo + yg —4kx =0

m?e® + [=2m*xg + 2myo — 4k]x + [y5 — 2maeyo + m*x5] =0

m*z® + [2(yo — maxo)m — 4k]x + (yo — mag)* = 0.

Substituindo as relagoes 3.7 e 3.8 na condigao i), obtemos:

B
Top=——
7 24
2(yo — maxo)m — 4k
Tog = — 9 B
m
(yo — mxo)m — 2k
To = — D) )
m
cuja solucao é
2k
m=—.. (3.10)
Yo

A relagao 3.10 é obtida da condigao i)A =0 . Assim,

B* —4AC =0
[2(yo — mag)m — 4k]* — 4m® (yo — ma)® = 0
4.2 43 2. 4.3 2.2 2. 2
dm*xg — dm°zoyo + 8km zy — 4dm’xoyo + 4m”yy — 8kmyy + 8km xy — 8kmyo + 165"+
+ 8m3woye — 4mizl — 4m?y? =0

km2xy — 8kmyy + 8km?xy — 8kmy + 16k* = 0
16kxom? — 16kyom + 16k* = 0

zom? —yom +k =0

Observe que nesta ultima igualdade, A = 0. Isso implica que:
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m = .
21‘0 21’0

Substituindo o ponto P(xg, 1) na equagao da pardbola, obtemos:

De onde segue que:
2
_%
Zo 4]{
Logo:
. Yo o 2k
=—7=—
27 Yo
Hipérbole

No caso da hipérbole v?z? — a?y? = a?b* (Figura 22), as retas tangentes nos
vértices Vi(—a,0) e V5(a,0), a,b > 0, tém equagdes xyg = —a e T = a, respectivamente.
Consideremos outro ponto P(z,yo) da hipérbole. Nesse caso, a equagdao (1) segue com

os coeficientes

A= - a*m?), (3.11)
B = —2a*m(yo — mw), (3.12)
C = —a*(yo — mmxo)? — a®b*. (3.13)

Substituindo a equagao da reta y = m(z — o) + Yo, que passa em P, na equagao
da hipérbole b?z? — a?y? = ab?, obtém-se os coeficientes A, B e C:

b’2? — a*[m(x — xo) + yo]? = a®b?

b’z* — a*(mx — maxo + yo)? = a*b?

2.2 2/ 2 9 2 2 2. 2 2 272
bz —a (m & —m xxg + mryyg — m xrxrg+m xo—mx0y0+mxy0—mx0y0+yo) =a°b
bia? — (JLQ(mQx2 —2mPxxy + 2maxyy + mng — 2mxoyo + y(z)) = a’b?

b’a? — a®>m*a® + 2a*mPzxy — 2aimayy — a2m2$(2) + 2a*magyo — a2y§ = a%b?

(b* — a*m?)2® + (2a*m?zo — 2a*myo)z + (—a*m?z} + 2a®maoyo — ayy) = a’b?
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(b? — a®*m?)2® + [—2a*m(yo — mxo)|z — a®(y3 — 2maoyo + mPal) = a*b?
(b? — a*m?)2® + [—2a*m(yo — mxo)|r — a®(yo — mazg)? = a®b?
(b? — a®m?)z® + [—2a*(yo — mxo)m]z — a*(yo — mao)? — a*b* = 0.
Substituindo as relagoes 3.11 e 3.12 na condigao i), obtemos:
B
To = ——
T 24
—2ma?(yo — mao)
Ty = —
0 2(b% — a?m?)
a*(yo — mxo)m
0= T2 _ 22
cuja solucao ¢
b2
m="C (3.14)
Yoa

A relagao 3.14 é obtida da condigdo i)A =0 . Assim,

B* —4AC =0

[—2ma®(yo — mao)]? — 4(0* — a*m?)[—a®(yo — mag)* — a®b?] = 0
4m*a*(yo — mao)® — 4(b* — a®m?)[~a®(yo — mxo)? — a®b?] = 0

m?a*(yo — mao)? — (b* — a*m?)[—a®(yo — mxo)* — a?b*] = 0

m?a*(yo — maxo)? — (b* — a*m?)a’[—(yo — mag)* — b*] = 0 com a # 0

m?a®(yo — mxo)* — (b* — a’m®)[~(yo — mao)* = b°] = 0
m2a®(yo — mxo)? + b2 (yo — mag)® + b* — a®m?(yo — map)? — a*m?? =0
b2 (yo — mag)? + b* — a®>m?b* = 0 com b # 0
(Yo — mao)* +b* — a®m* = 0

Yo — 2yomzy + mxl + b — a*m? =0

(x5 — a®)ym® = 2yoxom + b* + y5 = 0.

Observe que, nesta utima igualdade, A = 0. Isso implica que:

— —2x0Yo0 i — T
2(z¢ — a?) 23 —a?’

Substituindo o ponto P(xg,yo) na equagao da hipérbole, obtemos:
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De onde segue que:

Logo

3.3 Prova das Propriedades

A seguir, provamos as propriedades P1,P2 e P3.

P1. Examinando a Figura 20, esta propriedade é imediata em alguns pontos
especiais. Nos pontos P = V5(0,b) ou P = V4(0,—b) o tridngulo é isdsceles. Logo, pela

geometria da figura obtemos tgo = tg8 = 2, e nos pontos P=Viou P=Vs,a = =1

¢’ 2"

Consideremos, entao, os demais casos.
Caso 1. xg # ¢, —c

Sejam s a reta que passa nos pontos P(zg,yo) € Fi(—c,0), e as sua inclinagao.

Seu coeficiente angular é entao m, = yj_ . Seja r a reta tangente a elipse no ponto P e
ZTo C
b2z
a,- sua inclinagao. Seu coeficiente angular foi obtido na secao anterior: m, = —2—0. Pela
a"Yo

figura, vé-se que a+«, = T+ g, ou seja, a = ag— v, + 1 , e, portanto, tga = tg(as — ).

Como

tgas — tga,
tg(as —a,) = —F—
1 + tgastga,
Mg — My
tgo = ——. 3.15
g 14+ mym, ( )

Substituindo os valores de mr e ms na férmula 3.15 e simplificando, resulta

a*yg + b*af + bPxoe ﬁ

a2yoro + ca?yy — Toyob®  cyo

tga = tg(a, — ag) = (3.16)
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Para obter este tltimo resultado usamos b*z2 + a?y2 = a*b* e V> = a® — ¢* no
numerador e denominador, respectivamente. A reta ¢ que passa nos pontos P(zg, o) e
Yo
Tg— C
onde se tem [+ oy + 7 — . = w. Segue disto que S = a, — a; donde

F5(c,0) tem inclinagdo oy e coeficiente angular m; = . Considere o triangulo F,PA

my — 1My

tgp = (3.17)

1+ mrmt'

Substituindo os valores de m, e m; nesta tltima relagao, deduz-se o resultado

b2
tgf = —. (3.18)
CYo

Comparando 3.16 e 3.18, a = (3.

Caso 2. g = —c¢
b2

Neste caso, yo = — e a reta s é vertical. Nesta situagdo a =
a

s

5 — Qe

2 2
@Y @Yo _ a

tg = — =

_299 1
m, b2z b%c (3.19)

Pela geometria da figura, nesse caso, § = 7 — a; + ., de onde tg5 = tg(a, — o)

de sorte que

r o b2
tgf = MmO _a (3.20)
IL+m,my cyo ¢

Uma vez que ambas 3.19 e 3.20 sao iguais a ¢, segue que tga = tgf. Portanto,

a=p.
P2. No ponto O(0,0), o vértice da pardbola, @ = 3 = 7. Vejamos nos demais

pontos.
Caso 1. 2y # 0, e xg # k.

Sabemos que a reta tangente em P tem coeficiente angular m, = 29700 Seja [ a

reta y = yo cujo coeficiente angular é m; = 0. Pela Figura 21, vé-se que 8 = «, e, assim,

Yo
tgh =m, = —. 3.21
g mn 220 ( )

Quanto a «, observa-se que o = oz — . e, assim,

tgo = —s (3.22)

14+ mem,
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A reta s tem coeficiente angular m, = o . Substituindo os valores de mg e m,
x

0o—D
na equacao 77, obtém-se o mesmo valor dado pela equacao 3.21 seguindo-se que a = £3.
Caso 2. ry = k.

Como y5 = 4kxg, entdao yo = +2k. Verifiquemos a propriedade no caso yo = 2k

em que a reta tangente tem coeficiente angular m, = 2"’700 = 1. Sendo assim, § = a, = 7.

Somando os angulos internos do tridngulo retdngulo QF P (pois na situagao presente a

reta s ¢ vertical) resulta o, + a = § ou a = 7. De forma andloga prova-se o resultado

quando yy = —2k.

P3. Nos vértices da hipérbole esta propriedade ¢é facilmente percebida com an-

gulos iguais 7. Os demais casos sdo os seguintes:
Caso 1. 2y # ¢, —c.

Seja r uma reta que passa nos pontos P(xg,yo) € Fi(—c,0) (Figura 22). Esta reta

tem coeficiente angular m,. = xé’ic A reta tangente s, como ja deduzimos, tem coeficiente

angular:

2
_ ZoYo b xg

mg = = .
x% —a? a*yo

(3.23)

Pela geometria da figura vé-se que a = a5 — «,. de forma que tga é dada pela

equacao 3.22. Substituindo os valores de m,. e m, nesta relagao e simplificando, obtemos:

tga = tg(as — )

bzoc + bk — a’y?
a2yoc + ayoro + Toyob?
b2

CYo

Na obtencdo deste tiltimo resultado usamos b?z% —a?y2 = a?b? e b? = ¢* —a® no numerador

e denominador, respectivamente.

A reta t que passa nos pontos P(z,v0) e Fy(c,0) tem inclinagao oy e coeficiente

angular m; = xé”o Além disso, § = a; — a,. Seguindo o procedimento anterior, resulta

—c*

que tgp = % Assim, tgp = tga, logo, a = f3.
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4 Algumas Aplicacoes das Conicas

Como mencionado nos capitulos anteriores, uma ideia adjacente deste trabalho
era a de apresentar um plano de aula direcionado aos alunos do terceiro ano do ensino
médio de escolas publicas que trouxesse algumas aplica¢oes das conicas. Assim, separamos

aqui algumas aplicagoes possiveis e plausiveis para o nivel desses alunos.

O enfoque principal do capitulo que segue estd nas chamadas propriedades de
reflexdo das cOnicas, vistas comumente na construcao de antenas parabdlicas e fardis au-
tomotivos (no caso da parabola), a construgao das chamadas "galerias de murmirios"e dos
espelhos de iluminagao de consultérios odontolégicos (caso da elipse) e dos telescopios de
reflexdo (caso da hipérbole). Tais propriedades essencialmente fisicas sdo corolarios dos
resultados obtidos das propriedades geométricas. As utiliza¢Oes principais repousam em
duas caracteristicas: 1. no fato de que todo raio partindo de um foco de uma hipérbole ou
de uma elipse, ao incidir sobre a propria curva conica, refletird um raio que passara sobre
o outro foco. 2. Todo raio partindo do foco de uma parabola, ao incidir sobre a prépria pa-
rabola, refletira raios paralelos ao eixo da parabola, independentemente, do angulo entre

esse raio e a curva. Essas propriedades geométricas, vinculadas as leis de reflexao da fisica:

1? lei da reflexao
O raio de luz refletido e o raio de luz incidente, assim como a reta normal a superficie,

pertencem ao mesmo plano, ou seja, sao coplanares,

22 Lei da reflexao
O angulo de reflexao (r) é sempre igual ao dngulo de incidéncia (i), fornecem o subsidio

técnico para a utilizagdo das mesmas na construcao de aparatos tecnolégicos;

Embora todas essas aplicacdes possam nao estar ao alcance direto dos alunos do
final do ensino médio, a ideia é a de chamar-lhes a atencao para essas possiveis aplicacoes,
ou seja, mostrar-lhes algo da matematica escolar realmente aplicado a matematica da
engenharia, por exemplo. Este tltimo capitulo, embora nao apresente novos resultados, é

essencial para a realizacao efetiva do plano de ensino proposto.

4.1 A aplicacao da Parabola

Como visto, a parabola se caracteriza por ser uma curva com apenas um foco e
possui a propriedade de que todo raio, partindo de seu foco, ao incidir sobre a propria
parabola, refletird raios paralelos ao seu eixo. Tal caracteristica fornece uma gama de

aplicabilidades no universo da Engenharia. Dentre essas aplicabilidades, uma das mais
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conhecidas, e que até mesmo carrega o nome da coOnica, é a antena parabdlica.

T /)

Figura 23 — Esbog¢o de uma antena pardbolica

Note que o posicionamento do receptor na haste central, encontra-se proximo ou
exatamente no foco desse paraboléide!. Esse posicionamento implica que todo o sinal rece-
bido na extensao da superficie antena é refletido diretamente para o foco, i.e., o receptor.
Esse redirecionamento esta diretamente ligado a propriedade refletora das parabolas; esta
dita que a partir de um ponto qualquer tracemos um segmento de reta paralelo ao eixo
da pardbola. Tal segmento, eventualmente, encontra a parabola num ponto e, se a partir
deste, tragarmos outro segmento que faca com a curva um angulo igual ao do primeiro
segmento, o segundo segmento passa, necessariamente, pelo foco, como ilustrado na figura

a seguir:

Figura 24 — Angulo de reflexdo da parabola

Fonte: http://www.mat.uc.pt/ jfqueiro/aplicacoes.pdf.

Para cada plano do paraboldide, tem-se uma parabola que se comporta da mesma

maneira: recebe o sinal e o reflete para o foco, como pode ser visto a seguir:

1 Paraboléide de revolucdo: uma superficie obtida através da rotacdo de uma pardbola ao redor de seu

eixo.
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Figura 25 — Plano receptor parabolico

Fonte: http://www.mat.uc.pt/ jfqueiro/aplicacoes.pdf.

Outra aplicacao das parabolas se encontra na fabricagao dos fardis automotivos.
O principio de aplicacao é o mesmo das antenas, mas de maneira reversa: no foco da
parabola se encontra uma lampada que ilumina uma superficie paraboldide espelhada;
esta, por sua vez, reflete os raios de luz paralelos ao seu eixo, como visto nas figuras a

seguir:

Figura 26 — Plano refletor parabdlico

Fonte: http://www.mat.uc.pt/ jfqueiro/aplicacoes.pdf.

Figura 27 — Farol Parabdlico

Fonte: http://www.cowboysdoasfalto.com.br.
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4.2 A aplicacao da Elipse

Diferente da parabola, a elipse e a hipérbole possuem dois focos. A propriedade
de reflexao da elipse infere que, uma vez tracado um segmento de reta a partir de um
dos focos e que este encontra a elipse num ponto da curva, se a partir desta interseccao,
tracarmos outro segmento que faca com a curva um angulo igual ao do primeiro segmento,

o segundo segmento passa pelo outro foco, como podemos ver na figura a seguir:

Figura 28 — Elipse e seus angulos

Fonte: http://www.mat.uc.pt/ jfqueiro/aplicacoes.pdf.

Essa caracteristica fornece outras aplicagdes para as elipses. Uma dessas sdo os
dispositivos de iluminagao dos dentistas. Esse tipo de lanterna consiste num jogo de
espelhos com a forma de um elipsdide de rotagao, ou seja, varios arcos de elipse e numa
lampada que se coloca no foco mais proximo. A luz da lampada é emitida numa diregao e
refletida pelo espelho no outro foco, possibilitando que o dispositivo ilumine um ponto e

nao mais uma area, como no caso da parabola, ajustando-se melhor ao oficio do dentista.

Figura 29 — Espelho eliptico

Fonte: http://www.mat.uc.pt/ jfqueiro/aplicacoes.pdf.

Outra aplicacao das elipses é a propriedade de reflexdao actstica da elipse. Esta

pode ser encontrada em salas que possuem a forma de meio elipsdide (um elipséide é um
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solido que se obtém rodando uma elipse em torno do seu eixo, isto é, da reta definida pelos
dois focos). Se duas pessoas se colocarem nos focos e uma delas falar, mesmo que o som
seja extremamente fraco, a outra ouvira perfeitamente, ainda que a sala tenha grandes
dimensoes e que haja outros ruidos. Existem salas deste tipo (as vezes chamadas “galerias

de murmurios”) em varios edificios ptblicos na Europa e nos Estados Unidos.

Figura 30 — Representagdo acistica

Fonte:
http://fatosmatematicos.blogspot.com.br/2011/02/propriedade-refletora-da-elipse.html.

Figura 31 — Grand Central Gallery

Fonte: http://www.historia.ro.
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4.3 A aplicacao da Hipérbole

A hipérbole é a coOnica que se caracteriza por possuir dois ramos e dois focos. Ja
a propriedade de reflexdo da hipérbole infere que, tracado um segmento de reta, a partir
de um ponto qualquer, dirigido a um dos focos da hipérbole, este segmento encontra
o correspondente ramo da hipérbole num ponto. Se a partir deste, for tracado outro
segmento que faca com a curva um angulo igual ao do primeiro segmento, o segundo

segmento passa pelo outro foco, como mostra a figura a seguir:

Figura 32 — Hipérbole e seus angulos

Um exemplo de uma aplicagdo da hipérbole é o chamado telescopio de refiexao.
Esse telescopio é constituido, basicamente, por dois espelhos: um maior, que é parabdlico,
e outro menor, que é hiperbdlico. Os dois espelhos estao dispostos de maneira que além
dos eixos coincidirem, o foco da parabola coincide com um dos focos da hipérbole, como

mostra a figura a seguir:

F1 F2

Figura 33 — Telescépio refletor (esquema de espelhos)

Fonte: SOUZA, 2008, p.35.
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Quando os raios de luz refletem no espelho parabdlico, pela propriedade de refle-
xao da parabola ja vista, eles sao direcionados ao foco. Porém, como o foco da parabola
também é foco da hipérbole, pela propriedade de reflexdao desta, os raios de luz refletem
no espelho hiperbdlico e seguem em direcao ao outro foco da hipérbole. Os raios de luz
passam através de um orificio no centro do espelho primario, atras do qual estd uma
lente-ocular que permite corrigir ligeiramente a trajetéria da luz, que chega finalmente

aos olhos do observador ou a pelicula fotografica, como ilustrado na figura a seguir:

Figura 34 — Esquema Telescopio refletor

Fonte: http://www.mat.uc.pt/ jfqueiro/aplicacoes.pdf.

A vantagem deste tipo de telescépio consiste em possuir um comprimento menor
do que os telescépios de refracao (i.e., de lentes elipticas), porém com o mesmo poder de

amplificacao.
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Consideracoes Finais

O recorte de conceitos e aplicagoes apresentados nesta dissertagao, mostra-se
quase que como um guia, um breve livro-texto que pode ser consultado como um suporte

resumido para a elaboragao de planos de aula especificos para cada uma das conicas.

Evidenciamos, em primeiro lugar, o historico e os primeiros matematicos a trata-
rem do assunto. Apolénio foi o mateméatico que estudou as se¢oes conicas de uma maneira
mais minuciosa, apenas alguns anos depois de Euclides, razao pela qual, o estudo das co-
nicas nao esteve atrelado aos Elementos. Apolonio mostrou como gerar todas as conicas
a partir de um tnico cone de duas folhas, simplesmente variando a inclinagdo do plano
de intersecao, além de ter estudado as retas tangentes e normais a uma conica. Foi ele,

também, quem introduziu os nomes parabola, elipse e hipérbole.

Num contexto mais moderno, apresentamos, para cada uma das curvas, seus con-
ceitos, elementos e, finalmente, suas propriedades, utilizando a defini¢ao de lugares geo-
métricos e ferramentas da geometria cartesiana. As equagoes nas coordenadas cartesianas
possibilitam a representagao das conicas no plano, que sao, usualmente, o inico contato
dos alunos de ensino médio com as conicas. Numa tentativa de esclarecer e de ampliar
as possibilidades sobre esse tépico, procuramos aprofundar um aspecto especifico sobre
as conicas. O resultado mais denso ¢ a demonstracao do Teorema de Dandelin-Quetelet.
Tal teorema infere que a seccdo de um cone por um plano tangente a uma esfera inscrita
nesse cone, ¢ uma conica que tem foco no ponto de contato da esfera com o plano. A de-
monstracao desse teorema ultrapassa, e muito, o escopo do que seria possivel apresentar

aos respectivos alunos, entretanto, fornece uma visao mais ampla, necessaria ao professor.

As conicas também possuem propriedades geométricas notaveis, com intimeras
aplicagoes praticas. Destaca-se a importancia do estudo das conicas para o desenvolvi-
mento de aspectos do conhecimento de algumas areas, como na astronomia, na arquitetura
e na engenharia. Ressalta-se que a elipse, a parabola e a hipérbole sao curvas que possuem
a propriedade de reflexao, como mostrado. Isso as tornam importantes em aplica¢oes de
producao cientifica de cunho comercial. Tais aplicagoes foram utilizadas como ponto de
partida para a elaboracao de um plano de aula que contemplasse tanto a maneira canonica
de tratar as conicas, quanto uma visao diferenciada que pudesse atrair a curiosidade dos

alunos.

Enquanto recorte, vale dizer que esse trabalho poderia ser expandido com referén-
cias que envolvessem assuntos de teor mais avangado, contemplando até mesmo contetidos
especificamente de curriculos universitarios. Haveria margem para trabalhar com mais as-

pectos das conicas, como, por exemplo, aplicagoes computacionais para a visualizagao.
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Essa possibilidade ultrapassaria as possibilidades de conclusdo no tempo habil para a

producao desta dissertagao, mas pode servir de estimulo para pesquisas futuras.
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Apéndice
PLANO DE AULA

ASSUNTO: Secoes Conicas
CONTEUDO: A paribola
DURACAO: 50 minutos
JUSTIFICATIVA

As Conicas, a elipse, a parabola e a hipérbole, estdo presentes em instrumentos e cons-
trucoes que utilizamos em nosso cotidiano. O motivo de se estudar as conicas é o de
de evidencia-las apenas como lugar geométrico. Nesta aula, tentaremos articular além
do lugar comum ao nos aprofundarmos nao apenas nas particularidades de seus elemen-
tos principais, mas, também, em suas propriedades refletoras e de que maneira elas sao
aproveitadas pela sociedade, com exemplos em diversas areas. Nessa aula, abordademos

a parabola.
OBJETIVOS

e Identificar a parabola como lugar geométrico.
e Reconhecer componentes da parabola (foco e diretriz).
e Construir geometricamente a parabola.

e Identificar o uso das parabolas no cotidiano.
RECURSOS DIDATICOS

e Giz e quadro negro.
e Livro didatico.
e Uma cartolina.

e Uma régua (esquadro).
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e Um lapis.

e Um cordao.

PROCEDIMENTOS METODOLOGICOS

Aula expositiva e dialogada. Iniciaremos a aula com o conceito de sec¢oes conicas. Em
seguida, sera definido a parabola como lugar geométrico. Na continuagao, faremos um
experimento simples para a construcao da parabola com régua, lapis, cordao e cartolina.
Nesse momento, os alunos serao divididos em grupos. A ideia é verificar as caracteristicas
das parabolas nesse modelo experimental. Por fim, sera abordado o uso das parabolas em

instrumentos de nosso cotidiano como: fardis de automoveis e antenas parabdlicas.
AVALIACAO

A avaliagdo de carater formativo sera através da observagdo do aluno com relagdo a
interesse, respeito e participagao. Com relacao a avaliacao de carater cognitivo, os alunos
serao avaliados através de atividades (provas, trabalhos, apresentagoes etc.) que busquem
refletir, em notas ou conceitos, o modo proprio de cada aluno compreender os contetdos
trabalhados.

REFERENCIAL TEORICO

COSTA, G. A. T. F. da. Revista da Olimpiada Regional de Matematica de Santa
Catarina no.4, 2007.

SILVA, Claudio Xavier da; FILHO, Benigno Barreto. Matematica do Ensino Mé-
dio. Volume 3. 2% ed. Sao Paulo: FTD. 2005.

SIQUEIRA, Paulo Henrique & COSTA, Antonio Mochon. Coénicas.
Disponivel em: <http://www.degraf.ufpr.br/docs/conicas.pdf> Acesso em: 15/04/2014.

Secoes Conicas

Dado um cone de folha dupla e um plano secante que nao passa pelo vértice do
mesmo, chamamos de se¢oes conicas ou, simplesmente, de conicas a curva obtida através
do corte do cone pelo plano. Dependendo de onde ocorre o corte, a conica podera ser

classificada como uma elipse, uma hipérbole ou uma parabola.
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ELIPSE PARABOLA HIPERBOLE

Figura 35 — Segbes conicas

Fonte: http://www.andremachado.org/artigos/905/secoes-conicas.html.

Caso o plano secante passe pelo vértice do cone, teremos uma degeneracao, que

podera ser um ponto, uma reta, um par de retas concorrentes.

A parabola

Definicao: a parabola é o lugar geométrico dos pontos que equidistam de um ponto fixo

chamado foco, que nao pertence a uma reta, também fixa, chamada diretriz.

Seja F' o foco e d a diretriz, na figura abaixo, se PD = PF', entao P é um ponto

da parabola de foco F' e diretriz d.

Figura 36 — A parabola.
Fonte: SIQUEIRA & COSTA, 2014, p.4.

Construcao da parabola

Trace uma reta x sobre a cartolina e, sobre ela, escolha um ponto O, a igual distancia de
dois outros pontos sobre a mesma reta. Marque-os com auxilio de um compasso ou régua.
Sejam eles A e F', como na Figura abaixo. Trace pelo ponto A a reta K L perpendicular a
reta x. Em seguida, alinhe a borda de uma régua a reta KL e fixe-a nesta posigao. Vocé

precisard também de um esquadro. Seu menor cateto deve ser posicionado ao longo da
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borda da régua alinhada com K L. O cateto maior N B do esquadro deve estar posicionado,
inicialmente, sobre x. No vértice do angulo ZB prende-se uma das pontas de um cordao
cujo comprimento deve ser igual a NB. A outra ponta do cordao prende-se a F' onde
deve poder girar sem enrolar-se. Esticando o cordao com a ponta de um lapis, posicione-o
inicialmente no ponto O. Em seguida, deslize o esquadro ao longo da régua e a ponta do
lapis, ao longo do cateto N B, mantendo o cordao sempre esticado. Com este movimento,
traga-se uma curva sobre a cartolina. A curva tracada é um arco de parabola. De fato, o
comprimento do cordao é igual ao do cateto N B de sorte que, se M é um ponto sobre a

curva, a distancia F'M é sempre igual a distancia M N.

Figura 37 — Construcao da parabola

Fonte: COSTA, 2007, p.85.

O uso da Parabola

A parabola é a melhor forma para construirmos antenas parabdlicas e espelhos
dos fardis de automoveis, por exemplo. A principio, a forma parabdlica é ideal, pois
no caso das antenas parabdlicas as ondas de radio que se originam do espac¢o sao muito
fracas, devido a sua distancia e, portanto, a parabola capta estas ondas em uma superficie
relativamente grande e concentra em um tnico ponto (o foco). Desta forma os sinais (raios

paralelos vindos do espaco) sao amplificados.

Nos farodis dos carros e motos, o foco da parabola muda de funcionamento, com
relacdo as antenas parabdlicas (receptora), passando a ser origem dos raios luminosos. Os
raios de luz entao saem de forma paralela uns dos outros iluminando a regiao logo a frente

dos automoveis.
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