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Resumo

Baseados no trabalho de Jonathan Sondow [7] e Antonio M. Oller- Marcén [6], neste
trabalho estudamos os parbelos, uma adaptagao dos arbelos para parabolas. Mostramos
muitas de suas propriedades por meio de formulacao analitica.
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Abstract

Based on the papers of Jonathan Sondow [7] and Antonio M. Oller- Marcén [6], in this
work we study the Parbelos, an adaption of arbelos to parabolas. We show many of their
properties from an analytic formulation.
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INTRODUCAO

Nesta dissertagao de mestrado do Programa Profissional de Matematica, estudamos uma
aplicagao de dois importantes conceitos matematicos do Ensino Médio: parabolas e fun-
coes. Tais conceitos serao abordados nos Parbelos, que derivam de uma construcao classica
da Geometria Plana, os Arbelos. Para tanto, o dividimos em trés capitulos.

No primeiro capitulo, apresentamos alguns conceitos importantes que nos darao base para
demonstrar as propriedades que envolvem os Parbelos como, por exemplo, as parabolas
e a suas propriedades, o Teorema de Arquimedes, que relaciona a area a de uma regiao
parabolica com o triangulo inscrito na mesma, e os conceitos de Limites, Derivadas e
Integrais.

Em seguida, apresentamos os Parbelos de uma forma classica e abordamos também uma
forma alternativa de explorar tal conceito, utilizando a ideia dos f — belos, vistas em [6].
E, utilizando a Geometria Analitica e o Célculo Diferencial e Integral, apresentamos e
demonstramos as propriedades relacionadas aos parbelos.

Por fim, abordamos algumas atividades relacionadas & ideia de Parbelos que podem ser
trabalhadas no ensino basico, especificamente no Ensino Médio.

xi
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Capitulo 1

PRELIMINARES

Apresentaremos neste capitulo alguns resultados preliminares que nos ajudarao entender
o conceito dos Parbelos, bem como justificar algumas proposi¢oes ao longo do trabalho.

O primeiro conceito a ser trabalhado, é o de Parabolas, uma vez que o conceito de Parbelos
estd diretamente ligado as Parabolas. Trataremos aqui da sua definicao e explicitaremos
algumas observacoes relevantes, no que diz respeito a constante de proporcionalidade das
parabolas, denominada Constante Universal da Parabdla, que é a relacao entre a area do
segmento parabolico e o triangulo inscrito nela, demonstrada por Arquimedes, e a incli-
nacao das retas que passam por suas raizes e pelo vértice.

Por fim, apresentaremos também, as definicoes de Limites, Derivadas e Integrais de
funcoes, uma vez que utilizaremos tais conceitos para provar algumas proposicoes no
decorrer do trabalho.

1.1 Parabolas e suas propriedades

Definig¢ao 1.1. (Pardbola) Sejam F um ponto fixo no plano e L uma reta que nao passa
por F'. Chamamos de Pardbola P ao lugar geométrico dos pontos equidistantes de F' e da
reta L.

O ponto F é chamado de Foco e a reta L é chamada de Diretriz.

A distancia p > 0 de F até L = 2a é denominado pardimetro Focal. O ponto V' que estd
a uma mesma distdncia a =5 de F' e de L é o Vértice de P.

A figura 1.1 apresenta uma parabola com ' = (0,0) e V = (0, a) e a usaremos nas defini-
-¢coes e construcoes a seguir.

13



14 CAPITULO 1. PRELIMINARES
y
L =2a
V =(0,a)
P
Ci=(—23,0) F=(0,0) Cp=(2a,00%

Figura 1.1: Parabola P com foco F' e vértice V

1.1.1 Equacao Geral da Parabola

De acordo com a Definicao 1.1, podemos encontrar a equacao da Parabola P, usando que,
a distancia de um ponto C' qualquer da Parabola ao Foco F' = (0,0) é igual a distancia
do mesmo ponto & reta diretriz L = 2a, e a distancia de F' at¢ L = 2a é igual a 2a, como
mostra a figura 1.1.1. Sem perda de generalidade, tomemos uma Pardbola P tal que o
Foco F se encontre na origem de R? e a reta diretriz L se encontre paralela ao eixo z.
Sendo d(C, F) e d(C, L) a distancia Euclidiana entre C' e F' e C e L, respectivamente, e
sabendo que P é o lugar geométrico tal que d(C, F) é igual a d(C, L), podemos verificar

que:

y
L =2a (x,2a)
72 1 . 2a — vy
y=a— E V= (07 )
¢ = (z,y)
(—2a,0) F=(0,0) (24, 0]

Figura 1.2: Parabola P com foco F, vértice V' e o ponto C pertencente a parabola
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d(C,F)=d(C,L) <= J(z—02+(y—02=(z—2)2+2a—y)? e 2a—y>0

— \/x2+y2:\/(2a—y)2
— 22+ = 4a® — day + 1
— 2% =4d* — day
— 2% —4a® = —day
2?2 — 4a?
= =y
—4a

Portanto, a equacao da parabola P é dada por:

y=a——. (1.1)

1.1.2 Latus Rectum

Qualquer segmento passando por F' com quaisquer extremidades C7, Cy pertencentes a
Parabola P é chamado de corda focal. A figura 1.1.2 ilustra a corda focal de extremidades
Cl (& Cg.

«

Cs

Figura 1.3: Parabola com corda focal C;C,

O Latus Rectum de uma parabola, é a corda focal cujo comprimento é minimo. Tal corda
focal é obtida quando o segmento CCy é paralelo & reta L. Neste caso, tomando-se um
sistema de coordenadas cartesianas em que o eixo x ¢ paralelo & L e F' é a origem, temos

C1 = (—2a,0), e Cy = (2a,0).



16 CAPITULO 1. PRELIMINARES

De fato, sem perda de generalidade, tomando-se C| = (a,a — Z‘—;) um ponto qualquer

pertencente a parabola P, com a # 0, e F' = (0,0) o foco de P, podemos escrever a
equacao da reta r que passa por C; e F:

a?

a—@ (CL Oé)
y=—>=r=———|).
Q a 4da

A intersecgao entre a reta r e a parabola P da os pontos Cy = (a, a—j—i) e Cy = (B, a—ﬁ—g).

4a
Mas, como Cy também pertence a r, entao:
2
a «
(o)
4a a 4a

4a® — B? _ 4a’B — op
4a dao

4a’a — aff? = 4d*B — o*B

1a%(a - B) = —af(a - B).
Dada a definicao de parabola, e a escolha do sistema de coordenadas, podemos admitir
que C7 e Cy tenham abscissas distintas, ou seja o # 5.
Assim § = %‘Lz.

Logo,

—4qa? 16a2
C, = _
2 ( a U7 4q

—4a? 16a*
02:< a,a CZ)

o " 4aa?
_42 43
= (—a-).
@ o

Calculemos a distancia de C; a Cy, lembrando que a mesma deve ser minima (por defini¢ao

de Latus rectum):
4a2\ 2 2 4a3\ 2
d(Cy,Cy) = (oz+a) —l—(a—a—a—i- a)
o' 4a a?
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2\2 , . ., . .
Como (oz + 4%) é sempre maior que zero, ja que para ser igual a zero deveriamos ter

2 s . . . ~ . .
—1 = o? = —4a” (0 que ¢ impossivel), para que a distancia entre C; e Cs seja

minima, devemos ter:

o =

o®  4d?
4a ' a?
a®  4ad®
T
— o’ = 16a* =
<— a = $2a.

=0 <—

4a
7Ci=(-2a,00 F=(0,00 Cp=(2a,08%

Figura 1.4: Pardbola com Latus Rectum [-2a,2a]

Portanto, o Latus Rectum ocorre para C; = (—2a,0) e Cy = (2a,0) como mostrado na
Figura 1.4.

O comprimento do Latus Rectum equivale a 4 vezes a distancia do foco F' até o vértice
V', como ilustrado na 1.4.

Entre C} e Cy encontra-se a parabola P e o comprimento do segmento C;C5 é igual a
2p = 4a. Metade deste comprimento p = 2a é chamado de Semi-Latus Rectum. O arco
C,VCy de P & o Arco Latus Rectum.

1.1.3 Constante Universal da Parabola

Um resultado importante que utilizaremos futuramente para demonstrar uma das proposi-
coes é a Constante Universal da Parabdla que nos mostra que a razao entre o comprimento
s do Arco Latus Rectum de qualquer parabola e a sua Semi-Latus Rectum é uma constante
K, chamada de Constante Universal da Parabola K = i.
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Proposicao 1.1. (Constante Universal Parabdlica): Denotando-se por C1Cy o Latus Rec-

tum de uma Pardbola P com vértice V', a razio K entre o comprimento do arco C1V Cs
e seu Semi-Latus Rectum ¢ constante e igual a /2 + In(1+/2).

Demonstragao. Inicialmente, vamos calcular, por meio de Calculo Integral o comprimento
do segmento parabodlico. Embora este nao seja um assunto estudado no Ensino Médio,
apresentamos aqui uma argumentacao a respeito do calculo de comprimento de curvas,
a partir da aproximacao deste com o comprimento de uma poligonal. Para uma melhor
compreensao da argumentacgao, recomendamos que o leitor estude agora a Secao 2.3, que
trata rapidamente dos conceitos de Limites, Derivadas e Integrais de uma fungao real. De
qualquer forma, damos ao leitor uma ideia de como estas ferramentas sao aplicadas as
funcoes reais.

Seja f(x) um funcao continua no intervalo real [a, b] e derivavel em (a,b). Vamos dividir o
intervalo [a, b] em n partes tal que v, = a < 11 < T3 < T3.... < Th—1) < Tp < ... < Ty = b
e seja Py o ponto (zx, yx) com yr=f(zx) de acordo com a figura .

Figura 1.5: Particao de [a, 0]

O comprimento do menor segmento que liga os pontos P._; a P, é dado pela distancia
entre eles.

S = (@r1 — 21)% — (Yo_1 — Yr)?-

A medida que aumentamos o nimero de elementos na particao de [a,b] (conjunto finito
de pontos xg, 1, T3...,z, em R tal que a = zg < 7 < Z9... < x, = b), aproximamos o
comprimento da poligonal ao comprimento do arco. Assim, aumentando arbitrariamente
o valor de n, temos que o comprimento do arco é dado por:
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L= lim 32 |Po = P

No entanto; considerando A,, e A, iguais a (2,1 — x;) € (yi—1 — ¥;), respectivamente,
temos:

[Py — Pl = /A2, — A2 = \/(wm1 — 2)2 — (Yoot — i)?
= V(@po1 — 23)? = (flaror) — flzn))?

B \/($k1 — x)2. {1 _ Ul@emn) = faw))” :

(kal - Ik)Q

Por hipotese, f é continua em [a, b] e derivavel em (a, b), logo a expressao pode ser reescrita
com o uso do Teorema do Valor Médio, pois:

fxi) = f(zier) = f1(T) (2 — 1),

para algum z, tal que z;_1 < ¥ < x;. Ou seja,

(f(xz'—l) - f(xz))Q

(%'71 - xi>2

1—

’Pifl - Pi’ = \/(9511 - $i)2- } = [1 + f/<fi>2]-Ax“

onde A,, = x;, —x;,1 para 1 <i < n.

Desta maneira,

n—00 4

L=1lim Y |P—P|= lim STVIL+ fr(3)2.A,, = /“ 1+ f/(z;)?]dz,
i=1 i b

uma vez que
n

> VIL+ fl(@)?]

i=1
¢ uma Soma de Riemann para a fungao g(z) = +/[1 + f/(zx)?] relativa & particao P do
intervalo [a, b], o comprimento s de uma curva é dado por:

s = /: V14 f'(x)%de.

~ 2 . . . .
Para a funcdo f(z) = a— ., com —a < x < a, tal que o vértice esta eixo y e foco no eixo

T, temos que:
T

f(x) = “%a
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de modo que seu comprimento é dado por:

CAPITULO 1.

Fazendo-se a mudanca de variavel x = 2at, temos que:

1
S:2a/ V1 + t3dt
1

= 2a

- 1
t In(t+vI+2
SVI+E+ o +2 +#)

PRELIMINARES

_ 9, :\/1;—12 n ln(1+\2/1+12)] 9
:\/5 In(1++v2) V2
:2a 2+2] —2&[—2+

= 2a(_\/§+ In (1+ v/2)).

Logo,

1+ (—1)2
B 2

ln(—l—i—\/?)]

s =2aV2+2aln (1—}—\/5).

Portanto, a Constante Universal da Pardbola é constante e igual a:

1
koS _ 1
20 2a

1.2 O Teorema de Arquimedes

(2a\/§+ 2a1n (1 + \/§)> =

—1+ 14 (1))
2

V2 +1n(1+2)

Este importante Teorema nos mostra que a area de uma regiao parabolica é igual a % da

area do maior triangulo inscrito nela.

Teorema 1.1. A drea do maior tridngulo inscrito num segmento de uma pardbola é % da

drea do respectivo segmento parabolico.

Demonstragao. Sejam P uma parabola de vértice V e AC1C5V um tridngulo inscrito
nela, isto é, um triangulo cujos vértices pertencem a parabola, sendo este de tal fomra
que o segmento CC5 esteja contido no eixo x, como mostra a Figura 1.6.

Chamando de B o ponto médio entre a origem F' e o ponto C, seja A o ponto com abscissa
em B pertencente a parabola. De forma analoga, chamamos de D o ponto médio entre a
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Figura 1.6: Parabola e o triangulo inscrito

origem F' e o ponto Cy, e tomamos o ponto £ com abscissa em D também pertencente a
parabola.

Vamos provar que a area dos triangulos C1V A e Cb,V E correspondem a i da area dos
triangulos ACLFV e AC,F'V | respectivamente.

Como a Parabola é simétrica em relacao ao eixo ﬁ/, basta analisar somente uma das
metades. A area do triangulo ACFV =Tj é igual & Ty = 2‘;—“ = a’.
Agora, vamos calcular a area do triangulo AC1VA = T;. Tomemos como base deste

triangulo o segmento C1V. Segue que:

ClV =d(Cy,V) = /(—2a?) + (—a?) = V4a? + a® = aV/5.

Para calcular a altura do triangulo AC,V A, vamos encontrar as coordenadas do ponto A
e em seguida calcular a distancia de A até a reta que contém o segmento C, V.

Como B é o ponto médio do segmento C1F', temos que B = (—a,0). Logo, o ponto A

sera dado por A = (—a,a — %) = (—a,a—9) = (—a,?).

Para encontrarmos a altura do triangulo AC7V A, vamos escrever a equacao de reta r que

passa por Cy e V:
1

y:§x+a.

A distancia de A até r é dada por:

|1—a)——a+a| 9 a [4 aV5
h=ddr) = T e 1= aVs " 10
(3) + it
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2

Portanto Ty =av/5 - “1—\65 . % =< = iTo-

Analogamente, prova-se que a area do triangulo AC,V E ¢ igual a i da area do triangulo
ACLFV, que é igual a T.

Seguindo este raciocinio, isto é, tomando-se o ponto médio M; entre B e (', e depois o
ponto médio entre M; e C, e assim sucessivamente, podemos perceber que a metade da
area do segmento parabolico se aproxima da area da série geométrica de razao igual a i
e primeiro termo 7y > O:

" Ty T T 1 4

S Thi=To+ T+ o4+ T+ T =To+ 4+ o 4+ o = =T

part 4w 11

Portanto, a area de um segmento parabdlico é igual a % vezes a area do triangulo inscrito
nele.

]

1.3 Limites, Derivadas e Integrais

Para um melhor entendimento de certos pontos do trabalho, apresentaremos sucintamente
as definicoes de Limites, Derivadas e Integrais.

1.3.1 Limite de uma funcao

Observemos inicialmente, como se comporta a func¢ao f(x) = z — 4 quando z se aproxima
(com valores & direita e a esquerda) de 2.

Calculando-se os valores de x — 4 quando z se aproxima de 2 pela esquerda (por valores
menores que 2) temos que:

T Tz —4
1 -3
1,5 -2.5
1,6 -2.4
1,8 -2,2
1,9 -2,1
1,99 | -2,01
1,999 | -2,001
2 -2

E calculando-se os valores de z — 4 quando = se aproxima de 2 pela direita (por valores
maiores que 2) temos que:
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x r—4
3 -1

25 | -1,

24 | -1,6

22 | -18

21 | -1,9

2,01 | -1,99

2,001 | -1,999
2 -2

Note que f(2) = —2, oque fornece uma ideia de que quando z se aproxima de 2 a funcao

f(x) se aproxima de —2.
A seguir entao, apresentaremos o conceito intuitivo de funcao.

Considere uma funcgao definida num intervalo I C R. Dizemos que f é continua em h € R
se existe o limite de f(z) quando z se aproxima de h e este limite é igual a f(h). Olhando-
se para o grafico de f(x), podemos dizer intuitivamente que é continua em h se nao ha
“saltos” para o grafico de f em h, que pertence ao dominio /.

f(h)

h X

Figura 1.7: Func¢ao continua

Intuitivamente, dizemos que o limite de f(x) , quando z tende a h, é igual a M, ou seja,
quando x tende a h, os valorede de f(z) aproximam-se cada vez mais de M. Simbolica-
mente, escrevemos assim:

lim f(z) = M.

z—h
A definicdo de limite é utilizada para entendermos o comportamento de uma funcao
quando ela se aproxima de determinados valores. Utilizando-se esta ideia intuitiva,
podemos calcular o limite de uma funcao quando z tende a um determinado valor h,
observando-se os seus limites laterais, isto é, qual valor a funcao se aproxima para valores
proximos de h a direita e & esquerda.
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Figura 1.8: Func¢ao nao continua, onde verifica-se um ”salto”

2

Exemplo 1.1. Utilizando-se a ideia intuitiva de limite, considere a fun¢ao f(x) = x* —

4x + 3 calculemos lim,_,q f(z).
Calculando-se os valores de x?
que:

—4x 4+ 3 quando x se aproxima de O pela esquerda, temos

Ja calculando-se os valores de

T 22 —4dr+3

-1 (—1)?—4.(-1)+3=38
—0,5 (—0,5)> —4-(-0,5)+3=5,25
—0,4 (—0,4)2 —4-(-0,4) +3=14,76
-0,3 (—0,3)2 —4-(-0,3) +3=14,29
—0,2 (—0,2)2 —4-(-0,2) +3=3,84
—0,1 (—0,1)> —4-(-0,1) +3 = 3,41
—0,01 | (=0,01)> —4-(—0,01) + 3 = 3,0401

0 02—4-0+3=3

r? — 4z + 3 quando x se aprozima de 0 pela direita (por

valores maiores que 2) temos que:

2 —4r+3

1°?—4-1+3=0
0,52—-4-0,54+3=1,25
0,42 -4-0,4+3=1,56
0,32 -4-0,3+3=1,89
0,22-4-0,24+3=2,24
0,12—-4-0,14+3=2,61

0,012 —4-0,01 4+ 3 =2,9601
02—-4-0+3=3
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Assim, lim,_o2? — 42 + 3 = 3.

Como o lim,_ o f(x) eziste e € igual a f(0) = 3, seja pela esquerda ou pela direita, con-
cluimos também que f(z) = 2* — 4z + 3 € continua em x = 0.

1.3.2 Derivada de uma fungao

Apresentamos agora o conceito de derivada de uma funcao real. A partir dele, é possivel
medir o coeficiente angular, ou seja, a inclinacao das retas tangentes ao grafico da fungao
real. No entanto, nao nos dedicaremos a isto neste texto, pois nao faz parte de nossos
objetivos.

Definicao 1.2. Seja f uma funcao real definida num intervalo real I e h € R. O limite

oo F@) = 1)

z—h x—h

¢ chamado de derivada de f em p, desde que ele ezista e seja finito, e indica-se por f'(h).

Assim,
iy — 1y £ = )

z—h x—h
Se f admite derivada em h, entdo diremos que f € derivdvel ou diferencidvel em h.

A derivada também pode ser entendida como a taxa de variagdo de uma fungao f(z), isto
é, quanto o valor da funcao varia conforme variamos o valor de x.

Exemplo 1.2. Seja f(x) = az® + bz + c¢. Calcule f'(p).

Solucao:
— 2 _ 2

CF@) = f) (e be o) — (a4 bp o

T—p xr — p T—p €xr — p

. ar?+br+c—ap*—bp—c . a(x®—p*) + bz —p)
= lim = lim

T—p €r — p T—p xr — p
_poale—p)@+p) +blz—p) . _
—}CILI}O P _};%(a<x+p)+b)_2ap+b’

Portanto, f'(p) = 2ap + b.
Exemplo 1.3. Seja f(x) = x*. Calcule f'(1) e f'(p)

Solucao: ,
g SO =W T 1=

z—1 r—1 z—=1 ¢ —1 x—1

_ 2 _ .2
limwzlimu:limx—kp:x—i—p.
T—p l'_p T—p x_p T—p
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Portanto, f'(1) =2 e f'(p) = 2p.

A derivada de uma func¢do real f(z) num ponto h, quando existe, pode ser interpretada
geometricamente como sendo a inclinacao da reta tangente ao grafico da fungao no ponto
h. Para isto, basta considerar os coeficientes angulares das retas que passam pelos pontos
(x, f(x)) e (h, f(h)), tomando-se valores de x cada vez mais proximos de h.

Figura 1.9: Funcao continua e a inclinacao da reta tangente em h

Neste caso, a equagao da reta tangente ao grafico de y = f(x) em z = h é dada por:

y = f(h) = f'(h)- (z—h).

Exemplo 1.4. Seja f(x) = 2". Calcule f'(p)
Solucao:
f(z) = f(p) z"—at (z—p)E" "t +a"Pp+ . +ap" 4P

f'(z) = lim = lim = lim
—p T—p z—=1 x —Dp z—1 r—=0p

— 11m xn—l + xn—Q'p+ o l,.pn—Z +pn—1 — pn—l +pn—2p+ _}_p‘pn—Q +pn—1 _ n.pn—l

z—1

1.3.3 Integral de uma funcao

Em nosso trabalho, utilizaremos o conceito de Integral relacionado & &rea sob o gra-
fico de uma funcao real, que serd calculada a partir das somas de areas de retangulos
construidos abaixo e acima do grafico. Apresentamos algumas ideias utilizando a fungao
f(z) = az® + bz + ¢, com a < 0, como na figura 1.10.
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Podemos calcular aproximadamente a area abaixo do grafico de f(x), tomando-se a area
dos retangulos de modo que a altura de cada retangulo é obtida como sendo a menor
imagem dos pontos que estao na base deste retangulo, neste caso estamos calculando a
area abaixo da curva por falta, uma vez que a area obtida com os retangulos ¢ menor que
a area abaixo da curva.

%\

Figura 1.10: Exemplo de aproximacao por falta da area abaixo da funcao quadratica

v

O intervalo [a, b] compreendido entre as raizes da funcao quadratica é dividido em n partes
iguais, isto é x1, x9, x3, ..., T,_1, cOM Ty = a € x,, = b de modo que:
b—a

Ax = .
n

Ax é o tamanho do intervalo utilizado para representar a base dos retangulos. A area
abaixo da curva se aproxima da soma das areas dos retangulos. O valor da area por falta
Ap éigual a soma das areas destes retangulos:

Ap = f@)Aa + f@DAT + f(@)A + ... + f(FD)Ax,

onde T; € [z, 7;41], 1 =0,1,2,...,n — 1, corresponde ao ponto minimo de f em [z;, z;41].

Note também que podemos fazer uma aproximacao tomando a altura de cada retangulo
como a maior imagem dos pontos que estao na base dos retangulos. Tal aproximacao que
denotaremos por Ag, é chamada de aproximacao por ercesso, pois a area obtida com os
retangulos é maior que a area abaixo da curva, como mostra a figura 1.11. E tal area
pode ser representada assim:

Ap = f(Zo)Az + f(Z1)Az + f(@2) Az + ... + f(z,1)Ax,

onde z; € [x;,x41],1=0,1,2,...,n — 1, corresponde ao ponto maximo de f em [z, ;1]

Desta forma a 4rea abaixo da curva estd compreendida entre as somas por falta e por
excesso, e quanto menor for a diferenca entre essas areas, melhor serd aproximagao para
o calculo da area abaixo da curva.
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Figura 1.11: Exemplo de aproximacgao por excesso da area abaixo da funcao quadrética

Sendo assim, estas aproximagoOes (tanto por falta, quanto por excesso), podem ser me-
lhoradas se aumentarmos a quantidade de retangulos (parti¢oes do intervalo [a, b], onde

a=1xpeb=u,).

[T

Figura 1.12: Aproximacoes por falta e por excesso da fungao quadratica

As areas aproximadas, por excesso e por falta, podem ser escritas, respectivamente, por

meio de somatorio assim:

-

@
Il
=)

-

-
Il
o

f(@o)Ax + f(@1)Az + f(T2) Az + .. + f(Tn1)Ax,

F(d0)Aa + f(#) Az + F(@)Ax + ..+ f(w,1)Aa,

Para o caso, por exemplo de funcoes quadraticas, se aumentarmos arbitrariamente a
) ?
quantidade de retangulos, encontramos exatamente a area abaixo da curva. Em outras
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Figura 1.13: Aproximacao por falta de [; (2 — 22)dx com n—4

palavras, se o ntimero de retangulos tender ao infinito, teremos o seguinte limite:
n—1
lim x;) - Ax.
Jin 3 1o
1=

Supondo que f seja continua para a < x < b, a Integral Definida de f de a até b denotada
por ff f(z)dz, é o limite das somas por falta e por excesso, formada com n subintervalos
dividindo [a, b], quando n tomado suficientemente grande, isto é:

n—0o0

[ rdr = i 3 s - Ax,
a i=1

para a soma por falta e
b n

para a soma por excesso.
Observemos o seguinte exemplo.

Exemplo 1.5. Calcule as somas por falla e por excesso de f(x) =z — z* em [0,1] para
n= 4 e n=10 obtendo-se assim prozximacoes para j;(:v — 2?)dx.

Solugao Como nos mostra a Figura 1.13, a = 0 e b = 1, de modo que para n = 4,
At = (1-10)/4=0,25. Logo xy =0, z; = 0,25, x5 = 0,5, 23 = 0,75 e x4 = 1. Dai, com
n = 4, temos:

Soma por falta: f(0)Az + f(0,25)Ax + f(0,5)Az + f(1) - Az =0-0,25+0,19-0,25 +
0,19-0,25+0-0,25 = 0,095.

J& pela Figura 1.14, temos que:
Soma por excesso: f(0,25)Az+ f(0,5)Az+ £(0,5)Az+ f(0,75)Az = 0,19-0,2540,25-
0,2540,25-0,25+0,19-0,25 =0, 22.
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Figura 1.14: Aproximacao por excesso de [} (z — x?)dx com n—4

Portanto, a area debaixo da curva f(x) = x — 2* de x = 0 até x = 1 esta entre 0,095 e
0,22:

1
0,095 < / (& — 22)dx < 0,22.
0

Tal aproximacdo (n = 4) por falta e por excesso, sdo ilustradas nas Figuras 1.13 e 1.14,
respectivamente. Tomando n = 10, temos Az = (1 — 0)/10 = 0, 1; calculamos:

Soma, por falta:
f(0).Az + f(0,1) - Az + £(0,2) - Az + f(0,3) - Az + £(0,4) - Az + f(0,5) - Ax+
+ f(0,6) - Az + £(0,7) - Az + f(0,8) - Az + £(0,9) - Az + f(10) - Az =
=0,1-(0+0,094 0,16 +0,21 + 0,24 + 0,24 + 0,21 + 0,16 + 0,09 + 0) = 0, 14

Soma por excesso:

f(0,1) - Az + £(0,2) - Az + f(0,3) - Az + £(0,4) - Az + f(0,5) - Ax+

+ f(0,5) - Az + f(0,6) - Az + f(0,7) - Az + f(0,8) - Az + f(0,9) - Ax =
=0,1-(0,00+ 0,16+ 0,21 + 0,24 + 0,25 + 0,25 + 0,24 + 0,21 + 0, 16 + 0, 09) = 0, 19

Observamos nas Figuras 1.15 e 1.16 que a soma por excesso ¢ maior que a area abaixo
da curva e que a soma por falta é menor, de modo que:

1
0,14§/ v — 22dz < 0,19,
0
A diferenca entre as somas por falta e por excesso para n—=10 é menor que no caso

n—=4. Conforme os subintervalos vao diminuindo, as somas por falta e excesso ficam mais
proximas, no caso, por exemplo, de fungoes quadraticas, que sao as que nos interessam.
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Figura 1.15: Aproximacao por falta de [; (z — 2?)dz com n—=10

i TTR
l

Figura 1.16: Aproximagcio por excesso de [j (z — 22)dz com n = 10

Primitiva de uma funcao

Seja f uma func¢ao definida num intervalo /. Uma primitiva de f é uma fun ¢ao F' definida
em I tal que

para todo = € I.

Sendo F' uma primitiva de f em I, entdo, para toda constante k, F(z) + k é, também,
primitiva de f. Portanto, as primitivas de f em [ sao as func¢oes da forma F(x) + k, com
k constante. Dizemos, entdo, que y = F'(x)+ k, k constante, é a familia das primitivas de
fem I. A notagdo [ f(z)dx sera usada para representar as familias das primitivas de f:

/f(m)d:zc =F(z)+k

Na notacao [ f(z)dz, a fungao denomina-se integrando. Uma primitiva de f seré, tam-
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bém, denominada uma integral indefinida de f. E comum referir-se a [ f(x)dz como a
integral indefinida de f.

Exemplo 1.6. Calcule [ x“dx, onde o # —1 é um real fixo.

Solucao:
1 /
( xa+1) — l,a
a+1 ’

a+1
/x"‘:x + k.
a—+1

logo,

Exemplo 1.7. Calcule [ ax® + bx + cdx, onde a, b, e ¢ sio reais fizos.
Solucao:

1 1 !
(3&2:3 + §bx2 +cx + k‘) = ax?® + bz + ¢,

logo,
3 b2
/am2+bx+cdx:%+%+cx—l—k.

O Primeiro Teorema Fundamental do Calculo

Se f for integravel em [a, b] e se F' for uma primitiva de f em [a, b], entao:

A demonstracao deste teorema se encontra em |[4].

Exemplo 1.8. Calcule [, (v — x%)dz.

Solucao:
2 2
Fla)=2 -2
(@) =5 -3
€ uma primitiva de
flz) =z -2
e [ € continua em [0,1], assim:
! 2 27 1 1 1
2
— d = | — — — = - — - = —
/o($$)x 2 3], 2 3 &6
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1.4 O paralelogramo

Proposicao 1.2. A diagonal de um paralelogramo o divide em dois tridngulos congruen-
tes.

Demonstragcao. Considere o Paralelogramo ABCD abaixo:

Figura 1.17: Paralelogramo ABCD

Podemos observar nas Figuras 1.17 e 1.18 que a diagonal AC divide ABCD em dois
triangulos, ACBA e ACDA. Pelo caso de congruéncia Lado-Lado-Lado, LLL, podemos
notar que os triangulos ACBD e ACDA sao congruentes, uma vez que, por se tratar de
um paralelogramo, temos que C'B é congruente a DA e C'D é congruente a BA e como AC
¢ comum aos dois triangulos, temos que ACBA e ACDA também sao congruentes. [J

Figura 1.18: Paralelogramo ABC'D e os triangulos congruentes ACDA e ACBA
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Figura 1.19: Teorema do Valor Médio

1.5 Teorema do Valor Médio

Teorema 1.2. Considere uma func¢ao f: R — R e considere o intervalo [a,b] C R. Se
f € continua no intervalo fechado |a,b] e derivdvel no intervalo aberto (a,b), entdo eriste
um nimero ¢ € (a,b), tal que

f(b) — f(a)

fle) =10

Este teorema nos diz que se f continua e no intervalo fechado [a, b] e derivavel no intervalo
aberto (a,b), entdo existe um nimero ¢ € (a,b) tal que a inclina¢do da reta que passa
por ¢ é a mesma da reta que passa pelos por f(a) e f(b), como mostra a figura 1.2. A
demontragao deste teorema pode ser encontrada em |[4].

O Teorema 2.3 é também conhecido como Teorema dodo Valor Médio para Integrais.

Teorema 1.3. Seja uma funcio f: R — R e considere o intervalo [a,b] € R. Se f ¢
continua no intervalo fechado [a,b], entao existe um nimero z € (a,b), tal que

[ #(wydr = f)0~ a).

Ou seja, existe z € (a,b) tal que f(2) = ﬁ f; f(z)dz.

1.6 Semelhanca entre figuras

Como todos os circulos sao semelhantes entre si, todas as parabolas também o sao. O
mesmo nao ¢ verdade para outras secoes conicas, por que a classe de semelhanca de uma
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F £

; D

v

Figura 1.20: Hex&gonos semelhantes

elipse ou uma hipérbole depende da sua excentricidade.

Uma vez que a semelhanca entre figuras, serd de grande importancia na generalizagao
(parametrizacao) dos Parbelos, vamos denifi-la agora:

Definicao 1.3. (Semelhanca entre figuras): Duas figuras sao semelhantes se existir uma
aplicacao bijetora no Plano Euclidiano E, f : E — E, tal que existe um nimero real k > 0,
de modo que para todo par P, @ de pontos da figura, temos P'Q)' = kPQ onde P' = f(P)
e @ = f(Q). O nuimero k é chamado razao da semelhanca f.

Quando k = 1 a aplicacao f é chamada uma isometria do Plano Euclidiano E. Neste
caso, f preserva a distancia entre pontos de E e como exemplos dessa classe especial de
semelhancas citamos a translacao, a rotagao e a simetria em relacao a uma reta.

Sendo assim, se f : E — E é uma isometria e P ¢ uma parabola de foco F' e diretriz [,
verificamos facilmente que f(P) é uma pardbola de foco F' = f(F) e diretriz I" = f(I).
De fato, z € P <= d(z, F) = d(z,l). Como f é uma isometria, entao:

d(z, F) = d(f(z), f(F)) = d(«', F")

d(z,1) = d(f(z), f(1)) = d(, 1),

uma vez que isometrias preservam a distancia de ponto a reta, levam retas em retas e
levam figuras em figuras. Assim, 2/ = f(x) sdo pontos de uma parabola de foco F”’ e
diretriz ['.

A figura 1.6 mostra dois hexagonos semelhantes tal que A'B" = kAB, B'C' = kCB,
C'D=kCD, D'E' =kDE, E'F' = kEF ¢ F'A' = kFA.
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Logo, tomando duas parabolas P e P’ com diretrizes ndo necessariamente paralelas, uti-
lizando uma adequada rotacao, transformamos P em uma nova parabola cuja diretriz é
paralela a diretriz de P’ e com uma translagdo adequada mostramos que quaisquer duas
parabolas sao semelhantes entre si, como mostram as Figuras 2.21, 2.22 e 2.23.

Ly

P/

-
Ly 7 =
P

Figura 1.21: Parabolas P e P’ com seus respectivos focos F} e F; e diretrizes L1 e Ly

A Figura 2.22 mostra a rotacao da Parabola P em relacao ao foco Fj seguida de uma
translagao no eixo x de modo que as retas diretrizes L; e Ly fiquem paralelas.

A

Y

Lo

P/

Figura 1.22: Rotacao e translacao da Parabola P

E transladando a Parabola P em relagao ao eixo y, temos as Parabolas semelhantes.
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P/

Figura 1.23: Translacao da Parabola P em relagao ao eixo y
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Capitulo 2

PARBELOS

O conceito acerca dos parbelos deriva da figura classica dos Arbelos. Tal figura é formada
por trés semicirculos tangentes dois a dois e com os seus diametros alinhados.

O presente trabalho foi inspirado nos trabalhos de Jonathan Sondow e Antonio M. Oller-
Marcén. O primeiro define, apresenta e demonstra algumas propriedades relacionados
aos Parbelos e o segundo generaliza o caso dos Arbelos para quaisquer tipo de fungoes,
apresentando e demonstrando também algumas propriedades.

Figura 2.1: Arbelo

Neste capitulo introduziremos e discutiremos o conceito de Parbelos. Apresentaremos
alguns resultados béasicos relacionados a este tema e posteriormente enunciaremos e pro-
varemos algumas propriedades também relevantes.

O conceito de Parbelos, como ja mencionado no Capitulo 2, estd diretamente relacionado
ao conceito de Parabolas. Agora entao vamos definir o que sao Parbelos:

39
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Definic¢ao 2.1. (Parbelos): Dados trés pontos colineares Cy, Cy, Cs, Parbelo é a reunido
de trés pardbolas tendo C1Cy, CyC3 e C1C3 de um mesmo lado da reta que os contém e
sendo os segmentos C1Cy, CoCs e C1C5 as Latera Rectum das respectivas pardbolas.

Cl CQ C(QZ

Figura 2.2: Parbelo

Obseremos que:

1. Os pontos C7, Cy, C3 sao chamados de cispides;

2. Sem perda de generalidade, suponha C;-Cy-C5 (ou seja, Cy esta entre C; e Cs).
Neste caso, chamamos C5 de cuspide média. As pardbolas que passam por C e (s
sao tangentes em C] e Cj;.

2.1 Um estudo funcional dos Parbelos

Podemos generalizar as fun¢oes que definem as Parabolas que formam os Parbelos utili-
zando a semelhanca entre figuras. De fato, vamos inicialmente parametrizar uma fungao
parabolica de tal forma que suas raizes sejam 0 e 1. Sabemos que a equacao da Parabola
pode ser escrita pela soma e pelo produto de suas raizes (quando existirem) assim:

f(z) =y =az’+bx+c=ar’ — a(z, + 22)z + az 79 = a(z — 31) - (T — T9).

com x1 e xo sendo as raizes de y. Sem perda de generalidade, consideraremos o caso em
que suas raizes existam e que a < 0, como mostra a Figura 3.3. Para os casos nos quais as
raizes nao existam ou existir uma tnica raiz, pensaremos em uma translacao no sentido
positivo do eixo y.
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o I

Figura 2.3: Parabola com raizes em x; e x5

Transladando a funcido y = f(x) em S unidades na direcao do eixo = tal que z; — 5 =0,
obtemos:

Q
—~
8
~—
I

a-[(z+ 8 —z]-[(x+ ) — o
a-x-[r—(xe — )]

Chamando z3 — § = a, segue que g(z) = ax - (x — «).
Agora, utilizando a transformagdo x — ax, a fun¢ao quadratica (parabolica) fica
h(z) = aax - (ax — a) = ac’r* — aa’x,

e suas raizes encontram-se em x = 0 e x = 1, conforme Figura 3.4.

0 \1 T

Figura 2.4: Parabola com raizes em 0 e 1

Vamos entao definir o Parbelo de acordo com a funcao h(x) acima.
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Seja a fungdo quadratica h(z) : [0,1] — R, positiva no intervalo (0, 1) e com suas raizes em
x =0exz = 1. Tomando um ponto z € (0,1) vamos definir hy : [0,2] = Rehy : [2,1] = R
COmo:

hi(z) = zh(z/z),

ho(z) = (1 — 2)h (f ).

-z
Observamos que ambas sao semelhantes a h(z), onde hy(z) foi obtida por uma homotetia
centrada na origem e hy(x) por uma homotetia seguida de uma translacdo, o caso parti-
cular h(z) =x —2? (¢ =1 e a = —1) ¢ conhecido como Parbelo de Sondow, ilustrada na
Figura 3.5.

Figura 2.5: Parbelo de Sondow

A observacao 2 da definicao de Parbelos nos diz que as parabolas formadas pelo arco 51-0\3
é tangente as parabolas formadas pelos arcos 5@ e 52?3 em C] e (3, respectivamente.
Vamos demonstrar este fato, utilizando a forma geral dos Parbelos. Para que as parabolas
sejam tangentes no ponto (', por definicao, a derivada das funcoes que as descrevem
devem coincidir. De fato:

Ri(x) = zlh' (§> =N (E) e

hg(x):(l—z)lizh’<f:j):h’<f:j).

Em x = 0, temos que:

e em x = 1, temos que:
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Nas se¢oes seguintes enunciaremos e demonstraremos alguns resultados (caracteristicas
ou proposi¢oes) relevantes sobre os parbelos.

O primeiro resultado nos diz que o arco superior de um parbelo tem o mesmo comprimento
que a soma dos arcos inferiores do mesmo. Para provarmos isto, utilizaremos a Constante
Universal da Pardbola, como segue.

2.2 O comprimento dos Parbelos

Nesta secao apresentaremos dois resultados relativos ao comprimento dos arcos superior
e inferiores dos Parbelos. A primeira é um caso analogo a uma propriedade fundamental
dos Arbelos e a segunda apresenta uma construcao de Parbelos dentro de Parbelos.

Proposicao 2.1. O arco superior tem o mesmo comprimento da soma dos comprimentos
dos arcos inferiores do Parbelo.

Demonstracao. Lembrando que a razao entre o Arco Latus Rectum e o Semilatus Rectum
é constante (Constante Universal da Pardbola), isto é, sdo proporcionais, mostremos que
o comprimento do arco superior é igual a soma do comprimento dos arcos inferiores.
Lembremos do caso dos Arbelos, pois sao anélogos. De fato, denotemos por C' o Arco
Latus Rectum e p = 2a o Semilatus Rectum do arco superior; assim, temos que C' = kp,
onde k é a Constante Universal da Pardbola.

Sejam também C) e Cy os Arcos Latus Rectum e p; e py os Semilatus Rectum dos arcos
inferiores C1C5 e C3C5 do Parbelo, respectivamente. Logo:

p1+p2 =p=2a,
a:kpla @:kPQ

Com isso segue que:
C =kp = kpy + kp, = C1 + Cs.

Ficando assim provada a proposicao. O

O segundo resultado sobre os parbelos é andlogo a uma das propriedades mais importantes
dos Arbelos, na qual consideramos Parbelos dentro de Parbelos e mostramos uma relacao
existente entre as Parabolas inferiores que os formam.

Proposicao 2.2. Abaizo de cada arco inferior de um parbelo, construa dois novos parbelos
semelhantes ao original (ver Figura 3.6). Dos quatro novos arcos inferiores, os dois do
meio Sao congruentes, e os seus comprimentos sao iguais & metade da média harmoénica
dos comprimentos dos arcos inferiores originais.
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Figura 2.6: Parbelos semelhantes

Demonstracao. Sejam Cy,Cy e C3 as cuspides de um parbelo P, sendo C3 a cuspide do
meio. Sejam Cy e C5 pontos tais que Cy seja a cuspide média de um novo parbelo P;
formado a partir de C, Cy e (3, e C5 a cispide média do novo arbelo P, formado a partir
de C'3,C5 e Cy. Como os novos parbelos sao construidos de modo a serem semelhantes ao
parbelo P, temos que
CiCy  Ci1Cs 305
CiCs  C30y  C5Cy

(2.1)

Sejam lg, I, IR, ly, ls, I3, l4 08 comprimentos dos arcos latus rectum C,Cy, C1C3, C3C5,
C1Cy, CyCs, C5C5, e C5Cy, respectivamente. A relagao (2.1) pode ser escrita como

Lol s
— === . 2.2
lo g U (22)

Pelas propriedades de propor¢ao de (2.2), segue que:

L+l lp+lg

Iy lr
Por sua vez,
I s
— = . 2.3
L L (2.3)
Também de (2.2) segue que:

Is+ly lp+lr

l3 Iy,

ou seja,
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lp s
- =— 24
L L (24)

Comparando (2.3) e (2.4), concluimos que [y = l3. Além disto, por (2.3), temos que

s lpt+lp lo+lp Yz 270+

lp.lg lp.lg lp.lg 1
ly =

N —

]

Observagao 2.1. Construimos o Parbelo P sobre o intervalo [0,1]. Como queremos
construir os novos Parbelos Py e Py de modo a serem semelhantes a P, devemos tomar
Cy e C5 de modo a satisfazerem (2.1). Chamando-se C1C5 = p entdo C3Cy = 1 —p, e
chamando-se C1Cy = q entio C4Cs = p — q. Por (2.1), tem-se que:

Logo, concluimos que q = p*.

2.3 O paralelogramo associado a um ponto

Considerando-se as fungoes que descrevem um parbelo h(z), hi(z) e hao(x), explicitadas
anteriormente, tomemos um xy € (0,1) e consideremos o ponto P, = (g, h(xg)) perten-
cente ao grafico de h(x). Sendo assim, por semelhanga, existem pontos P, = (zxq, zh(xo))
e Py = ((1 —2) 20+ 2, (1 —2) - h(xg)) que pertencem aos graficos de hi(x) e ha(z)
respectivamente. De fato:

I (220) = = - [“O‘jxo : (O‘Zjo —a)| = 2+ [aaxy - (awo — @) = za0%rg - (2 — 1) = zh(zo).
ho((1 — 2)z0 + 2) = (1 — 2)h (“;j)j’) — (1 - 2)aa (11__2)2‘7”0 - {a <<11__Z)j°> - a}

= (1 — 2)acxo(axy — a) = (1 — 2)h(xo).

Verifiquemos que os pontos Py, Py, P; e Cy (ctispide média) formam um paralelogramo,
que serd chamado de paralelogramo associado a xg.

Temos que:

PyCy = \/(p = po)? + (p - h(x0))? = p- /(1 = 20)> + (h(20))2,
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Figura 2.7: Paralelogramo associado ao ponto xg

PPy = /(1 = p)ao +p — 20)* + (1 — p)-h(wo) — h(wo))? =

= /(1= 20) + (h(0))2 = p/ (1 — )2 + (h(z0))2.

Logo, P,Cy = P, P;. Além disto,

PPy = +/(pzo — 70)? + (ph(z0) — h(z0))?
= (1—p)-\/(z0)? + (h(z0))?,

PyCy = /(1 — p)z0)? + ((1 — p)-h(20))2 = p-/ (1 — 20)2 + (h(wp))? =
= (1= p)-/(z0)2 + (h(z0))2.

LOgO, P1P2 = chg.

Portanto, P, P, P3C5 é um paralelogramo.

A proposicao que segue relaciona a drea de um paralelogramo associado a um determinado
ponto ¢ com a area do Parbelo.

Proposicao 2.3. Tomemos um Parbelo P definido pelas fungdes h(x), hi(z) e ha(x),
estabelecidas anteriormente. Considere um ponto ¢ € (0,1) tal que h(c) seja o valor
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médio de h em [0, 1]. Chamando de P(c) o paralelogramo associado ao ponto c. A relagao
entre as dreas do Parbelo P e de P(c) € dada por

Area(P) = 2Area(P(c))

Demonstracao. Vamos inicialmente, com o uso doCéalculo Diferencial e Integral, calcular a
area de P. Tal area pode ser calculada como a area A sob o grafico da parabola superior
menos as areas Aj, As sob os graficos das duas parabolas definidas por hy(z) e ho(x),
respectivamente. Temos que:

1 1 2,.3 2,.2 1 2
A — / h(z)dz = / aa%(m_l)dx:(aax _a’y ) _ac?
0 0 3 2 0 6
P P
A= / hy(z)dr = / ac’x <x — 1) dx
B <aa2x3 B aa2:ﬁ2> P 2a0Pp* — 3aa’p® _aa2p2 oA
N 3p 2 0_ 6 - 6 =p )

1 1 — 2 1
Ay = / ho(z)dx = / ac’(z — p) (a:p - 1) dr = 22 / (2* — z(p+ 1) + px)dz
p P 1—p p

_ 1—p
ac? (23 2*(1+p) L aa? 1 p+1 P> p*(1+p) 9 1
(e i (Gt ) - (5 )],
21_ 2 1_ 2
:_aa ( p) :_a( p) :(l—p)2A

Portanto a area do parbelo P é dada por

Area(P) = A —p*A — (1 — p)*A = 2p(1 — p)A. (2.5)

Agora, para calcular a adrea do Paralelogramo, lembremos de que a diagonal de um Pa-
ralelogramo o divide em dois tridngulos congruentes. Sendo assim, como conhecemos os
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pontos que formam os triangulos, consequentemente o paralelogramo, podemos calcular
sua area por:

1] e h(c) 1
A<P<C)) =2- Area’AHPzCz = 25 pc pf(C) 1
P 01

= [cph(c) + ph(c) — p*h(c) — pch(c)}

= [ph(c)(1 — p)] = p(1 — p)h(c).

1
Pelo Teorema do Valor Médio para integrais, h(c) = / h(z)dz, entdo a area do Parbelo

0
P ¢é dada por 2p(1 — p)h(c), de modo que Area(P) = 2.Area(P(c)). O

2.3.1 Paralelogramo Ctspide Vértice

A préxima proposicao mostra que a area de um Parbelo é proporcional a area de um
paralelogramo formado pela sua ctspide média e os vértices dos trés arcos parabdlicos que
o formam, chamado de Paralelogramo Ciispide Vértice, denotado por P(Cs). Utilizaremos
o Teorema de Arquimedes (Teorema 1.1) para demonstrar este fato que esta ilustrado na
Figura 3.8.

Proposicao 2.4. A cispide média de um parbelo P e os vértices das pardbolas que o
formam determinam um paralelogramo. A drea do parbelo P € igual a % vezes da drea do
seu paralelogramo ciuspide vértice.

Demonstracao. Sejam C7, Cy, C3 as caspides do parbelo P, com C5 sendo a cuspide do
meio, V7, Vs, V3 os vértices das pardbolas formadas por @, 61?3 e @?3, respectiva-
mente, que formam P. Sem perda de generalidade, tomemos um sistema de coordenadas
de modo que C,C5 seja o eixo O,, o ponto médio de C,C5 seja a origem e que a pardbola
contendo 61?3 tenha equagao y = a — %, cujas raizes sao —2a e 2a.

De acordo com a abordagem apresentada na Secao 3.1, tomando-se = 2a, o = —4a,
temos que:
— 2a)? 24 4 2 1
o(2) :“‘m”‘WZ“‘L”‘QZ‘M@”“%
e

h(z) = g(—4ax) = z(—4az + 4a)

Sendo assim, segue que:
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Va

Cl CQ C! 3

Figura 2.8: O Paralelogramo Cuspide Vértice do Parbelo

L 01 = (0,0), Cg = (Z,O) e 03 = (1,0),

h(1/2) = a, Vo = (1/2,a);

hi(x) = zh(z/z) = v(—4dax/z + 4a), hi(2/2) = az, e Vi = (2/2,az);

(x — z)( - 4a(f:j) + 4a), ho((1+2)/2) =a(l —2) e

hao(z) = (1 — z)h(":_z)

1—z

Vis=(142)/2,a(1 — z))_

Consequentemente, conforme ilustrado na figura 3.9, a equacao da reta que passa por V}
e V5 tem inclinacao igual a 2a, a reta que passa por Cy e V3 tem inclinacao igual a 2a,
enquanto que a equacao da reta que passa por Cy e V5 tem inclinagao igual a —2a e a reta
que passa por Vi e V3 tem inclinacao igual a —2a. Portanto, o quadrilatero CoVLoV V3 é
um paralelogramo.

Figura 2.9: Lados paralelos do paralelogramo cispide vértice
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A segunda parte de nossa demonstragao vai provar que a area do parbelo P é igual a %
vezes da area do seu paralelogramoctspide vértice.

Para um melhor entendimento, vamos usar as seguintes notagoes:

Area do Parbelo C;V,C5V3CLViCy = Py,

Area da Parabola C;V,C5 = A,
Area da Parabola C,ViCy = A, ,

e Area da Parabola ChV5C5 = As,

Area do Paralelogramo C,V; Vs = Q1

Area do Triangulo C1V,C3 = T7,

Area do Triangulo C1V,Cy = T,

Area do Triangulo C,V3Cs = T.

Figura 2.10: Paralelogramo Ciuspide Vértice dos Parbelos e os Triangulos Inscritos

Sendo assim, temos que a area do Parbelo ¢ dada por:

P = A, — (A + A3),

e a area do Paralelogramo Cuspide Vértice é dada por:

=T — (I +T3).



2.4. O RETANGULO TANGENTE DOS PARBELOS 51

Pelo Teorema de Arquimedes (Teorema 1.1) para o calculo de area de uma regiao parabo-
lica, a Area de cada regiao Parabolica é igual a % vezes a area do triangulo inscrito nela.
Logo, temos que:

4 4 4 4
P1:A1—<A2+A3):§T1_<§T2+§T3):§Qlu

o que demonstra a segunda afirmacao. O]

2.4 O Retangulo Tangente dos Parbelos

A proposicao que segue constroi um retangulo a partir das ctispides do Parbelo e relacio-
nam suas areas.

Proposicao 2.5. As quatro retas tangentes a um Parbelo nos pontos de cispides formam
um reténgulo, que é chamado de Retingulo Tangente (como mostra a figura 2.4). A drea
do Parbelo é igual a dois tercos da drea do seu Retdngulo Tangente.

Demonstracao. Novamente, sem perda de generalidade, consideremos a equagao da paré-
bola superior do Parbelo dada por y = a — %. Entao y'(—2a) = 1.

Com isto, o angulo entre a reta tangente a parabola superior no ponto C; mede 7/4 com o
Latus Rectum. De fato, uma vez que a equacao de tal reta tangente é da forma y = 1z +b
e passa pelo ponto Cy = (—2a,0), temos que b = 2a, e quando x = 0, y = 2a. Portanto os
pontos C; = (—2a,0), D = (0,2a) e O = (0,0) formam um tridngulo isésceles, retangulo
em O e o angulo OC,D = /4.

Agora, tomando-se as equagoes de h(z), hi(x) e ha(x) como na demonstra¢ao da Propo-
sicao 3.4, temos que h'(0) = 4a. Comparando-se h'(0) com y'(—2a), obtemos que 4a = 1.
Também temos que h'(1) = —4a = —1, hi(p) = —4a = —1 e hi(p) = 4a = 1.

Y
L(z) = 2a
y=e= 7 V|=(0,a)
P
F = (0,0)
Cl = (—23, 0) C2 — 22\0) IV

Figura 2.11: Reta tangente a parabola no ponto C}
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¢y Cy Cs

Figura 2.12: Retangulo Tangente

Assim, o quadrildtero formado pela interseccao das retas tangentes as cispides é um
retangulo, o Retangulo Tangente, como ilustra a Figura 3.12.

Agora demonstraremos a segunda parte da propriedade. Assim como na propriedade
anterior, para um melhor entendimento, denotaremos:

e Area do Retangulo CoTT5T5= Ry,
e Area do Triangulo C,T5,C5 = T,

e Area do Triangulo CT1Cy = Ty,

e Area do Triangulo CyT5C5 — T,

e Area do Parbelo C;V,C5V5CoVi=P;,
e Area do Triangulo C1Vo,C3=Ty,

e Area do Triangulo CV1Cy=Ts5,

e Area do Triangulo CoVoC3=Ts.

A area do Retangulo Tangente é igual a:

Rl - T1 - (T2 +T3)

Mas, podemos observar que a area dos triangulos T}, T e Ty sao iguais a metade das areas
dos triangulos 11, T» e T, pois a base é a mesma (o Latus Rectum de cada Parabola) e a
altura (conforme Figura 3.13) é a metade da altura do tridngulo utilizado agora.
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y L(xz) =2a
y=x+2 y=—r+2
V:(O,(,L)

yT==-z+a - 1/
C 2 i y——§£+ 02
T

Figura 2.13: Relacao entre as alturas dos triangulos.

Figura 2.14: O Paralelogramo Ciispide Vértice e o Retangulo Tangente

Sendo assim, temos que:

R1 — T1 - (TQ —I—Tg),

4 1 1 1 2 2
. (T4 - <T5 +T6)) — g . (*Tl - (*TQ ‘I‘ *Tg)) - g . T1 - (TQ +T3) - §R1

P =
2 27279

O W~

O

Proposicao 2.6. No Retdngulo Tangente de um parbelo, a diagonal formada pelos pontos
Ty e T3, oposta a cispide Cy, € tangente & pardbola superior. O ponto de tangéncia
encontra-se na bissetriz do dngulo do vértice Cy.

Demonstracao. Tomemos adequadamente um sistema de ccoordenadas no qual Cf =
(0,0), Cy = (2b,0) e C5 = (4a,0). A equagdo da reta tangente ao parbeloemz =0éy =z
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T,
T1(b, b)
T5(2a + b,2a — b)

L NUC5(4a.0)

ai0.0) T Ca(20,0)
Figura 2.15: O Retangulo Tangente dos Parbelos, uma diagonal, e um Angulo Bissector

a equagao da reta tangente a parabola da esquerda do parbelo é y = —(z —2b) = —z +2b.
A intersecc¢ao destas retas da o ponto T}, de coordenadas 17 = (b, b).

A equacdo da reta tangente ao Parbelo em z =1 ¢ y = —(z — 4a) = —x + 4a e a equacao
da reta tangente a parabola da direita do Parbelo ¢ y = x —2b. A interseccao destas retas
da o ponto T3, de coordenadas 177 = (2a + b,2a — b).

A equacao da reta que passa por T e T3 é dada por:

2a — 2 —
_ 2a b(x—b):a b

2a a

obtida por uma translagao de 2a da parabola de equacao f(z) = a— %. Para encontrarmos
o ponto de interseccao entre a diagonal oposta a C5 e a pardbola superior do Parbelo,
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igualamos f(z) a g(z). Assim:

a—b b (r — 2a)?
flz)=g(x) & $+E—Q—T
—2a)?
@(a—b)$+b2:a2—(x4a)
22
®Z+(a—b)x—a:)§+b2:0
2
@%—bx+b2:
& x = 2b,

pois tomamos x > 0.

Como a solugdo x = 2b é tnica, e ¢'(2b) = (uma vez que ¢'(z) = —%;2%) coincide

com a inclinagdo da reta que passa por 17 e T3 (diagonal), provamos que a diagonal do
retangulo tangente que passa pelos pontos T e T3 é tangente a parabola superior no ponto
G de abscissa © = 2b (ver Figura 3.15). Para provarmos que o ponto x = 2b pertence a
bissetriz do angulo Cs, basta observarmos que:

a—b
a

e os angulos C1CyT e T3C3C3 medem 7,
e o segmento de reta GCY é perpendicular ao eixo x, pois Cy e G tém a mesma abscissa,

e como a reta Zng ¢ perpendicular ao eixo x, temos que os angulos T/;C_’I? e @,
medem 7, de modo que a reta C'Gy ¢ a bissetriz do dngulo de vértice Cs.

]

2.4.1 A circunferéncia que circunscreve o Retangulo Tangente do
Parbelo

A proposicao seguinte nos mostra por meio da Geometria Analitica, que a circunferéncia
que circunscreve o Retangulo Tangente de um Parbelo passa pelo foco da parabola superior
do parbelo.

Proposicao 2.7. A circunferéncia que cincunscreve o Retangulo Tangente de um Parbelo
passa pelo foco da pardbola superior.

Demonstracao. Vamos demonstrar que a distancia do ponto T até o centro da circunfe-
réncia é igual 4 distancia do centro ao foco da parabola superior. Para isto, consideraremos
as mesmas coordenadas utilizadas na proposicao anterior.
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Figura 2.16: O Circulo do Retangulo Tangente e o Foco da Parabola Superior.

Sabemos que o foco F' da parabola superior encontra-se no ponto F' = (2a,0), e o centro
da circunferéncia do retangulo tangente de um parbelo encontra-se no ponto médio C' do
segmento 1773. Logo, como Ty = (b,b) e T3 = (2a + b,2a — b) e F' = (2a,0) temos que:

C

T+ Ty _(b+2a+b b+2a—b

! ) = @ b

Sendo assim, temos que as distancias do Centro ao ponto 77 e do Centro ao Foco F' sao:
dop=+/(a+b—2a)2+ (a+0)2 = /(b —a)?+ a2

Portanto, como a distancia do Centro da circunferéncia ao ponto 77 igual & distancia do
Centro ao Foco F' da parabola superior do Parbelo, (dery, = deor), o foco F' da parabola
pertence a circunferéncia que circunscreve o Retangulo Tangente do Parbelo.

Figura 2.17: Distancias do Centro da Circunferéncia ao ponto 7T} e ao Foco F'.



Capitulo 3

ATIVIDADES

Nesta secao vamos propor alguns exercicios envolvendo o conceito de Parbelos, drea abaixo
da curva (Integral definida) e derivadas.

3.1 Construcao de um Parbelo

Os dois primeiros exercicios que seguem apresentam a construcao de um parbelo.

Exercicio 3.1. Com o auzilio do Software grifico Geogebra (ou similar) e utilizando a
forma geral dos Parbelos, construa um parbelo a partir da fungio f(xr) = —x? + 5z — 6
(Dica: parametrize f(x) de modo que ela tenha suas raizes nas abscissas xt =0 e x = 1).

Solucao:
As raizes de f(x) sdo x = 2 e x = 3, sendo assim, podemos escrevé-la como:

flx) = =(z = 2)(z - 3).

Vamos entao, escrever g(x) de tal maneira que suas raizes se encontrem em x = 0 e x = 1.
Assim:
g(2)=—(z+2-2)(z+2—-3)= —2® +,

observando que g(x) é uma translagao de f(z) em 2 unidades (ver Figura 4.1). A fungao
g(x) serd o arco superior do Parbelo.
Agora, vamos escrever as funcoes que definirao os arcos inferiores do Parbelo. Isto serd

feito utilizando as fungdes hy(z) = 2f (2) e ho(z) = (1 — 2) f (£2).
Tomemos um ponto p qualquer, tal que p € (0,1). Seja p = 0,3, por exemplo. Sendo

assim, temos que:

2 2
X X X X
h =0,3 =0,3]— = —
1(@) ’f<0,3> / [ <0,3> +0,31 03 "
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r—0,3 r—0,3\> z-0,3 z—0,3)?
hg(x):(),?f( o ):0,7[—< K )+ K, ]:J K, ) +2—0,3.

() = —(+2)°+5 (¢ +2)—6 f(z) = —2*+ 52— 6
z? (z—0.3)
hi(z) = — - _ : r— 0.9
() o3t ho(z) 07 +2—0.3

Figura 3.1: Parbelo construido para o exercicio 4.1.

Representando-se graficamente as fungoes g(x), hi(x) e ho(x), conforme podemos observar
na Figura 4.2, temos o parbelo desejado.

g(x) = —(x+2)*+5 (x+2)— 6

Figura 3.2: Parbelo formado no exercicio 4.1.

Exercicio 3.2. Verifigue que o Parbelo construido no exercicio anterior satisfaz as pro-
priedades de tangéncia que o definem. (Dica: verifique se as Pardbolas hy(x) e ho(z) sdo
tangentes a Pardbola superior g(x) nas cuspides Cy e Cs, sendo Cy a cuspide média).
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Solucao

Para que as trés Parabolas encontradas no exercicio anterior formem um Parbelo, a para-
bola superior, descrita pela fun¢ao g(z) deve ser tangente & hy(z) na cispide C; = (0,0)
e tangente & he(z) na ciaspide C3(1,0). Sendo assim, segue que:

g(x) = -2+ v =g(v) =20 +1,

x? 2
= hi(x) = —
+x 1(2) 03

+ 1,

(ZL‘ - 07 3)2
0,7

2(x—0,3)

ho(z) = —
2(7) 0,7

+a—0,3= h(z)— +1.

No ponto C; = (0,0), temos que:

Jg0)=—-2.-0+1=1

(0) = -

E no ponto Cy = (1,0), temos que:

J()=-2-1+1=-1

2-(1-
=200

Portanto, temos que a figura formada no exercicio 1 é um Parbelo, como mostra a Figura
4.2.

3.2 Area sob da curva

O préximo exercicio nos apresenta uma aplicacao do conceito de Integral Definida para o
calculo de areas.

Exercicio 3.3. Calcule uma aproxmagio para a drea sob o grifico da funcio f(x) =
—22 4+ 5z — 6. Faca isso calculando as somas por falta e por excesso, em dois casos:

(a) com 5 retangulos;
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(b) com 10 retdngulos.
Compare os resultados com o valor exato (Calculando a Integral Definida).

Solucao:

(a) As solugoes de f(x) sao 2 e 3, de modo que o intervalo (2, 3) sendo dividido em
5 partes iguals, temos que Ax = 0, 2 e para o caso de 10 retangulos e Az = 0, 1.

Y

]

Figura 3.3: Célculo aproximado da area por falta com n=5.

A soma por falta é dada por:

5
FE)AL = f((To) At + f(T) At + f(TAt + f(T3) At + f(T) At =
=0
=0-0,2+4+0,16-0,2+0,24-0,2+0,16-0,2+0-0,2 =0, 112.

N

3

Figura 3.4: Célculo aproximado da area por excesso com n=>5.

Agora, calculando a soma por excesso, temos que:

5

S FE)AL = f(E)AL+ f(E)At + f(E)At + f(T)AL + f(T5) At =

i=1

=0,16-0,240,24-0,240,25-0,2+0,24- 0,2 +0,16 - 0,2 = 0, 210.
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Como podemos ver, a soma por excesso ¢ maior do que a area da regiao com-
preendida entre a curva e o eixo x e a soma por falta é menor. Portanto, a
area da regiao compreendida entre a curva f(x) = —2%+ 52 — 6 e 0 eixo x esta
entre 0,112 e 0,210:

3
0,112 < / f(@)dz < 0,210.
2

(b) Com 10 retangulos iguais, temos que a soma por excesso é dada por:

10

S FE)AL = f(T)AL+ f(E) At + f(Ts) At + f(Ta) At + f(Ts) At + f(Ts) At+

i=1

() AL+ F(E) At + f(To) At + f(Frg)At = 0,00-0,1+0,16-0,1+0,21-0, 1+
+0,24-0, 140, 25-0, 140, 25-0, 1+0, 24-0, 1+0, 21-0, 140, 16-0, 14-0,09-0, 1 = 0, 19.

/| N

2 3

Figura 3.5: Calculo aproximado da area por excesso com n=10.

E a soma por falta é dada por:

10
> fE)AL = f(E)AL + f(E2) AL + f(Es) At + [(E) AL+ f(T5) At + f(T) Al+

+ f(E)AL + f(T) At + f(To) At + f(Tio)At=0-0,1+0,09-0,1+0,16-0, 1+
+0,21-0,1+0,24-0,1+0,24-0,1+0,21-0,1+0,16-0,1+0,09 -0, 1+
+0-0,1=0,14.
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AT e

3
Figura 3.6: Céalculo aproximado da area por falta com n—10.

Assim como no primeiro caso, podemos ver que, a soma por excesso ¢ maior
do que a &area da regiao compreendida entre a curva e o eixo r e a soma
por falta ¢ menor. Portanto, a area da regiao compreendida entre a curva
f(x) = —22 4+ 52 — 6 e 0 eixo x esta entre 0,14 e 0,19:

3
OJ4</f@Mx<Qm.
2

Comparando os dois resultados anteriores com a integral definida:

x3  Hr? } 3

/j f(z)dz = /j(—ﬁ + 5z — 6)dx = {—3 + - 6
_ { 3% 5.3 } B { 23 522

2

—2 T 63— |-+ T 6.2

~—-45— (-4 =0,1
3 5 3 5 ,b—(—4,67) =0,17,

podemos notar que quanto maior for o nimero de retangulos utilizados para
calcular o valor da area, mais préoximo do valor exato serao nossos calculos, ou
seja, mais proximo de 0,17.

Como em [3], Geogebra é um software de Matematica dinamica gratuito e multi-plataforma
para todos os niveis de ensino, que combina geometria, algebra, tabelas, graficos, estatis-
tica e calculo em um tnico sistema.

Todas as figuras utilizadas no trabalho foram construidas utilizando este software, que se
mostrou uma ferramenta muito importante para o ensino de Matemaética.
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