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RESUMO

O presente trabalho tem como intuito aprimorar o estudo dos vetores no ensino
regular, fazendo uma distincdo entre sua abordagem Matematica e Fisica.
Analisaremos seu conceito matematico e estudaremos algumas aplicacdes de
vetores na Fisica. O autor entende que o conteldo de vetores estd mal aproveitado
nos livros didaticos de Matemética por ser encontrado apenas em livros de Fisica de
ensino médio. Neste trabalho, iremos enfatizar que o conteido da matéria deve ser
abordado no ensino médio na grade curricular de Matematica e mostrar que o
contetdo de vetores aplicado na Fisica, € mais uma ferramenta Matemética entre
outras tantas para se resolver problemas de Fisica, e ndo fazer parecer que o
conteudo de vetores faz parte do conteddo curricular de Fisica. Para complementar
e aprimorar 0 assunto, iremos usar o software matematico Geogebra para
identificarmos através do programa, as etapas Matematicas e Fisicas de alguns
exercicios propostos de livros de Fisica do ensino médio.

Palavras-chaves: Matemaética. Fisica. Vetores.Ensino Médio. Geogebra.



ABSTRACT

This work has as purpose to improve the study of vectors in regular education ,
distinguishing between their mathematical and physical approach . We will review
your mathematical concept and study some applications of vectors in physics. The
author believes that the contents of vectors is poorly exploited in mathematics
textbooks to be found only in books of high school physics. In this work , we
emphasize that the content of the material should be approached in high school
curriculum in math and show that the contents of vectors used in physics, is another
mathematical tool among many others to solve physics problems , and do opinion
that the contents of vectors is part of the curriculum content of physics. To
complement and enhance the subject , we will use the mathematical software
Geogebra to identify through the program , the mathematical and physical steps of
some proposed exercises books of high school physics .

Keywords: mathematical. Analytic Geometry. Vectors.High School.Geogebra.
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1.INTRODUCAO

Existe um provavel equivoco na abordagem do ensino de vetores no ensino
meédio: Porque a referida matéria € abordada na maioria dos livros didaticos apenas
nos livros de Fisica? N&o seria 0s vetores objetos mateméaticos que pelo seu préprio
conteddo, deveriam estar alocados nos curriculos da propria Matematica? Os
capitulos seguintes deste trabalho defendem a idéia de que o contetddo de ensino
vetores devera estar incluido (também) em livros de Matematica.

O Geogebra sera usado para auxiliar a resolucédo de exercicios de Fisica, com
uma nova abordagem computacional, deixando bem claro que as operagdes com
vetores dos referidos problemas séo de natureza Matematica.

No capitulo 2 discutiremos o PNLD (Programa Nacional do Livro Didatico) e o
GLD (Guia do Livro Didatico), analisando brevemente os livros selecionados de
Matematica e Fisica para o ensino médio, investigando que o ensino de vetores esta
mal inserido no ensino bésico.

No capitulo 3, iremos analisar a abordagem e a pedagogia aplicada aos
vetores no ensino meédio, usando como referéncia livros aproados pelo PNLD. Seréo
também abordadas sua origem histérica e suas aplicacbes nas resolucbes de
questdes ao longo da evolucao da ciéncia. Enfatizaremos suas aplicacdes em varios
campos da Matematica, como por exemplo as matrizes, determinantes, sistemas
lineares, nUmeros complexos e geometria analitica.

Iniciaremos o quarto capitulo com um rapido tutorial do Geogebra, enfatizando
apenas 0s comandos necessarios para a execucao dos exercicios propostos deste
trabalho. Em seguida, na contiinuidade deste mesmo capitulo, proporemos
adaptacdes de exercicios extraidos do livro Fundamentos de Fisica (Ramalho, 2007)

para realizacdo no Geogebra, com suas devidas explicagdes.
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2. O PNLD E O GLD

Em 2001, foi langado pela SBM o livro: “Exame de Textos: Analise de Livros de
Matematica para o Ensino Médio”, editado pelo professor Elon Lages Lima. O livro
mostra as conclusfes obtidas ap6s uma andlise detalhada de doze cole¢des de
livros didaticos usados no ensino médio de Matemética no Brasil. Na analise de um
dos livros, é feito o seguinte comentério:

“[...JPor alguma obscura razédo, ou por nenhuma em especial, o importante
conceito matematico de vetor, [...] , € personagem ausente deste e dos demais
compéndios brasileiros, sendo usado apenas pelos professores de Fisica”. (Lima,
2001, p.62)

“[...] um dos defeitos deste livro e de todos os livros de Matematica para
Ensino Médio existentes no mercado € a completa omissdao de vetores.
Estranhamente, vetores sdo ensinados nos livros de Fisica, ndo nos de
Matematica.”(Lima, 2001, p.130).

Observa-se que ja existia uma pesquisa relacionada a este assunto. E a
conclusao da pesquisa nos mostra que o ensino de vetores estava mal explorado no
ensino médio.

O Programa Nacional do Livro Didatico (PNLD) tem como objetivo auxiliar o
trabalho dos professores em sala de aula, por meio da distribuicdo de livros didaticos
escolhidos pelos préprios profissionais da educacéo, para ser entregues aos alunos
de ensino basico. Apds a analise de obras previamente selecionadas, o Ministério
da Educacgdo (MEC) publica o Guia de Livros Didéaticos (GLD) com resenhas das
colecbes aprovadas. O guia € encaminhado as escolas, que escolhem, entre os
titulos disponiveis, aqueles que melhor se encaixam ao seu projeto educacional.

As editoras inscrevem suas obras de acordo com um edital publicado no Diério
Oficial da Unido (DOU) e disponibilizado no site do Fundo Nacional de
Desenvolvimento da Educacdo (www.fnde.gov.br). Uma equipe de profissionais,
formada por professores de Universidades e da Educacdo Bésica, analisa as obras,

aprovando os titulos que serao divulgados no Guia do Livro Didatico (GLD).

s

A cada ano, um segmento do ensino basico € contemplado a escolher a
bibliografia que sera utilizada em sala de aula, portanto, os ciclos de escolhas se
revezam aos anos iniciais do ensino fundamental, anos finais do ensino fundamental

ou ensino médio. Cabe ressaltar que os livros distribuidos deverdo ser conservados
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e devolvidos para utilizacdo posterior de alunos que ingressarem posteriormente em

seu ano letivo.

No site do MEC (http://portal.mec.gov.br/), estdo disponibilizados os GLDs de
todas as matérias que compde o ensino basico. Vamos neste ponto, fazer um breve
relatério dos livros selecionados de Matematica e Fisica para avaliarmos a

introducéo do ensino de vetores no ensino médio.

2.1 O GLD de Matematica:

Abaixo, foi destacado alguns trechos do texto que comp&e o contetdo do GLD

de Matemética, onde séo feitas citacdes sobre vetores:

“Para a avaliagao das obras no PNLD 2012 dividimos os topicos da Matematica
do ensino médio em seis campos: numeros e operacdes; funcdes; equacdes
algébricas; geometria analitica; geometria; estatistica e probabilidades. Vale lembrar
que essa classificagdo, adotada para nossa andlise, ndo é a Unica possivel(...) a
geometria analitica foi destacada em um campo especifico, que compreende: retas,
circunferéncias e cobnicas no plano cartesiano; vetores; e transformacodes

geométricas(...)”

(...)Todas as colecbes aprovadas incluem o estudo dos nameros complexos,
em menor ou maior nivel de aprofundamento. Considerar os nimeros complexos
como tépico obrigatério no ensino médio ndo é consenso entre os educadores.
Muitos s6 os consideram indispensaveis para aqueles alunos que vao utilizar
modelos matematicos mais avancados em suas profissdes. Por exemplo,
engenheiros (ou técnicos nas areas da Engenharia), fisicos, matematicos, entre
outros. Mesmo nesses casos, € importante que o estudo dos complexos seja uma
oportunidade privilegiada de articulagdo com topicos como vetores e geometria no
plano e com as equacdes algébricas. No entanto, nas coleces aprovadas isso néo

é levado em consideracéo.(...)”

Primeiramente, 0 guia insere 0s vetores no grupo de conteddos que compde a
grade de geometria analitica, porém, logo em seguida, é citado vetores, como um

topico que seria pertinente seu estudo para enriquecer o conteiddo de numeros
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complexos, contudo, em nenhum dos livros selecionados que compde a GLD de
Matematica, o ensino de vetores é aplicado no capitulo de geometria analitica.
Alguns livros apenas o citam dentro do conteddo de numeros complexos (forma
polar de um numero complexo). Contraditoriamente, em um dos livros, 0 ensino de

vetores é citado timidamente dentro do conteddo de determinantes.

Chega-se a conclusdo de que dentre todos livros selecionados do GLD, o ensino de
vetores fica comprometido, pois ndo existem capitulos especificos para o ensino de
seu conteudo. O que existe na verdade, sdo citacdes isoladas em capitulos de
outros contetdos matematicos, criando assim, ao meu ver, uma pedagogia confusa

e ineficaz para com o aprendizado de vetores, dentro do ensino médio.

Os livros de Matematica aprovados pelo PNLD foram:

Livro 1: Conexfes com a Matematica

Autor: Juliane Matsubara Barroso

Editora moderna

Livro 2: Matematica — Contexto e Aplicacbes
Autor: Luiz Roberto Dante

Editora Atica

Livro 3: Matematica — Paiva

Autor: Manoel Paiva

Editora Moderna

Livro 4: Matematica, Ciéncia e aplicacdes

Autores: David Degenszajn, Gelson lezzi, Nilze de Almeida, Osvaldo Dolce,

Roberto Périgo
Editora: Saraiva
Livro 5: Matematica, Ciéncia, Linguagem e tecnologia
Autor:Jackson Ribeiro
Editora: Scipione
Livro 6: Matematica — Ensino Médio

Autores: Maria Ignez Diniz, Katia Stocco Smole
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Editora: Saraiva

Livro 7: Novo Olhar — Matemética
Autor: Joamir Souza

Editora: FTD

Abaixo, uma critica do GLD ao capitulo que esta inserido o pouco contetdo

encontrado de vetores no livro de Luiz Roberto Dante:
“Linguagem e aspectos grafico-editoriais

Em geral, a linguagem usada na colecéo € clara. Mas ha diversos tépicos em
que a linguagem verbal ou simbdlica empregada podera dificultar a compreenséo.
Isso acontece, por exemplo, nos tépicos: conjuntos; inducéo finita; determinantes;

transformacdes no plano; Matematica financeira; calculo e vetores, entre outros.”

Ou seja, apesar do livro inserir um timido contetudo de vetores, o préprio GLD

faz uma pequena critica a sua dificil compreenséo.

Nao existe mais comentarios acerca de vetores em nenhum outro livro,
mostrando mais uma vez, que o conteludo de vetores esta muito mal aplicado nos
livros escolares da rede publica do Brasil. As Unicas pequenas excec¢des sdo 0S
colégios federais e de aplicacdo, que de maneira em geral, ensinam vetores de
forma apropriada, criando em sua base curricular, mdédulos da referida matéria.
Alguns colégios particulares também possuem vetores na grade de Matematica,
porém, foge do intuito deste trabalho fazer esta pesquisa, visto que este trabalho é

direcionado principalmente para as instituicbes de ensino publico.

Cabe citar os livros do telecurso, que séo usados para o projeto autonomia nas
escolas publicas (projeto que tem como fundamento, diminuir a defasagem escolar),

onde o conteudo vetorial ndo é aplicado na colecao.

2.2 -0 GLD de Fisica:

Ao todo, dez livros foram selecionados pelo PNLD para fazerem parte do

acervo de escolha do professor. Séo eles:
3.3.1 Os livros selecionados
Livro 1: Compreendendo a Fisica

Autor: Alberto Gaspar
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Editora: Atica

Livro 2 : Curso de Fisica

Autor: Antdnio Maximo Ribeiro da Luz, Beatriz Alvarenga Alvarez

Editora: Scipione

Livro 3 : Conexdes com a Fisica

Autores: Blaidi Sant’/Anna, Gléria Martini, Hugo Carneiro Reis, Walter Spinelli

Editora: Moderna

Livro 4: Fisica — Ciéncia e Tecnologia

Autores: Carlos Magno A. Torres, Nicolau Gilberto Ferraro, Paulo Antonio de
Toledo Soares

Editora: Moderna

Livro 5: Quanta Fisica

Autores: Carlos Aparecido Kantor, Lilio Alonso Paoliello Junior, Luis Carlos de
Menezes, Marcelo de Carvalho Bonetti, Osvaldo Canato Junior, Viviane Moraes

Alves
Editora: PD
Livro 6: Fisica
Autores: Gualter, Helou, Newton
Editora: Saraiva
Livro 7: Fisica Aula por Aula
Autores: Benigno Barreto Filho, Claudio Xavier da Silva
Editora: FTD
Livro 8: Fisica e Realidade
Autores: Aurélio Goncalves Filho, Carlos Toscano
Editora: Scipione
Livro 9: Fisica em contextos — Pessoal — Social — Histérico

Autores: Alexander Pogibin, Mauricio Pietrocola, Renata de Andrade, Talita

Raquel Romero

Editora: FTD
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Livro 10: Fisica para o Ensino Médio
Autores: Fuke, Kazuhito

Editora: Saraiva

Em nove livros de Fisica, o ensino de vetores é transmitido de forma integral
com um capitulo dedicado somente a este contetdo (alguns se misturam ao capitulo
de cinematica vetorial), sempre usando o0 mesmo padrdo pedagogico, onde o
capitulo de conteudo vetorial € inserido depois de cinematica e antes de dinamica. O
anico livro que foge a esse padrdo (padrao esse que ndo deixa de ser bom), é o livro
‘Fisica e Realidade”, onde o capitulo em questdo € inserido como capitulo

complementar ao final do livro.

2.3 — Consideracgtes sobre o conjunto de livros selecionados:

Dos livros selecionados de Matematica, nenhum apresenta vetores como

matéria aplicada em seu conteudo.

Ao meu ver, o conjunto de livros escolhidos pelo GLD se mostrou de boa
qualidade, atendendo bem os alunos do ensino basico de maneira em geral, porém,
0 que cabe salientar, € a confirmacao do que esta sendo tratado neste trabalho, ou
seja, o conteudo de vetores esta sendo mal aproveitado nos livros de ensino médio,
sendo usados apenas no contetdo de Fisica. E entendido que os capitulos de
vetores nos livros de Fisica sdo bastantes oportuno, para direcionar o aluno a
introducdo ao estudo de mecanica (especificamente em dinamica), porém, a
intencdo deste trabalho ndo é modificar a abordagem de ensino de vetores na

Fisica, e sim, incluir este estudo em livros de Matematica.
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3. O ENSINO DOS VETORES NO ENSINO MEDIO

O ensino dos vetores no ensino médio ocorre basicamente no primeiro ano de
Fisica, dentro do conteido de mecanica, fazendo parecer que esta matéria faz parte
apenas da grade curricular de Fisica. Isso me parece um equivoco, pois o0 proprio
desenvolvimento matematico do conceito de vetor se deu ao longo da historia
através de descobertas em diversas areas de conhecimento, e ndo necessariamente
na Fisica. Iremos mostrar logo apds, alguns exemplos do uso de vetores em algebra
linear (matrizes, determinantes e sistemas lineares), geometria analitica, nUmeros
complexos e geometria, que poderiam fazer parte do conteido de ensino médio,
para o estudo dos vetores serem introduzidos de fato, na grade curricular de
Matematica.

Sua prépria descoberta e aprimoramento se origina e evolui a partir de varias
pesquisas feitas por estudiosos ao longo dos séculos, que abordavam o conceito
vetorial em areas da Matematica como por exemplo, em numeros complexos,
geometria e algebra, comprovando que sua propria evolucdo cientifica endossa
nosso argumento. Alguns trechos do documento eletrénico do livro de célculo I, de
George B. Thomas aborda um breve resumo da histéria dos vetores (GEORGE B.
THOMAS JR. - 2003), onde mostra que a evolucdo da descoberta, aprimoramento e
utiizacdo de vetores sempre foram associados ao contexto matematico
(especificamente em nameros complexos), criando assim um primeiro argumento

para se inserir vetores na educacao basica.

3.1. Vetores — Um conceito matematico

Vetor € um objeto matemético criado para representar grandezas que possuam
modulo, direcdo e sentido para que sejam perfeitamente definidas. Com base nesta
observacéo, sua aplicacdo pode se estender no ensino médio em diversas areas de

conhecimento, inclusive a Fisica.
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Figura 1

3.1.1 Vetores na algebra linear do ensino médio

Os trés contetdos que se aplicam em Algebra Linear do ensino médio
(Matrizes, determinantes e sistema lineares), quando trabalhados sem ajuda de
vetores, acabam por ndo serem explorados e aprendidos com eficiéncia satisfatoria.
Isto ocorre porque, ao se estudar esses topicos sem que o conceito de vetor seja
considerado, a visdo geométrica envolvida é ignorada.

Com a abordagem vetorial, os assuntos poderiam ser estudados pelo ponto
de vista geométrico, facilitando o entendimento. Podemos citar como exemplo, o
estudo de vetores no espacgo, pois com esse conhecimento, poderiamos iniciar o
estudo de equacdes no plano, mostrando ao aluno as posic¢oes relativas dos vetores
perpendiculares aos planos, onde trés equacdes com trés incognitas definiriam trés
planos, e a maneira que se encontra as interseccfes desses planos, teriam como
consequéncias, as solucbes do sistema (possivel indeterminado, possivel e

indeterminado e impossivel) da matriz 3x3 formada por esses 3 planos.
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No campo das matrizes, podemos citar a equivaléncia entre operacdes
matriciais e operacdes vetoriais, onde um vetor pode ser escrito de forma matricial, e
suas operagOes de adicao entre vetores e multiplicagdo por um escalar se mantém
analogas as operacdes de matrizes. Aqui, perde-se uma oportunidade de mostrar ao
aluno que um vetor pode ser escrito de forma matricial, tanto no R?, como no R".

Como ultimo exemplo, poderiamos mostrar que os determinantes também
podem ser interpretados do ponto de vista geométrico, onde modulo do
determinante de uma matriz 3x3 € igual ao volume do paralelepipedo que tem como
arestas os vetores linhas dessa matriz. O conceito de combinagéo e dependéncia
linear de vetores seriam aprendidos caso 0s assuntos citados anteriormente fossem
ensinados aos alunos, tendo como boa consequéncia, uma melhor bagagem sobre o

assunto, que seria largamente usado em nivel superior de areas afins.
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3.1.2 Vetores em geometria analitica no ensino meédio

Existem varias oportunidades de se aprender vetores em geometria analitica.
Seu uso facilitaria o entendimento de varios tdpicos, principalmente no espago RS.
Podemos citar inicialmente, os determinantes, que podem ser interpretados do ponto
de vista geométrico, ou seja, 0 modulo do determinante de uma matriz 3x3 é igual ao

volume do paralelepipedo que tem como arestas o0s vetores linhas dessa matriz.

Figura 4
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Podemos citar como outro exemplo, o calculo da distancia entre um ponto e
uma reta, que sua demonstracdo se torna mais simples através da abordagem

vetorial.

Férmula da distancia do ponto P(x,,Y,) aretar de equacdo ax+by =c:

4 |ax, + by, —¢|
va® +b?
Demonstracéo:

A figura abaixo nos mostra que a distancia do ponto P a reta r é a distancia
entre os pontos P e P', sendo que P' é a projecdo ortogonal do ponto P sobre a

reta r.

Figura 5

Coeficiente angular de r:

a_ ¢
ax+by:c:by:—ax+c:>y:—Ex+B
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VYo = 2 (X)) =y Yy = o x 2% = Dx—y =Dy
0 a 0 0 a a 0 a a 0 0

Coordenadas de P': sdo aquelas do ponto de interseccdo de r e s que séo

obtidas resolvendo o sistema:

ax+hby=c
by = b?
ax+nby =c. = |2 o2 - —X, —by, +¢
—X—by=—x, -by, X= b?
b b 2 2 a+—
—X=Y ==X, ¥.(b) b2 b2 a
a a (a+—)x=c+—x, —hy,
a a
b? ab a_ b*x,—aby, +ac
:X:ZXO_ZyOJrg _ a _ b®x, —aby, +ac
a’+b’ a’ +b? a’+b’
a a

b’x, —aby, +ac

Y na segunda equacao, temos:

Substituindo x =

b bzxo—aby0+ac_y_bx Ly y—yot bzxo—abyo+ac_X b
a  a’+b? a ° ° ° a’ +b? °Ja
gyt bzxo—aby0+ac_(a2+b2)x b:>y—y . b®x, —aby, +ac—a’x, —b’x, | b
° a’ +b? (@*+b?) °Ja ° a’ +b? ‘a
b’x, —aby, +ac (a’+b?) b b?x, —aby, +ac—a’x, —b’x, | b
=S y=Yy,+ - X, [—=>y=Y,+ —
y=Y ( a? +b? (@ +b?) °Ja y=Yo a? +b? a
—aby, +ac—-a’x, | b —ax, —by, +¢
= — = ——— b
= y0+( a?+b? a T atac

(a®> +b?) a’+b’ a?+b? a?+b?

y,(@® +b?) —abx,—b’y, +bc Ly- a’y, +b%y, —abx, —b?y, +bc oy a’y, —abx, +bc

b?x, —aby, +ac a’y, —abx, +bcj

Portanto, P’ \
( a’+b? a’+b’

Distancia entre os pontos P e P



2 2 2 _ 2
d(P.P)? =(Xo _ (b*x, —aby, +ac)J N [YO _(a’y, —abx, +bc))

a’+b’ a’ +b?

[, (@*+b?) (b’x, —aby, +ac) ’ (8’ +b®) (a’y, —abx, +bc) ’
B I 2 2 2 T Yo 2 2 2 2
(@a“+b°) a“+b (@ +b%) a“+b

_[a’x, +b%x, —b’x, +aby, —ac 2+ a?y, +b?y, —ay, +abx, —bc )’
- a’+b’ a’+b’

a’x, +aby, —ac)  (b2y, +abx, —bc)’
= 2 | Rn2 + 2, h2
a‘+b a“+b

a(ax, +by,—c) 2+ b(b y, +ax,—c) ’
a’ +b? a’ +b?

_ a®(ax, +by, —c)’ N b?(by, +ax, —c)’
(% +b?) (a% +b?)’

_ (@ +b*)(ax, +by, —¢)’
(@*+b%)?

_ (axo + byo _C)2

a?+b?
Portanto,
—c)? —c)? l|ax, +by,—c
d(p,P)? = 2ot =9 _ 4(p,py) =\/(axo+2byozc) _[3% +by, —¢
2% 7 2% +b Mo

Logo, a distancia d do ponto P areta r é:

~ |ax, + by, — ¢l

va? +b?

d

Vamos, agora, fazer a demonstragéo, usando vetores.
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A distancia d entre um ponto P e uma reta r €, por defini¢cdo, a distancia entre

P e a sua projecao ortogonal P' sobre r, ou seja,d =‘ﬁ5‘
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T
o

Figura 6

Tomemos um ponto A(X;, Y,) em r.

—_—

Seja n= (a,b) um vetor normal a reta r. O vetor P'P é a projecédo de AP na

direcdo de n . Portanto sendo « 0 angulo entre AP en temos:

d :‘ﬁ‘ :‘ﬁ“cosw\ :‘ﬁ‘ fg ‘ = Af.n‘
Aefn] | ] |

Mas AP = P—A=(X,—X,Y,—Y,), entdo

d = Nfﬁ _ (Xo_xl)a"‘(yo_Y1)b|:|axo+byo_axl_bY1|
‘ ‘n‘ ‘ va® +b? ‘ ‘ Ja® +b®

Como Aerentdo ax, +by, =c, portanto

q _|ax0 + by, —axl—byl|:|axO + by, —c|

_‘ va? +b? ‘ ‘ va? +b? ‘
Logo,
4 |ax, + by, —c|

va? +b?

Ao compararmos as duas demonstracdes, concluimos que a demonstragdo que usa
vetores € muito mais simples
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3.1.3 Vetores em numeros complexos

Alguns livros de ensino médio lecionam numeros complexos, usando sua visdo
geomeétrica, e consequentemente, sua abordagem vetorial. Contraditoriamente, ndo
se tém o estudo mais detalhado de vetores que anteceda esse conteudo, ficando

assim por incompleto, o estudo dos nimeros complexos em R?Z.

Quando representamos um numero complexo Z =a-+bi pelo pontoP(a,b), em
que a parte real x é a abscissa e a parte imaginaria y a ordenada, se associa esse
namero complexo z ao vetor visto na imagem abaixo, cujas coordenadas sdo (a,b)
e o ponto O é a origem do sistema de coordenadas .

A intepretacdo vetorial de um numero complexo nos mostra que o conceito de
modulo de um numero complexo estad associado ao médulo de um vetor e 0 seu

argumento seja associado ao angulo formado entre um vetor e o eixo X.

Im(z)
A4
Zz=(a,b)=a+hi
b
) >
a
Figura 7

Com isso, 0 aluno acaba por aceitar e decorar essa interpretacdo geomeétrica,

visto que o mesmo nao foi apresentando anteriormente o conceito de vetor.

Podemos concluir que o tratamento vetorial dado aos niumeros complexos é
imprescindivel ao seu estudo, pois permite que os alunos tenham uma visualizagao
geomeétrica dos numeros complexos e tire proveito de todo conteudo apresentado.

Portanto, esse € um forte argumento que justifica o0 ensino de vetores em

Matematica no ensino regular.
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3.1.4. Vetores no geometria plana no ensino médio

Em geometria plana, existem diversas demonstracées que tornam-se mais simples
com o0 uso de vetores. Vamos mostrar dois exemplos que comprovam nossa

afirmacao.

Exemplo 1:

Mostre que as diagonais de um paralelogramo se cortam ao meio.

Sejam A, B,Ce D os vértices consecutivos de um paralelogramo.

Assim, AB=DC =>B-A=C-D=B+D=A+C= B+D=A;C
Fazendo P = B+D_A+C , temos que P é o ponto médio das diagonais ACe BC.
D C
-~ 2
MHEH‘HF‘-’",
.fL T
- s -
j O I
A B
Figura 8
Exemplo 2,

Mostre que o segmento que une os pontos médios de dois lados de um

triangulo é paralelo ao terceiro lado e é a metade deste.

Seja M o ponto médio de ACe N o ponto médio de BC.

Assim, M = A+C e N-= B;C.
Como M —N = A;C—(B;C)J(A—B):N—M =%(B—A):W:§

Donde segue que MN é paralelo a ABe MN é a metade de AB.
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Figura 9

3.1.5 Vetores no ensino superior

O aluno do ensino médio que decidir cursar um ensino superior da area de
exatas, esbarrara em matérias que exigem um forte embasamento tedrico de
vetores. Calculo e algebra linear sdo matérias que fazem parte do curriculo basico
da maioria desses cursos. O conceito de vetores esta fortemente ligado a essas
cadeiras, tendo portanto um forte argumento para defendermos um estudo bem
direcionado de vetores no conteido de Matematica.

O texto abaixo foi retirado de um artigo que tem como objetivo valorizar o
professor aprimorando suas competéncias. Segue abaixo um trecho retirado do

respectivo artigo:

“O Projeto Funddo — Desafio para a Universidade é o mais antigo Projeto de
Extensdo Universitaria da Universidade Federal do Rio de Janeiro, Brasil,
reconhecido nacional e internacionalmente. Seu objetivo é valorizar o professor, por
meio do autoconhecimento e aprimoramento de suas competéncias. Um de seus
principios € promover um trabalho de pesquisa realizado por professores para
professores, segundo o qual docentes da Universidade, da escola basica e
estudantes da licenciatura sdo corresponsaveis por todas as a¢des. Uma das linhas
de pesquisa estuda a transicdo dos alunos do Ensino Médio para o Superior, devido
a dificuldades observadas na disciplina de Caélculo | por falta de preparo dos alunos,
como afirmam Nasser (2009) e Resende (2003).]...]
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No colégio de aplicagdo da UFRJ, depois de uma reestruturacdo curricular que
se finalizou em 2009, o estudo de vetores passou a ser ensinado na 12 série do
ensino médio com um modulo exclusivo na grade de Matematica. Os tépicos que
compde o mbédulo sdo: Conceituar a partir da nocéo intuitiva de vetores; Representar
graficamente e algebricamente os vetores no plano; Reconhecer o médulo, a direcédo
e 0 sentido como caracteristicas constituintes dos vetores; Operar graficamente e
algebricamente, utilizando a adicdo, a subtracdo e o produto por um escalar;
Reconhecer os vetores posicdo, unitario, nulo, opostos e colineares.

No ano de 2011 foi realizada uma pesquisa de andlise da reestruturacédo
curricular com 11 alunos egressos do CAp da UFRJ, todos matriculados em cursos da
area de exatas e, em sua maioria, no 1° periodo. Inicialmente eles foram questionados
sobre qual contetdo de Matematica mais 0os marcou positivamente na 12 série do EM.
Aproximadamente 64% dos alunos destacou Vetores, valorizando as vantagens que o
conhecimento prévio desse assunto trouxe as disciplinas do Ensino Superior.”
(Assemany, D. 2011).

O estudo de Vetores foi apontado como importante para as Fungbes por
diferentes razbes, como determinacao da reta (grafico da funcéo afim) e construcéo
de diversos graficos através das translacbes. A Geometria Espacial, Retas e Planos
no R3® sdo citads como as que mais se beneficiam do conhecimento prévio de
Vetores. A justificativa se da pela simplicidade na execucdo dos calculos, além da

visualizacao dos solidos gerados por vetores no espaco.

Destacam-se algumas observacfes dos alunos egressos ao final da pesquisa:”

Aluno 3: “Reafirmo que a abordagem vetorial que o colégio realiza é o diferencial no estudo
na faculdade de ciéncias exatas. Facilita o estudo de cdlculos, dlgebras e fisicas.”

Aluno 9: “Enquanto estudante de matematica, eu digo que o ensino de matemdtica no CAp
desenvolveu muito uma linha de raciocinio em mim que é muito Util nas matérias da

faculdade. Eu diria que a abordagem vetorial e a parte de fungdes foram os pontos fortes

(Assemany, D — 2011).
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3.1.6 Vetores na Fisica

Os vetores estdo presentes de maneira consideravel na fisica, especialmente
na mecanica, onde grandezas Fisicas como Forca, Trabalho, etc, podem ser
representadas por vetores. Com isso, 0 aluno que nao possui familiaridade com
exercicios matematicos sobre vetores, acaba por sentir alta dificuldade em
resolucdes de natureza Fisica. Assim, nem ao menos consegue distinguir o que é
um raciocinio fisico, e um raciocinio matematico. Se conseguirmos integrar essas
duas ciéncias, de modo que o aluno perceba em qual ponto estd sua real
dificuldade, poderemos direcionar sua deficiéncia de forma correta, mas para isso,
devemos entender que o conceito de vetor, estd diretamente ligado a area
Matemética.

Este trabalho n&o defende a retirada do ensino dos vetores nos livros de Fisica.
Pelo contrario, podemos enumerar varios tépicos de Fisica, que o uso de vetores se
torna essencial: as leis de Newton, Trabalho, Energia, Gravitacdo Universal,
Hidrostatica, campo elétrico, eletromagnetismo, entre outros tépicos, sdo aplicados o
conceito de vetores em suas teorias. Nao custa lembrar, o presente trabalho tem
intencdo de defender também, a inclusdo do estudo de vetores nos livros de

Matematica.

4. PROPOSTA DE MATERIAL E ATIVIDADES

4.1. O uso do Geogebra

Geogebra (geo de geometria e gebra, de &lgebra) € um software livre de
geometria dinamica criado por Markus Hohenwarter, com a proposta de cpromover
um ambiente de estudo matematico, onde se utilizam recursos de geometria,
algebra, graficos, célculos estatisticos, etc, para potencializar o ensino e o
aprendizado das referidas areas de estudo.

O Geogebra é programado em JAVA e possui versdo em portugués, podendo

ser instalado em computadores com Windows, linux e Mac OS.
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O pequeno tutorial mostrado neste capitulo, ilustra alguns comandos basicos
envolvendo vetores que serdo utilizados ao decorrer do trabalho. Alguns exemplos
da utilizacdo de comandos foram retirados do site no endereco
wiki.geogebra.org/eng/, com algumas adaptacdes para satisfazer as propostas deste
trabalho.

A intencdo do capitulo ndo é se aprofundar nos estudos dos comandos
genéricos do programa, e sim, atender as exigéncias deste trabalho, ndo impedindo
ao leitor de se aprofundar por conta prépria nas demais funcdes do programa.

Vamos descrever rapidamente as ferramentas basica que usaremos no

Geogebra neste trabalho.

Ao posicionarmos o cursor do mouse em cima de um botdo da barra de
ferramentas, aparece a funcao do respectivo comando. Seguem abaixo as fungdes

de alguns desses comandos:

s

desse comando pode ser apagado com a tecla delete ou movimentado com as setas

Mover: Arrasta ou seleciona um ou mais objetos. O objeto selecionado através

do teclado.

A
Novo Ponto: Cria um novo ponto na janela de visualizacdo com coordenadas

fixadas assim que o botdo do mouse € liberado. O comando também permite criar

um ponto em um objeto ja existente.

/

Vetor definido por dois pontos : Cria um vetor a partir de dois pontos

extremos escolhidos

/
Vetor a partir de um ponto : Cria um vetor a partir de um ponto criado,

tendo como referenica, um outro vetor.
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.C

*«  Poligono regular :Cria poligonos regulares, a partir da quantidade de

pontos escolhidos.

©

circunferéncia de centro M passando por P.

Circunferéncia: Seleccionando um ponto M e um ponto P define a

4’ Angulo: Traca angulo entre trés pontos; entre dois segmentos; entre

duas retas (ou semi-retas); entre dois vetores ou ainda interiores de um poligono.

@
—TReta perpendicular: Cria uma reta perpendicular a partir d uma outra

existente.

cm

Distancia : Fornece a distancia entre dois pontos, entre duas retas, entre

um ponto e uma reta e medidas de perimetro de figuras geométricas.

a=2
Controle deslizante : Nos fornece uma barra com uma escala de valores

que varia de acordo com o0 desejo do usuario. Esses valores sempre serdo

associados a algum objeto criado na area de trabalho

4.2. Tutorial basico de vetores no Geogebra

O leitor que ndo tenha nenhum conhecimento de Geogebra, podera seguir
esse breve tutorial para compreender operacdes basicas de sobre vetores no
software. Caso contrario, se o leitor ja possui um conhecimento prévio de vetores,

podera omitir este tutorial.
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Vamos comecar, utilizando no menu, a opgao “vetor’ ou “vetor a partir de um

ponto”.

Arquivo Editar Exibir OpgBes Ferramentas Janela Ajuda Entrar
[

) % B[S [o]l ) P N °
R:‘.:‘ 1/7’).767‘/7 oflL> v -.-.i': R
» Janela de Al( a x
e oM oy fio
" segmento

* | Segmento com Comprimento Fixo

4
o Semineta

S. . Caminho Poligonal 3

| vetor

-~
*_w \VetoraPartir de um Ponto

5

Entrada <)

Figura 10

Primeiramente, vamos colocar dois pontos A e B, e agora, usando a ferramenta
“vetor” ou “vetor definido por dois pontos”, escolhemos o ponto A e B em qualquer

regido, e teremos o vetor u, que foi criado.

Arquivo Editar Exibir Opces Ferramentas Janela Ajuda Entrar...
& ANAT B OO £l N frec) ezl 4 e
4 e ||t < 3 of| L2 N ol 4 e
» Janela de Algebra X | » Janela de Visualizagdo X
= Ponto 8
J A=(3.86,158)
9 B=(754,39)
= Vetor &
— [ 3.68
Jus= ( i )
& B
3
1
0
-4 3 2 1 o 2 3 4 5 L] 7 8 ° 10 " 12 13 14 15 1 17 18
“
2
-3
4
=
Entrada 0

Figura 11
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Vamos agora criar um novo ponto (ponto C), e utilizar “vetor a partir de um
ponto”. Escolhnemos o ponto C, e depois selecionamos o vetor u.

N temos o vetor v, com a mesma dire¢cdo, 0 mesmo sentido e 0 mesmo médulo

do vetor u anteriormente criado.

Arquivo Editar Exibir Opcdes Ferramentas Janela Ajuda Entrar...
A7 « D . 5 L
» Janela de Algebra X | » Janela de Visualizagdo X
= Ponto ®
2 A=(3.86,158) &
4 B=(7.54,39)
2 C=(2.26,3.06) 5
J C'=(594,538)
= Vetor v,
— [ 3.68 4 B
su=(3%)
— [ 3.68
QN0 ( 2.3 ) 3
2
1
4
o
4 3 1 o 1 3 5 L) 3 [ o 1 3 5 fe 8
-1
-3
4
5
Entrada ©

Vamos criar um novo vetor utilizando a barra de entrada. Para isso, usamos
uma letra para representar o vetor, e escolhemos as coordenadas do ponto final, por
exemplo (2,-4). Temos entdo, o vetor comecando na origem (0,0) e indo até o ponto
(2,-4).Se usassemos uma letra maiuscula, teriamos criado um ponto, por exemplo

“U”, teriamos criado o ponto (2,-4).



Arquivo Editar Exibir Opcdes Ferramentas Janela Ajuda

N B[Sl PN

» Janela de Algebra X | » Janela de Visualizagao
= Vetor

g

as2

.i.:

Entrar.
NP
0%
x

Entrada’ u=(2,-4)

i @

Figura 13

Vamos criar um outro vetor para realizarmos operacbes basicas;crie
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0]

vetorv(5, 5).Faca a soma dos vetores u e v, apenas usando u+v como mostrado na

figura, teremos portanto, o vetor w que foi criado que representa a soma u+v.

Arquivo Editar Exibir Opces Ferramentas Janela Ajuda

Entrar...
& A= S Ol LN wse o]l aje
el jL = |y ClA=’ of| L2 N b > E o &
» Janela de Algebra X | » Janela de Visualizagio X
= Vetor
0u=(2)
sv= ( £)
Jws= ( ! )
» e —
s 1] & 2 3 1] s 1o 2 1a
Entrada: usv C3 (]

Figura 14
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Vamos alterar o vetor v para (-3,-4), apertando o botdo direito em propriedades,
em seguida, mudando o valor na caixa de entrada “definicdo, e o vetor w
automaticamente sera alterado.

< GeoGebra a
Arquivo Editar Exibir Opgdes Ferramentas Janela Ajuda Entrar.
IS P B - allad
R LAl =) P QIO £l N e ) 0 o
» Janela de Algebra X | » Janela de Visualizagdo
= Vetor ~ Toa | e
0u=(_2) . elenlizhog
bl
_ (5 T V:WL Basico | Cor | Estilo | Posic3o | Algebra | Avancado | Programacio
+0=(3) i
_q7 e Nome: v
Q= ( 1 ) 4 Definico: |(-3,-4)
Legenda
[¥] Exibir Objeto
Z ¥ Exibir Rétulo: | Nome v
[] Exibir Rastro
) [ Fixar Objeto
1) 2
[_] Definir como Objeto Auxiliar
2 4
4
Entrada: uev @

Figura 15

Vamos calcular o produto interno de dois vetores, usando o comando u*v,

perceba que temos aqui o valor -10, que € exatamente o produto interno entre u e v.

Arquivo Editar Exibir OpgBes Femamentas Janela Ajuda

NDRENEERANTED

» Janela de Algebra

Entrada: ju'v

% | » Janela de Visualizagao

_ a=10 _‘_

Entrar.
(o4
2B
%




Figura 16
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Vamos agora calcular o médulo do vetor, utilizando o comando “Comprimento”
e damos como parametro, o vetor u. Aqui temos o valor do vetor u.

» Janela de Algebra
= Numero

a=-10
= Vetor

el )

sa )

:

Entrada Comprimento[\

b=7.07 =

» Janela de Visualizagao

Arquivo Editar Exibir Opces Ferramentas Janela Ajuda

DEEPETERANEEE

Entrar...
(o4
o &

Vamos determinar o versor de um determinado vetor, neste

Figura 17

caso, usamos o
comando “VetorUnitario[u]” e teremos o vetor v, que tem a mesma direcao e sentido

do vetor u, porém, com o médulo igual a 1.
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Arquivo Editar Exibir Opcdes Ferramentas Janela Ajuda Entrar...

RENEoEHENESEE

» Janela de Algebra x| | » Janela de Visualizagdo

Entrada: VetorUnitariofvj ws: @

Figura 18

4.3. Atividade 1

4.3.1. Instrucdes para implementacdo da atividade 1 no Geogebra

Vamos reconstruir no Geogebra, o modelo da figura do exercicio resolvido do
livro “Os Fundamentos da Fisica”, (Ramalho, 2007, p.205). Apesar deste livro nao
estar na lista dos escolhidos do PNLD, é entendido que o livro citado foi por muitos
anos, referéncia de estudos na Fisica de ensino médio, sendo, ainda nos dias de

hoje, o mais popular dentre todos que estdo no mercado.



Dois blocos A e B, de massas respectivamente iguais a 2 kg e 2]
3 kg, estao apoiados numa superficie horizontal perfeitamente F 8 B
lisa. Uma forg¢a horizontal F, de intensidade constante F = 10 N, — > A )i ]

é aplicada no bloco A. Determine:

a) a aceleracao adquirida pelo conjunto;
b) a intensidade da for¢a que A aplica em B.

Solucao:

FR = ma, devemos analisar as forcas que agem em cada
bloco.

a) Para apllcarmos a equacao fundamental da Dinamica TF
N
Em cada bloco, o peso Pe a for¢a normal £y anulam-se: por |

isso vamos considerar apenas as forcas horizontais, pois a oy o
solicitacao inicial Fé horizontal. Em A existe a forca externa l

de intensidade F, cuja reacao esta no agente externo que a
produziu, e a forca de reacao de intensidade f correspon-
dente a sua acao de contato em B. Em B existe horizontal- g g

A intensidade da resultante das forcas emA éF - [, pois F

Em B a resultante é apenas f. I F,
Fy =ma
BlocoA: F-f=ma ©
Bloco B: f=mma @

F=(my+mg)-a ®

Como F= 10N, m, = 2kg e my = 3 kg, vem:

Em @:

f=mga=3-2= |[F=6N

Respostas: a) 2 m/s*; b) 6 N

mente apenas a forc¢a de intensidade f, acao de A em B. S i (M)
e

tem o mesmo sentido da acelera¢do a, enquanto fse opoe. IR e

b) A intensidade f da for¢a de A em B pode ser obtida por qualquer uma das equacoes (D ou @) anteriores.
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Figura 19

Os valores da forca F e as massas dos blocos A e B serdo variaveis, para o

aluno visualizar a variagéo da forca f que ocorre entre os blocos.

A principio, vamos descrever o sistema (grifado na figura abaixo) que foi

modelado no exercicio do nosso exemplo. Iremos isolar a aceleracdo

igualaremos as equacoes 1 e 2:

a

e
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—

F

R

ma

BlocoA: F—f =ma ©

Py

Bloco B: f=mga @

F=(m,+myp-a @

Como F= 10N, m, = 2kge m; = 3 kg, vem:

f=mga=3-2= [F=6N

——

Figura 20

F—f=mya= fza 3)

A

f=m3a:mLB=a 4)

Por (3) e por (4), temos: ':n;f = mL Agora isolaremos a forca f :
A B
.m .m .myu+f.m my+m
mp mp mp mp
Fmpg 2 ~ . .
= f=-———_. Essa serd a equagao que serd usada posteriormente na
(ma+mg)

nossa construcao.

Vamos agora descrever um passo a passo da construcdo do exercicio no
Geogebra, lembrando que é aconselhavel que esta construcdo seja feita pelo
professor, e ndo pelo o aluno. O aluno ir4 interagir com o modelo final criado e
respondera perguntas que o professor ird sugerir. No final desta construcéo
colocamos como sugestao algumas perguntas que podem ser feitas para o aluno:

Inicialmente, deixe visiveis 0s eixos coordenados e a malha para facilitar a
localizac&o dos pontos na area de trabalho.

Vamos construir 3 controles deslizantes, os posicionando no canto superior
esquerdo da tela.

Na janela de atributos do primeiro, segundo e terceiro controle, escreveremos

0Ss seguintes valores:
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Nome: F; Intervalos: min: -20 Max: -10

Nome: mA; Intervalos: min: 5 Max: 10
Nome: mB; Intervalos: min:5 Max: 15
[« GeoGebra (3) - g
Arquivo Editar Exibir Opgles Ferramentas Janela Ajuda Entrar.
P I
%) AL 2| @) ) &) N e ][]
» Janela de Aigebra ®| | » Janela de Visualizagio =
= Nimera F=-10
@ F=410
~J mA=5
mA=5
-
@) Nimero (e
O Angulo m8
O Inteiro [ Aleatsrio (F9)
Intervalo | Controle Deslizante | Animacfo 4
min: |5 max 15 Incremento’ (0.1
Aplicar Cancelar
.
.
Entrada @
Figura 21

Construiremos agora os dois blocos: Selecione a ferramenta “poligono regular”,
e escolha como primeiro ponto, a origem (0,0) e o segundo ponto, a coordenada
(0,10), ira aparecer o valor dos lados do poligono, e deixe selecionado 4. Feito isso,
o primeiro bloco seré criado. Construa o segundo bloco de maneira analoga, porém,
o primeiro ponto devera ser (0,0) e o segundo ponto devera ser (15,0). Renomeie 0s

blocos para A e B. A modelagem devera estar com este aspecto:



Arquivo Editar Exibir Opgdes Ferramentas Janela Ajuda

=

Entrar.

x ) lAE]

s [olEIPANI=IEIEY

Bl

» Janela de Aigebra

b Janela de

o
B

= Nimero
2 F=-10
-3 mA=5§
2 mB=5
= Paligona
2 A=100
-2 B=225
= Ponto
3 A =(0,0)

@ E-(15,0)
= Segmento
-@ a=10

P e=15

@ B,=(0,10)

mA=5

mB=45

F=-10

Entrada:

Figura 22
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Vamos agora associar o controle deslizante mA para o bloco A, e mB ao bloco

B. Com isso, o tamanho dos blocos podera ser alterado.Selecione com o botéo

direito o ponto B1 e em propriedades, na caixa de definicdo, escreva (0,mA). Com
isso, o controle deslizante mA ira controlar o tamanho do bloco A.

O processo € analogo ao bloco B, porém, deve-se escolher o ponto E do
respectivo bloco, e na caixa de defini¢cdo, escrever (mB,0).

< GeoGebra (3) =)
Arquivo Editar Exibir OpgBes Ferramentas Janela Ajuda Entrar.
A i s P . = ) &
IEI o vl LA S w<), W e\ ABC =t k| e
» Janela de Algebra x | » Janela de Visualizagio X
= Nimero F=-10
- 20
oy ose & a
pedieNjiizRog
(Namew a B
l”’“:“’ Basico | Cor | Estilo | Aigebra | Avancado | Programagio
5 ma
@ mB Nome: E
Poligono Definicio: (mB,0)| ——ceai— @
2 A 10
» 8B Legenda:
Ponto
A, e B
D [¥/] Exibir Objeto
’ "'v
@c [¥] Exibir Rétulo: Nome v ¢ N
)
J E I
26 [] Exibir Rastro
> H l'.l......
oM
Segmento (] Animar
2 a o 5 10 5 30 35
2 b
S [] Fixar Objeto
3 d
J e ("] Definir como Objeto Auxiliar -5
21
79
2 h
-10-
Entrada ©

Figura 23
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Os dois blocos podem ser modificados quanto ao tamanho, através dos seus
respectivos controles deslizantes.

Vamos agora construir o vetor F e associa-lo ao seu controle deslizante. Iremos
digitar na caixa de entrada (abaixo da area de trabalho), o comando “Vetor[(F,5),(-
mA,5)]” (sem aspas) e apertar Enter. Com apenas este comando, o vetor estara
criado. O ponto (F,5), indica que a origem esta associada ao controle deslizante F,
no eixo y=5, e o ponto (-mA,5) faz com que o ponto final do vetor esteja sempre
associado ao lado esquerdo do bloco A.

Z g —mm

Arquivo Editar Exibir Opes Ferramentas Janela Ajuda Entrar

A . - s . _
» Janela de Algebra x| | » Janela de Visualizagdo
= Nimero F=-20
5 F=-20 20
4 mMA=85
2 mB=11.4 mA=85
= Poligone o
3 A=7225

3 B-12996 mB=114 15
= Ponto

- - —
3 A,=(0,0)

) =

-@
= Segmento o
3 a-85 ©

3 e=114
= Vetor

b= (18 °

Entrada

Figura 24

Vamos construir um ponto que servira de origem para 0s vetores que
representardo a forca f: Selecione a ferramenta “ponto” e insira um ponto na
coordenada (0,5). Porém, este ponto deverd ter este valor em sua definicdo,
portanto, selecione o ponto, e em propriedades > basico > valor, digite (0,5).Agora

construiremos o vetor v e w, que terd& como valores respectivos, f e -f.

Fmpg

Lembrando que nesta etapa, iremos aplicar a formula f = gue no caso,

(my+mpg)

sera o valor atribuido ao vetor f.

Na caixa de entrada de entrada, digite o comando “Vetor[ U mB/(mA+mB) ]’ e

dé Enter. Aparecera o vetor v, com origem em (0,0). Para alinharmos, selecione o
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vetor com o botdo direito e em propriedades > posi¢do > origem, selecione o ultimo

ponto que foi criado (no nosso caso, o ponto I). Para criar o vetor - f, basta escrever
na caixa de entrada o comando “Vetor[-v]". De maneira analoga ao vetor
anteriormente criado, selecione o vetor com o botdo direito e em propriedades >
posicéo > origem, selecione o ponto I, para alinhar o vetor.

O aspecto deveré estar analogo a foto abaixo:

Arquivo Editar Exibir Opgdes Ferramentas Janela Ajuda

A0 O O 4l N el |

» Janela de Aigebra ®| | » Janela de Visualizagio
= Nimera Fe-175
2 F=A75 P
@ mA=10
% mB=15 mA= 10
= Paligana
@ A=100 =
-@ B=225 mB=15
= Ponto
3 A, =(0,0) —_—

Entrar.

P =2

25

@ 1=(0,5)
= Segmento c S
@ a=10

@ e=15

Vetor B
_ (15

j _( u) u A v N
_ (45

? ‘( n)

Jw:(*“-i) o LA £

25 a0 25 a0 a5

Entrada

Figura 25

Modifique os valores das barras deslizantes e confirme se a modelagem esta
de acordo com a ideia proposta. Por fim, para dar um melhor acabamento, construa
uma reta de apoio na parte inferior do bloco (no eixo x), esconda a malha, o eixo
coordenado, esconda também o0s pontos visiveis, modifique as cores e as linhas de

contorno, para o acabamento final ficar semelhante a esta foto:
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Y |
Arquivo Editar Exibir Opgles Ferramentas Janela Ajuda

[i] o* )70 2 @) @) 4l N e L) 4

» Janela de Algebra #| | = Janela de Visualizagio
= Nimero 1 #
9 F=20
-3 mA=10 F=-20
% mB=15
= Paligana
@ A=100 mA=10
-@ B=225 —_—
= Ponto

Entrar.

P =2

mB=15

3 iy=0
= Segmento
@ a-10 N
9 e=15

= Vetor

Entrada

Figura 26

4.3.2. Encaminhamento da atividade

Sugestdes deperguntas propostas aos alunos:

(2) Na aplicacdo da formulaf = _fme__ guando alteramos o valor de F=10,
(mag+mp)

mA=10 e mB =15, teremos o valor de f = 6, ou seja, a resposta € igual a resposta
obtida no livro, que possui massas com valores diferentes(mA=2 e mB=3). Vocé

sabe responder porque isso ocorreu?

(b) Altere o valor de mA para 5 e mB para 7,5, permanecendo a forca F igual a

10 (ou seja, 0 modulo do vetor u=10, e F na posi¢éo -15. O que vocé observou? O
valor de f se alterou?

(c) Quais séo os principais conceitos matematicos enfocados?
(d) Quais sédo os principais conceitos fisicos enfocados?
(e) A construgdo ajuda na visualizagdo dos fendmenos fisicos envolvidos?

(f) Os conceitos matematicos sdo mais usados que os conceitos fisicos?
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4.3.3. Andlise e discussao

Vamos distinguir no exercicio, o conteldo matematico do conteudo fisico, para
visualizarmos de maneira mais eficiente, onde existe uma especifica abordagem

desses dois conteudos.

O exercicio € mostrado passo a passo, em que 0S conceitos matematicos se
misturam aos conceitos fisicos. Na imagem seguinte, destacamos com trés cores a

resolucdo do mesmo exercicio de acordo com o tipo de abordagem:
Em vermelho a parte tedrica Fisica;
Em verde, a modelagem feita através de desenhos;

Em azul, as equacfes Matematicas.

Dois blocos A e B, de massas respectivamente iguais a 2 kg e gl
3 kg, estdo apoiados numa superficie horizontal perfeitamente F f B
lisa. Uma forga horizontal F, de intensidade constante F = 10 N, > A

€ aplicada no bloco A. Determine:

a) a aceleracao adquirida pelo conjunto;
b) a intensidade da for¢a que A aplica em B.

Solucao:

a) }iara a;ﬂicarmos a equacao fundamental da Dinamica F,
F, = ma, devemos analisar as forcas que agem em cada

bloco. T y
Em cada bloco, o peso Pea for¢a normal f-i anulam-se: por ‘
isso vamos considerar apenas as forcas horizontais, pois a -—1
solicitacao inicial Fé horizontal, Em A existe a forca externa l
de intensidade F, cuja reacao esta no agente externo que a

produziu, e a forca de reacao de intensidade f correspon-

dente a sua acao de contato em B. Em B existe horizontal- a B {.i
mente apenas a forca de intensidade £, acao de A em B. F K. W ¢ i () |
A intensidade da resultante das forcas em A & F — £, pois F » (M) | ‘ > _I'
tem o mesmo sentido da acelera¢do a, enquanto fse opoe. "**",’ >
Em B a resultante € apenas f. Fo,= F-1 Feg=1
Fy = ma
BlocoA: F-f=ma ©®
Bloco B: f=mma @

F=(m,+mg)-a @

Como F= 10N, m, = 2kg e my = 3 kg, vem:

b)|A intensidade f da for¢a de A em B pode ser obtida por qualquer uma das equacoes (O ou @) anteriores.
|[Em @:

f=mga=3-2= |f=6N

Respostas: a) 2 m/s*; b) 6 N

Figura 27



46

A parte destacada em vermelho e azul estd bem definida, pois no destaque em
vermelho, s existe teoria Fisica. Inclusive na maioria das vezes essa explicagdo em
texto corrido, ndo é exigida nos exercicios de Fisica. O destaque em azul nos mostra
claramente um desenvolvimento matematico. Contudo, a modelagem destacada no
quadro verde é que deve ser analisada, pois € a partir desta etapa (de acordo com
minhas observagfes em sala de aula ao longo da minha carreira), que o aluno

comega a sentir dificuldades.

Figura 28

No lado direito da imagem 7, percebe-se claramente que retirando os blocos
para visualizarmos apenas 0 que se interessa em Matematica, o exercicio se
resumiu apenas a adicdo e subtracdo de vetores. As dificuldades dos alunos neste
contetdo poderiam ser provavelmente amenizadas com um ensino adequado no
campo da Matematica. A partir do momento em que se define o mdédulo, a direcéo e
o sentido correto dos vetores no exercicio, a questdo se torna puramente
Matematica. Baseado nesta ideia, podemos organizar a abordagem dos exercicios
fisicos em etapas bem claras, para o aluno entender se suas dificuldades se
encontram em conceitos da Matematica da Fisica.

Ao meu ver, a parte grifada em verde que envolve vetores, é de cunho

matematico.
Conceitos fisicos usados: As trés leis de Newton.

Conceitos matematicos utilizados: Adicdo de sistemas lineares, operacdes

aritméticas e algébricas.
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4.4 Atividade 2

4.4.1. Instrucdes paraimplementacéo da atividade 2 no Geogebra

Vamos a partir de agora modelar um outro exercicio resolvido do mesmo livro
utilizado anteriormente (Ramalho, 2007, p.210). O exercicio envolve um bloco em

uma superficie inclinada, como mostrado abaixo:

Um corpo de peso P desliza num plano inclinado perfeitamente liso, que
forma um angulo 6 em relacdo a horizontal. Determine:

a) a aceleracao do corpo;

b) a intensidade da for¢a normal que o plano exerce no corpo.

E dada a aceleracao da gravidade g.

Solucao:

a) No corpo atuam o peso Pea forca normal 1?\ E comum decompor o peso
Pem duas for¢as componentes:
i_’;: normal ao plano inclinado e que anula F\ pois nao ha movimento na
c_!jreqéo perpendicular ao plano inclinado.
P,: paralela ao plano inclinado e que é a resultante das forcas Pe i:
No triangulo destacado na figura ao lado, o angulo indicado é 6, pois seus
lados séo dois a dois perpendiculares as retas que definem o angulo 6
do plano inclinado. Nesse triangulo, P, é a medida do cateto oposto ao
angulo 6 e P é a medida hipotenusa do triangulo. Da definicio de seno

de um angulo, vem:
R
senf = P ou |P=P-senf

Pela equagéo fundamental da Dinamica (Fy = ma) e sendo Fy = P, = P+ sen 6 = mg + sen B, vem:

~
mg-sent=ma = |a=g-senb |
i

b) No triangulo destacado, P, & o cateto adjacente ao angulo 0. Da definicao de cosseno de um dngulo, vem:

e o e e rminan )
cosf = % - LI""—P'COSO|
r———

Fy=P,=P-cos8

Como P, anula Fy, resulta:

Respostas: a)a = g-sen 6; b) Fy = P- cos 0

Figura 29

Abra o Geogebra e construa um controle deslizante, renomeando para teta
(simbolo “0”), modifique a unidade para angulo, e aplique um intervalo de 120 a 180
graus.Construa um circulo de centro A(0,0) e raio AB=10 (0o ponto B deixe
localizado na coordenada (-10,0). Construa uma reta acima do eixo X, aplicando o

primeiro ponto da constru¢ao no ponto (20,0) e depois (-20,0), sera construida a reta
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“a”. Sempre deve se respeitar a ordem da construcéo para ndo haver problemas de
posicdo angular futuramente. Construa um segmento de reta ligando o ponto A da
origem, até a circunferéncia criada (segmento AE). Com a ferramenta angulo,
construa o angulo a, selecionando os trés pontos E, A e B (necessariamente nesta

ordem). Neste ponto, a construcao devera ter este aspecto:

Z 3 —omm

Arquivo Editar Exibir Opgdes Ferramentas Janela Ajuda Entrar.

» Janela de Algebra %] | » Janela de Visualizagio

= Cénica 520 15
2 iy =100
= Ponto
3 A=(0,0)
]

]
= Reta

2 ay=0
= Segmento

5 =10
= Angulo

2 a=37.87
-3 8=30°

Entrada 53]

Figura 30

Vamos associar o ponto E do segmento criado, ao controle deslizante. Para
isso, cligue com o botdo direito do mouse em cima do ponto E, selecione
propriedades, na aba basico,na caixa de entrada de definicdo, digite 10*(cos(8),
sen(B)). Agora o raio da circunferéncia esta associado ao controle deslizante. Esse
mesmo raio servirA de suporte para a rampa do exercicio. Para construir o bloco,
utilizamos a ferramenta “poligono regular’. Escolhemos dois pontos bem localizados
escolhendo da esquerda para direita o ponto F e G, suspensos no segmento de reta
“b”, e atribuimos para o valor 4 na caixa de dialogo. Sera criado um bloco suspenso
no raio da circunferéncia.

Vamos agora criar um ponto que deve estar localizado exatamente no centro
do bloco, para isso vamos construir diagonais com segmentos de retas no bloco e
com isso, a interseccado das semirretas nos dara o ponto procurado. Fazendo o que

foi pedido, como mostra a figura abaixo:



B3
Arquivo Editar Exibir Opgdes Ferramentas Janela Ajuda Entrar,
> Bl
A . I" @ 4.7 \-q _ 5
\ L » a ABC| ||| 232
%7 /7—"’7 < 67 i J o= ‘%’v X
» Janela de Aigebra ® | v Janelade 5 =

= Cénica

9 cxey=100
= Peligono

@ pol1=3.93
< Panto

8=155°

Entrada:

Na janela de &lgebra, desmarque as semirretas “h” e

apenas o ponto J no interior do bloco.

Figura 31
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, para deixar visivel

Construiremos agora trés retas que servirdo de suporte para os vetores do

exercicio As duas primeiras retas (j e k) deveréo ser paralelas ou perpendiculares a

dois lados consecutivos do bloco, mas a terceira reta ( | ) construida devera ser

obrigatoriamente perpendicular a reta suporte “a”. Veja o desenho abaixo.

Arquivo Editar Exibir

Opgies Ferramentas Janela Ajuda

Entrar.

ket

Eilad

» Janela de Aigebra

I:l'v @v @v é".,, xv nacl|| =zz| ,_},v

b Janela de

o
B

= Cénica

9 cxey=100
= Peligono

@ pol1=3.93
< Panto

Lx=-499

-]
‘]

-]

]

-]

Ref

3 ay

P ]160.25x - 50.55y = -577.74
3 K:-10.02x -11.95y = 1546
@
Se
]
-]
o

]

R

=

Entrada:
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Figura 32

Vamos agora construir com a ferramenta “vetor definido por dois pontos”, o
vetor “u” que tera origem no ponto J e ponto final acima da reta suporte “I". O ponto
K sera o extremo do vetor. Neste mesmo ponto K, construiremos retas suportes para
0S outros vetores. Selecione a ferramenta reta paralela e selecione o ponto K e a

reta k, fala o mesmo com a reta j. Ir4 construir duas retas como mostrado na figura
abaixo.

Arquivo Editar Exibir OpcBes Ferramentas Janela Ajuda Entrar

> ol
A Lo |l¥ e . _ !
.,/7/7.‘1@7-\.)7&\7*8{1; < 3 &
¥ ¥ ¥ v v v Y v v s ¥ &5
» Janela de Algebra x| | » Janela de Visualizagdo
= Cénica
D cxry=100
= Poligona
@ poll=3.93

aiy=0
 60.25% - 50.55y = -577.74
k:-10.02 - 11.95y = -15.46
lx=-499

m: 60.25x - 50.55y = 429.21
3 n:-10.02x-11.96y = 19.64
= Segmento

(XIS SE S R SR SY VR SE N R Y

= Angulo
@ a=40°
3 8=140°

< >

Entrada; ()

Figura 33

Crie dois pontos L e M na interseccdo das retas suportes. Agora crie dois

vetores v=JL e w=JM . Crie também segmentos de retas LK e LM, e em suas
configuracdes, coloque-as com linha tracejada. Na janela de algebra, desmarque

todas as retas suportes. O resultado até 0 momento se parecera com a foto abaixo:
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|

Arquivo Editar Exibir Opgdes Ferramentas Janela Ajuda

A 2 O O &l N

» Janela de Aigebra ®| | » Janela de Visualizagio
= Cénica e

Entrar.

)

6=140°
9 ey =100
= Peligono
@ pol1=3.93

D
&
B

o ay=0
~O J:60.25x - 60.55y = -577.]
O K-10.02x - 1195y =15
O kx=-499
O m:60.25x - 50.55y = 42€
~O m-10.02x-11.95y =196
= Segmento
@ b=10
3 d=1.98

Entrada

Figura 34

Na caixa de entrada, digite: Vetor[ -v ], sera criado um vetor r. Selecione este
vetor e em propriedades na aba posicéo, selecione o ponto J como origem. Com
isto, sera criado um vetor normal ao vetor “v’.Selecione a ferramenta angulo e
marque os pontos M, K e J, necessariamente nesta ordem. Ser& criado um angulo
beta (B) que tera valores iguais ao angulo a.

Vamos agora construir o suporte esquerdo da rampa. Use a ferramenta ‘“reta
perpendicular”, selecionando o ponto E e a reta de base “a” (y=0). Crie um ponto N
na interseccdo dessas duas retas. Agora crie um segmento de reta EN, e

desmarque a reta suporte construida na janela de algebra. A construcao devera ter
este aspecto.
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Arquivo Editar Exibir Opgles Ferramentas Janela Ajuda Entrar.

A = 5 . . Elad
Al T @_ @_ a ||| o) jame]]ll ==l <6 | D &
» Janela de Aigebra ®| | » Janela de Visualizagio =
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= Segmento a BN i
-2 b=10 2 Jo 1) k) B
@ d-198
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D =28
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3 q=266

S t=423
= Vetor

_ ({113
e ( 241 )
/ 0\ v
< >
Entrada

Figura 35

Modifique os valores manualmente no controle deslizante e certifigue que o
sistema esta de acordo.

Por fim, para um melhor acabamento, esconda a circunferéncia desmarcando
na janela de &lgebra, esconda os pontos, aumente o tamanho dos angulos,
modifiqgue a espessura dos vetores e as cores dos objetos do ambiente para um bom

acabamento final. A conclusdo da modelagem devera ter um aspecto parecido a
este:
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Entrar,
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p \

Entrada: v = VetorlJ, L]

Figura 36

4.4.2. Encaminhamento da atividade
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Sugestdes de perguntas propostas aos alunos:

(a) Suponha que exista atrito entre o bloco e a rampa, e que o atrito seja alto o

suficiente para o bloco néo deslizar em nenhuma inclinacdo. Qual deve ser o valor
minimo do angulo a, para que o bloco tombe para o lado? Qual seria a explicacdo?

(b) No momento de se associar o ponto E ao controle delizante, foi digitado sua

posicdo em 10*(cos(B), sen(B)). O que significa o valor 10? Porque foi escolhido

esse valor?

(c) Na sua opinido, a construcdo feita pelo Geogebra ajuda na resolucdo do
exercicio?

(d) A construcéo ajuda na visualizacdo dos fendmenos fisicos envolvidos?

(e) Os conceitos matematicos sdo mais usados que os conceitos fisicos?
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4.4.3. Andlise e discussao

Vamos novamente, como na atividade anterior, distinguir no exercicio, o
contetdo matematico do conteudo fisico, para visualizarmos de maneira mais clara,
onde existe uma especifica abordagem desses dois conteudos.

Analogamente a atividade anterior, teremos na foto abaixo:

Em vermelho a parte tedrica Fisica;

Em verde, a modelagem feita através de desenhos;

Em azul, a teoria e as equac¢des Matematicas.

Um corpo de peso P desliza num plano inclinado perfeitamente liso, que
forma um angulo 8 em relacao a horizontal. Determine:

a) a aceleracao do corpo;
b) a intensidade da for¢a normal que o plano exerce no corpo.
E dada a aceleracao da gravidade g.

Solucgao:

a)|No corpo atuam o peso Pea for¢canormal R E comum decompor o peso
P em duas forcas componentes:

I_’:,: normal ao plano inclinado e que anula l:';, pois nao ha movimento na
direcao perpendicular ao plano inclinado.

I:’:: paralela ao plano inclinado e que é a resultante das forcas Pe Fy,

0 tnangulo destacado na figura ao lado, o angulo indicado é 6, pois seus
lados séo dois a dois perpendiculares as retas que definem o angulo 6
do plano inclinado. Nesse triangulo, P, é a medida do cateto oposto ao
angulo 8 e P é a medida hipotenusa do triangulo. Da definicao de seno
de um angulo, vem:

P
senf = —~ ou
’)

Pela equagéo fundamental da Dinamica (F, = ma)fe sendo F = P, = P sen 6 = mg - sen 6, vem:
mg-sen=ma = |a=g-senb

b) No triangulo destacado, P, & o cateto adjacente ao angulo 8. Da definicao de cosseno de um angulo, vern:

cosh = % = |P,=P-cos@

Como P, anula Fy, resulta:

[FN =P = P'cose]

Respostas: a)a = g-sen8; b) Fy = P-cos 0

Figura 37

Como anteriormente, o destaque em azul nos mostra claramente um
desenvolvimento matematico, contudo, a modelagem destacada no quadro verde é

gue deve ser analisada, pois a abordagem vetorial é predominante.
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Figura 38

No lado esquerdo, se encontra a modelagem inicial, no desenho do centro, é
mostrado geometricamente como se encontra o angulo teta, usando as relagdes
métricas de um tridngulo retangulo e na figura da direita, é inserido um circulo
trigonométrico a fim de se visualizar as projecdes da forca P.

Neste ponto, cabe lembrar que muitos alunos sentem muitas dificuldades em
relagBes meétricas no triangulo e trigonometria, dificultando o entendimento deste tipo
de questdo classica da Fisica sem esse conhecimento prévio, e comprometendo
assim, também o entendimento de todos os exercicios que seriam apresentados
posteriormente.

Podemos notar claramente que o conceito vetorial estd bem inserido nos dois
topicos de Matematica citados, portanto, ao meu ver, a parte grifada em verde que
envolve vetores, é também de cunho completamente matematico.

Conceitos fisicos usados: As trés leis de Newton.

Conceitos matematicos utilizados: Operacdes aritméticas e algébricas,

trigonometria e relagdes métricas no triangulo retangulo

4.5. Atividade 3

4.5.1. Instrucdes paraimplementacéo da atividade 3 no Geogebra

Por fim, vamos reconstruir no Geogebra, o terceiro e Gltimo modelo deste
trabalho, baseado na figura do exercicio resolvido do mesmo livro (Ramalho, 2007,

p.231). Este exercicio € semelhante ao exercicio anterior, acrescentando-se a forga
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de atrito sobre o bloco apoiado sobre a rampa, e um bloco preso por um fio ao bloco

anterior.

O bloco A de massa m = 3,0 kg estd apoiado num plano inclinado
que forma um angulo 6 em relacao a horizontal. O bloco A esta na
iminéncia de escorregar para baixo. Determine, nessas condigdes, o
peso P do bloco B, O coeficiente de atrito estatico entre o bloco A e
o plano é u, = 0,50. (Dados: sen 8 = 0,60; cos & = 0,80; g = 10 m/s")

Considere o fio e a polia ideais.

Solucao:
Vamos inicialmente calcular as componentes P, e P, do peso P, do
bloco A:
P,=P -sen8 = P,=30-10-060 = P,=18N
P,=P,+cos® = P, =30-10-080 = P, =24N
Na figura ao lado representamos as for¢as que agem em cada bloco.
Observe que a for¢a de atrito £, que o plano exerce em 4, tem sen-
tido para cima, pois o bloco A estd na iminéncia de escorregar para
baixo. Estando os blocos em equilibrio, podemos escrever:
bloco B: T =P,
blocoA: T+ f, =F,
Portanto: P, + f, = P,
Como o bloco A estd na iminéncia de escorregar, temos:

fat, = fat.[max.) = p’eFN = I'I'ePn‘

Logo: Py + WP, =P, = P,+050-24=18 = | P,=60N

Resposta: 6,0 N

Figura 39

Abra o modelo ja pronto do exercicio 2, e deixe visivel todas as linhas guias.

» Janela de Algebra
= Cénica

9 cx*+y*=100
= Ponto

» Janela de Visualizagao
B=154"

k

D=(-20,0)
E=(-8.99,4.38)
F=(-7.49, 3.65)
G=(-571,279)
J=(-6.17,4.11)
K=(-6.17,1.17)
L=(7.33,1.74)
@ M=(5.01,3.55)
9 N=(-899,0)
= Quadrildtero
@ pol1=3.93
= Reta
9 ay=0
9 j:70.69x - 34.48y = -577.]
9 K:-6.84x-14.02y =154/
9 kx=-647
2 m:70.69x - 34.48y = 47¢
9 n:-6.84x -14.02y=2572 |
9 six=-899
= Segmento
9 b=10
@ d=198
9 h=28
9 i=28
9 p=129
9 q=264 §
3 t-438 g

-
€7 questio2dotutorial.ggb =SS
Arquivo Editar Exibir ODl;aeS Ferramentas Janela Ajuda
e # ) . - . @ 5
Eb.]vg Qv = o)) %'v Q%
a

= Vetor il
L P——

=

o @@ oW]

S EEL 1 E

o BEEE
= 21/12/2014
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Figura 40

Selecione a ferramenta “reta paralela”, criando uma reta paralela a reta s. Clique
primeiro sobre a reta s, logo depois, clique sobre a reta k, no ponto mostrado na
figura. Ir4 ser criado a reta a1 e 0 ponto o0, que sera a interse¢do das retas s e k.

©¥ questio2dotutorial.ggb

Arquivo Editar Exibir Opqoes Fevramenlas Janela Ajuda

.D

» Janela de Algebra » Janela de Vlsualllagao

= Cénica 8= 128K 3

M= (438 3.91)
2 N=(8.48,0)
@ 0=(-9.91,7.36)
S Ouadrilélero
2 pol1=393
= Reta
2 ay=0
Lo aix=-991
9 J:66.7x -41.68y = -577.7¢

2 K:-8.26x-13.23y =-1541—
9 Lx=-57
2 m:66.7x - 41.68y = 455..
J n:-8.26x-13.23y=234
9 six=848
= Segmento
2 b=10
2 d=1.98
2 h=28
5 i=28 b
J p=156
J q=249
<[ .

»

0 @ €e]p o ™]

Entrada:

FES A EIE 1 E
Figura 41

Crie um segmento de reta b1 que una os pontos E e O, e depois construa um
pequeno circulo de centro O, para servir como roldana. O circulo deve ter como

ponto de sua circunferéncia, o0 segmento de reta construido.
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€7 questio2dotutorialggb

Arquivo Editar Exibir OpcBes Ferramentas Janela Ajuda

9 j:67.41x -40.51y = -577.]
@ k:-8.03x-13.37y=-15.41
9 LEx=-579

9 m:67.41x - 40.51y = -45¢
@ n:-8.03x-13.37y=23.82
9 six=-857

St

< . »

IIIIDIII 1
oo
» Janela de Algebra » Janela de
= Cénica pa 149° a, |
@ cx+y =100
L0 Ci(x+10.047+(y-7.19
= Ponto
@ A=(0,0 c
@ B=(10,0)
@ C=(20,0)
@ D=(-20,0) n
@ E=(-8.57,515)
@ F=(-7.15,4.29)
@ E
@
@ K= Y
@ L=(-7.08, 247)
@ M= (449 3.85)
]
] X q
@ P=(9. 77‘6.82)
=/ Quadrilatero
@ pol1=3.93
= Reta L4
@ ay=0 u
o a;x=-10.04

Entrada: \

IQERC)

@] oW

FHRERE

=]

1

Figura 42

Construa um bloco usando como referencial, a reta a1 como mostrado na figura.

Use segmentos de retas para criar o bloco, conforme foi explicado no tutorial

anterior. Construa também os fios que unem os blocos com segmentos de retas.

€7 questio2dotutorialggb

Arqulvo Editar Exibir Opces Ferramentas Janela Ajuda

» Janela deNgebra i

I@III

» Janela de Vi

)

o

€ ¥

= Cénica
@ cx+y =100
LG Ci(x+991F +(y-7.36)

= Ponto
A=(0,0)
B=(-10,0)

=(-11.04,2.2)
=(9.91,43)
W=(-9.91,6.91)
Z=(-6.55,5.26)
= Quadrilétero
@ poll=393
@ pol2=44
= Reta

LN VR VL VL VR VI VR VR VR VR VR VR VR VR VR VR VR VR VRS

9 [:66.7x-41.68y = 577.7:
9 ki -8.26x-13.23y=-1541 _

L F—T— »

8= 148f

n

Entrada: \

Pilc & (€] o

< W

FRERE

=]

1

Figura 43

e @ E
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Acrescente vetores representando a forga peso e as tragdes do fio. Crie o vetor
da forca de atrito apenas como objeto de visualizagéo para o aluno. O vetor forca de
atrito pode ser construido com a ferramenta “reflexdo em relagdo a um ponto”, onde

o vetor w sera o vetor referéncia, e o ponto D1 sera a origem do vetor.

€7 questio2dotutorial.ggb =8

Arquivo Editar Exibir OpcBes Ferramentas Janela Ajuda

IDDD@D

» Janela de Algebra » Janela de Visualizagao

)
=&

Jp169

or=(1%)
= :(—292)

b= (081)
0.57

2 a=35°

@g o @[ele oW EIAERY o,
Figura 44

Para finalizar, esconda as linhas guias, e faca o acabamento das cores e dos
vetores, modificando a espessura das linhas. O trabalho final devera ter o seguinte
.aspecto:
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a=30°

Figura 45

4.5.2. Encaminhamento da atividade

Sugestdes de perguntas propostas aos alunos:

(a) Na alteracdo do valor do angulo de inclinacdo da rampa, a tracdo da corda
modifica seu valor? Porque?

(b) Segundo o exercicio, o bloco est4 na iminéncia de deslizar para baixo. Se
essa informacao ndo fosse transmitida, poderia se concluir apenas olhando a foto do
modelo? Porque?

(c) Quais sdo os principais conceitos matematicos enfocados?

(d) Quais sao os principais conceitos fisicos enfocados?

(e) Quais séo, na sua opiniao, os objetivos das atividades?

() Na sua opinido, a construcao feita pelo Geogebra ajuda na resolucdo do
exercicio?

(9) A construgéo ajuda na visualizagéo dos fendmenos fisicos envolvidos?

(h) Os conceitos matematicos sao mais usados que os conceitos fisicos?
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O bloco A de massa m = 3,0 kg esta apoiado num plano inclinado
que forma um angulo 6 em relacao a horizontal. O bloco A esté na
iminéncia de escorregar para baixo. Determine, nessas condicoes, o
peso Py do bloco B. O coeficiente de atrito estatico entre o bloco A e
o plano é u, = 0,50. (Dados: sen 6 = 0,60; cos 8 = 0,80; g = 10 m/s’.)

Considere o fio e a polia ideais.

Solugao:

Vamos inicialmente calcular as componentes P, e P, do peso P, do
bloco A:

P,=P,-sen® = P,=30-10-0,60 = P,=18N

P,=P -cos® = P, =30-10-080 = P, =24N

Observe que a forca de atrito £, que o plano exerce em A, tem sen- \ T T
tido para cima, pois o bloco A esta na iminéncia de escorregar para
baixo. Estando os blocos em equilibrio, podemos escrever: 3 I

Como o bloco A esta na iminéncia de escorregar, temos:
. = fat.(mzix) = Uy = UP

Logo: Py + uP, =P, = P, +050-24=18 = | P,=6,0N

Resposta: 6,0 N

bloco B: T = P, N O U'B.1
blocoA: T+ 1, =P, p/ ‘
Portanto: Py + f,, = P, k P

Figura 46

4.5.3. Andlise e discussao

Como nas atividades anteriores, o destaque em azul nos mostra um
desenvolvimento matematico, e na parte verde, vemos que se exige apenas o0
entendimento do conceito de soma vetorial para se modelar o sistema, modelagem
essa que nao se difere em praticamente nada as exigéncias anteriores. Assim, o
dominio da Matematica envolvida viabiliza a solu¢do da questao.

Conceitos fisicos usados: As trés leis de Newton.

Conceitos matematicos utilizados: Operacdes aritméticas e algébricas,

trigonometria e relagdes métricas no triangulo retangulo
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5. CONSIDERACOES FINAIS

O presente trabalho tem o intuito de ajudar a atualizar a carente pedagogia
disponivel sobre vetores no ensino regular em Matematica. Essa necessidade esta
baseada nos fracos desempenhos de alunos em exames oficiais a niveis locais ou
nacionais. Vetores € um assunto de facil entendimento, porém, sempre surgem
muitas duvidas por parte dos estudantes. Atribuimos essas dificuldades ao fato de a
abordagem vetorial estar geralmente inserida em um contexto que menospreza seu
estudo direcionado, comprometendo seu aprendizado.

Existe pouca evolucdo no estudo de vetores no ensino médio da Matematica
ao longo desses ultimos anos, fazendo com que o0s estudantes associem o
tratamento vetorial apenas ao contexto fisico. O software Geogebra, por ser uma
plataforma de natureza Matemética, nos prova que o estudo dos vetores esta
completamente inserido em um contexto matematico, criando uma boa oportunidade
para aplicarmos o estudo vetorial no ensino regular de Matematica nos dias atuais.
O aluno atual carece e deseja estudar através de recursos computacionais que
antes ndo tinham acesso, e com isso, a abordagem vetorial através de softwares
fecha fortes lacunas em estudos que antes eram limitados.

O software Geogebra, por ser uma ferramenta computacional que trabalha com
geometria dindmica em tempo real, faz com que os exercicios de Fisica possam ser
visualizados através da aplicacdo Matematica feita pelo software, criando uma forte
motivacdo ao aluno, ao contrario da abordagem tradicional, que se fazia apenas com
lapis e papel, dificultando o aprendizado do aluno, que ndo possui um dominio

matematico natural.
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