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RESUMO

Este trabalho visa apresentar a alunos do ensino médio o conjunto dos ntimeros perplexos.
A abordagem utilizada serd a analogia entre este conjunto e o conjunto dos nimeros
complexos, serao definidas operacoes de adicao e multiplicagao de ntimeros que compdem
o sistema dos numeros perplexos, bem como sera analisado a escrita deste niimeros na
forma polar, O sistema perplexo sera situado como estrutura algébrica e também tera sua
representacao geomeétrica discutida ao longo do trabalho. Além disso, faremos o estudos de
equacoes polinomiais em P. Por fim, um estudo formal sobre a forma exponencial exigiré
que ocorra um desvio no escopo do trabalho, mas que se justifica devida & necessidade de

apresentar de forma mais precisa resultados apresentados no capitulo IV.

Palavras-chave: Nimeros Reais, Nimeros Complexos, Numeros Perplexos.



ABSTRACT

This work aims present to high school students the perplex numbers, the approach is the
analogy between the set of complex numbers and the set of perplex, are defined operations
of addition and multiplication of numbers that make up the system of numbers perplex,
and will be located as structure algebraic and geometric representation will also have
throughout in this work. As an application of this system will be answered polynomial
equations of 1° e 2° grade. Finally, a study formal on the writing exponential require a
deviation occurs in the scope of work, but it is justified due to the need of introduce a

more formal resulted presents in chapter IV.

Keyswords: Real numbers, Complex numbers, Perplex numbers .
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Introducao

No Ensino Médio, os alunos tém o primeiro contato formal com o corpo dos ntimeros
complexos, passam a saber que existe um ente que representa \/—1, além disso, passam
a operacionalizar com esses niimeros e aprendem também a escrevé-los em sua forma tri-
gonomeétrica; a principal justificativa da utilizacao deste niimeros neste nivel esta na sua
utilizacao para resolver equacoes polinomiais
Sabendo que os alunos do ensino médio sao conhecedores da algebra que envolve os ni-
meros complexos e sabendo que o conjunto dos niimeros perplexos possui uma algebra
analoga quanto as operacoes ¢ que propomos uma abordagem do anel dos niimeros per-
plexos para discentes do Ensino Médio, de maneira analoga a dos niimeros complexos,
conceituando-os como par ordenado e definindo a soma e a multiplicagdo neste conjunto.
Outro ponto relevante neste trabalho é apresentar a unidade perplexa p.

Apesar de nao ser um conjunto divulgado em livros textos do nivel médio, o conjunto dos
niimeros perplexos nao é novo em [9]; Fjelstad apresentou um aplicagao dos ntiimeros per-
plexos para interpretar o fendomeno superluminal [1]. Deste modo, estendeu a relatividade
especial para o caso ||v|| > ¢. os niimeros perplexos foram apresentados pela primeira vez
em 1919, por L. E. Dickson, e ao longo do tempo esté sendo utilizada com lucrativos fins
para resolver problemas fisicos especialmente na teoria da relatividade.

E importante mencionar que na literatura, os nimeros perplexos recebem diversas nome-
claturas em |7| podemos encontar estes nomes: niameros hiperbolicos, niimeros espago-
tempo, split-complex numbers ou double numbers, em alguns artigos a unidade perplexa
¢ também chamada de unidade alucinada ou fantasmagoérica. Este trabalho visa nao
s6 apresentar o conjunto dos nimeros perplexos no nivel médio, como também divul-
gar os avangos matematicos realizados na matematica moderna, fazer conhecimento "no-
vos'chegar ao conhecimento de futuros matematicos.

Para fazer a abordagem dos niimeros perplexos devemos ver a estrutura que serd tomada
na analogia, assim faz-se necessario descrevermos o conjunto dos nimeros complexos, o
que sera feito no capitulo 2. Enunciaremos as propriedades e principais resultados deste
conjunto, para as demonstragoes indicamos as referéncias [18] e [8]. Outro ponto, discu-
tido nos complexos é sobre a quantidade de raizes n-ésimas da expressao 2" = w, bem
como suas mais variadas formas de apresentacao. No corpo dos complexos existe a escrita

sob a forma trigonométrica, de maneira analoga buscaremos uma escita para os niimeros



perplexos; no entanto, ao passo que avancamos, sentimos a necessidade de apresentar-
mos as funcoes hiperbolicas, para esse proposito foi construido o capitulo 3, o qual serd
largamente usado na forma polar de um niimero perplexo. Devidamente apresentados os
ntmeros complexos e as fun¢oes hiperbdlicas, passamos a discutir a estrutura dos niimeros
perplexos.

O capitulo 4, foi escrito especialmente para esse proposito, tomar o conjunto dos niimeros
perplexos andlogo ao conjunto dos complexos, neste capitulo procuramos definir com pre-
cisao o que tratamos como um nimero perplexo, as operacoes de adicao e multiplicacao,
a interpretacao geométrica destes conceitos, buscamos um meio de explorarmos a escrita
hiperbolica e a exponencial destes nimeros. Também trataremos das equacoes polinomi-
ais com coeficientes perplexos e mostraremos que um polindmio ménico de grau n, possui
no méaximo n? raizes perplexas, para isso utilizaremos uma base idempotente, daremos
exemplos de polinomios de grau n, que possui exatamente n? rajzes. Nao faremos a apli-
cagao fisica, mas indicamos [22] para uma anéalise da aplicacao. Outro ponto importante
neste capitulo esta na presenca de caracteristicas neste conjunto que nao aparecem nos
complexos, nem nos reais. Ao falarmos de estruturas algébricas deixamos a formalizagao
das propriedades da forma polar para o capitulo 6, tendo em vista uma abordagem mais
sofisticada para este aspecto, distoando do escopo do nivel médio.

o capitulo 5, vem repleto de estrutas algébricas, pois, buscamos formalizar a escrita per-
plexa na forma polar, sabendo que a apresentacao foi feita a contento no capitulo 4,
buscaremos aplicar os conceitos algébricos dos niimeros perplexos através de sua caracte-
rizacao como um anel comutativo com unidade. Além de mostrarmos neste capitulo que

os conjunto quociente P/B; e P/ By sao isomorfos a R

O capitulo 6 foi idealizado para tratar de maneira formal a forma exponencial dos niime-
ros perplexos. Nas consideracoes finais faremos a comparacao entre os dois conjutos, bem
como listaremos algumas caracteristicas presentes nos perplexos que nao encontramos nos

complexos.



Capitulo 1

Um Breve Histérico do surgimento dos

cojuntos numeéricos:N, Z, Q e R

1.1 N,Z,QeR

1.1.1 Conjunto dos Niimeros Naturais

E comum encontrar nos livros didaticos do Ensino Médio histoérias da origem dos ni-
meros naturais. E consenso entre os autores a utilidade fundamental desses numeros,
"Enumerar elementos de um conjunto". LIMA (2006, p. 38) afirma que a importancia
dos numeros naturais provém do fato de que eles constituem o modelo mateméatico que
torna possivel o processo de contagem. Porém, os livros do Ensino Médio nao ressal-
tam que a fundamentacao logica-matematica do conjunto dos ntimeros naturais, nao foi
a primeira a acontecer, dando aos discentes a impressao de que os acontecimentos sobre
a estruturacao dos cojuntos numéricos ocorreu de forma linear, o que nao é verdadeiro,
como fica claro nas palavras de HEFEZ (1993, p. 22). "Os ntimeros naturais ainda re-
sistiram as investidas por algum tempo. Segundo varios matematicos da época nao seria
possivel construir tais nimeros".

Para LIMA (2010, p. 2), deve-se ao matematico, Giuseppe Peano (1858-1932), a estru-
tura axiomatica aos ntimeros naturais que se adota atualmente, e que consiste em quatro

axiomas que caracterizam os ndimeros naturais completamente:

1. Todo ntimero natural tem um sucessor, que ainda é um ntmero natural;
2. Numeros naturais diferentes tém sucessores diferentes.

3. Existe um dnico nimero natural 1 que nao é sucessor de nenhum outro
natural.

4. Se um conjunto de ntimeros naturais contém o nimero 1 e contém também

o sucessor de cada um dos seus elementos, entao esse conjunto contém todos



0s numeros naturais.

Deve-se ressaltar que o nome do conjunto numérico {1,2,3,...} é conjunto dos Nimeros
Naturais, e denota-se por N, exatamente por seu surgimento ser tao natural. Neste
conjunto sao definidas duas operacoes: Adicao e Multiplicacao.
Seja A : NXN— N, onde (m,n)—m + n, do seguinte modo:

m+1=s(m)
m + s(n) = s(n +m)

Seja M : NXN— N, tal que (m,n)—m.n, do seguinte modo:

m.l=m

m(n+1) =mn+m
A adicao é associativa, comutativa e ao acrescentarmos o zero no conjunto, a adicao
também terd elemento neutro. Ja a multiplicacao é associativa, comutativa, além do
nimero 1 ser o elemento neutro. Existe uma propriedade que relaciona as duas operacao

chamada de distributividade da multiplicacao em relagao a adigdo: m(n+p) = mn+ mp.

1.1.2 Conjunto dos Nimeros Inteiros

O conjunto dos Numeros Naturais é cheio de lacunas, ja que s6 é possivel fazer a
subtracao a — b, se, e somente se, a > b, ou seja, nao contemplava questoes envolvendo
a ideia de subtracao de niimeros naturais em que o minuendo é menor que o subtraendo.
No decorrer da evolucao, o comércio ja era uma realidade em sociedade e a nocao de
perdas e prejuizo figuravam no cotidiano do homem. E assim, os ntimeros naturais nao
eram suficientes para necessidade humana, nao havia a nocées de ntimero negativo nem
uma maneira de operar com eles. Todavia esses nlimeros eram necessarios, as subtracoes
a — b, com b > a deveriam apresentar solu¢oes. Segundo DOMINGUES(2003, p. 30)
para enfrentar essas questoes, foi preciso ampliar o conjunto dos niimeros naturais com
a juncao dos niimeros negativos, introduzidos a principio para possibilitar a resposta da
subtracao de quaisquer dois elementos de N. Esse passo gerou naturalmente a necessidade
de estender as operagoes e a relagao de ordem de N ao novo conjunto, formado pelos

nimeros naturais e os nimeros negativos.

Ideia intuitiva é que, por exemplo, todas as diferencas 0-1, 1-2, 2-3 ...de
alguma maneira sao equivalentes e representam o mesmo nimero, um novo
nimero que veio a ser indicado por -1. De maneira analoga se introduzem os
nameros -2,-3,-4,... . (DOMINGUES, 2003, p. 30)

Obtido esses novos ntimeros, é preciso ainda incorpora-los consistentemente ao conjunto

dos Numeros Naturais, ou seja:



i. Estender para o novo conjunto numérico, ouseja, Z = {..., —3,—2,—1,0,1,2,3, ...},
as operacoes adicao e multiplicacao de niimeros naturais;

ii. Estender a ideia de menor e maior a partir das ideias correspondentes em N

Depois de realizadas as extensoes referidas o conjunto Z é concebido como o sistema dos
niimeros inteiros. De certo que os niimeros naturais também sao chamados de inteiros

positivos. Pois N estd contido em Z.

Adicao e Multiplicacao de Nimeros Inteiros.

Em Z temos as operacoes fundamentais: Adicao e Multiplicacao. Estas operacoes per-
mitem construir novos numeros a partir de pares de nimeros dados, e sao essenciais para
o processo de contagem. Enquanto nos naturais a adigao possui 3 propriedades, em Z
acrescenta-se uma quarta, a existéncia do namero oposto. Ou seja, a + (—a) = 0,onde -

a é o oposto de a. A multiplicacdo agora tém outras possibilidades para os fatores, a saber.

ab>0, se a>0eb>0,
ab>0, se a<0eb<0,

ab = (1.1)
ab <0, se a>0eb<0,
ab<0, se a<0eb>0.
E importante nos inteiros interpretar os produtos -1. 1 = -1 e (-1).(-1) = 1. Uma inter-

pretacao para eles é dado abaixo.

Considere as grandezas a,2a,3a,4a, etc. o processo de acrescentar a pode prosseguir
indefinidamente. Mas, tomemos o caminho inverso, ou seja, subtrair a grandeza a de
cada um dos termos anteriores, obtendo: 3a,2a,a,0. E depois? Como prosseguir? Que
sentido atribuir a subtragdo 0 — a? ROQUE (2012, p. 246) afirma que Argand propos

uma construcao capaz de assegurar, alguma "realidade"a estes termos.

Consideremos uma balanca com dois pratos A e B. Acrescentemos ao prato
A as quantidades a,2a,3a,4a, e assim sucessivamente, o que faz a balanca
pender para o lado do prato A. Se quisermos, podemos retirar uma quantidade
a de cada vez, restabelecendo o equilibrio. E quando chegamos a 07 Podemos
continuar retirando estas quantidades? Sim, basta acrescenté-las ao prato
B". Atribuindo a nocao relativa do que "retirar"significa: retirar do prato
A significa acrescentar ao prato B. Deste modo, as quantidades negativas
puderam deixar de ser "imaginarias"para se tornar "relativas". ROQUE(2012,
p. 247)



A Representacao proposta por Argand, interpreta a multiplicacdo com nimeros negati-
vos, como, por exemplo, & multiplicacao por —1, passa a ser vista como uma reflexao em
relagdo a origem. Isto possibilita entender facilmente porque (—1) x (—=1) = +1, pois
basta observar que, apés a reflexdao de —1 em relacao a origem, obtém-se +1. O simétrico
de um nimero inteiro passa a ser a quantidade m que deixou a balanca em equilibrio, ou

seja, o numero inteiro m é simétrico de um ntmero n se m +n = 0.

1.1.3 Conjunto dos Niimeros Racionais

Historicamente os inteiros negativos nao foram os primeiros ntimeros a surgir dos na-
turais, as fragoes vieram antes (DOMINGUES, 2003, p. 8).
Para SMOLE(2010, p. 13), o surgimento dos niimeros racionais esta associado & nogao de
medidas. Independentemente do que estejamos medindo, medir significa "comparar duas
grandezas do mesmo tipo", para representar as medidas surgiram os nimeros racionais,
que sao também utilizados para representar quantidade nao inteiras e relacao como as que
aparecem na divisao de uma pizza ou nos problemas envolvendo escalas, convém lembrar
que os gregos usavam razoes para comparar grandezas de mesma espécie, e assim dois
segmentos sao ditos comensuraveis quando é possivel medi-los a0 mesmo tempo, com a
mesma unidade estabelecida. Nos niimeros inteiros, que ha representacao para fracoes
nas quais numerador nao é miltiplo do denominador.
A nocao intuitiva grega de comensurabilidade, responde a expressao nx — m = 0, assim
tendo a concepcao geométrica de razao é possivel descrever o novo nimero que foi cha-
mado de numero racional, onde neste conjunto cada niimero diferente de zero passa a ter
um inverso em Q, no entanto perde-se o principio da boa ordenacao!
Obtido esses novos ntimeros, é preciso ainda incorpora-los consistentemente ao conjunto

dos ntimeros inteiros, ou seja:

i. Estender para o novo conjunto numeérico, ou seja, Q = {¢,a € Zeb # 0 € Z},
as operacoes adicao e multiplicacao de niimeros inteiros.

ii. Estender a ideia de menor e maior a partir das ideias correspondentes em

Z.

Depois de realizadas as extensoes referidas o conjunto QQ é concebido como o sistema dos
nlimeros racionais. De certo que os ntimeros inteiros também sao chamados de racionais.
Ja que dado a € Z temos a = a/1 € Q, logo Z C Q.

! Principio da boa ordenacdo: Seja A um dominio ordenado, todo subconjunto ndo vazio de A limitado

inferiormente possui um menor elemento.



Adigao e multiplicacao de Niimeros Racionais.

No conjunto Q definiram-se as operagoes fundamentais de adi¢ao e multiplicagao.

a ¢ ad+bc

g_|-E_T,ondebed;«éO (1.2)
ac ab

ac _ab 1.
7 Cd,ondebed;«éo (1.3)

1.2 é chamadada de Adicao e 1.3 é dita multiplicacao.

A adicao preserva as propriedades de Z, ou seja, é associativa, comutativa, existe um
elemento neutro. Para cada r em Q existe —r em Q. Ja na multiplicacao as propriedades
associativa, comutativa e existéncia da unidade sao mantidas, e é acrescentada a propri-
edade da existéncia do inverso de um nimero racional nao nulo.

Em Q também é possivel observar a escrita decimal de seus elementos, através de uma
verificacao observa-se que quando o denominador é desprovido dos fatores primos 2 e 5 a

representacao decimal serd uma dizima periodica.

1.1.4 Conjunto dos Nuiimeros Reais

O grande desenvolvimento da Matemaética a partir da criagao do Calculo diferencial
no século dezessete colocou diante dos matematicos novos problemas que, para serem
melhor compreendidos e solucionados, requeriam uma fundamentagao mais rigorosa do
conceito de nimero. Esta tarefa foi empreendida pelos matematicos do século dezenove.
HEFEZ (1997, p. 22) afirma que o primeiro a idealizar um método para a construc¢ao dos
nimeros inteiros negativos e dos niimeros racionais a partir dos niimeros naturais foi Karl
Weierstrass. E argumenta que foi bem mais sutil e profunda a construcao dos niimeros
irracionais, a partir dos ntimeros racionais, isto foi conseguido independentemente por
Georg Cantor e Richard Dedekind por volta de 1870. Os niimeros irracionais ja eram
conhecidos pelos pitagoricos, pois 0s gregos utilizavam a noc¢ao de comensurabilidade
entre duas grandezas.

Dois segmentos a e b sao ditos comensuraveis se existir uma unidade de
comprimento que mecga, de maneira exata, ambos segmentos. Isto ¢, dados
dois segmentos comensuraveis a e b, existe um segmento u e nimeros inteiros

p e q tais que a = pu e b = qu. A razao de a por b é g. (AVILA 2003, p. 47 )

A crenga dos pitagéricos na qual quaisquer dois segmentos seriam comensuraveis, foi
abalada com a descoberta de um par de segmentos nao comensuraveis. Isso ocorreu
quando eles estudaram a razao entre a diagonal e o lado de um quadrado. O fato de a
diagonal e o lado de um dado quadrado néo serem comensuraveis é equivalente a v/2 nao

ser um nimero racional. Realmente, se tomarmos um quadrado de lado, digamos, 1, pelo



Teorema de Pitagoras, o quadrado de sua diagonal serd igual a 2. Assim o sistema dos
nimeros racionais apresentava lacunas, ao pensarmos em uma reta dos racionais essa reta
teria "buracos"ao longo de toda sua extensao, como o sistema foi concebido para medir,
esses buracos deveriam ser preenchidos. Neste ponto estrutura-se o conjunto dos ntimeros
irracionais. A inspiracao de Dedekind para a fundamentacao do conjunto surgiu da Teoria

das Proporc¢oes de Eudoxo?, na qual Dedekind cria o conceito de corte.

Um corte de Dedekind é um par ordenado (A, B), no qual A e B sao
subconjuntos nao-vazios de niimeros racionais, tais que A nao possui elemento
méximo, a uniao de A e B é o conjunto de todos os racionais e, dados x em A

e y em B quaisquer, z < y. ([3])

Em cada caso em que ha um corte (A, Ay) que ndo é produzido por qualquer nimero
racional, Dedekind criou um novo nimero a, irracional, que serd considerado como com-
pletamente definido por este corte; assim diz-se que este nimero a corresponde ao corte,
ou ¢é por ele produzido. Com estas afirmacgoes Dedekind, completa a reta numeérica, e
fundamenta o conjunto dos niimeros Reais, como um corpo completamente ordenado, e
defini o conjunto I dos irracionais, tal que R = Q UTI. O conjunto dos nimeros R possui
as operacoes de adi¢ao, multiplicagao, relacao de ordem entre seus elementos, e satisfaz o
principio da boa ordenacao, no entanto equacoes do tipo 22 + 1 = 0, nao possuem solugao
em R.

’Diz-se que quatro grandezas estio na mesma razdo, a primeira para a segunda e a terceira para
a quarta se, quando eqiiimultiplos quaisquer sao tomados da primeira e da terceira e eqiiimultiplos
quaisquer da segunda e da quarta, os primeiros equimultiplos sao ambos maiores que, ou ambos iguais a, ou
ambos menores que, os ultimos equimultiplos considerados em ordem correspondentesy. BONGIOVANNI
(2005,pag 96).



Capitulo 2

O corpo dos Niimeros Complexos

2.1 Como surgiram os niimeros complexos

Como foi tratado ao final do capitulo 1, algumas equagoes algébricas no ambito dos
numeros reais nao possuiam solucao em R.
A histéria aponta como fato crucial para a iniciativa da abordagem acerca dos nimeros

complexos, o estudo das equagoes do 3° grau.

De certo que equagoes do segundo grau com discriminante negativo nao
tinham solucao R, e nesse ponto se encerravam as discussoes, mas quando Tar-
taglia descobriu uma férmula que resolvia as equacoes do 3° grau, e Bombelli
considerou a equacao z3 — 15z — 4 = 0, e utilizou a formula de Tartaglia para
encontrar a solucao, ¢ que os matematicos se propuseram a fundamentar o
conjunto com ntumeros onde se pudesse ter raiz quadrada de ntimero negativo.

ROQUE(2012, p. 172)

Leonhard Euler (1707-1783), introduziu a notagao i = y/—1 e identificou as raizes da
equacao z" = 1 com os vértices de um poligono regular de n lados. Além de definir a
funcio exponencial no conjunto dos niimeros complexos, pela formula: e = cosf) +isend.
Carl Friedrich Gauss (1777-1855) foi quem introduziu a denominag¢ao niimero complexo.
Em sua tese de doutorado, Gauss provou, o Teorema Fundamental da Algebra, que afirma
que toda equagao algébrica definida sobre C admite pelo menos uma raiz. Deve-se também
a Gauss a representagao geométrica dos niimeros complexos, associando as suas partes
real e imaginaria, respectivamente, a abscissa e & ordenada de pontos do R?. Jean Robert
Argand(1768-1822) investigou, as grandezas que satisfazem a propor¢ao +1 : +x :: 4z :

—1 e encontrou a resposta por meio do seguinte diagrama:

segmentos KA e KI sao entendidos, respectivamente, como segmentos di-

recionados de K para A e de K para I e representam as grandezas unitarias



Figura 2.1: Diagrama de Argand.

positiva e negativa. Em seguida, traca-se uma perpendicular EN a reta que
une [ a A. O segmento KA esta para o segmento direcionado KE assim como
KE esta para KI; e KA estd para o segmento direcionado KN assim como
KN estd para KI. Logo, a condigao de proporcionalidade exigida acima para
a grandeza x é satisfeita por KE e KN. (ROQUE, 2012, p. 248)

Decorre desta interpretagao que as grandezas geométricas que satisfazem & proporgao
requerida sao, portanto, KE e KN, que podem ser vistas como representacoes geométricas
de +i e —i. Este diagrama mostra que devemos tomar a multiplicagao por ¢ como uma
rotacao do segmento orientado no plano onde o zero é o centro de rotacao, o ponto que
organiza o giro. Nos nimeros complexos ha uma relacao de ordem, ou seja, nao se pode

dizer que um ntimero complexo é maior do que outro.

2.2 O corpo dos Numeros Complexos

Definimos o corpo dos ntimeros complexos como sendo o conjunto:

C={(z,y);rcRy e R} (2.1)

Onde definimos as seguintes operacoes de adicdo e multiplicagdo: Seja z = (z,y) e
w = (a,b) € C, entdo:

z4+w=(xr+a,y+Db) (2.2)

zw = (xa — yb, b + ya) (2.3)

1. Observacao. A adi¢ao acima é simplesmente a adi¢ao de vetores em R? enquanto
que a multiplicacao tem uma interpretacao geométrica mais elaborada que veremos

na secao 2.4.
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O conjunto R? com as operacoes acima definidas sera denotado por C, e seus elementos
serao chamados de nimeros complexos.

O namero complexo (0,0) sera denotado simplesmente por 0 e o niimero complexo (1,0)
por 1.

Para cada z = (z,y) € C, defini-se:

a. —z = (—z,—y)
b. Z_l = (xQxTyQ,ﬂi—eryz) se 27&0

Proposicao 2.1. As sequintes propriedades se verificam para quaisquer z,w, t € C

Ay z+ (w+1t) = (2 +w) + t (associatividade da adi¢ao)

Ay z+w =w + z (comutatividade da adigao)

Az 0+ z =z = z+ 0 (existéncia elemento neutro da adigao)
Ay z+ (—2) =0 (existéncia do elemento simétrico da adicao)
My z(wt) = (zw)t (associatividade da multiplicagao)

M, zw = wz (comutatividade da multipli¢ao)

M; 21 = z (existéncia do elemento neutro da multiplicagao)
M,y zz7!' = 1Vz # 0(existéncia do inverso multiplicativo)

AM z(w +t) = zw + zt (distributividade da adi¢do em relagdo a multiplicacao)
Indicamos [14] para a demonstragio das propriedades da adigao.
Tendo definido as operacgoes de adicao e multiplicacao em C, defini-se as operacoes de
subtracao e divisao.
z—w=2z+(—w) (2.4)

zjw=zw, Yw #0 (2.5)

além disso, a potenciacao também é definida de maneira usual:

=1, "=z.zez "=z 2 sez#£0(n>1) (2.6)
N =~
n n

Decorre de Propisicao 2.1 que todas as propriedades das operacoes aritméticas de nlimeros
reais sao validas para ntmeros complexos.
Um conjunto no qual estao definidas uma operagao de adigao e uma operacao de multipli-
cacao satisfazendo as propriedades mencionadas na Proposicao 2.1 é chamado de corpo.
O namero complexo (z,0), com x € R serd simplesmente representado por z. Note que

isto estd de pleno acordo com o que ja fizemos com o elemento neutro 0 e o elemento

11



unidade (1,0). Deste modo. Considere o produto (0,1)* = (0,1)(0,1) = (—1,0) = —1,
ou seja, o numero —1 possui uma raiz quadrada em C. o nimero complexo (0,1) é

denominado por ¢ e é chamado de algarismo imaginario. Assim
z=(z,y) = (z,0) + (0,y) = 2(1,0) + y(0,1) = = + yi (2.7)

Esta expressao recebe o nome de forma algébrica de z.
Com a forma algébrica nao é necessario memorizar as definicoes de z 4+ w e zw dadas em

2.2 e 2.3, basta usarmos algumas propriedades da adicao e da multiplicacao em € C ja

apresentadas.
z+w=x+iy+a+bi=z+a+ (y+b) (2.8)
2w = (2 + yi)(a + bi) = za + ybi* + (zb+ ya)i = za — yb + (xb + ya)i (2.9)

A forma algébrica é uma importante representacao para os numeros complexos. Para
LIMA (2006, pag 161), Um ntimero complexo é um niamero da forma x + yi, com x e y
reais e i = v/—1. A interpretacao geométrica dada por LIMA (2006, p. 161) estéa descrita

abaixo:

Fixando um sistema de coordenadas no plano o complexo z = = + yt
é representado pelo ponto P = (z,y). o ponto P é chamado de imagem do
complexo z. Como a correspondéncia entre os complexos e suas imagens ¢ uma
bijecao, frequentemente identificamos os ntimeros complexos e suas imagens
por (z,y) = x + yi. O plano no qual representamos os complexos é chamado

de plano e Argand - Gauss. (LIMA 2006, p. 161).

Decorre da interpretacao do ntimero complexo z = x + yi, como par ordenado que os
complexos z = x + yi e w = a + b sao iguais se, e somente se, © = ae y = b. Em
particular x 4+ yi = 0 entao x = y = 0. As poténcias de 7 apresentam um comportamento
na qual as poténcias se repetem em ciclos de periodo 4. De fato, i° = 1, i! =1, i* = —1,

3

B =i*=—ieit=i%" =1

2.3 Conjugado e Valor Absoluto

Dado um ntimero complexo z = a + bi, definimos a parte real e a parte imaginaria
de z por Re(z) = a e Im(z) = b, respectivamente. Quando Re(z) = 0, dizemos que z &
imaginario puro.

Como um namero complexo z = a + bi é o par ordenado (a,b) podemos representa-lo
graficamente como o ponto do plano cartesiano de abscissa = e ordenada y. Figura 2.2.

Neste contexto, chamamos o plano cartesiano de plano complexo, ou Argand-Gauss, e o

12



Im

Figura 2.2: Plano Complexo Figura 2.3: soma e subtracao

eixo = de eixo real, e o eixo y de eixo imaginario.

Abaixo indicamos as interpretacoes graficas da adicao e subtracdo de nimeros complexos,
definidas em 2.4 e 2.8.

Sejam, Z1 = a+bi e zo = c+ di dois complexos cujas imagens geométricas
sao P, e Ps, respectivamente. O complexo z = z; + z tem afixo P tal que,
5P — OF + OF. 5. OF. OF
OP = OP, + OP, onde OP, OP;, OPF; sao vetores. Ja w = 29 — 21, tem

T
afixo @), cujo vetor é paralelo a diagonal e possui o mesmo médulo de P, P;.
(IEZZ1,1993, p. 30)

Dados dois ntimeros complexos w e z, a distancia entre w e z ¢ definida por |w — z|.
Definimos o conjugado de um ntimero complexo z = x+yi como sendo o nimero complexo

z = x — yi. Graficamente, Z é o ponto do plano complexo obtido através de uma reflexao
de z em torno do eixo real.

Im |}
b @ rrrnrrnraneaneaaas .Z:a+b|
a Re
_b0 .................... ) Zza—bl

Figura 2.4: Conjugado de z

Proposicao 2.2. As sequintes propriedades se verificam para quaisquer z,w € C

a. zZ=z,ztw=z+wezw =72

13



b. (2)=2Zsew#0

w

g |

c. z+2zZ=2Re(z), z—Z = 2ilm(z)
d. 2eR+=7z=12
e. z é iImaginario puro<= z = —z

f.zr=2"
O valor absoluto de um nimero complexo z = = + yi é definido por /2 4+ y2. (15)
Graficamente, o niimero real nos d4 o comprimento do vetor correspondente a z no plano

complexo.

Im |}

Figura 2.5: maddulo de z

Proposicao 2.3. As sequintes propriedades se verificam para quaisquer z,w € C

a. Re(z) <|Rez| < |z|, Imz < |Imz| < |z]

b. |2|* =2Z e |z| = |7 e |2w| = |2||w]|

c. |2]= %,Se w #0

d. |z+w| < |z| + |w]

e. |2+ 1] = |[2] - u]

2. observacao. A desigualdade d. é conhecida como desigualdade triangular.

2. Indicamos [14] para detalhes sobre as demonstracoes das proposigoes 2.2 e 2.3

Se z # 0 a proposicao 2.3 b. implica que 27! = %, em particular 271 =z, se |z| = 1.
A identidade mostra que z e z~! se comparam graficamente: 2z~ aponta na direcdao de Z

e tem valor absoluto z~! = |71‘
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2.4 A Forma Polar

Consideremos um nimero complexo z = x + yi # 0. Seja 6y o angulo que o eixo real
positivo forma com o vetor correspondente a z no sentido anti-horario.
Como cosfy = 7 e sinfly = %, temos que z = |z|(cosby+isinby). Assim é sempre possivel
representar z na forma z = |z|(costy + isinfy) onde 0y € R.
A representacao é chamada representacao polar de z. Se # € R & satisfaz. dizemos que
6 é um argumento de z. Assim 6, é um argumento de z, entretanto qualquer # da forma
Oy + 2km, com k inteiro, também satisfaz a forma polar, em particular z possui infinitos
argumentos. Por outro lado, se # satisfaz a forma polar entao costly = cosf e siny = sin 6
o que implica 0y + 2k7 para algum k inteiro. Assim o conjunto de argz de todos os
argumentos de z é dado por arg z={0y + 2km: k € Z}. denotemos o tinico argumento de
z que pertence ao intervalo (—m, 7| , como argumento principal e escrevemos Arg z.
A identidade z = |z|(cos Argz + isin Argz). E chamada forma polar de z.
Sejam z = |z|(cos@ + isinf) e w = |w|(cosy + isiny) representagoes polares de dois
ntimeros complexos nao nulos z e w. Vamos agora obter representacoes polares para 2~

e zw:
27t = |27 (cos —0 + dsin —0) (2.10)

2w = |z||w|(cos (6 + ¢) +isin (6 + ¢)). (2.11)

3. Observacao. Esta igualdade nos da a interpretacao grafica do produto de dois ni-
meros complexos: zw tem valor absoluto |z||w| e tem 6 + ¢ como um argumento.

Definindo —A = {—a,a € A} e A+ B ={a+bac Aebe B(A,B € C}. Decorre
das formulas 2.10 e 2.11 que arg(z~') = —argz e arg(zw) = argz + argw. Porém nao é
sempre verdade que Arg(z~') = —Argz nem Arg(zw) = Argz + Argw. Ainda de 2.10 e
2.11 temos que: 2" = |z|"(cosnf + isinnf) Vn € Z. No caso em que |z| = 1, a igualdade

nos diz que:
(cos(nB) + isin(nh))"™ = cosnb + isinnf (2.12)

Esta igualdade é conhecida como a formula de Moivre.

2.5 Extracao de Raizes

Dado um niimero complexo w e um nimero natural n > 1. Dizemos que z € C é uma
raiz n-ésima de w se z" = w.
Se w = 0, é claro que z = 0 ¢é a tGnica solucao da equacao 2" = w. logo o ntmero 0 possui
uma tUnica raiz n-ésima que é o préprio 0. Veremos a seguir que se w # 0 entdo existe

exatamente n solucoes distintas da equacao 2" = w.
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Teorema 2.1. Fize n € N*. Todo numero complexo nao nulo w possui exatamente n

raizes n-ésimas complexas distintas, a saber:

=1,2,.n (2.13)

o/Tal[cos Arg(w) + 2km 4 isin Arg(w) + Qkﬂ'] i

n n
Demonstra¢ao:A primeira condicao é satisfeita precisamente quando |z|=<{/|w|, en-
quanto, as duas tultimas sao satisfeita quando nf = ¢ + 2km com k € Z, isto ¢ 6 = %2]”,
com k € Z. Assim, as raizes n-ésimas de w sao os nimeros z para k € Z. fazendo
k =0,1,...,n — 1 obtemos raizes distintas n-ésima de w. Entretanto, os demais valores

de k nos dao repeticoes das raizes zy, 21, ...2,_1. De fato, tome k € Z arbitrario, escreva

_ 2k p2rm42qnm _ p+2rm
- n - n - n

k=gn+rcomqgeZel<r<mncomo,d

+ 2qm vemos
que zx = 2, € 20,21, ...2n — 1.
A raiz n-ésima de w obtida fazendo k = 0 em (22) é chamada de raiz n-ésima principal

de w . A notacao Yw é resevada para esta raiz.

4 Observacao. Todas as n raizes n-ésimas de w possuem o mesmo modulo, a saber
|z|= {”/m logo, elas sao representadas por n pontos sobre uma circunferéncia com
centro na origem e raio |z|={/|w].

Além disso, estes pontos estdo igualmente espacados ao longo desta circunferéncia

devido a relagao de seus argumentos.

Exemplificando: Resolver a equacao % + 64 = 0.

Sendo = € C, temos que x = y/—64, sabendo que —64 = 64(cos (7 + 2k7)+isin (7 + 2kT).
Concluimos que z = 2(cos (£ + &%) + isin (£ + %), tomando k =0, 1,2, ...5 encontramos
a raizes do problema. O conjunto solugao é representado pelo hexagono regular da Figura
2.6.

Figura 2.6: Conjuto da raizes

2.6 Exponencial

Da equacao 2.10, sabemos que zw = |z||w|(cos (6 + ¢) + isin (0 + ¢)), por outro lado

sabemos que: e(*t!) = e’e!. entdo facamos e = cosy + isiny, uma interpretacio para
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e®. Além disso, temos as propriedades:
i e =1

ii. e¥.e® = eletv)

iii. e7% = (e”)7!

Motivados por estas consideracoes, temos a seguinte definicao:

Definicao 2.1. Dado um niumero complexo z = x + iy, a exponencial de z € dada por

e* = e*(cosy + isiny).

w

Proposicao 2.4. Para quaisquer z,w € C temos que e = e¥ se, e somente se z =

w + 2k7i para algum k € Z

Na secao 2.4 vimos que todo ntimero complexo nao nulo z tem uma representacao polar

z =r(cosf+isinf), onde r = |z| e § ¢ um argumento de z. Com a nogao de exponencial

esta igualdade pode ser escrita de forma mais econoémica, a saber, z = re®

Observasse também que as n raizes n-ésimas de um ntimero complexo nao nulo w podem
. . . n iA'r'g’w+2k7r
ser escritas da seguinte maneira: {/|wle n  ,parak=0,1,...,n—1.
: o , ~ i 2km
Em particular, as n-ésimas do niimero 1 sao dadas por { =¢e'» para k=0,1,....,n — 1.
Notemos também que as n raizes n-ésimas de w podem ser obtidas multiplicando-se a raiz

n-ésima principal {/w de w pelas raizes n-ésimas da unidade.
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Capitulo 3
Funcoes Hiperboélicas

Definicao 3.1. Chamaremos de funcoes hiperbdlicas as funcoes definidas abaizo:

et—e”t

a. Seno HiperbolicooR — R, onde sinht =

—t

b. Cosseno Hiperbilico:R — R,onde cosht = et+Te

et—et

et+et

c. Tangente Hiperbolico:R — R, onde tanht =

Uma justificativa para essa nomeclatura e o fato de que se tomarmos x = cosh (t) e
y = sinh () teremos x? — y? = 1, portanto a curva v : R — R?%; y(t) = (2(t),y(t)) é uma

parametrizacao do ramo direito da hipérbole equilitera 22 — % = 1

Proposicao 3.1. cosh ¢ uma fung¢ao par, sinh e tanh sao impares.

Demonstracao. De fato, Vo € R, temos cosh (—z) = e_z;ez = cosh z, logo coshz é par.
Para sinh (—z) = “¢ = 7(6156%) = —sinh z, logo sinh x é impar. De modo analogo é
possivel mostrar a paridade das outras funcoes. O

3.1 Consequéncias da definicao das funcoes hiperboli-

cas

Proposigao 3.2. Considerando x € R. Se x # 0 entdo coshx > 1

Demonstracao. Se x = 0, segue que cosh( = % = 1. Seja x € R, tal que = # 0,
e sabendo que (e® — 1)? > 0, deste modo temos €** + 1 > 2¢%, como e > 0 Vz € R,

ef4e "

5 — > 1, ou seja, coshx > 1. O

conclui-se que

Proposicao 3.3. Considerando x € R. Se x < 0 entao sinhxz < 0 e tanhxz € ] —1,0].
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Demonstracao. Se x < 0, entao —x > 0 e deste modo e* < e™”, logo e — e < 0, ou

ef—e” "

2

Sabendo que —e™* < e7*Vz € R, segue que ez_;ﬂ < 6”26%, ou seja, sinhx < coshxVx €

R. Segue da defini¢ao 3.1, que [tanhz| < 1 e deste modo,—1 < tanhxz < 1. Segue da

seja, < 0, portanto sinhz < 0.

proposi¢ao 3.1.2, que coshz é estritamente positivo, portanto o sinal de (tanhx) é igual

ao sinal (sinh z), e portanto para r < 0, tem-se tanhx € | — 1,0]. O

Proposigao 3.4. Considerando x € R. Se x > 0 entdo sinhxz > 0 e tanhx € )0, 1].

Demonstracao. Se x > 0, entao —x < 0 e deste modo e™* < €7, logo e — e > 0, ou

ef—e "

2

Sabendo que —e™* < e7*Vz € R, segue que ez’;_z < 6”26_1, ou seja, sinhx < coshxVx €

R. Segue da definigao 3.1, que [tanhz| < 1 e deste modo,—1 < tanhz < 1. Segue da

seja, > 0, portanto sinhx > 0.

proposicao 3.1.2, que coshz é estritamente positivo, portanto o sinal de (tanhx) é igual

(sinhz), e portanto para x > 0, tém-se tanhz € ]0, 1[. O]

Lema 3.1. A fung¢do sinh : R — R definida por sinh (z) = ex_;_m € crescente.

Demonstracao.

Sejam, x e y € R, tal que x > y, facamos:

sinhz —sinhy = coer doe?
2 2
(e"TY 4+ 1)(e” — eY)
= 2ex+y
> 0

(3.1)
Pois, 2¢*™V > 0, (e +1) > 0 e (e* —eY) > 0. visto que a fungdo exponencial e

sabidamente crescente. O

3.1.1 Algumas Identidades das Funcoes Hiperbodlicas

Para as funcoes hiperbolicas, assim como nas funcoes trigonométricas, é possivel ma-
nusear as expressoes matematicas que as definem afim de encontrar outras expressoes as
quais denotar-se-a por identidade. abaixo segue uma lista de identidades para todo = e y

reais.

a. coshz +sinhz = ¢”
b. coshx —sinhx =e™*
¢. cosh?z — sinh?z = 1
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d. cosh (z + y) = cosh x cosh y + sinh z sinh y.
e. sinh (x + y) = sinh x cosh y + sinh y cosh .

_ tanhz4tanhy
f. tanh ($ + y) " l1+4tanhztanhy

Para as demonstragoes indicamos o livro "O Calculo com Geometria Analitica" de Louis
Leithold, 3° edicao, p. 514-527.

3.1.2 Formula de Moivre

A conhecida férmula de Moivre, proveniente da trigonometria, tem aplicacoes na tri-

gonométria hiperbolica, como mostra o teorema abaixo:

Teorema 3.1 (Formula de Moivre). Para quaisquer x € R, Vm € R wvale a igualdade:

(cosh x + sinh z)™ = cosh (mx) 4 sinh (mx) e (coshz — sinh 2)™ = cosh (mx) — sinh (mx)

Demonstracao. Sejax € R, das identidades hiperbolicas sabemos que cosh z+sinh z = e”.
Logo Vm € R (coshz + sinhz)™ = (%)™ = e™* = cosh (mx) + sinh (mx).
Do mesmo modo, sabendo que cosh z—sinh x = ¢, temos (coshz — sinhz)™ = (e7*)™ =

e~(Mm?) = cosh (mx) — sinh (mx) O

3.2 Resumo das Funcoes Hiperbélicas

Da identidade 3.1.1 alinea ¢, podemos relacionar as funcoes hiperbolicas com a hi-
pérbole equilatera unitaria centrada na origem dos eixo coordenados,tendo em vista a

parametrizacdo x = cosh (¢) e y = sinh (¢).

(cosht, sinht)

sinht @ -----------

cosht

cosh?t — sinh?¢ = 1

Figura 3.1: Hiperbole unitdria x®> —y*> =1
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3.2.1 Cosseno Hiperbdlico

Dominio, imagem, limites no infinito e grafico da fungao cosseno hiperbolico:

cosh: R — R

Expressao | Dominio | Imagem | lim, , ., coshz | lim, ., coshx
e R 11, +o0] +00 +00

Tabela 3.1: Funcao cosseno hiperboélico

Da Tabela 3.1 podemos fazer o esboco do grafico da funcao cosseno hiperbdlico.

3.2.2 Seno Hiperbélico

Dominio, imagem, limites no infinito e grafico da fun¢ao seno hiperbolico:

Da tabela 3.2 podemos fazer o esboco do gréafico da fun¢ao seno hiperbolico.

sinh : R — R
Expressao | Dominio Imagem lim, , o sinhz | lim, ., sinhx
e R ] — 00, +00] —00 +00

Tabela 3.2: Funcgao seno hiperbélico

(z,sinhz)

Figura 3.2: Grdfico do cosh

3.2.3 Tangente Hiperbdlico

Figura 3.3: Grdfico do sinh

Faremos nesta secao uma discurssao acerca da bijetividade da funcao tanh, tendo em

vista que ao tratarmos de nimeros perplexos na forma polar deveremos tomar a funcao

inversa da tangente hiperbolica, para encontarmos o argumento hiperboélico, o que s6 faré

sentido se tal fungao for bijetiva.

Da tabela 3.3 temos um esboc¢o do grafico da funcao tangete hiperbolico.
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tanh : R — R

Expressao | Dominio | Imagem | lim, . . tanhz | lim, , . tanhx
e R ]-11] ~1 1

Teorema 3.2. A func¢do tanh : R — (—1,1). € uma bijecdo.

Tabela 3.3: Funcao tangente hiperbélico

Figura 3.4: Grifico da Fun¢ao tanh

Demonstragao. A tabela 3.3 mostra que tanh é uma sobreje¢io, visto que I'm(tanh) =

(—1,1). Seja x ey € R tal que tanh(z) = tanh(y), Assim segue que:

tanhz = tanhy <

SO R

er —e® eY —e Y

et +e eV teV
e —1 e —1
e+ 1 e 41
220 = e

6227 — e2y

=y

Portanto tanh x é injetora. Deste modo concluimos que tanh é uma bijecao.

Vamos mostrar que tanh : R — (—1,1) é crescente
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Sejam z, y € R, tal que x > y temos:

er —e " e¥—eY

tanhx — tanhy = —

e* +e  e¥+teV

e —1 e¥—1

e 41 W41
2(e* — %)

(% + 1) (e + 1)

> 0

(3.3)

Pois, (e** +1)(e? + 1) > 0, por hipotese x > y, a exponencial ¢ sabidamente crescente,
e?® > %Y logo tanh x > tanhy.
Deste modo existe a funcio inversa tanh™ : (—1,1) —» R, dada por: y = tanhz < o =

tanh ™'y, assim y = zi:; o o2 — it_z P %111 }t_z
1.1
tankly = 5 ln T (3.4
-y
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Capitulo 4
Conjunto dos Niimeros Perplexos

O corpo dos ntimeros complexos é o terno matematico (R?, +,.), definido no capitulo 2,
onde fazemos a multiplica¢ao (a,b)(c,d) = (ac—bd, ad+ bc), foi também relatado naquele
capitulo as consequéncias orginadas desta forma de multiplicacao, onde uma interpretacao
geométrica no conjunto de todos os niimeros complexos que possuem mesma norma || z|| =
r, ¢ uma circunferéncia de centro na origem e raio r no Plano de Argand — Gauss.
Definiremos as seguintes operagoes em R?, onde u = (a,b) e v = (¢, d).

Adicao: + : R? x R? — R? que associa cada par (u,v) € R? x R? ao par ordenado
utv=(a+cb+d) R
Multiplicagao: ® : R? x R? — R? que associa cada par (u,v) € R? x R? ao par ordenado
u®v = (ac+ bd,ad + bc) € R?.
[gualdade

u=v<E=>a=ce b=d (4.1)

Observemos que a soma definida é a mesma soma, definida para os niimeros complexos e
que o produto difere apenas no sinal da primeira coordenada.
Ao terno (R?, +,®) chamaremos de conjunto dos ntimeros perplexos e denotaremos

por P
Tomemos 0 = (0,0) e 1 = (1,0) em P

Proposicao 4.1. As sequintes propriedades da adicao e multiplicacao se verificam para

quaisquer z,w, t € P
Ay) z4+ (w+t) = (2 +w) + t (associatividade da adigao)
Ay) z+w =w+ z (comutatividade da adi¢ao)
A3) 04z =2z =240 (ezisténcia elemento neutro da adi¢do)
Ay) z+ (—2) =0 (existéncia do elemento oposto da adi¢do)

M, 20 (wot)=(20w) Ot (associatividade da multiplica¢do)
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My z0w=w® z (comutatividade da multiplicao)
Ms; 201=10z= 2z com 0 # 1(existéncia do elemento neutro da multiplica¢do)

_ -1 _ ay —a2 ~ -1 _
M, Vz = (a1,a3) € P, com a1 # +ay se 27! = (m,m) entio z © z - =1

(existéncia do inverso multiplicativo)
MA 20 (w+t) = 20w+ 20t (distributividade da adi¢do em relagdo a multiplica¢io)
Demonstra¢ao. Como a adi¢ao coincide com a adigao nos complexos, indicamos [14] para
maiores detalhes nas demosntragoes das propriedades O

Demonstracao. Seja z = (a1, aq); w = (b, b2) e t = (c1,¢2), em P temos que:

Ml)(Z ® w) Ot (albl + CLQbQ, CL1b2 + Clle) ® (Cl, Cg)

(zoOw) Ot = (Jarby + asbs]cy + [a1by + asbi]ca, [a1by + agbs]co + [a1ba + azbi]cy)

(zoOw)Ot = (Jlarbi]er + [arba]co + [agbs]cr + [agbi]ca, [ai1bi]ca + [a1bs]cr + [agbs]cs
+ [asbi]cr)

(zOw) Ot = (ai[bicr + baca] + aslbacy + bica], a1[bica] 4 baci] + az[baca + bici])

(zOw)Ot = (a1,a2) ® (bicg + baca, bacy + bics)

zow)ot = 20 (wot)

M) (z ®w) = (ar1by + agby, a1bg + agby) = (bray + baag, biag + beay) = w © 2

M3) Tomemos 1 = (1,0), facamos z®1 = (a1.14+a9.0, a1.0+as.1) = (a1, a) = 2z, Vz € P

My) Vz € P, com a; # +as existe o perplexo 27! tal que z© 271 =1

Seja 27! = (x,y) tal que 2 ® 271 =1, assim (ay,a2) ® (z,y) = (1,0) se, e somente se;

(a1 + agy, asx + a1y) = (1,0) <= Mz +azy =1 = =5 ey= 5% 0que
asx + a1y = 0. Tz T

mostra a existéncia do inverso multiplicativo quando a; # +as

MA)z® (w+t) = (a1, az) © (by + ¢1, by + ¢2)
2O w4+1t) = (ar[by + 1] + aslbs + 2], az[by + 1] + a1[bs + ¢2])
2@ (w+1t) = (a1by + asbs + ajc; + agca, asby + a1be + asey + aycs)
2O (w+1t) = (arby + agbs, ashy + aiby) + (aici + azcy, aser + aica)
2O(w+t) = 20w+20t

]

Chamamos de perplexo real ao nimero z = (a,0), para todo a € R, a representacao
afirma que todo nimero real é considerado um ntimero perplexo.

Tomemos a operagao z + (—w) e a representemos por z — w, esta operacao recebe o nome
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de subtracao em P.

De M, resulta que dado u = (a,b), tal que |a| # |b|, entdao o inverso do ntimero perplexo
/ - -1 _ (_a —b :

u & o nlimero u™" = (=%, 53 ), deste modo consideremos um perplexo v que possua

inverso multiplicativo, e facamos © ® v~! e a representemos por 2 esté operagao recebe o

nome de divisao em P. Assim:

- _1_3_(ac—bd bc—ad)
fe T e R R

(4.2)
Definimos também as poténcias em P: ¥V n € N, facamos ©* =1 e u" = v ® u™ L.
Sem prejuizos para o entendimento da operacao a ser utilizada, mudaremos o simbolo

representativo da multiplicacao, ou seja, u ® v = u.v

4.1 Forma Algébrica de um Numero Perplexo

Para os ntimeros complexos, a forma algébrica ¢ dada por z = x + yi, onde 2 = —1,
facamos entao para os niimeros perplexos as seguintes observacao.
Denotemos por unidade perplexa o niimero p = (0, 1).
Sejam a e b, numeros reais, entdo a +b = (a +b,0) = (a,0) + (b,0).
Fazendo entao a ® b = (ab,0) = (a,0).(b,0).
p?=(0,1).(0,1) = (1,0) = 1, logo no perplexos p? = 1.
c.(a,b) = (¢,0).(a,b) = (ca, cb) = ¢(a,b)
Assim como os ntmeros complexos cada numeros perplexo u pode ser representado no
plano cartesiano, onde no eixo das abcissas representaremos a primeira coordenada que
serd chamada parte real de u, e no eixo das ordenadas representaremos a segunda coor-

denada de u que serd chamada de parte perplexa. Temos assim o plano perplexo

A
Pe

a Re

Figura 4.1: Plano Perplexo.

Proposicao 4.2. Todo u = (a,b) € P pode ser escrito na forma uw = a + bp.
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Demonstracao. Seja u = (a,b) € P, segue das observagoes acima, as quais mostram que
as defini¢oes da adicao e multiplicacao em P para ntimeros reais coincidem com a adicao e
multiplicacao definidas em R, desde modo, o niimero perplexo escrito como par ordenado

= (a,b), pode ser escrito como u = (a,b) = (a,0) + (0,0) = a + b(0,1) = a + bp O

De posse desta forma nao precisamos memorizar as definicoes da adicao e multiplica-
Gao.
De fato, basta usar algumas propriedades da adicao e da multiplicacao em P ja apresen-
tadas:
Se u =a+ bp e v = c+ dp sao nimeros perplexos, entao
ut+v=(a+bp)+(c+dp)=a+c+bp+cd=(a+c)+ (b+d)p
u.v = (a+bp).(c + dp) = ac + bpc + adp + bdp? = (ac + bd) + (bc + ad)p

Exemplo 1. Podemos observar que p” = 1 para n par ou p" = p, quando n é impar.
De fato, temos que p? = 1, se n = 2k entdo p" = p?* = (p?)¥ = 1. Caso n = 2k + 1, temos
pr=ptl = —1p=p

Exemplo 2. Dados dois ntiimeros perplexos, u = 3+ 5p e v = —5 4+ 7p. Vamos efetuar
as seguintes operacoes

(@) u+v=0B84+5p)+(=5b+T)=B—=5)+(B+T7T)p=-2+12p
(b) u—v=B8+5p) —(=5+Tp)=B+5)+(B-Tp=8—2p

(¢) wv = (3+5p)(—H+7p) = —15+21p—25p+35p* = —15+ 35+ (21 — 25)p = 20 — 4p
(@) %= BN 4 BT, s, 0 ey,

)
)
)
(e) Asomal+p*+pd+p'+p°=1+1+p+1+p=3+2p

4.2 Conjugado de um Numero Perplexo e o Simétrico

em relacao & Bissetriz dos quadrantes impares.

Dado um ntimero perplexo u = (a,b) = a+bp, definimos a parte real e a parte perplexa
de z por Re(u) = a e Per(z) = b, respectivamente. Quando Re(z) = 0, dizemos que z é
perplexo puro.

Como um nimero perplexo z = (a, b) = a+bp é o par ordenado (a, b), podemos representa-
lo graficamente como o ponto do plano cartesiano de abscissa a e ordenada b, ou como o

vetor que liga a origem a este ponto Figura 4.1.
Definimos conjugado de um ntmero perplexo z como sendo o nimero perplexo o

z = (a, —b) = a—bp, graficamente o conjugado é obtido por uma reflexao sobre o eixo real.

Definimos o perplexo simétrico de z e denotemos por u* = (b,a) = b + ap, graficamente
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Pe

u =0b+ap

u=a+bp

¢----4

Figura 4.2: Imagem de u Figura 4.3: Imagem de u*

o perplexo simétrico é obtido pela reflexao de z em torno da bissetriz dos quadrantes

impares.

Proposicao 4.3. As sequintes propriedades se verificam para quaisquer u, v € P.

o) u=u,du=du,utv=utveu®OU=u®Dv

) @) =

¢) u+u=2Re(u) e u —u = 2pPer(u)

SN

, desde que v admita inverso.

d) u eR<=u=1u
e) u € um perplezo puro se,e somente se U = —u

f) u®u=a*— b

Demonstracao.

a. Sejau=a+bpentdou=a—bp, entdou=a —bp =a+bp = u;
a'u = da+dabp =da—dbp=d(a—bp) = du;
utv=(atc)—(bxdp=(a—bp)L£(c—dp)=u+7T

u®v = ac+ bd — (ad + bc)p

u®v = ac+ bdp* — (ad + bc)p

u®v=a(c—d)+ (c—dp)bp

u®v=((a—bp)(c—dp)=u0Ov

b) Vamos primeiro mostrar que u~—! = (u) ™!, para u invertivel e posteriormente a propri-

edade segue imediatamente de a.

-1 _ a b x -1 _ a b - .
Ut = =t — 7Ep entao uT! = %5 4 —25p, por outro lado, uw = a — bp e assim

(W)~ = 2% + —2mp, ou seja, u~L = (W)~ Como (%) =w T =uv T =u.(v)! =
c)u+u=a+bp+a—bp=2a=2Re(u)eu—u=a+bp—a+bp=2bp=2pPer(u)

<l
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d) Se u € Rentao u =a+0p, logou=a—0p=a=u. Casou="uentdoa+bp=a—0bp
entao b = —b <= b =0, logo u = a e assim u € R.

e) u é um perplexo puro entdo u = bp logo © = —bp = —u. Caso & = —u entdo
a—bp=—a—bp, logo a = —a <= a = 0 portanto u ¢ um perplexo puro.
f) u®u = (a+bp)(a—bp) =a*— (bp)* = a — b* O

Proposicao 4.4. As sequintes propriedades se verificam para quaisquer u, v € P

c. ut = —u*

Demonstracao.

a) Seja u = a + bp entao p(a + bp) = pa +bp* =ap+b="b+ ap = u*.

b) pelo item a. pu = u*, como p é invertivel, fagamos p(pu) = pu* = (u*)* logo u = (u*)*.
Sabendo que (a'u)* = (d'a+ a'bp)* = d'ap+ a'b = da’(ap + b) = a’u*. Tomando (u+v)* =
((atec)+ (bxdp)* =(axe)p+ (btd) = (ap+b) £ (cp +d) = u* £ v*; Por fim,
(u.v)* = [(ac + bd) 4+ (ad + be)p]* = (ac + bd)p + (ad + be), por outro lado, u*.v = (b +
ap).(c+dp) = (be+ad)+(ac+bd)p e também u.v* = (a+bp)(d+cp) = (ad+bc)+(ac+bd)p,
portanto (u.v)* = u*.v = u.v*.

c)u* = (b4 ap) = b — ap, por outro lado, —u* = —(a — bp)* = —(ap — b) = b — ap, logo

ur = —ur. O

Proposicao 4.5. Para quaisquer numeros perpleros u e v as representagoes $Go equiva-

lentes:
a) uv = (ac+ bd) + (ad + be)p
b) uw.v=av+ bv*

Demonstracao. De fato, fagamos u.v = ac+bd+ (ad+bc)p < u.v = ac+ adp+bd+ bep <
uv = a(c+ dp) + b(d + cp) = av + bv*. O

Exemplos 1. Vamos encontrar o simétrico do ponto (3, 4) em relacdo a bissetriz dos

quadrantes impares.
Solucao. O ponto (3,4) = 3+ 4p, logo o simétrico é (3,4)p=3p+4=4+3p=(4,3) O

Exemplos 2. Dados dois ntimeros perplexos, u = 3 + 5p e v = —5 + 7p, Temos:
(a) u=3—bpev=—-5—-"Tp
(b) u4+u=(3—5p)+(3+5p) =6
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(c) (3 — 5p)(—5 — Tp) = —15 — 21p + 25p + 35 = 20 + dp
(d) wT=(3+5p)(3—5p)=32—52=9—25=—16
(e) (wv)*=vu*v=0b+3p)(-5+Tp) =-25+21+(35—15)p=—4+20p

N
<
I

4.3 Divisores de zero em P.

Vimos que u.w = a® — b?, entdo se |a| = |b] entdo w.w = 0, com u # 0 isso mostra que
existem numeros perplexos nao nulos cujo produto é igual a zero, esses niimeros serao
chamados divisores de zero.

Sejam By = {(x,y); y =x} e By = {(z,y); y = —x} as bissetrizes do plano perplexo.

Teorema 4.1. Dados u e v nimeros perplexos nao nulos, entao u.v = 0 se, e somente
se, (u,v) € By X By ou (u,v) € By X By

Demonstracao. A demonstracao sera feita em duas etapas:
T: Sejam u e v nimeros perplexos nao nulos, tal que u.v =0
H: (u,v) € By X By ou (u,v) € By X By.
{ ac+bd =0
u.v = (ac+ bd) + (ad + bc)p = 0+ Op < , onde {(a,b), a#0oub#0} e
ad+bc =0
{(¢,d), ¢ # 0oud # 0}, sem perda de generalidade tomemos a, ¢ # 0, segue que a = ’de,
susbtituindo na segunda equacgao do sistema temos: %d? + % =0 bF-d)=0«&
=0ouc®—d*=0,Seb=0entao a = 0, absurdo. Portanto ¢*> —d*> = 0 & ¢ = +d,
Assim v € By ou By, e a = Fb assim u € By ou Bj, portanto (u,v) € By X By ou
(u,v) € By X By.

T: Sejam u e v perplexos nao nulos tais que (u,v) € By X By ou (u,v) € By X Bj.
H: wv = 0 Tomemos (u,v) € By X By, entdo a = b e ¢ = —d, segue da defini¢ao de
multiplicacdo que u.v = (—ad + ad) + (ad — ad)p = 0 + Op) = 0, de maneira analoga

mostrasse para (u,v) € By X Bj. O

Proposicao 4.6. Dado um nimero u perplezo qualquer, entao u € B1 U By se, e somente

se, u.u =0

A partir deste momento quando u € By U B, diremos que u € singular.

Exemplos 1. Vamos calcular o prduto dos ntimeros perplexos u =5+ 5pev=1—p.
Solugao. O ponto u.v = (5+5p).(1—p)=(5—-5)+ (5 —5)p=0. O
Exemplos 2. Dados o niimeros perplexos, u = 3 + 3p. Temos

(a) wu=(3—3p)(3+3p) =3>—32=0, logo u ¢ singular.
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4.4 Forma Polar

4.4.1 A "norma'de um Numero Perplexo

A fim de escrevermos a forma polar de um nimero perplexo examinemos o que acontece
nos numéros complexos.
No caso complexo, para a forma polar necessitamos da definicao de norma de um ntamero
complexo, que ¢é definida do seguinte modo:
12]|* = 2.Z = 22+y?, onde z & complexo, e denomina-se de argumento do nimero complexo
z, onde z é nao nulo, ao angulo argz = « que o vetor OP faz com o semi-eixo positivo
dos reais.
De posse destes dois conceitos descreve-se o niimero complexo através de sua forma polar.
Facamos entao a definicao de norma de um ntimero perplexo. Primeiramente, tomemos

o produto u.u = a? — b%, seguindo a definicio dos complexos facamos:

n(u) = uu = a* — b°. (4.3)

5. Observacgao. n(p) = 0> — 12 = —1.
6. Observagao. Ao conjunto {u € P; n(u) = 1} damos o nome de Esfera de raio 1.
7. Observagio. Ao conjunto {u € PP; n(u) = —1} damos o nome de Esfera de raio —1.

8. Observagao. Ao conjunto {u € P; n(u) = sgn(r)r?} damos o nome de Esfera de

raio 7.
1 >0
9. Observagiao Definimos sgn(r) = e e
-1, se r<0.
4.4.2 Funcao Radial
Seja a aplicagdo p : P — R, tal que a cada u € P associa p(u) = /|u.ul.
Definicao 4.1. Seja u € P a norma de u é o nimero real ||u|| = sgn(u.@)p(u)

Exemplos 1. Seja u = 5+ 2p entdo ||u| = sgn(5> — 2%),/]52 — 22| = v/21.
Exemplos 2. Seja v = 3 + 5p entdo ||[v]| = sgn(3? — 52)/[32 — 52| = —/|—16] = —4
Exemplos 3. Seja w = —3 + 2p entdo ||w| = sgn((—3)% — 22)/|(—3)2 — 22| = /5

Exemplos 4. Seja h = 3 —5p entdo ||u|| = sgn(3? — (=5)2)1/]3% — (=5)2| = —/]—16] =

—4

[\]
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Proposicao 4.7. As sequintes propriedades se verificam para quaisquer u e v € P.
i. p(u) > 0.
ii. p(u) =0<=u € B; U Bs.
iii. |lul| =0 <= p(u) = 0.
w. p(uv) = p(u)p(v).
v. u possui inverso multiplicativo se, e somente se, p(u) > 0.
vi. Se u possui inverso multiplicativo entdo u™ = —%.
vii. Se u possui inverso multiplicativo entao p(u™') = [p(u)]~ .

Demonstracao.
i. Temos que |u.7| > 0, logo /|u.i| > 0 assim p(u) >0
ii. Se p(u) =0 entdo [uu] =0 uu=0« a®> =0 < a==+b u € By ouu € By,
ou seja u € By U By. Se u € By segue que u.u = a?> — a?> = 0. Caso u € B, segue que
uw = a* — (—a)? =0, portanto u € By U By = vt =0 = p(u) =0

i Ju =o<:>sgn<uu> () =0 p(u) = 0.
iv. p(uv) = /(o) ] = /avaw] = /[ o)) = V@) = /@)y 1)) =
p(u)p(v)
v. Vamos supor que u possua inverso multiplicativo, sem que p(u) > 0, deste modo

p(u) = 0, assim u € By U By, ora Tomemos u € P nao nulo, tal que u € By, logo

u € By e assim u.u = 0, como u admite inverso multiplicativo, entao existe v € P tal que

w.v = 1, multipliquemos @ em ambos os membros, w.(u.v) = u, pela associatividade da

multiplica¢do. (@.u).v =7 e assim 0 = @, absurdo pois @ é nao nulo.

Admitindo que p(u) > 0, tomemos v € P tal que uw.v = 1, ou seja, ac+bd + (ad+be)p = 1
ac+bd =1
ad+bc =0

x _ ' : -1 _ a —b
solugao, onde v = ¢+ dp ¢ o inverso de u, dado por, v = =% + —pmp
1

, sabendo que a® — b > 0, temos que o sistema admite uma tnica

vi. Dado que u tém inverso multiplicavo, ele é da forma v = u~
-1 _ 1 _ u _u

uT = gpla—bp) = atp =53

vii. Dado que u possui inverso multiplicativo entio p(u~') = \/|u=tu=t] = /|u~L.(@)"1],

logo p(u™") = (V/|ual)™ = [p(u)]~". N

Proposicao 4.8. As sequintes propriedades se verificam para quaisquer u e v € P.

_ a —b :
T a2-—p2 + az,prJ asSsl1n

il = [l e fluvll = full. ][]

i. o7t = (||[v]])7t, se v admite inverso multiplicativo.
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i |2 = |L, se v admite inverso multiplicativo.

Demonstmgdo
i |ul] = sgn(u.a)p(u) = sgn(u.u)p(w) = |||, Consideremos ||u.v| = sgn(uv.av)p(uv)
assim u.0]] = sgn(um)o(u).sgn(vD)p(v) = |lull.Jo].
i, ([0~ = sgn(u= T D)p(u~) = (sgn(um)~ (p(u)) " = (Jo])~"
iii. imediato de i e ii. [l

Exemplos 1. Seja u =2+ p e v =3+ 2p vamos calcular ||u.v|.

Solugdo. Vamos primeiro resolver o produto u.v = (2+4p).(3+2p) = (6+2)+ (44 3)p, logo
|uv|| = sgn(8? — 72)v/8% — 72 = /64 — 49 = \/15. Poderiamos ter usado a propriedade,
i. visto que, |[ul| = sgn(2 — 12)v/22 — 12 = V3 e ||v|| = sgn(3? — 22)v/32 — 22 = /5,
portanto ||u.v|| = ||ull.|[v] = V3v5 = V15 O

Temos que no conjunto dos numeros perplexos a "norma" definida nao satisfaz a desi-

gualde triangular.

Para melhor exemplificar tomemos u = 3+ 2p e v = 1 + p, segue que u + v = 4 + 3p,
entdo ||ul| = v/5; ||lv|| =0 e ||u+v| = V16 — 9 = /7, assim ||u +v|| > [Jul| + ||v]|.

A desiguadade ||u + v|| > ||[|ul| = [|v|||| também é falsa quando tomanda a defini¢do da

"norma" nos perplexos.

4.5 Geometria do Plano Perplexo
Se u = a+bp e n(u) = ¢ # 0 temos

a’> b
L 2o (4.4)

Ou seja u estd em uma hipérbole equilatera.

SejaU = {u € P, p(u) = 1}, consideremos o conjunto H; = {(a,b) € U, com a > 0ea > |b|}.
Deste modo n(u) = 1 ou n(u) = —1. Se n(u) =1, com a > 0ea > |b| temos a® — V? = 1,
portanto v € Hy, da trigonometria hiperbolica temos cosh? t —sinh® ¢ = 1, como cosht > 0

e cosht > |sinh t|, para todo ¢, segue que a = cosht e b = sinht, para todo t € R, e assim

u = cosht + psinht.

Se n(u) = a*> — b > 0en(u) # 1, coma > 0ea > |b, temos p(u) = Va2 — b2, e
deste modo (\/ﬁ, \/ﬁ) € Hi, novamente recorrendo a trigonometria hiperbolica

a = p(u)cosht e b = p(u)sinht, para todo t € R e assim

u = p(u)(cosht + psinht)
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. onde tanht = %, ou seja t = In Z—J_“Z, ou de modo equivalente
a+b
t= lnL
p(u)

. Desta Forma definimos a forma polar para os niimeros perplexos u tal que a > |b|.
Para a < —|b| definimos a formar polar de v como sendo (—1) vezes a forma polar de —u.

Para b > |a| definimos a forma polar de u como sendo a forma polar de pu multiplicado

por p
Para b < —|a| definimos a forma polar de u como sendo —p vezes a forma polar de —pu.

Exemplo 4.1. Escrever os nimeros perplexos abaixo na sua forma polar.

a) u=3+2v2p

Solu¢do. Ora p(u) = v/9—8 = 1, sabendo que 3 > 0 e 3 > 22, logo u € H,.

Assim temos que t = In(3 4+ 2v/2) portanto a forma polar & u = coshln(3 + 2v/2) +

psinhin(3 4+ 2v/2) O
b) w=>5+4p

Solugdo. Ora p(u) = /25 — 16 = 3, sabendo que 5 > 0 e 5 > 4, logo ﬁu) € H,. segue

do exposto acima que t = ln% = [n3, portanto a forma polar é u = 3(coshin3 +

psinhin3). O

¢c) u=>5—4p
Solucao. Ora p(u) = /25— 16 = 3, sabendo que 5 > 0 e 5 > —4, concluimos que

ﬁ € H,. segue do exposto acima que t = ln5g—4 = ln%, portanto a forma polar é

u = 3(coshIni + psinhinz). O

Consideremos os seguintes conjuntos:

H ={uecU; a>0¢ea>|b} (4.5)
Hi={u€U; a<0e—a> b} (4.6)
H,={ueU; b>0e b>|a|} (4.7)
H ,={ueU; b<0e —b>|al} (4.8)
U=H,UH UH,UH_, (4.9)

Proposigao 4.9. H, = pH, = {ph; h e H\}; H., = —1H, = {-h; he H1} e H_, =
—pHy; = {—ph; h € H,}.
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Demonstracao.

H, =pH, = {ph; h € H}.

i. H, C pHy, sejau = a+bp € Hy, ou seja, b > 0 e b > |a|, sabendo p* = 1, temos
u = ap® + bp = p(b+ ap), assim h = b+ ap € H, logo u € pH,.

ii. H, D pHy, sejau € pHy, uw=pla+bp),a>0ea>|b],logou=>b+ap, assim u € H,.
De i e ii temos a igualdade.

9. H.y=—H, ={—h; heH}

i. Hy C (—1)Hy,sejau = a+bp, coma < 0e —a > |b], sabendo que u = —[(—a)+(—b)p],
assim h = —a + (—b)p € Hy assim u € (—1)H;.

ii. H1 D (-1)Hy, sejau € (—1)Hy, u = (—a + (=b)p), —a < 0 e —(—a) > |b|, logo
u=>b+ap € H_;. Deieii temos a igualdade.

3. H, = —pH, = —phyhe H,. i. H_, C —pH; , seja u = a + bp, com b < 0 e
—b > la|, sabendo p? = 1, temos u = ap® + bp = p(b + ap) = —p(—b + (—a)p), assim
h=—b+ (—a)p € H, assim u € —pH;.

ii. H_, D —pHy, sejau € —pH;, u= —p(a+bp), a >0 e a > |b, logo u = —b+ (—a)p,
assim u € H_,. De i e ii temos a igualdade. [l

Exemplo 4.2.

Vamos localizar os nimeros perplexos ﬁ, com p(u) # 0 em relagio aos conjuntos Hy,
H_l, Hp (& H_p7 Bl ou BQ,

1. u=3-2p, nu) =3 —(-22=9—-4=5>0, logo p(u) = /5, como 3 > |—2],

concluimos que ( y € H,.

2. u=—44+"Tp, n(u) = (—4)2 —(7)> =16 — 49 = —33 < 0, logo p(u) = /33, como
7> |—=4], concluimos que - oy € Hy

3o u=2-2p nlu)=2*—(-2)2=4—-4=0, logo u € By
4. u=-3-3p, n(u)=(-3)*—(-3)2=9-9=0, logou € By

Exemplo 4.3. Escrever os niumeros perplexos abaixo na sua forma polar.

a. z=1+ 2p
Temos que p(z) = /|1 —4] = V/3, como 2 > 0 e 2 > 1; concluimos que ﬁ € H,.
Entaofagamosz —p(1p+2) onde h =2+ p, e p(h) = 4 =v3,2>0e2>1,
assim ( 7 € Hy. Logo h = \/_(coshlnf%—psmhln ), deste modoz-p\/_(coshln

psinhlin 3) Portanto, z = \/g(smhln\/g—l—pcoshln 3)

b. 2 = -2 —|—p
Temos que p(z) = /|4 —1] = V/3, como —2 < 0 e —(=2) > 1; concluimos que
o € Ho Entao facamos z = (—=1)(2 — p), onde h =2 — p, e p(h) = V4 —1 = /3,

2>0e2>—1, assim ﬁ € Hy. Logo h = \/_(COShln psmhln ) deste modo

z = (—1)v/3(cosh ln\/ig + psinh ln\/ig) Portanto, z = \/§(— coshln\[ psmh In-< )
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c. z=1—12p

Demonstracgio. Temos que p(z) = /|1 — 4] = /3, como —2 < 0 e —(—2) > 1; concluimos
que ﬁ € H_,. Entdo facamos z = (—p)(2 —p), onde h =2 —p, e p(h) = V4 — 1 = /3,
2>0e2>—1, assim % € Hy. Logo h = \/g(coshln\%§ %—psinhln\%)7 deste modo
2z = (—p)Vv/3(cosh ln\/ig + psinh ln\/lg) Portanto, z = v/3(— sinh ln\f/ig — pcosh ln\/ig) ]

n(u) <0

7(u) >0

n(u) >0

Figura 4.4: Representacao dos possivéis sinais da "norma” no plano perplexo

Exemplo 4.4. Conjunto Q = {u € P, ||u|| = r} € ilimitado, visto que sua representa¢io

geometrica € uma hipérbole equildtera

4.6 A Multiplicacao na Forma Polar de Ntumeros Per-

plexos

Assim como nos niumeros complexos definimos a multiplicacdo através da forma polar,
nos numeros perplexos também é possivel fazer a multiplicacao através da forma polar,
no entanto, devemos fazer uma anélise cuidadosa quanto os possivéis resultados do pro-
duto e suas localizacao entre os ramos hiperbolicos e as Bissetrizes dos quadrantes pares
e impares.

Consideremos os conjuntos Hy, H_y, H, e H_, , By ou By. Seja u € U, entao u =
k(coshf 4 psinh @), onde k € {1,—1,p, —p} de acordo com sua localiza¢do entre os con-
juntos Hy, H 1, H, e H_,. Caso u € P; p(u) =0 entdo u € By ou By

Sejam u e v elementos de U, escrevemos u = k(cosh §+psinh 0) e v = k'(cosh ' +psinh 0'),
onde k, k' € {1,—1,p, —p}, entdo:

u.v = k(cosh §+psinh 6).k (cosh 6’ +psinh 0') = kk'(cosh (0 + 6')+psinh (0 + 6')) (4.10)

A expressao mostra que se tomarmos u e v pertencentes a Hy; k = {1, —1, p, —p}, o pro-
duto uv € Hy. De modo particular v?" € H;.
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Para situarmos o produto de dois perplexos em U basta obtermos o resultado do produto
kK’ = kk', visto que k7 € {1,—1,p, —1}.
Consideremos agora 0 < p(u) # 1 e 0 < p(v) # 1, pelo que foi visto anteriormente

ﬁ, ﬁ € U, com argumentos 0 e f' respectivamente, portanto:
u v
w.v = p(u)——p(v)—— = k" p(u)p(v)(cosh (6 + 0") + psinh (0 + &' 4.11
()p(u)()p(v) (u)p(v)(cosh ( ) ( ) (4.11)

4.6.1 Divisao de dois Niimeros Perplexos

Para a divisao entre dois nimeros perplexos em sua forma polar, facamos algumas

consideracgoes acerca de p, dados u e v, perplexos tomando p(u) e p(v) > 0, com 6 e ¢ os

v

argumentos de —~ e afirmamos que:

p(u) = p(v)
u p(u) / : /
— =k cosh (6 — 6") + psinh (0 — 0 4.12
L L cosh (0= 0) + psinh (0~ ) (112)

Solugio. Seja z € U, e 0 o argumento de z, do corolario 4.3, segue que z~' = k(cosh 6 —
psinh ), assim dado u € U, com ¢’ 0 argumento de u, temos que % = u.z~' = k’(cosh (6')+
psinh (0))k(cosh @ — psinh §), logo

% = k" cosh — 0+ psinh @' — 0, onde k” € {1,—1,p,—p}. Para completar a demons-

tragao, tomemos u tal que 0 < p(u) # 1 e v tal que 0 < p(v) # 1, como = €U,

consideremos 6 o argumento de —t, concluimos que vt = kp(v™')(cosh (§) — psinh (6)),
entao
=yl = /{;”%(cosh (0 —0)+ psinh (0 — ¢)) O

4.6.2 Potenciacao e Radiciacao nos Perplexos

Do mesmo modo que a formula de Moivre é utilizada nos ntimeros complexos, utili-
zaremos uma versao hiperboélica da férmula de Moivre para definimos a poténcia de um

nimero perplexo.

Teorema 4.2 (Teorema de Moivre versao perplexa). Dado u € P, com p(u) > 0 e 6 o

argumento de ﬁ, consideremos n € 7, e k € {1,—1,p, —p} entdo:

u™ = k"[p(u)]"(coshnf + psinh (nd) (4.13)

Demonstracao. Vamos demonstrar por indugao sobre n. Paran = 1 é evidente o teorema.
Para n = 2 utilizando 4.11, temos que u? = u.u = k*[p(u)]*(cosh(20) + psinh(26)), deste
modo o teorema é verdadeiro para n = 2. Vamos supor que o teorema seja verdadeiro
para um certo n natural, ou seja, u™ = k"[p(u)]"(cosh nf + psinh nf), tomemos entao

u" = u"u = {k"[p(u)]"(cosh nf + psinh (n))}.(kp(u)(cosh @ + psinh 9)), desenvolvendo
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0 produto perplexo dado em 4.11 e usando as igualdades hiperbdlicas dadas em 3.1.1,
temos u" = k"k([p(u)]"p(w))(cosh (nf + 0) + psinh (nf + 6)), deste modo concluimos
que, u" ™ = k" p(u)]""(cosh ((n + 1)8) + psinh ((n + 1)f)), deste modo o teorema é
valido para todo n natural

Facamos agora n = —m, onde m ¢ um inteiro positivo, entao

[kp(u)(cosh (0) 4+ psinh (6)]" = (kp(u)(cosh (0) + psinh (6))™™
1
- (kp(u)(cosh (0) 4+ psinh (6))™
cosh 0 4 psinh 0
(km [p(w)]™(cosh (mf) + psinh (m0))
E~"[p(u)]™(cosh (—m@) + p sinh (—mb)
k"

[p(w)]"(cosh (nf) + psinh (nf)) (4.14)

]

Exemplo 4.5. Cdlculo de (3 + p)°
Como p(u) =/9—1= 22 escrevemos o nimero perplexos na sua forma polar 3+ p =

2v/2(cosh (Iny/2) + psinh (Inv/2), entdo (3 + p)° = 2% (cosh (9iny/2) + psinh (9Inv/2))

Exemplo 4.6. Cdlculo de (=2 + p)*

Como p(u) = V4 —1 = /3 escrevemos o miimero perplexos na sua forma polar—2 +
p = (=1)v/3(cosh (In )—l—psmh (ln =), entao (=2 +p)® = (—1)932 (cosh (9ln\/ig) +
psinh (9ln =)

4.6.3 Raizes de Numeros Perplexos

Calcular {/kp(u)[cosh (6) + psinh (f)] é determinar o perplexos z, tal que:

2" = kp(u)[cosh (#) + psinh ()] (4.15)

Vamos utilizar versao da féormula de Moivre para niimeros perplexos para responder esta
pergunta.
Seja z = k'p(z)[cosh @ 4+ psinh ], pelo teorema 4.4, temos que:

2" = kp(u)[cosh (0) + psinh ()]
K" [p(2)]"[cosh na + psinh na] = kp(u)[cosh  + psinh 4] (4.16)

Pela igualdade dos niimeros perplexos, temos:
K™ =k e [p(z)]" = p(u) e tanh (na) = tanh . Para determinamos z devemos separar

dois casos.
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u

1. Se n é par entao k = 1, assim s6 é possivel responder a raiz se o € H,. Neste caso
2" = u terd 4 raizes, visto que k' € {1,—1,p, —p}, p(z) = V/p(u) e a = L.

2. Se n é impar entdao k' = k, e deste modo 2" = u tem uma tunica raiz, onde p(z) =

p(u) e a =2

Exemplo 4.7. Cdlculo de </—2 + p
Como p(u) = VA — 1 = /3 escrevemos o nimero perplezos na sua forma polar—2 +p =

(—=1)V/3(cosh (InJz)+psinh (InJ5), entao /=2 F p = /=1V/3[cosh (5inJ)+psinh (in 7))

n

4.7 Equacoes do 1° e 2° grau em P

4.7.1 Equacao do 1° grau em P

Admitindo coeficientes no conjunto P, as equacoes passam a ter comportamento dis-
tintos quanto a suas solucoes nos conjuntos dos ntimeros reais ou complexos.

De fato ha equagoes do 1° grau, que tém infinitas solucoes.

Exemplo 4.8. (1+p)z—(1+p)=0
Solugao: Sendo z = a + bp, a equacao fica, (a+b—1) +pla+b—1) =0+ Op, logo

b=1
ot ,a=1—0, e portanto z tém infinitas solucoes.
a+b=1

E possivel encontrar equagoes na qual nao existe solucao.

Exemplo 4.9. (1+p)z—1=0
Solucdo: Sendo z = a + bp, a equagao fica, (a +b — 1) + p(a + b) = 0 + Op, logo

b=1
{ ¢ i h—0’ 1 =0, absurdo, e portanto (1 + p)z — 1 = 0 nao possui solu¢ao.
a =

E possivel encontrar equacoes na qual existe uma tnica solugao.

Exemplo 4.10. (2+p)z—1=0
Solugao: Sendo z = a + bp, a equagdo fica, (2a + b — 1) + p(a + 2b) = 0 + Op, logo

2a+b:1 -
{a+2b:0 7a:§eb:?1,portant0z:§_%p'

Proposicao 4.10. A equacdo uz = v tém uma tunica solucao em P se, e somente se, u

possut inverso multiplicativo.
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Demonstracao.
Sejau=a+bp, z=x+ypev=c+dp, comouz =v<= ar+by+ (ay+bx)p=c+dp
ar +by =c

) Iy possui uma tnica solu¢do <= a? — b* # 0 <= u ¢ invertivel. [
T+ ay =

Corolario 4.1. Seja s um niumero real diferente de zero, entdo a equacdo sz = v PoSsui

uma unica solucao.

4.7.2 Equacao polinomial do 2° grau em P.

Decorre do teorema fundamental da algebra que uma equacao do segundo grau com
coeficientes complexos tém exatamente duas raizes complexas, se considerermos apenas
solucoes reais, entao a equacao do segundo grau terd no maximo duas raizes reais.

J& para a equagao polinomial do 2° grau nos perplexos, hd um fato marcante: a equacao
2% = 1 possui quatro solucoes perplexas, a saber, 1, —1 , p e —p, visto que, 1% = 1,
(=1)!=1,p*=1e (—p)?=1. Afatoragao de 22 — 1= (2 —1)(2 + 1) = (z — p)(z + p).
Entretanto a equagiao 2> = —1, nao possui solugdo em P, pois 22 = (z + yp).(x + yp) =
(2% + y?) + 2zyp, ou seja, Re(z?) > 0.

Dada a equacao 22 +az + 3 = 0, com, a, 3 € R e fazendo 22+az+%2 = %2—6<:>
(z + %)2 = %2 —p= LIM. Fagamos A = o — 443, deste modo (z + %)2 = 2. Segue que:
Se A > 0, a equacao possui quatro solucoes distintas.

PO 2 z+ & . ~
De fato, (z + %)2 SN Can gy | (2(—\/%2))2 = 1, que possui como solu¢ao +1, £p.

4 VA?
Segue que ﬂz—jf) =+l 2= _70‘:|:‘/7Z ou Q(Z—\/Jrf) =tp = %ai@, todas distintas

Se A = 0 possui como tnica solugao z = =*. Caso A < 0 nao possui solugao.

Proposigao 4.11. 22 = u Tem solugcio em P se, e somente se, a > |b|

Demonstracao.

H: 2?2 = u Tem solucao em P.

T: a > |b], sendo u = (a,b).

Seja z = x+yp a solugao da equagao 22 = u, entdo (z*+y?)+2ryp = a+bp, pela igualdade
?+y’=a

dos ntimeros perplexos, 2y ; logo, 224 2xy+y? = a+bou 22 —2xy+y? = a—Db.

Ty =
Segue que 22 +2zy+y? =a+b < (v+y)  =a+bs v+y=+vVa+b, como z =x+py é
solugdo entdao a > —b. Para 22 —2ry+y’ =a—-b < (r—y) =a—bs v—y = +Va — b

como z = x + yp ¢ solugao entdao a > b. deste modo a > max{b, —b} = |b|
H: a > |b], sendo u = a + bp

T: 22 = u tém solucao em P.

Seja (z,y) uma pretensa solugdo da equagio 2% = wu, entdao (22 + y% 2zy) = (a,b)
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2ry = b eyt =t

grau w? — aw + % = 0, que possui solugao < a? — b*> > 0, ou seja, a > |b|. O

2 2 2 2
Tty =a r+y =a . ~ ~
{ Y Logo, { Y & (22,9?%), sao solugoes da equagao do segundo

Nota 1. Admitindo que 2% = u possui solu¢ao em P. Resolvendo a equacao wz—aw—i—% =0

e posteriormente retornando ao sistema inicial mostrasse que as solucoes sao.

2= %[(\/a +b+Va—b)+ (Va+b—va—b)pl; —z; pzo; —pzo. (4.17)

Nota 2. Caso zg # 0 tal que zy € By U Bs, temos pzg = zg € —pzg = —2p, OU Seja, temos
duas raizes perplexas distintas.
Nota 3. zy # 0 tal que 2o € By U By, se, e somente se, u € By U By; a = |b].

Nota 4. Se u = (0,0) a tnica solugao da equagao 2% = u é z = (0,0)

Figura 4.5: Regiao do plano que adimite raiz quadrada

Exemplos 1. Vamos determinar todas as raizes perplexas dos polinomios abaixo:

(a) 22 —4x =0

Solugao. A = (—4)?—4.1.0 = 16, portanto temos quatro raizes perplexas, dadas por

T = %ﬁ, ousejar; =4, xo=0,0ouxr = &T‘/Tﬁp, assim xr3 = 2+ 2p ou x3 = 2 — 2p.

Logo V =1{0,4,2 + 2p,2 — 2p} ]
(b) ==z

Solugdo. 2> —x = 0, assim A = (—1)? — 4.1.0 = 1, portanto temos quatro raizes

perplexas, dadas por x = &Qﬁ, ousejaxr; =1, 29 =0,0uzx = HE;/TP, assim rz = %

ou r3 = %. LogoV:{O,l,%,#} ]

() 22+ P2+ (~1+p) =0

41



Solugao. A = (p)? —41.(=1+p) =1+4—4p =5 —4p, como 5 > |—4|, temos
—pt/5—4p —pE4/(2-p)?

quatro raizes perplexas, dadas por x = 5 ,ouseja r = 5 , 1 =1—p,
—pE/(2-P)°p _ —pt(2p-1 . -1 1—
ouxe = —1, ou x = 5 =L (2p ) assim 23 = 2 ou x4 = 1522, Logo
_ ~14p 1-3p
V_{_lvl_p> 2 9 } ]

(d) 22+ (2+p)z+(—1+5p) =0

Solugio. A = (2+p)? —4.1.(=1+5p) =4+ 4p+p*> +4 —20p = 9 — 16p, como

9 < |-16], ndo possui raiz. O
(e) 22— (5+p)z+6+3p=0

Solucio. A = (—(5+p))® — 4.1.(6 + 3p) = 25 + 10p + p* — 24 — 12p = 2 — 2p,
como 2 = |—2|, possui duas raizes perplexas, dadas por z = % V222 ou seja

_ 54pEa/(1-p)? 5+pEt4/(1-p)%p  54pt(p—1)
= - 2

3 , 1 = 3,00 Ty =2+p, oux = -
r3=2+pouxy=3. Logo V ={3, 2+ 2p} ]

assim

(f) 22— (2+2p)z2+2+2p=0

Solugido. A = (—(2+2p))> —4.1.(2+ 2p) = 4+ 8p + 4p> — 8 — 8p = 0, possui uma
tnica raiz perplexa, dada por x = M, ou seja r = @, 1 = 1+ p, Logo

V={1+p} O
Exemplos 2. Sejam f =a+bp e y=c+ dp em P e considere a equacao
P+ B2+9=0 (4.18)
Vamos mostrar que se 4.18 tem solu¢ao entao a® + b* — 4c > |2ab — 4d.

Solucao.

P+ Bz+y=0 (2 + §)2 = %2 —, seja A = i—Q —y = “2“112—45 + 2“(’4_4‘1])7 admitindo

que 4.18 tem solugao e usando a proposi¢ao 4.12, concluimos que a®+b? —4c > |2ab — 4d|.

Caso A = 0+ 0p, 4.18 apresentara um tnica solucao

Caso A # 0 entretanto A € By U B, e 4.18 admite solucao concluimos pela nota 2 e nota
3, que 4.18 possui 2 solucoes distintas.

Caso A nao pertenca a By U By e 4.18 admita solu¢ao concluimos que 4.18 tem 4 raizes
distintas. O]
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4.7.3 Equacoes polindmiais em P

Do exposto acima é possivel observar que um polinémio em P pode nao ter raizes, pode
ter um namero finito de raizes ou pode ter infinita raizes, além do que o niimero de raizes

do polindémio nao é controlado pelo grau do polinémio. Como exemplo citamos a equacao:
(1+p)z*=4+4p, ondez=a+(2—a)p ou z=a— (2+a)p Ya €R (4.19)

A discurssao sobre as raizes de polinomios do 2° grau quando existem feitas em 4.16,
também nos indicam que podemos ter 4 raizes perplexas, os problemas a seguir trataram
de raizes perplexas de polinomios de 3° e 4° grau, e indicaram um resultado acerca da

quantidade de raizes desses polinomios.
Exemplo 4.11. Determinaremos todas as raizes perplezas de 2> — 2z = 0

Solugdo. z* — 9z = z(22 = 9) = 2(z — 3)(z + 3) = 0, com solugdes reais, z = 0 ou z = +3.
No entanto, z, 2+ 3 e z — 3, podem ser tomados como divisores de 0.

Seja z = a + bp, onde z(z — 3) = 0 sdo divisores proprios de 0, pelo teorema 4.2, temos

quea=bea—3=—-boua=—-bea—3=h.
Sea:bea—Bz—b,entéo2a:3,logoa:%.

Deste modoz:g—i—%p
Sea:—bea—?):b,entéoa:%,easolugéoéz:%—%p.

Seja z(z 4+ 3) = 0 divisores de 0, assim resolvendo do mesmo modo, conclui-se que z =

—5—jpouz=—5+3p
Seja (z — 3)(z + 3) = 0 divisores proprios de 0, entdo z = —3p ou z = 3p. Portanto, o
conjunto solugao ¢ S = {0, 3, =3, 3p, —=3p, 2+ 3p, 2 —3p -3 _3p 343} O

Exemplo 4.12. Vamos determinar todas as raizes perplevas de z* — 522 +4 =0

Solugio. z*—52>+4=(2—1)(2+1)(2—2)(2+2) = 0, as raizes reais, z = +1 ou z = +2.
No entanto, (z — 1), (#+1) e z — 2, 2+ 2, podem ser tomados como divisores de 0.

Ao procedemos como no problema 4.5, e relembrado os conceitos de contagem, devemos
fazer 4 x 3, operagoes onde 2 a 2 tomamos os fatores como divisores de 0. logo teremos
4 x 3 + 4 raizes perplexas, ou seja, 16 raizes compoe o conjunto solucao dado abaixo.
S={£1,42,4+p +2p s+ L 32 143 143} O

Exemplo 4.13. Determinaremos todas as raizes perplezas de (z — p)(z* +p) =0

Solu¢do. z = p, z =1 é solucdo, visto que (1 — p)(1 + p) = 0. Vamos verificar se existe
outras solugoes. seja z = a+ bp, entdo z —p =a+ (b — 1)p e 2% = a® + b? + 2abp, logo
224p = a®>+b*+(2ab+1)p, devemos ter (z—p, 2°+p) € By X Byou (z—p, 2°+p) € By X By.

a=0b—1 a—b=-1
Se (z—p,22+p) € By X By = & Impos-
(z=p p) ! 2 a? +b* = —2ab—1 a* + 2ab+b* = —1 P
a=—-b+1 a+b=1
sivel. Se (z —p,22 +p) € By x B; = &
( p p) 2 1 {a2—|—b2:2ab+1 {a2—2ab+62:1
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a—b
zlouz— O

a+b=1 . ) .
{ ,ondea=1eb=0ea=0eb=1sa0 as tnicas solugoes, portanto

Uma Base Idempotente

Na discurssao sobre as diferencas entre os conjuntos complexos e perplexos, citamos os

nimeros perplexos I' {1;””, 12”} Tomemos §; = =L e §y = +p e observemos que:

1. 41.09 = 0, De fato, sabendo que 6, € By e d5 € By decorre do teorema 4.1, 6;.05 = 0

2. 07 = 6;. Vamos demonstrar por indugao sobre n. Paran = 1 é imediato o resultado

fagamos n = 2, entdo 67 = (152)?, onde 67 = 1224 = 222 hortanto 67 = = 0.

Vamos supor a igualdade verdadeira para n > 2, ou seja, 0] = 0. Tomemos,
h.I

segue que 5{”1 = §1.0,7="010; = 67 = &;. Logo a igualdade vale para todo n

n+1
51

natural.
3. 05 = d2. A demonstracao é feita de modo anélogo.
Proposicao 4.12. Seja u = a+ bp um numero perplexo entdo existem unicos o e 3 reais

tais que u = ady + [30s.

Demonstracao.

2 4 (a4 b) U2 assima=a—be f=a+b.

Existéncia: observe que a+ pb = (a — b) 5

g - o —a t8=0
Unicidade: Observequea(lz—p)—i-ﬁ(lzﬂ:O@(;rﬁ)+(’32 )p:O+Op<:> g_i_o <
oz—Oeﬁ—Oentaooz(l p—i—BHp)— ,(lgp)—l—ﬁ’(lgp)@(a a) + (8- B)HP 0
sSa=def=0 L

Denominaremos I' como sendo a base idempotente de P

Proposicao 4.13. Sejam u = 161 + azfs e v = 101 + [ade, entdo u.v = (a1f1)d; +
(c2/32)02

A demonstracgao segui direto da observacao de que ;.05 = 0.

Poténcia de u = a + bp na base I

Vamos calcular a poténcia u” = (ad; + Bd2)", Vn € N, utilizando da férmula Binémio.

(@dy + BIa)" = (ady)™ + Z ( n > Q"B 4 (Bd2)", pelas observacdes 2 e 3 feitas.
— i
u" = a0y + "0, (4.20)
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Sabendo que &« = a — b e = a + b, reescrevendo na base {1, p}, temos as coordenadas

U = (@ — b)) + (a+ b)ndy = THE | () lach?,

Exemplo 4.14. Vamos mostrar que u" =0 < v = 0. Se u =0 € imediato a afirmacao.
a" =0 a=0

Por outro lado, tomemos u™ = 0, logo a6, + "0y = 0 & &
g 1+ "0 { B =0 B=0

Exemplo 4.15. Vamos mostrar que u € R < a = .
Seja u = a+bp, entdo u = (a—b)o1 + (a+b)dy = ady + B, sabendo que u € R, < b =0,

ecomoa=a—bef=a+b, logoa=p=a.
Exemplo 4.16. Na base I' temos que u € B < a=0c¢u € By < =0

Exemplo 4.17. Ulilizando a Base I vamos calcular:
(1+p)"=(1-1)"0 + (14 1)"0y = 2" = 2" (1 + p)
(a+ap)” =a"(1+p)" =2""1a"(1+p)

(1—p)"= (141" + (1 —1)"5 =276 = 2" (1 — p).

Exemplo 4.18. Vamos usar a base I' para encontrar u € P tal que u™ = 1.

n — 1
Sabemos que u™ = ooy + "0y = 1 = 101 + 162, assim g” L Se n € par, teremos
que a = +1 e f = %1, logo as respostas sao os pares (1,1); (1,—1), (=1,1) e (—1,—1)

que sao respectivamente {1,p, —p, —1}. Caso n impar, entio o = B =1 portanto u = 1.

Exemplo 4.19. Vamos resolver agora equagoes usando a base I

a) u?> —4du = 0. Sabemos que u = ad; + By, e 4 = 45 + 405, logo u? = a6, + %0,
e du = 4ad; + 480, logo u* — 4u = (a? — 4a)d, + (2 —48)0, = 0 & o> —4da =0 e
B2 —48=0,assima=0oua=4¢B=0 ouf =4 assim as solugis em {01,052}, sio
(0,0);(0,4); (4,0) e (4,4) que na base {1,p} sdo os nimeros {0,2 + 2p,2 — 2p,4}.

b) > + (p)u + (=1 + p) = 0. Para simplificar a escrita vamos usar pares ordenados,
mas sempre lembrando que a base é T. u = (a,8); p = (—1,1) e =1 +p = (—2,0),
logo w2 + (P)u + (—1 4 p) = (a2, F%) + (~a, B) + (~2,0) = (0,0) & (a® —a — 2,6 +
g+ 0) = (0,0), portanto a« = 2 ou « = —1 ¢ § =0 e f = —1, assim as solugds
em {01,062}, sao (2,0);(2,—1);(—1,0) e (—=1,—1) que na base {1,p} sio os nimeros
{1=p,5—35p,5 +35p,—1}.

c) 224+ (2+p)z+(=1+5p) = 0. fazendo u = (o, ), 2+p = (1,3), —1+5p = (—6,4), logo
224+ (24 p)z+(=1+45p) = (o2, B%) +(a, 38) +(—6,4) = (0,0) < (a®*+a—6, f2+35+4) =
(0,0). Ora > +38+4=0< Ay =3%>—4.4. como 9 < |—16|, nao possui raiz.
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Equacao do 2° grau na base I'

Vamos retornar a equacgoes do segundo grau u? —yu-+w = 0, onde v, w € P, no entanto
tomemos todos na base {d1,d2}, assim v = (a, ) e v = (aq,01) e w = (ag, fa), logo
w—yutw = (a2, %) +(ara, Bif)+(az, B2) = (0,0) & (@ +oratay, f24516+62) = (0,0)

o> +aja+oay =0

B2+ BB+ B =0

,onde Ay = a2 —4day e Ay = 32 — 483,. Vamos separar os casos.

A >0e Ay >0, existe 4 raizes perplexas distintas,
A1 <0 ou Ay <0, nao existe raiz perplexa,
A =0 ou Ay =0, 2 raizes perplexas distintas,
A=Ay =0, existe uma raiz perplexa.

Teorema 4.3. Se h(u) = >_"" ja;u’ e a, € invertivel entdo o nimero de raizes de h(u) é

menor ou iqual a n?

Demonstracao. Seja a, = a1,01 + Gop0s = (A1, G0,) € u = 18 + S0 = (r,s). Te-
mos que ai,.as, # 0, pois a, é invertivel, u' = (r',s), logo h(u) = Y ., au’ =
Yoo (anir', ays'), portanto h(u) = (301 aur', Y iy as'), sejam f(r) = Y7 jayrt e
g(s) = > axs', como o total de raizes de h(u) ¢ dado por card(Ry) = card(Ry x Ry) =
card(Ry).card(R,), como ai, e az, sao ndo nulos os polindmios f e ¢g tem grau n por-
tanto nao sdo identicamente nulos . O total de raizes de h(u) é dado por card(R,) =
card(Ry).card(R,) como card(Ry) < n e card(R;) < n, concluimos que card(R;) <
n?. [l

Teorema 4.4. Se h(u) = (u — aq)...(u — ay) um polinémio com q fatores perplezos onde

o — a € invertivel, para i,j = {1,...,q}, entdo h(u) possui ¢* raizes perplezas.

Demonstracao. A demonstracao sera inspirada na resolucdo de equacoes do 2° grau na
base {d1,d2}. Primeiramente vamos mostrar que nao é possivel ter dois fatores iguais,
caso contrario teriamos v —o; = u — o & o; —a; = 0, logo o; — 5 € singular e portanto
nao invertivel. Facamos a; = (ay;, ;) , parai =1,....q e u = (a, (), onde o, B € R, seja
u—a; = (a—ay;, B—ay), logo h(u) = (u—ar)...(u—ag) = ([T, (@ — an), [T, (B — o),
onde podemos considerar f(a) = [, (o — ;) e g(B) =TI, (B8 — @), onde o nimero
total de raizes é card(R(h)) = card(Ry x Ry) = q.q = ¢*. O

Corolario 4.2. Se h(u) = (u—aq)...(u — o) um polinémio com q fatores perplezos onde

a; < g < ... < g sdo numeros reais entGo h(u) possui q* raizes perplexas.

Demonstragao. Basta ver que o; — o; # 0 sao invertivéis. O

4.7.4 Forma Exponencial

Na secdo 2.6, assumimos a forma z = re?” para um ntmero complexo, facamos de

maneira analoga a exponencial perplexa, sabendo que as funcoes sinh e cosh definidas no
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capitulo 3, possuem a propriedade descritas em 3.1.1, faremos
e = cosh § + psinh @ (4.21)

Dada a exponencial perplexa, concluimos que 1(u) = cosh? @ —sinh®*@ = 1 , e da definicio
das func¢oes hiperbolicas cosh 6 > senhf, para todo 6 real, concluimos que a exponencial

perplexa é uma bijecao de R em H;.
Lema 4.1. (¢ +0p — 0'pep

Demonstracao. e@+0P = cosh (0" 4 0) 4 psinh (6 + 0)

e +0P — cosh @' cosh @ + sinh ¢’ sinh 6 + (sinh @' cosh 6 4 sinh @ cosh )p
o' +0p — cosh f[cosh @ + sinh @ p] + sinh § sinh #p? + sinh 6 cosh 6'p
o'+0) — cosh O[cosh @ + sinh @' p] + [sinh @'p + cosh §']sinhfp

)
)
0'+0)p _ [cosh @' + sinh @'p][cosh 6 + sinh @p]
€/+9)p — 69,p€9p

e

gy

(
(
o
(

Q)

Corolario 4.3. (e’?)" = enf

Demonstracao. A prova sera feita por inducdo sobre n.
Para n=1 é trivialmente verdadeira. vamos supor valido para um natural n>1.
~ n+1 n 1
Entdo (e’)"" = ()" (eP) = emfP.e% = e(nt1)0p O

Corolario 4.4. (e??)~! = e~ %

Demonstragio. Sabendo que e~ = cosh (—6) + psinh (—6) = cosh# — psinhf. Assim
facamos (cosh @ — psinh@).(cosh@ + psinhf) = cosh?# — p?sinh?# = 1 Logo, o inverso
multiplicativo de e’? = coshf + psinh @ ¢ (e(’f”)_1 = cosh @ — psinh§ = e~ O]

Corolario 4.5. (e%p)” =%

Para Sobczyk, a escrita de um nimero perplexo na forma exponencial, segue a mesma
estrutura algébrica da forma polar, desde modo, para n(z) = 1, temos que, z € U, ou
seja, z € HiUH,UH_{UH_,, assim.

ze HHUH_ | < z = +e% (4.22)

2 € HyUH_, <= z = +pe’ (4.23)

Deixamos as demonstragoes sobre a forma exponencial dos nimeros perplexos, com

|z|| # 0, para o capitulo 6.
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Figura 4.6: Os quatros ramos das hipérboles unitdrias conjugadas, nomeadas por ke®?,

onde k € K ={1,—1,p,—p}, 0 € R com a variagdo de —o0 a +00
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Capitulo 5
Estruturas Algébricas

Estes capitulo é necessario para caracterizarmos os niimeros perplexos como uma estru-
tura algébrica, diferente dos niimeros complexos. Para isso discutiremos os conceitos de
Grupo, Anel e Corpo, os resulados importantes para a caractrizacao dos niimeros serao
destacados. As proposicoes relativas as estruturas algebricas contidadas neste capitulo
sdo partes de um curso de graduacio de Algebra, portanto indicamos o livro de GON-
CALVES, Adilson, Introducao a algebra, Instituto de matematica pura e aplicada, 1979.
Rio de janeiro

5.1 Grupo

Definicao 5.1. Um grupo é um conjunto nao vazio G munido de uma operacao * satis-
fazendo as sequintes propriedades:

(i) a* (bxc) = (a*b)*c Va,b,c €G.

(i1) Existe um tinico elemento neutro e € G tal queexa=axe=aV a € G.

(iii) Para cada a € G existe wm unico inverso em relagio a * onde a™' = b € G tal que

axb=bxa=e¢.

Se n € Z, defini-se a", como a * a x a * ... x a(n vezes), para n > 0. Caso contrario
definimos (a=!)™™ = a"

Definigao 5.2. Um grupo G = (G, ) é comutativo ou abeliano se axb =bxaVa, b € G.

Exemplo 5.1. Grupo Aditivo dos complexos: O conjunto C € um grupo abeliano em

relag¢do a adi¢ao definida em 2.2 e é denotado por (C,+).

Exemplo 5.2. Grupo multiplicativo dos complexos: O conjunto C é um grupo abeliano

em relacdo & multiplicacdo definida em 2.3 e é denotado por (C,.).

Exemplo 5.3. Seja A = Ayo(R) entdo A € um grupo abeliano em relagao & adigao de

, a b a, by a+a b+
matrizes + = .
c d C1 d1 c—+ ¢ d+ d1
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Exemplo 5.4. Seja Goya(R) o conjunto das matrizes invertiveis entdo Gayo(R) é um

grupo nao abeliano em relacao a multiplicagao:
a b aq b1 . a.ay + b01 a1b1 + bd1
c d ] \ ¢ d B cay +dcy  cby + ddy

Exemplo 5.5. Grupo Aditivo dos perplexos: O conjunto P € um grupo abeliano em relacao

a adicdo proposicao 4.1 e € denotado por (P, +).
Proposicao 5.1. (U, ®) é um grupo.

Demonstracao.

U ¢é nao vazio, pois 1 € U. Vamos mostrar que a operagao ® ¢é fechada em U. De fato
dados u e v em U, temos que p(u ® v) = p(u).p(v) = 1.1 =1 e deste modo u.v € U.

i) Dados u,v e w € U, entdo (u.v).w\z/u.(v.w)

M1
ii) 1 € U, pois p(1) = 1, logo existe elemento neutro em U.

iii) Seja u € U, logo p(u) = 1, assim u ¢é invertivel, como p(u™!) = (p(u))™! = 1, temos
que v~ € U, tal que w.u=! = 1.

Portanto (U, ®) é um grupo. O

5.1.1 Subgrupo

Agora dada um grupo G = (G, %), consideremos um subconjunto H nao-vazio de G, e

passemos a seguinte defini¢ao.

Definicao 5.3. Seja (G, %) um grupo. Diz-se que um subconjunto ndao vazio H C G é
um subgrupo de G se:
i) Se a, b de H entao a b estd em H

i) (H,%) é um grupo.

Proposicao 5.2. Para que uma parte nao vazia H de G seja um subgrupo do grupo

(G, %), é necessdrio e suficiente que a % b' seja um elemento de H sempre que a e b € H.
Proposigao 5.3. O conjunto Hy é um subgrupo de (U, ®)

!
Demonstracdo. Hy, é ndo vazio, pois 1 € H;, Sejam u = e e v = €’?, entdo u.v =
/ / /
el*9)r ¢ H,. Sabendo que v~' = e ??, temos que u.v~' = e~ ¢ H; logo Hy é um

subgrupo. O]

Consideremos o subconjunto nao vazio K de U, onde k& € K entdao k> = 1, logo
K = {_17 17p7 _p}
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Tabela 5.1: Tabela de ® em K

Proposicao 5.4. (K,®) é um subgrupo de U.

Demonstragao. A demonstragao seré feita através da tabela 5.1 de ® em K.
Ela mostra que a operacao ® ¢ fechada em K, e que todo elemento de K possui inverso
em K, assim K é um subgrupo de (U, ®). O

Seja (R, +) o grupo aditivo denotado por R. Consideremos o conjunto produto car-
tesiano R x K = {(0,k); § € R ek € K} e tomemos a operagao de adi¢do da seguinte
forma: Seja 0, e Rx Kef,, € Rx K entao

O + 6, = (0+ 0" kK (5.1)
Proposicao 5.5. (R x K,+) € um grupo.

Demonstracao.

Sejam 6y, 01 e 0" v elementos de R x K entdo (0460 1) +0" 1 = (04+60', kk') + (49" k') =
(04+60)+0", (kkE") = (04 (0 +60"), k(K'E")) = (0,k)+ (6’ +6"  K'E") = 0,4+ (0w +60" 1)
Dado 0; € R x K, é o elemento neutro, pois temos que 05 +0; = (040,k.1) = (0, k) = 0,
(—0)r = (=0, k) & o inverso aditivo em R x K, pois 0 + (—0;) = (0 + (—0),kk) = (0, 1),
portanto R x K é um grupo aditivo. O

Exemplo 5.6. Seja A’ = {( E)L 2 ) ;a,b € Rab# 0} um subconjunto de Ayxo(R) entao
(A').) € um subgrupo de (G,.).

5.1.2 Homomorfismo de grupos

Defini¢ao 5.4. Uma aplicagio de [ : G — J, onde (G,%) e (J,.) sao grupos, e para
quaisquer z, y de G temos f(xxvy) = f(x).f(y) recebe 0o nome de homomorfismo do grupo
(G, %) no grupo (J,.)

Exemplo 5.7. Seja ® : C — Ayyo, onde a+bi — ( “

) , entao € um homomorfismo,
—-b a

entre 0s grupos aditivos C e A
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De fato, sejam z,w € C, entdao z = x +yi e w = r+ si, logo z+w = (x+7r) + (y + s)1,

logo@(z—l—w)z(j?ll iii)z(_xy z>—|—<_: i)z@(Z)-i-CI)(w)

b
Exemplo 5.8. Seja v : C—{0} — Gaxa, onde a + bi — ab >7 entdo € um
—b a
homomorfismo, entre os grupos multiplicativos C — {0} e Gaxa

De fato, sejam z,w € C, entdo z = x+yi e w = r+si, logo z.w = (xr—ys)+ (xs+yr)i,
rr —ys xS+ yr Ty r oS
o () = )-(25 1) (2 0) v
—xs—yr ar—ys -y x —s r

5.1.3 Niucleo de Homomorfismo

Seja f : G — J um homomorfismo de grupos. Se u indica o elemento neutro de J, o

seguinte subconjunto de G sera chamado de nicleo de f e denotado por N(f).

N(f)={z € G; [f(z) =u} (5:2)

Exemplo 5.9. Seja f : Z — C, dado por f(m) =™ wm homomorfismo entre so grupos
multiplicativos, o nicleo do homomorfismo é N(f) ={x € G; "™ =1} = {0,+4,£8,...}

Proposigao 5.6. f ¢ injetora se, e somente se, N(f) = {e%}.

5.1.4 Isomorfismo de Grupos

Definicao 5.5. Um homomorfismo de grupos f : G — H é chamado de um isomorfismo
(de grupos) se for, também, uma bijecio. Nesse caso, dizemos que os grupos G e H sao

isomorfos e denotamos G = H.

Proposigao 5.7. Se f : G — J é um isomorfismo de grupos, entio f~': J — G também

¢ um isomorfismo de grupos.

5.2 Anel

Defini¢ao 5.6. Um anel A é um conjunto nao vazio com duas operacoes (+,.) tal que
(A, +) € um grupo abeliano e para qualquer a, b, ¢ € A,

(i) (a.b).c = a.(b.c);
(it) (a +b).c=a.c+b.cec(a+b)=ca+cb.

Um anel é commutativo se a.b = b.a para qualqer a, b € A e com identidade se existe
uma identidade multiplicativa 14, € A tal que 14.a =a.ly=aV a € A.

Proposigao 5.8. O conjunto P é um Anel comutativo e com unidade.
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Demonstracao. Seja (P, +,®), pela proposi¢ao 4.1, temos que (P, 4) é um grupo abeliano,
defini¢do 5.1 e 5.2. Pela proposiao 4.2, e defini¢ao 5.8, (P,+,®) ¢ um anel comutativo

com unidade. ]

5.2.1 Subanéis

Definicao 5.7. Sejam (A, +,.) um anel e S um subconjunto nao vazio de A. Diz-se que
S € um subanel de A se:
i. L € fechado para ambas operagoes de A.

ii. (S,+,.) também é um anel.

Proposicao 5.9. Seja S um subconjunto nao-vazio de um anel (A, +,.). Entdo S é um

subanel de A se, e somente se, para todo a, b € S, temos:

Sl.a—beS; e
S2. abes.
b
Exemplo 5.10. Verifiguemos que S = ( ab ), ¢ um subanel de de Agya(R)
—b a

—Ss T

YU G T (N r—r y—=s
R C) R G

x r s
De fato, S # ¢ sejam z,w € S, entao z = < Y ) ew = ( ) facamos:

.. r oy r s rr —ys s+ yr
ii.) z.w = : = S
-y T -5 r —(xs+yr) xr—ys
. a b )
Exemplo 5.11. Verifiguemos que L = < b >, ¢ um subanel de de Asys(R)
a

y T

i)z —w= N A rT—r Yy—= el
y x s T (y—s) z—r

ii.)z.w:<x y>.<r s>:<mr+ys xs+yr>€5
Yy x s r rs+yr xr+ys

Definigcao 5.8. Seja A um anel comutativo com unidade. Se para esse anel vale: Para

De fato, L # ¢ sejam z,w € S, entdo z = <I Y ) ew:(r ° ) facamos:

a,b € A a.b= 0y so € possivel para a = 04 oub = 04 entao dizemos que A € um anel de

integridade.

Caso a.b = 04 para algum par de elementos a,b # 04 diz-se que a e b sao divisors

proprios de zero do anel.
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5.2.2 Corpo

Definicao 5.9. Um corpo é um anel comutativo com identidade no qual cada elemento

1

a diferente do elemento neutro da adicdo tem um inverso multiplicativo a=" , tal que

1 1

aa - =a .a=1.

Exemplo 5.12. Os anéis Q, R e C sao corpos
Proposicao 5.10. Todo corpo € um anel de integridade

Exemplo 5.13. Do teorema 4.1 o anel comutativo com unidade P munidos das operacoes

(4,.) nao é um anel de integridade, logo nao € corpo.

Definicao 5.10. Seja (A, +,.) um anel. Um subconjunto nao-vazio I, I C A, é chamado
de um ideal de A se satisfaz as sequintes propriedades:

I1. Sea, b €1, entioa+b € I;

I2. Sea € Aeb €1, entio a.b € 1.

Exemplo 5.14. Seja (P, +,.) um anel comutativo com unidade. Entdo B; C P, e By C P

sao ideais de P.

Vamos mostrar que B; é um ideal, ou seja, dados u, v € By, entaou+v € Byea € P
eu € by, entdo a.u € By. Tomemos u = ady = (0, ) e v = Bds = (0, ), deste modo:
i.) (u+v)=(0,a)+(0,5) = (0,a+ B) € By
ii.) Seja a = xdy + yde = (z,y), entdo a.u = (z0,y.a) = (0,ya) € By
Para mostrar que By é um ideal procede-se analogamente.

5.2.3 Operacoes com Ideais
Intersecao

Se I e J sdo Ideais em A, entao I()J tabém é um ideal em A.

Adicao
Sejam I e J ideais em um anel A. A soma desses ideais é osubconjunto de A, indicado

por I+J, e assim definido:
I+J={x+y/x €¢leyec J} (5.3)

mostrasse que [ + J também é um ideal.
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5.2.4 Ideais Maximais

Defini¢ao 5.11 (Ideal Maximal). Um ideal M de A é chamado mazimal se € ideal proprio
de Alfisto é, M ; A e M nao estd contido propriamente em nenhum outro ideal proprio
de A, ou seja, os unicos ideais de A contendo M sao M e A. Em outras palavras, um
ideal M de A é mazximal se

i. MG A (ideal proprio)

1. Se I é um ideal de A, M C I C A, entio Il =M ou I = A.

Proposicao 5.11. Seja (P, +,.) um anel comutativo com unidade By e By sdo 0s tinicos

1deais mazimais de P

Demonstracao. Vamos tomar J um ideal de P tal que B; C J C P e J # By. Temos assim

duas possibilidades. Em J existe um elemento invertivel w, logow™! € Pew.w ™ =1 € J,

ou seja J = P. Caso contréario, existe wy € J N By e wy # 0, wg = ad; € J, sabendo que

09 € J, tomemos z € P, logo, z = ad; + [y, assim z € J entao P = J. portanto B; é
—~ O~~~

€J eJ
um ideal maximal. Para By ¢ andlogo. Fagcamos agora a unicidade, para tanto, tomemos

I um ideal maximal diferente de By e By, logo existe ug € I, tal que ug ¢ By U By, ou

1

seja, ug ¢ invertivel e e deste modo uy' € P e portanto ug.uy’ = 1 € I assim [ = P.

absurdo, pois I ¢ um ideal maximal. Logo os Ginicos ideias maximais sao B; e Bs. O

5.2.5 Anéis Quocientes

Seja I um ideal em um anel comutativo A, segue que I é um subanel de A e, portanto
um subgrupo do grupo aditivo A, logo tem sentido considerearmos o grupo A/l cujos
elementos sao as classes laterais a + I = {a+z, x € I} e cuja adigdo é definida por
(a+I)+(b+1)=(a+b)+1I (a, b € A), sabendo que o elemento neutro de A/l é a
classe 0 + I e que o elemento oposto de uma classe a + I é a classe —a + I. Definindo-se

a multplicagdo em A/I, 5.2.5 o grupo quociente A/I tornasse um anel.
(a+1)(b+1)=(ab) +1 (5.4)

Segue que (A/I,+,.) é um anel, chamado de anel quociente, ou anel das classes residuais

modulo 7, cujo zero é dado por 0 = {0+ I} e cuja unidade é dada por 1 = {1+ I}.

Exemplo 5.15. Consideremos o anel quociente P/B; e seja u € P entdo, v € u+ B
se, e somente se, v =u+t(1 4+ p) onde t € R, ou seja, os elementos de P/By sdo retas

paralelas a By

Proposigao 5.12. Sejam A um anel comutativo com unidade e J um ideal em A. entao

J € um ideal mazimal se, e somente se, A/J é um corpo.
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Teorema 5.1. P/B; eP/By sao corpos

Demonstra¢ao. Sabendo que B; é maximal entdo P/B; é um corpo, como By é um ideal

maximal entdao P/By é um corpo. O

5.2.6 Homomorfismo de Anéis

Definicao 5.12. Dados dois anéis A e B, uma funcio f : A — B € chamada de um
homomorfismo (de anéis) se para todo a, b € A, vale:

HI. f(a+b) = f(a)+ f(b);

H2. f(ab) = f(a).f();

Definicao 5.13. Um homomorfismo f : A — B é chamado de um isomorfismo se for,

também, uma bijecao. Nesse caso, dizemos que A e B sao isomorfos e denotamos A = B.

Lembre que dois conjuntos A e B finitos tém o mesmo nimero de elementos, ou seja,
eles tém a mesma cardinalidade, se existe uma bijecao entre A e B. Assim, se A ¢ B
sao isomorfos, entao eles tém exatamente o mesmo ntmero de elementos. Isso acontece

porque se f : A — B é um isomorfismo, entdao, em particular, f é uma bijecao entre A e
B.

b
Exemplo 5.16. A funcao T : C — M9y o(R), onde a + bi — < “ >, € um 1so-

—b a
morfismo, entre C e Mxqyo(R) € 0 conjunto das matrizes anti-simétricas e portanto o

conjunto Maoyo(R) € um corpo.

Para [22], os ntimeros perplexos assim como no caso complexo admite a forma matri-
cial. Facamos entao a analogia para obtermos uma representacao matricial de um namero
perplexo qualquer, facamos primeiramente uma anélise sobre o determinate de T'(u).

a

b
det(T(u)) = det ; > =a’+b* = |ul®
a

a b
Seja R : P — Moy,2(R), onde a+bp — ; , vamos mostrar que R é um isomorfismo
a

entre P e Myy»(R) o conjunto das matrizes 2x2 simetricas.

Teorema 5.2. R: P — Msyy2(R), onde a + bp — < Z
a

) € um isomorfismo.
Demonstracao.

i) R ¢ um homomorfismo.

Seja u e v em P, segue que:
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a+c b+d
a) R(u+v) = < b d a—i—c) —

a
b
ac+bd ad+ be (

/N

b) R(u.v) = =
) Ruv) ad + bc ac+ bd

Portanto R é um homomorfismo de anéis.
ii) R é uma bijecao

a) Seja u e v em P tal que R(u) = R(v) <=

VN ~— +

Consequentemente u = v e assim R é injetora.

@b - d < a=ceb=d
b a d c
b) R(P) = M]2], e assim R & sobrejetora.

Do exposto, R é um isomorfismo. O

Um resultado imediato do teorema 5.2 ¢é a caracterizacdo de M]2], como um anel

comutativo com unidade.

b
Da forma como foi definida R, temos que det(R(u)) = det ( ¢

a

>=a2—62=n(U)

Definicao 5.14. O nicleo de um homomorfismo de anéis f : A — B ¢é o conjunto
N(f)={z € A| f(x) =0g}, onde Op € o elemento neutro do anel B.

Teorema 5.3 (Homomorfismo de Anéis). Sejam A e A" anéis e f : A — A" um homo-

morfismo Entdao,
(1) Im(f) = {f(a); a € A} é um subanel de A’
(2) N(f)={a € A; f(a) =0} é um ideal de A, e f € injetiva < N(f) = {0}.
(3) Os anéis A/N(f) e Im(f) sao isormorfos.

Teorema 5.4 (Isomomorfismo com R). P/B; e P/By sio isomorfos a R

Demonstracao. Primeiramente vamos mostrar que f definida por f : P — R, tal que
f(a+bp) = a+b é um homomorfismo sobrejetor de anéis, para isso tomemos u, v elementos
de P, entao facamos f(u+v) =a+c+ (b+d) = (a+b) + (c+d) = f(u) + f(v)

do mesmo modo fagamos f(uv) = ac+bd+ (ad+bc) = ac+ad+bd = be = a(c+d)+b(c+
d) = (a+b)(c+d) = f(u)f(v), portanto f é um homomorfismo de anéis. Como f(P) = R,
visto que para todo y € R, existe u € P tal que f(u) = y, basta fazer u = (b + y, b).
Como o nicleo desse homomorfismo é By, segue que P/ By é isomorfo a R.

Seja g : P — R, dada por g(u) = a — b, observe que g = foh, onde h(u) = (a, —b) é um
homomorfismo, como a cosmposta de um homomorfismo é um homomorfismo segue que
g ¢ um homomorfismo, observe que g ¢ um homomorfismo sobrejetor e que o nicleo de g
é By, portanto P/B; é isomorfo a R. O
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Exemplo 5.17. Consideremos P = (R? +, %), onde, dados u = (a,b) e v = (c,d) temos
que u+v = (a+c,b+d) euxv=_(ac,bd). E ficil ver que P é um anel comutativo com
unidade (1,1).

Consideremos f : P — P, tal que f(u) = («a,f), para u = ad; + 5J, em P, onde
{(61,62)} é a Base Idempotente I'. Afirmamos que f é um isomorfismo entre P e P.
De fato, sejam u = @101 +102, v = and;+ P20 em P, assim u+v = (a+a9)d1+(81+P2)d2 e
u.v = (01.02)01 +(B1.02)02, logo f(u+v) = (a1+ag, f1+F2) = (aq, f1)+ (g, B2) = f(u)+
f(v) e f(u.v) = (ar.a0, 51.02) = (a1, B1).(ae, B2) = f(u).f(v). f é um homomorfismo.
i) f é injetora. De fato, se f(u) = f(v) entdo (a1, 1) = (a9, B2), logo a1 = ag e B = P
e portanto u = v.
ii) f é sobrejetora. Dado («, ) € P tomemos u = «ad; + oo em P, e deste modo
f(u) = (o, B), logo Im(f) =P.
Deste modo concluimos que P =2 P, assim poderiamos ter definido P como o conjunto
dos nimeros perplexos, no entanto definindo-os deste modo perderiamos a andlogia dos

nimeros perplexos com os niimeros complexos.
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Capitulo 6
Forma Polar dos Numeros Perplexos

Seja U = {u € P, p(u) =1}, a curva da unidade, que graficamente é representado

pelas hipérboles |a* — b?| = 1. Relembremos abaixo os conjuntos definidos em 4.5:

Hi={ueU; a>0ea> b}
Hi={u€U; a<0e—a> b}
H,={u €U; b>0eb>|al}

H ,={uecU; b<0e —b>|a|}
U=HUH UH,UH_,

6.1 Funcao Angulo em U

Definamos ¢ : R x K — U, onde ), = (0, k) — %) = ke
Teorema 6.1. o é um isomorfismo de grupos

Demonstrag¢ao. i) o € um homomorfismo de grupo.

De fato, sejam 6, € R x Kef, € R x K eH0) = [/ (e@+00P) = kel (k'e0'P)) = OO
ii)o & uma bijecao.

De fato. e% = 1 se, e somente se, ke?”? = 1% se, e somente se, 0, = (0,1) Logo,
N(o) = (0,1), portanto o ¢ injetora.

Seja w € U, logo w é da forma w = ke, assim w = o(f, k) logo é uma sobrejecio e

portanto um isomorfismo. O

Seja oY : U — Rx K o isomorfismo inverso de o, onde o=V (uv) = o1 (1) 407D (v)
e além disso u = o(o(u)) = ¢* @ para todo u em U.

Tomemos um elemento invertivel w de P, assim w = p(w)%, com % € U. Fazendo

o(=1)(

0 oM (5%y) w 5y) 0 : 0 .
e’ = e ‘P’ gegue que 2~ = e pw)) = e% assim w = p(w)e’ , ou seja:

p(w)
w = p(w)[ke?], ondek =1,—1,p, —p. (6.1)
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6.2 Calculo da Forma Polar de u

Seja u = a+ bp, e p(u) = \/|a® — b?| entao:

1, se a>0ea> b,
p, se b>0eb>|al,

k= (6.2)
-1, se a<0e —a>|b,
—p, se b<0e —b>lal
e deste modo ﬁu) = ﬁ + % = kcosh 6 + kpsinh 6 e assim:
a ) £coshf, se k==+1, (6.3)
p(u) | +sinhf, se k=+p '
b +sinh 6, se k=41, (6.4
p(u) | +cosh(h), se k==+p '
Deste modo podemos concluir que:
b ose k=41
tanhf = < @ ’ (6.5)
7, se k=+p.

lipatl e k=41,

Deste modo concluimos que: § = ¢ 2 “jr’g’
Jlng=2, se k= =xp.

6.2.1 Potenciacao e Radiciacao

Vamos retornar a discurssao da potenciagao e radiciagao no anel dos nimeros perple-
X0s, no entanto, trataremos agora sob a forma exponencial:
Considere u um nimero perplexo, tal que p(u) > 0, de 6.1, segue que a forma exponencial
de u & u = kp(u)e?, portanto u™ = (kp(u)e?)" = k"[p(u)]"emr.
Para a radiciagao tomemos z" = u, onde z e u admitem a forma exponencial, entao tome-

mos z = k'p(2)e e u = kp(u)e?, segue que:

(K p(2)e]" = kp(u)e™
" [p(2)]"e"? = kp(u)e™. (6.6)

Devemos separar os dois casos:

Para n par, temos que k = 1 e assim s6 para este caso teremos solucao, num total de 4,
. C A . ~ 9p

visto que k' = 1, —1,p, —p atendem as exigéncias. logo a solucao é z = k' {/p(u)en .

.. L. < ) op
Se n é impar, teremos k' = k, teremos uma tnica solu¢ao que é z = k{/p(u)en
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Capitulo 7
Consideracoes Finais

O capitulo 4 tratou os Nimeros Perplexos de maneira anéloga aos Complexos, facamos
entao uma tabela comparativa entre as duas estruturas numericas, elencando os principais
resultados e propriedades apresentadas ao longo do trabalho. Vamos tomar u = (a,b) e
v=(c,d) em R? e r > 0.

C P
unidades especiais i, tal que 2 = —1 p, tal que p?> =1
Poténcias deie p 1, —1, 4, —i 1, p

Forma Algébrica

u=a+biev=c+ds

u=a+bpev=c+dp

U+ v

(a+c)+ (b+d)i

(a+c)+ (b+d)p

u.v ac — bd + (ad 4+ be)i | ac+ bd + (ad + be)p

u G B v A0 | S 4 %M o # +d
Estrutura Corpo Anel comutativo com unidade
|ul| =r Circulo Hipérbole equildtera

Forma Polar |u|(cos(8) + isin(@)) | kp(u)(cosh(8) 4+ psinh(0))

Tabela 7.1: Numeros Complexos x Niumeros Perplexos

Ao tratarmos da "norma'"perplexa como feito em 4.4.1, verificamos ||u|| ndo pode ser tra-
tada como uma norma, no que se diz respeito as propriedades, visto existe u # 0 com
|lul]| = 0, além de nao satisfazer a desigualdade triangular, por outro lado introduzimos
a nocao relativa a "norma", pois dependendo das coordenadas de um numero perplexo
teremos: |lu|| > 0, [|ul]] = 0 ou |Ju|| < 0, aplicagoes fisicas para este fato encontramos em
221, 9], [7].

A multiplicagdo destes ntmeros também deve ser prestigiada, ja que, existe um aspecto

relativo para o resultado da operacao: é sempre possivél prever a posicao do produto entre
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os ramos hiperbolicos, ou entre as bissetrizes, algo muito semelhante a regra dos sinais
em Z.

Em se tratando de equagoes polinémiais, mostramos que nao vale o Teorema Fundamental
da Algebra, procuramos controlar a solucio das equacdes apresentando algumas condicoes
de existéncia para as raizes.

Por fim, o capitulo 4 cumpre o papel de apresentar este conjunto intrigante chamado de
niimeros perplexos, sabendo que ha muito a ser pesquisado neste conjunto, entretanto
uma semente foi plantada em um campo fértil, e que futuramente o conjunto terd mais

adeptos e pesquisadores.
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