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"Nao existem métodos faceis para resolver problemas dificeis."
René Descartes



RESUMO

Este trabalho propde uma abordagem, em carater introdutorio, do método de
minimos quadrados. Sera feita em um nivel acessivel ao estudante do ensino meédio
sem fugir do rigor dos conceitos matematicos. Inicialmente sera abordada a
importancia de trabalharmos com problemas do cotidiano do aluno, traremos os
conceitos e a demonstragdo do Método de Minimos Quadrados, em seguida o
método sera exemplificado usando situagdes cotidianas do aluno para a significagao
do conteudo, nossa motivacado para este tema é que os alunos do ensino médio nao
adquirem no decorrer do colegiado nenhum conhecimento para trabalhar com
problemas superdeterminados, estes que sao importantissimos, pois recaem em
diversos problemas encontrados no dia-a-dia do aluno. Para finalizar traremos uma

proposta de aula para ser trabalhado com alunos de ensino médio.

Palavras-chave: Minimos Quadrados. Resolugdgo de Problemas. Ensino
Aprendizagem.
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INTRODUCAO

A matematica sempre foi conhecida pela grande dificuldade que a maioria das
pessoas tém em compreendé-la, esta que € uma ciéncia exata e que exige um alto
grau de abstragao e rigor de raciocinio.

Uma das grandes dificuldades encontradas pelo professor é fazer com que o
aluno compreenda que a matematica € mais que meros calculos, que ela pode ser
utilizada para resolver diversos tipos de problemas do cotidiano do aluno.

Problemas como prever a populagdo de uma determinada cidade para o ano
de 2020, baseando-se na quantidade de habitantes dos anos anteriores, sdo simples
e interessantes, mas para resolver, € necessario conhecimentos em sistemas
superdeterminados, por todo ensino médio os alunos ndo chegam a estudar tal
assunto, entretanto possuem todo conhecimento algébrico necessario para
aprofundar seus estudos, como operagdes envolvendo matrizes, matriz transposta,
resolucao de sistemas algébricos e somatorios, que sao vistos no 2° bimestre do 2°
ano do Ensino Médio.

Tais assuntos podem ser mais explorados e aprofundados no Ensino Médio,
utilizando a resolugdo de problemas para complementar o método de minimos
quadrados, que apresentaremos no decorrer do trabalho, para resolver um sistema
superdeterminado, ao trabalhar desta forma, €& possivel ajudar os alunos a

compreender melhor a matematica.



CAPITULO |

DEFINICOES E PROPRIEDADES BASICAS

Neste capitulo apresentaremos algumas definigdes, notacdes, teoremas e
propriedades basicas para o estudo do método de Minimos Quadrados. Este
conteudo facilitara o entendimento das demonstragbes realizadas nos capitulos

posteriores.

Definigao 1.1. Matriz

Sejam m e n dois numeros inteiros maiores ou iguais a 1. Denomina-se uma
matriz A de tamanho m x n a uma tabela retangular formada por m.n numeros reais,

dispostos em m linhas e n colunas. Denotada por A,,,,»

a1 Q412 Qg3 Ain
a1 Az Qps aon

A= {am asz; dsz a3n‘
On1 Amz2 Oms3 Amn mxn

Os numeros neste agrupamento sao chamados entradas da matriz. Quando for
necessaria uma notagdo mais compacta a matriz precedente pode ser escrita como

A = (a;j)mxn - NOs iremos usar letras maiusculas para denotar matrizes.

Por exemplo,
5 0 10
A=|0 10 ©
10 0 34l3,3

Uma matriz com somente uma coluna € chamada matriz coluna (ou vetor
coluna) e uma matriz com somente uma linha € chamada matriz linha (ou vetor
linha). Por exemplo,

1
B
H, [4—-1610]

0
9
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Matrizes linha e matrizes coluna sdo de importancia especial, e € pratica

comum denota-las por letras minusculas

u=[4-1610]

Definigdo 1.2. Matriz Quadrada

Uma matriz A com n linhas e n colunas € chamada matriz quadrada de ordem

n. Por exemplo

4 10

A= [10 301,,,

A matriz acima é uma matriz de ordem 2.

Definigao 1.3. Matriz Multiplo Escalar

Se A é uma matriz e ¢ € um escalar, entdo o produto cA €& a matriz obtida pela
multiplicagdo de cada entrada da matriz A por c. A matriz cA é chamada multiplo

escalar de A.

Se A4,,4,, ...,A, sao matrizes de mesmo tamanho e c;,c,, ..., c, S&0 escalares

entdo uma expressao da forma
ClAl + C2A2 + cee CTLATl

E chamada combinacéo linear de 4,,4,, ..., A, com coeficientes ¢y, c,, ..., ¢,

Definigao 1.4. Multiplicagcao de Matrizes

O produto de duas matrizes, tais que o numero de colunas da primeira matriz &
igual ao numero de linhas da segunda, A = (a;j))mxn e B = (b;j)mxn € definido pela
matriz AB = C = (¢;j)mxn, OU S€ja, 0 elemento ij-€simo da matriz produto € igual a

soma dos produtos dos elementos da i-ésima linha de A pelos elementos

correspondentes da j-ésima coluna de B.
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a1 dg
a1 dp
am1 Am2

multiplicando as matrizes A e B temos,

a11b11 + a12b31 + aynbpy
Az1b11 + Az2b21 + Aznbyy

Am1b11 + Amaba+amnbng

a11b1p + ay2b5p +
a1b1p + azzbyp +

Am1b1p + anzbyy +

sejam a;, by e c,i =1...nek = 1...p, as colunas A, B e C, respectivamente.

Exemplo. Sejam B =

entao

1 1 1 1
1 1 0 0 ed=

0 011

1 1 1 1 1 1
1 1 0 0f. 1 0
0 011 1 0

Definigao 1.5. Combinacgao Linear

SR

S O R K
== O O

Seja V um espaco vetorial real e S = {v;, v, ...v,} uma conjunto de vetores em

V. Dizemos que um vetor qualquer ve V € combinacgao linear dos elementos de S, se

existem escalares k4, k,, k5 ...k, € Rtal que

V= klvl + kzvz + -

+ k, v,

Definigao 1.6. Produtos matriciais como combinagoes lineares

Matrizes

multiplicagdo matricial. Por exemplo, seja a matriz A dada por

linha e coluna fornecem uma maneira alternativa de ver a

12



aj; Q412 4i3 ... Qi Uy
a1 dzz Qz3 ... dppn Uy
A=|a31 a4z Az .. a4z, e o vetor u=|us
AGnm1 Amz2 Am3z - Amn mxn Un nx1
entdo
aguy + appuy;+ aqzuz+ .. taqu,
axUy +  axu, +  axsuz+ ... Faxpu,
Au = a31u1 + a32u2 + a33u3 + e +a3nun
QUi+ AUy + apzUsz + ... FapalUn mal
ou também,

ajq as» a3 Ai1n
azy as; ass arn

Au=u | a31 |+ u, | 32 |+ uz| a3z |+ - +u, | asn

am1 Am2 ams3 Amn

logo Au € uma combinacgao linear das colunas de A com coeficientes provenientes

da matriz u.

Definigao 1.7. Sistemas Lineares

Uma equacgao linear nas variaveis x4, x,, ..., X, € uma equagao que pode ser

escrita na forma

a;x, + azx, +apx, =b
onde b e os coeficientes a4, ..., a, Sdo numeros reais. As variaveis de uma equagao
linear, sdo muitas vezes, chamadas de incégnitas.

Exemplo. Uma equacao linear nas variaveis x, x, ,

4'x1 + 16x2 == 36

Um conjunto finito de equacdes lineares nas variaveis x4, x,, ..., x, € chamado
um sistema de equacgdes lineares ou um sistema linear. Um exemplo € o seguinte
sistema linear de duas equacdes e duas incognitas

13



x1+4‘x2=9
xl—x2=—1

Uma solugdo de um sistema linear € uma lista sy, s,, ...,s, de numeros que
torna cada equacgédo do sistema uma afirmacédo verdadeira quando os valores
S1, Sy, -, Sp, SA0 substituidos por x4, x,, ..., x,, respectivamente. Por exemplo 1 e 2 é

uma solucéo para o sistema do exemplo anterior.

Um sistema linear que ndo possui solugbes € chamado inconsistente; se

existir pelo menos uma solugio do sistema, dizemos que ele é consistente.

Um sistema arbitrario de m equacgdes lineares e n incégnitas pode ser escrito

como
A11X1  Q12X;  Q43X3 .. QipXy = by
Az1X1  QpXy  Q3X3 .. OypXy = by
a31X; Q3pX; Q33X3 .. (QzpXy = bj
Am1X1  AmzXz  Apm3X3 . AgmpXy = by

Onde x4, x,, x5 ...x, S&0 as incognitas e as letras a e b com subscritos denotam
constantes. O subscrito duplo nos coeficientes das incognitas € um recurso util que
€ usado para especificar a localizagdo do coeficiente no sistema. O primeiro

subscrito no coeficiente a;; indica a equagdo na qual o coeficiente ocorre e o

segundo subscrito indica qual incognita ele multiplica.

Definigao 1.8. Notagdo matricial de um sistema linear

Considere o sistema linear anterior de m equagdes e n incognitas. Usando a

multiplicacdo matricial podemos escrever o sistema como
Ax=Db

Onde

14



[‘111 a2  QAi3 .. aln'l [xl] [b1]
| Az1 Qpp Qz3 ... OQgp |x2 | b,
A=lasz Qazx a4z ... Aazl, x=|x3|, b=|b;
Am1 Am2 QAm3 - aan Lan lb J

A matriz A neste equacdo é chamada matriz de coeficientes do sistema. A

matriz aumentada deste sistema é dada por

[ aj;  Adg a1, by
a1 Ay azn by
asz; dAszp asn, bs
Am1 Am2 Amn bm

Por exemplo, para o sistema

1111’;14
110 of|)|=]4

0 0 1 1 m 10
a matriz aumentada é
1 1 1 1: 14
1 1 0 0: 4
0O 0 1 1: 10

Defini¢ao1.9. Matriz transposta

A matriz transposta da matriz A, € a matriz Afnxm) que se obtém da matriz

A, permutando as linhas pelas colunas de mesmo indice.

a;; Q412 Qg3 Ai1n aj; Qz1 QAzq am1

a1 Az Q33 an Az Az Az Am2
A= [a31 az; Qaszz a3n], At = {013 az3 Qazz am3]

Am1 Ama2 Am3 Amn A1n arn a3pn Amn

15



Exemplo

1 1 8 11 11
Seja A = 10 1 entdo a matriz transposta de Asera A'=|1 1 0 0
10 1 0 0 1 1

Definicdo1.10. Matriz inversa
Seja A uma matriz de ordem n a matriz B que satisfaz a condicao AB=BA=I diz-

se inversa de A e representa-se por A™1,B = A~1. Onde | é a matriz identidade.

AATT =A"1A=1

3 0 2 1 0 -2
Exemplo. Sejam A=|9 1 7|eB=|-2 1 =3[, estas sdo inversas entre si,
1 0 1 -1 0 3
pois
3 0 211 0 -2 1 0 0
9 1 7|.|-2 1 =-3[=|0 1 O
1 0 111-1 0 3 0 0 1

Definigcdo 1.11. Produto Escalar

O produto escalar (ou produto interno) de dois vetores v,w € o escalar

denotado v.w definido por

V.W =W+ vw,

sev =v,,V, € W = w;, W, S80 vetores no plano, e por
V.W = 1wy + vaw, + v3ws

Se UV = vy, U,, V3 € W = Wy, W,, w3 SA0 vetores no espaco.
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Definicao 1.12. O espaco nulo de A, consiste de todas as solugdes para AX=0
Esses vetores x estdo em R". O espaco nulo contendo todas as solugdes de x é

denotado por Nul(A).
Definicdo 1.13. Seja A = [a;;] € M,y (K).

1) Designa-se por espago-coluna de A, e denota-se por ColA, o subespacgo de
KP gerado pelas colunas de A.
2) Designa-se por subespaco de anulamento de A, e denota-se por NulA, o

subespaco de K™ das solu¢des do sistema homogéneo AX = 0.

Proposicédo 1.14 Sejam A € M,,,, B € M,,;. O sistema de equagées lineares

AX = B é possivel se e somente se B € ColA.

Teorema 1.15. Sejam AX = B um sistema possivel de p equagdes lineares em

n incognitas, x, uma solugao particular de AX = B e (vq, vy,..., ¥, ) uma base

do espaco de anulamento de A. Tem-se que x; é solucédo do sistema AX = B se e

sO se x; se escreve na forma:

x1 == xO + alvl + azvz e arvr

Sendo a4, a,,...,a, €K

Definigao 1.16. Norma

A norma é uma fungao f,,: R™ - R que associa a cada vetor x € R" um escalar

representado por ||x]||.

lx|| = V{x,y) = Jxty = \/xlz +xZ 4+ -+ x2

norma euclidiana do vetor x com produto interno usual de R™.

Exemplo.

lell = (e + e*+, ..., em™)V?

17



Definigao 1.17. Conjunto ortogonal
Seja V um espaco vetorial euclidiano. Diz-se que um conjunto de vetores

Vi, Va,..., U, €V, & ortogonal se dois vetores quaisquer, distintos, sdo ortogonais,

isto &, v; v;=0quando i # j.

Teorema1.18. Seja V um espaco vetorial com produto interno. Sejam {v;, v,,...,
v, } um conjunto ortogonal de vetores n&o nulos de V. Entdo v, v,,..., v,, S&0

vetores linearmente independentes.

Teorema 1.19. Teorema da Melhor Aproximacgao

Seja IV um espacgo vetorial com produto interno. Seja W um subespago de V.

Seja u um vetor em IV e suponha que u nao pertenga a W. Entao proj,u é a
melhor aproximagéo de u em W, isto é,
lu — projyull <llu—wl|

para qualquer vetor w em W, diferente de proj, u.

Teorema 1.20. Teorema da Decomposi¢cdao Ortogonal. Se V é um espacgo
euclidiano e S um subespaco de V com dimenséo finita, entdo todo o elemento x de
V pode ser representado, de uma Unica maneira. Como a soma de dois elementos,

um pertencente a S e outro a S+, isto é tem-se
x=s+st,ondeseSesteSt
Além disso a norma de x é dada pela férmula de Pitagoras

llxl1? = llslI? + lIs ]2

18



CAPITULO I

2.1. ORIGEM E JUSTIFICATIVA DA PROPOSTA

Os sistemas de equacgdes algébricas lineares e suas solugdes constituem um
dos topicos estudados no ensino médio que pode ser encontrado em DANTE (2005)
e/ou MARCONDES, GENTIL, SERGIO (2003). Em geral, esses sistemas sdo do
tipo (mesmo numero de equacgdes e incognitas)
Ax=b (1)

A<t ) ==} o=

A busca de solugdo do sistema (1) € feita, por exemplo, usando a

por exemplo,

retrosubstituicdo como resultado da eliminacdo Gaussiana, BOLDRINI(1980),
HEFEZ(2012), LAGES(1998). No entanto, muitos problemas interessantes que
aparecem nas ciéncias recaem em sistemas arbitrarios de equacodes lineares que
pode nao ter uma solugdo (HOWARD,2012. BOLDRINI, 1980). Ou seja, ndo é
possivel realizar a retrosubstiuicdo. Na pratica, isto ocorre na observagdo ou
aquisicdo de dados. Ha mais equacdes que incognitas (chamados sistemas

superdeterminados). Por exemplo, considere o seguinte sistema superdeterminado

Ax=D>b
onde,
10 1 2
A=201l x=BL sz]
30 1 6

Este sistema n&o tem solucdo no sentido usual. Uma vez que se deve prever
algum tipo de solugéo, faz-se necessario ampliar ou reinterpretar o conceito de
solucdo. O método de minimos quadrados nos da uma solugdo chamada de solugao
de minimos quadrados. O método consiste em encontrar um x que torne a distancia

Ib — Ax||
a menor possivel.

Os sistemas lineares com mais equagbes que incognitas (sistemas

superdeterminados) sao poucos estudados no ensino meédio. Neste estudo

pretendemos, através deste método, ampliar o estudo de sistemas lineares e com

19



isso agregar valores ao estudo de sistemas para além de sistemas com equacgdes e

incognitas iguais.

2.2. OBJETIVOS

2.2.1. Objetivos Gerais:

Induzir os alunos a compreender a matematica no seu contexto real,
apresentando-lhes aplicacées de sistemas lineares superdeterminados em forma de

situacdes problemas do cotidiano.

2.2.2. Objetivos Especificos:

e Desenvolver o raciocinio matematico;

e Aprimorar as aulas de matematica;

¢ Dar sentido e uma aplicacdo a matematica;

e Explorar conceitos de matrizes e sistemas ;

e Fazer o aluno pensar logicamente e algebricamente;

e Dar oportunidade aos alunos de enfrentar situagdes novas;

e Estimular o interesse e a participacao do aluno;

e Compreender os conceitos e definicdes do método de Minimos Quadrados;

¢ Possibilitar que o aluno possa compreender as variadas leituras possiveis em

uma situacao problema.

20



CAPITULO Il

3.1. PROBLEMAS DE MIiNIMOS QUADRADOS

Um sistema arbitrario de equacdes lineares Ax=b pode n&o ter uma solucgao,
isto é, o0 dado b é inconsistente. Na pratica esta inconsisténcia se deve a “erros de
medida” nas entradas de A e de b que perturbam o sistema suficiente mente a ponto
de criar inconsisténcia. Em tais situagdes procuramos um valor de x que chegue “tdo
perto quanto possivel” de ser uma solugédo, no sentido que minimiza o valor de
||Ax — b|| em relagdo ao produto interno euclidiano. A quantidade ||Ax — b|| pode ser
vista como uma medida de erro que resulta por considerar x uma solugao
aproximada do sistema Ax = b.

Se o sistema é consistente e x € uma solugao exata, entado, o erro é zero, pois
[|Ax — b|| = 0.

Em geral o problema dos minimos quadrados pode ser estabelecido como
se segue.

Problema geral dos minimos quadrados: Sejam A uma matriz mxn e b € R™
e Ax = b. Encontre se possivel um X tal que ||b — AX|| < ||b — Ax|| vV x € R™.

Um tal x € chamado uma solucédo de minimos quadrados de Ax = b

Observagao: Para entender a origem do termo minimos quadrados, seja
e = Ax — b, que podemos considerar como vetor erro que resulta da aproximagao X.

Se e = (eq,€ey3,...,6y), €ntdo uma solugdo de minimos quadrados minimiza
llell = (2 + ey2+, ..., e,,2)Y? e portanto também minimiza |le||? = e;2 + e,%+, ..., e, %
Dai o termo minimos quadrados.

O aspecto mais importante de um problema de minimos quadrados é que,
independentemente do vetor x selecionado, o vetor Ax pertence, necessariamente,
ao espaco de colunas ColA. Procuramos entdo, X que torna Ax o ponto mais

proximo de b em ColA. Veja a figura.

b

ColA
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E claro que, se b € ColA entdo b é da forma Ax para algum x e tal que x é a

“solugao de minimos quadrados”.

3.2. Existéncia de solugdes do problema geral dos minimos quadrados

Nesta secao, iremos estabelecer condicdo sob as quais um sistema linear tem
garantida solugdo de minimos quadrados. Assim, temos o seguinte teorema.

Teorema 1: Seja Ax = b um sistema linear de m equacgdes e n incégnitas. O
conjunto de solugdes de minimos quadrados de Ax = b coincide com o conjunto n&o

vazio de solucdes das equacdes A'AX = Ab.

Demonstragcao: A demonstracao tem duas partes.

Primeira parte: Mostraremos que o conjunto de solugdes de minimos
quadrados € um conjunto ndo vazio e que qualquer um de seus elementos X satisfaz
as equacoes A'Ax = A'b.

Segunda parte: Mostraremos que se X satisfaz as equagdes A'‘Ax = A'b, entdo

X € uma solugédo de minimos quadrados.

Demonstragao primeira parte

Seja o sistema Ax = b. Decorre do teorema da melhor aproximacgao (1.18) que
o vetor em ColA mais proximode b é

b = Projcob
desde que b € ColA, a equagdo AX = b é possivel e existe X € R, tal que
Ax=b (1)

assim, um vetor X € uma solugcdo de minimos quadrados para Ax = b, se e somente
se x satisfaz a (1). Se x satisfaz a (1) entdo pelo teorema da decomposigéo
ortogonal (1.18), b — b é ortogonal a ColA. Como ColA é o espaco coluna de A,

segue do teorema (1.17) que b — b € NulA?, isto é,
A'(b—A%) =0

logo
A'Ax = A'b (2)
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Demonstragédo da segunda parte
Suponha que % satisfaz o sistema A!Ax = A'b. Entdo , X satisfaz o sistema
At(b— AX) = 0, o que mostra que b — Ax é ortogonal as linha de A!e portanto,
ortogonal as colunas de A. Desde que as colunas de A geram ColA, o vetor b — AX
€ ortogonal a todo o espago ColA. Logo, a equagéo
b = AX + (b — AX)
€ uma decomposi¢cao de b em uma soma de um vetor em ColA e um vetor ortogonal
a ColA, Pela unicidade da decomposi¢cao ortogonal, AX tem que ser a projegéao

ortogonal de b sobre ColA, ou seja, AX=b e X € uma solugdo de minimos

quadrados. m

O sistema (2) é chamado sistema normal associado a Ax = b e as equagdes
que o compdem sao chamadas equagdes normais associadas a Ax = b. Note da
demonstracdo que o sistema normal pode ser de finitas solugdes. Podemos também

observar esse fato no seguinte exemplo.

Exemplo. Encontre a solugdo de minimos quadrados do sistema impossivel
Ax = b,onde

ey

Il
[SE ST
OO R R

Solugao

Para usar o sistema normal A'Ax = A'b, calcule:

1 1 11 1 1 8 4 2 2
AtA=11 1 0 0.1 0 1 2 2 0
0 011 1 0 1 2 0 2
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1 1 11 ; 14
A'b=(1 1 0 of gl = 4
0 0 1 1 2 10

a matriz aumentada para A*Ax = A'b é

4 2 2 i 14 2 0 2 + 10
2 2 0 4(~|0 2 -2 : -6
2 0 2

100 10O 0 O ¢ O

a solucado geral é x; =5 —x3, x, = -3+ x3 € x3 € arbitrario, logo a solugéo geral

-1
1
1

O proximo teorema estabelece condi¢gdes sob as quais o sistema linear de m

de minimos quadrados de Ax = b tem a forma
5
-3
0

f: +x3

equacgdes e n incognitas admite apenas uma solugédo de minimos quadraticos.

Teorema 2. Seja Ax = b um sistema linear de m equacgdes e n incognitas. A
matriz A'A é invertivel se e somente se as colunas de A sido linearmente
independentes. Neste caso a equacdo Ax = b tem apenas uma solu¢gao de minimos
quadrados x dada por

X = (4'A)1A'p

Demonstracao:

Primeiramente nés devemos mostrar que se os vetores coluna de A, Sao
linearmente independentes entéo AtA é invertivel.

Assim, suponha que A tenha vetores coluna linearmente independentes. A
matriz A*A possui tamanho nxn, portanto podemos provar sua invertibilidade
mostrando que o sistema linear A*!4Ax = 0 possui somente a solucgao trivial. Mas se x
€ qualquer solucdo desde sistema, entdo Ax € NulA! e também Ax € ColA.

Pelo teorema 1 estes espagos sdo complementos ortogonais de modo que a
parte (b) do teorema 1 implica Ax =0, como A tem vetores coluna linearmente

independentes, resulta que x = 0, pelo teorema 1.
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Seguidamente provaremos que se A4 é invertivel, entdo os vetores coluna de
A sao linearmente independentes.

Assim, seja x uma solugédo de Ax = 0, entdo A'Ax = 0, pois A*0 = 0. Assim,
x =0, pois A*A é invertivel. Logo, os vetores coluna de A sdo linearmente
independentes, pois o espago nulo de A é n&o nulo se, e somente se, as colunas de

A sao linearmente dependentes. m

Exemplo. Encontre a solugdo de minimos quadrados do sistema impossivel

4 0 2
0 2|,b=]0
1 1 11

determine também o erro de minimos quadrados.

Ax = b, onde

A=

Solugao: Observe que A e as colunas de A sdo linearmente independentes,

portanto existe uma unica solu¢gdo de minimos quadrados, temos

wafy 8 2o 2|7
oo 112 o
Ab:[o 2 1'[101]:[11

a equacdo A'Ax = A'b fica entéo
17 171[*1] _ [19
1 5] [xz] - [11

Ao resolver o sistema obtemos a solugédo de minimos quadrados.
X1 = 1, Xo = 2.

Para determinar o erro de minimos quadrados, temos

-

b—Ax =

logo
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b — A%|| = V84.

3.3. AJUSTE DE CURVAS PELO METODO DE MINIMOS QUADRADOS.

Suponha-se que, como resultado de medigdes em um laboratério ou algo
similar, foi obtida uma cole¢do de valores y,y,,...,y, correspondentes a uma
colegdo de alguma outra grandeza x; x,,...,x,. O problema a seguir € obter uma
relacdo matematica y = f(x) entre as variaveis x e y através do “ajuste” de uma
curva.

A forma geral da curva y = f(x) a ser ajustada é decidida na base de
consideragdes tedricas ou simplesmente pelo padrao apresentado pelos pontos
(xi,yl-). Algumas possibilidades que obtemos neste trabalho sao

a) Umaretay =a+ bx

b) Um polindmio quadratico y = a + bx + cx*

Como os pontos (x;y;) s&o obtidos experimentalmente, geralmente tem algum erro
de medi¢do nos dados tornando impossivel encontrar uma curva de forma desejada
que passe por todos os pontos. Assim, a ideia é escolher a curva (determinando
seus coeficientes) que “melhor” se ajuste a curva. Por isso usamos o método de

minimos quadrados.
3.3.1. Ajuste Linear

Suponha-se que exista uma relagao linear entre uma variavel dependente y e
uma variavel independente x, ou seja
y=a+bx (3)
e que sejam realizadas medi¢gdes em y para varios valores de x, originando os
seguintes pontos
(x1,y1): (x2,¥2), (x3,¥3) - (xn,yn)
se estes pontos de dados fossem colineares, a reta (3) passaria por todos os n
pontos e os coeficientes a e b desconhecidos satisfariam

y1 =a+ bx,
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y, = a+ bx,

V. = a+ bx,

podemos escrever este sistema como

Ax=bh (4)
onde
1 x Y1
=l B w=lloe=?] ©
1 x, Yn

€ claro que, se os pontos ndo sao colineares, entdo € impossivel encontrar a e b que
satisfagam o sistema (1) exatamente.
Neste caso, temos um problema de minimos quadrados, entdo vamos procurar

uma solugao de minimos quadrados

X=X= [@]

b
uma reta y = @ + bx é chamada reta de minimos quadrados de um ajuste linear de
minimos quadrados aos dados se os coeficientes da reta provém de uma solugao de
minimos quadrados. Lembre que uma solugdo de minimos quadrados de (2)
minimiza
b — Ax||? (6)

expressando (4) em termos de componentes, obtemos

Ib—Ax||? =e?+el+e5+--+e: (7)
onde
e;=|yi—a—bxl i=1273,.n
Os valores e; podem ser interpretados como a distancia vertical entre a reta

y = a + bx e os pontos de dados (x;,y;).
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Esta distancia € uma medida do “erro” que resulta no ponto (x;,y;) do ajuste

inexato de y = a + bx, a este ponto dos dados.

Equagdes normais
Pelo teorema 1 a solugdo de minimos quadrados de (2) pode ser obtido
resolvendo o sistema normal associado
ATAx = ATb (8)

Ou escrevendo em forma estendida,

n

. _n .
n Z Xj Z Yi
N A )
Xi z xiz Z XiYi
Li=1 i=1 . Li=1 .

O uso do sistema (9) com somatdrias sera mais conveniente para nosso
trabalho com alunos do ensino médio. Observe que o critério usado para chegar a
essas equagbes normais (8) ou (9) foi através de conceitos geométricos e
algébricos. No entanto, também podemos minimizar a expressao (6) usando critérios

de circulo. Como segue,

E=)@i-a-bx)?  (10)

Para minimizar E, calcula-se as derivadas parciais em relagdo a a e b,

obtendo-se as condigdes

dE c
—= —zzl(yi —a=bx)=0(11)
1=
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dE— Zi ( bx;) =0 (12
db_ . 1xi Yi a xi - ( )
i=

De (11),

n

i(}’i —a—bx;) = i(}’i) - Z a — Zn:(bx,-) = i(yi) - na- (i(xi))b =0

=1 1= 1

E de (12),

n

z xi(yi—a—bx;) = Zn:xi}’i - (i x;)a— (i(xiz))b =0

i=1

assim, obtemos um sistema,

na—(Z(x,))b —Z(y,)
(Zma (Z(xﬁ))b Z x

Ou equivalente

o n - — n -
n Z Xi Z Yi
RS
Z Xi Z x; Z XiYi
i Li=1 _

-i=1 i=1

(13)

Pode ser mostrado que os vetores coluna de A em (3) sédo linearmente
independentes se, e somente se, pelo menos dois dos numeros x;, x,, X3, ..., X, Sa0
distintos. Neste caso segue do teorema 2 que a solugdo de minimos quadrados é
unica e é dada por

= (ATA) 14Ty

Resumindo, temos o seguinte teorema,
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Teorema 3. Sejam (x1y;), (x2,¥2), (x3,¥3) ... (xn,¥n), um conjunto de dois ou
mais pontos dados, sdo todos em uma reta vertical, e sejam
1 x V1
A= 1 le eb= y;Z
Yn

1 x,
entdo existe um unico ajuste linear de minimos quadrados
y=1a+bx
aos pontos dados. Além disso,

=)
I
S Q)

€ dado pela férmula
X = (A'A)7'A'D

que expressa a unicidade da solucdo x = X da equagao normal
AtAx = Atb

Exemplo. Encontre a equagao da reta que mais se aproxima dos pontos

abaixo

10
13

o o w| N X
N

O grafico de dispersao dos pontos dados é

14 -
12 -

10 A L 2
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Desde que sao todos os pontos, estdo em uma reta vertical, pelo teorema
anterior, temos que existe uma unica solugado de minimos quadrados dado pela

solucao do sistema normal.

=| i (14)

Calculando as somatodrias, teremos

4

Zx,-=2+3+5+6=16
i=1
4
inz — (2% + ()% + (5)2 + (6)2 = 74

i=1

y; = 6+7+10+13 =36

-
"M'P
[N

4
Zx,-y,- = 26+37+5.10+6.13 = 161

i=1
Assim, o sistema normal (14) fica como

¢ 16 @) _ |36

16 741°'\p 161

{ 4 + 16b = 36
164 + 74b = 161

dai obtemos que @ = 2,2 e b = 1,7, logo a reta de minimos quadrados é

f(x)=22+17x

3.3.2. Ajuste Polinomial Quadratico

No caso de ajuste polinomial, o objetivo € encontrar uma aproximagao p(x).
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y = P(x) = a+ bx + cx? (15)

para um conjunto pontos (x1y1), (x2,¥2), (x3,¥3) - (X V)

Neste caso o sistema inconsistente € dado por

Ax =b (16)
onde,
1 x x12 Y1
1 x, x5° a }’2]
A:|1 x3 x32|, x:[bl, b:|y3|
l= P c 5
1 x, x,° Yn

Equacées normal. Pelo teorema 1, a solugdo de minimos quadrados de (2)

pode ser obtida resolvendo o sistema normal associado
ATAx = ATb 17

Ou escrevendo de forma estendida,

n Xi
i=1
n n
Z X; = z YiX; (18)
i=1 C i=1

n
2

“i=1 i=1 i=1

~
1l
[y

Analogamente ao caso de ajuste linear, podemos obter (18) usando critérios de
calculo, como segue.

A soma dos quadrados das distancias de y; ao polinomio p(x;) € dado por

E= Z(yz —p(xy))? (19)
i=1

. e , - dE dE dE . . p
para minimizar E € necessario que —- 3, € 7o Selam igual a zero. Isto €,
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dE < ,
%=22a+bxi+cxi -y, =0
i=1

dE < ,
b= ZZ(a+bx,- +cxi* —y)x; =0
1=

dE -
— =2 E (a+ bx; + cx? —y)x2=0
dc -

=

utilizando a propriedade distributiva da adigdo, obtemos as equag¢des normais (18)

de forma equivalente

AtAx = A'b
onde
1 x; x4° Y1
1 x, x5° a [}’2 ]
A:|1 x3 x32|, k\zlbl, b=|}’3|
[ P c l 5
1 x, x,° Yn

Como no caso do ajuste linear as solu¢gdes das equagdes normais (18)

determinam os coeficientes do polindmio quadratico que minimiza

Ib — Ax|]
Se A'A é invertivel, entdo as equagdes normais tém uma unica solugdo %, dada
por
X = (A*A)71A'b

A seguir serdo discutidas condigbes que garantem a invertibilidade de A*A.

Assuma que pelo menos trés dos numeros x4, X, ..., X, sao distintos e n > 2.

Suponha entdo que
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Ac=0 (20)

onde

2
[1 X1 xl—| o
Az? Y2 X271 e c=|B|l%0
: Y y

de (20) temos que o polinémio
f(t) =x +Bt + yt*
possui como raizes distintas os pontos x4, x5, ..., x, (n>2).
No entanto um polindmio ndo nulo de grau 2 tem, no maximo, duas raizes
distintas, logo x= B =y = 0. Assim de (20) temos que as colunas da matriz A s&o
linearmente dependentes e assim A4 é invertivel.

Resumindo, temos o seguinte teorema.

Teorema 4. Sejam (x1y1), (x2,¥2), (x3,¥3) ... (X5, ¥5), um conjunto de pontos
com n>2 e pelo menos trés dos numeros xq, X5, ..., X, sao distintos, e sejam
[1 x1 x°] V1]
|1 X2 x22| Y2
A= 1 X3 x32 , e b= Y3
1 x, Xx,° Yn
entdo existe um unico ajuste de minimo quadrado
y=1a+b + éx?

aos pontos dados, além disso,

€ dado pela férmula
X = (4'A)71A'p

que expressa a unicidade da solugao x = X da equagao normal

AtAx = A'b,
EXEMPLO. Determinar o polindmio de segundo grau que mais se ajusta

aos pontos A(-2, 0), B(-1, 4), C(0, 5), D(1, 4) e E(2, 0).
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Construindo o grafico de acordo com os pontos, temos

6 -

Desde que esses pontos satisfagam as condi¢cdes do teorema, Calculando as

somatdrias, temos a existéncia de uma unica solugdo de minimos Quadrados dado

pela solugao do sistema normal

5
le
=1

4

5 5
4 2
Z xz xl Xi Z YiXi

Li=1 i=1 i=1

4 i=1

~
1l
Juy

Calculando as somatdrias, temos
5

in=—2—1+0+1+2=0
i=1

x2=(-22+(-1D2+02+ (1)?+(2)*=10

e

-~
1l
[N

e

-~
1l
[N

x3=(-2°2+(CD3+03+(1)3+(2)*=0

a 5
xl xl '[bl: zyixi (21)
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5
Z X = (=2)* + (=1)* + 0* + (1)* + (2)* = 34
i=1

y;=0+4+5+4+0=13

Ngb

i=1

il

5
yix; = (—2.0) + (=1.4)) + (0.5) + (1.4) + (2.0) = 0
=1

5

Y v = () +(16) + (0) + (16) + (0) = 32

i=1

Assim, o sistema (21) fica como,

5 0 101 [a 13
0 10 o].|lp|l=10
10 0 34l lg 32

Resolvendo o sistema obtemos os valores de a,b e ¢

d=174 ,b=0e¢ =043
Portanto o polinbmio quadratico de minimos quadrados é dado por
y =p(x) = 1,74 + 0,43x>.
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CAPITULO IV

4.1. Proposta de aula para o Ensino Médio

Neste capitulo, apresentaremos uma proposta de aula para ser trabalhada com
alunos do 2° ano do Ensino Médio. Propomos introduzir o Método de Minimos

Quadrados logo que o professor terminar o conteudo de sistemas lineares.

+ 1° aula
O professor iniciara a aula propondo aos alunos que descubram de quanto sera
as vendas no 7° ano de uma empresa de publicidade de acordo com os dados

abaixo.

O quadro abaixo apresenta as vendas (em milhdes).
Ano 1 2 3 4 7
Vendas 10 |13 |18 |19 | .. ?

Nesta aula o professor devera introduzir os conceitos de minimos quadrados
explicando a importancia e a necessidade de saber trabalhar com tal método. Fara a
representacdo do diagrama de dispersédo, para que os alunos possam visualizar

melhor o problema a ser resolvido.

Diagrama de Dispersao

20 ~
15 A

10 - L 2

Vendas (Milhoes)

Ano

O professor explicarara aos alunos, utilizando o diagrama de dispers&o, que o
método de minimos quadrados ira encontrar uma reta que melhor se aproxima dos
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pontos dados, para que seja possivel determinar o valor de vendas para o ano 7.
Com auxilio do software Excel o professor mostrara aos alunos o diagrama de
dispersdo dos pontos do problema e os ensinara construir um diagrama de

dispersao no excel, para que os mesmos utilizem o excel como auxilio para resolver

as atividades propostas.

25 -

=

g 20 -

2 ®

3 15 -

@ 10 -

©

§ 5 -

>

0 T T T T 1
0 1 2 3 4 5

Ano

Para encontrar tal funcao sera utilizado Método de Minimos Quadrados, logo

sera apresentado aos alunos a formula do método,
n Z Xi| ra Z Yi
.| [b] -
Xi Xi YViXi

Onde,
in =X +x+x3+ -+ x,

D00 = )P+ () + (1) e+ ()
D= Aty tyst et

Z XiYi = X1Y1 + X2Y2 + X3Y3 + -+ XV

E que a e b s&o os parametros a serem encontrados.
Na sequéncia o professor devera resolver um problema junto com os alunos.

Exemplo. Encontrar a reta linear que mais se aproxima dos pontos dados

na tabela.
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Ano (x;) 1 2 3 4
Vendas (y;) | 10 13 18 19

Primeiro devemos criar o diagrama de dispersao

25
20

0/i
15

Vendas

Ano

Calculando as somatoérias

Temos,

in=1+2+3+4=10
Z(xi)2 =12 +2%2+3%4+4*=30
Zyi=10+13+18+19=60
z x;y; = (1.10) + (2.13) + (3.18) + (4.19) = 166

Aplicando os resultados do somatorio na férmula

140 ég] ' [Z] - 16606

Que reacairia em um sistema com duas incégnitas e duas variareis, ja

estudados pelos alunos.
b=32ea=7 donde, f(x)=7+32x por(1).

Portanto, para o ano 7, as vendas estariam em aproximadamente
f(7)=32.(7)+7 =294
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Apos explicagdo e resolugdo do problema com os alunos, sera proposto

atividades para serem iniciadas nesta aula e concluidas em casa.

Atividade 1
Utilizando os dados da tabela abaixo, encontre a reta que melhor se ajusta aos

pontos dados, em seguida descubra qual o custo aproximado para 16 artigos.

Quantidade (x) custos(y)
40 200
50 180
70 170
75 150

Atividade 2
A tabela abaixo relata os custos de manutencido por hora, classificados por
idade de maquinas em meses. Determinar a reta dos custos sobre a idade e fazer

uma previsao de custo para uma maquina de 50 meses.

Idade em meses (x) Custos médios (y)
6 9,7

15 16,5

24 19,3

33 19,2

42 26,9

Atividade 3

Os dados a seguir representam a produgéo de soja durante varios anos em um
determinado terreno, em toneladas. Esboce o diagrama de dispersdo. Em seguida
encontre a reta que melhor se ajusta aos dados. E ainda, Faga uma estimativa da

producgao para o ano 2000.
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Ano(x) Producao(y)
1989 96,2
1990 92,0
1991 90,1
1992 89,0
1993 86,8

+ Aula 2 — Correcao de atividades
Nesta aula sera feito a corre¢cao das atividades no quadro, para que os alunos

confiram suas respostas e retirem as duvidas que restaram com relagédo ao Método.

+ Aula 3 — A parabola dos Minimos Quadrados

O professor ira apresentar aos alunos o problema abaixo, junto com seu
diagrama de dispersao, para que 0s mesmos percebam a diferenca do
comportamento dos pontos (mais se aproxima de uma parabola) e entao ira explicar
utilizando o diagrama de dispersédo que o método ira encontrar uma curva quadratica
que mais se aproxima dos pontos dados.

Em seguida serao aplicadas atividades para que os alunos resolvam.

Exemplo que sera resolvido junto com os alunos
A tabela abaixo representa as vendas em milhdes nos 5 primeiros meses do
ano, de uma determinada empresa. Marcamos estes dados no grafico abaixo e

conjecturamos que as vendas podem ser aproximadas por um polinbmio de grau 2.
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4,5
4 4
3,5
3

2,5 *
2 4 & Sériel
1,5
1
0,5
0 T T T T T )
0 1 2 3 4 5 6

Pretende-se determinar y = a + bx + cx* que melhor se ajuste aos dados
obtidos, e usar esta fungao para deduzir qual o volume de vendas que a empresa ira
realizar no més 12 do ano.

Extraindo os dados da tabela temos,

in=1+2+3+4+5=15
Z(xi)2=12+22+32+42+52=55
Yx;2=13+23+3%+43%+53=225
Z(xi)4 =1*+2*+3*+4*+5* =979
Zyi=2+2.2+2.6+3.2+4=14
inyi =(12)+ (2.(22)) + (3.(2.6)) + (4.(3.2)) + (5.4) = 47

Z yixi2 = (2.12) + (2.2 % 22) + (2.6 % 32) + (3.2 x 42) + (5 * 4%) = 185.4

Logo, utilizaremos a férmula para ajuste polinomial de grau 2.

ST I
RS in:.[bl=|2yixi|
S T Y

Aplicando os dados nas somatodrias
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i s -]

A solugao de minimos quadrados éa =2, b=-01 e ¢=0,1

O polinémio procurado sera f(x) =2—0.1x + 0.1x*. Logo a previsdo das
vendas para o ultimo més do ano sera de y(12) = 15.2 milhdes de y(12) = 15.2
milhdes.

Para resolver as atividades, os alunos serdo levados até a STE (Sala de
Tecnologia Educacional), para utilizarem o Software Excel como apoio nos calculos.

Atividade1.
Calcule o polinbmio de minimos quadrados de grau 2 para os dados da tabela
abaixo, use o software Excel ou brcalc para auxiliar nos calculos e para gerar o

diagrama de dispersao.

X 1 2 3 4 5 6
Y 1,3 3,5 4,2 5 7 8,5
Atividade 2

Encontre os polinbmios de minimos quadrados de grau 1 e 2 para os dados
apresentados na tabela a seguir e faga o diagrama de disperséao.

X 1 1,1 1,3 1,5 1,9 2,1
Y 1,84 1,96 2,21 2,45 2,94 3,18

+ 4° Aula
Para finalizar, sera feito a correcdo das atividades da aula anterior no quadro
para que os alunos possam conferir suas respostas e sanar as duvidas que ainda

restam.
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CONCLUSOES FINAIS

Neste trabalho fizemos o estudo do Método de Minimos Quadrados,
enfatizamos a importancia de se trabalhar com tal método, utilizamos definicbes e
teoremas para chegar ao método a ser aplicado. Estudamos e definimos o que é um
problema de minimo quadrado com exemplos de sistemas que recaem em infinitas e
unica solugdo. Discutimos o ajuste linear e polinomial seguido de exemplos.

Concluimos que para introduzir o método nas aulas do ensino Médio, é
viavel trabalhar o mesmo utilizando somatdrias, pois facilita as contas e o
entendimento pelos alunos ja que se trata de uma introdugdo, concluimos ainda que
este material ndo é indicado para dar suporte ao aluno e sim ao professor, por se
tratar de definicdes e demonstragdes pouco complexas.

O Método facilita a resolucéo de diversos problemas do cotidiano o que pode

fazer com que os alunos se sintam motivados a aprender.
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