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RESUMO

A relagao entre a Geometria e a Trigonometria vai além da forma classica em que estas
duas areas da Matemdtica sao apresentadas no Ensino Bésico. Existe uma tendéncia a
separa-las por fronteiras rigidas cerceando de certa forma a cooperacao entre os métodos
e técnicas de uma e de outra, com o objetivo de resolver determinados problemas ma-
tematicos, cuja solucao nao esté obrigatoriamente inscrita numa destas dreas. Por exem-
plo, problemas propostos em olimpiadas. Neste trabalho mostra-se algumas dessas possi-
bilidades trabalhando com situagoes em que a partir de um resultado geométrico obtem-se
determinados resultados trigonométricos ou, o contrario.

Palavras-chave: Geometria. Trigonometria. Métodos trigonométrico. Método
geométrico.



ABSTRACT

The relationship between Geometry and Trigonometry goes beyond the classic way in
which these two areas of mathematics are presented in high school. There is a tendency to
separate them by rigid boundaries, restricting somehow cooperation between the methods
and techniques of one of them in the other in order to solve certain mathematical problems,
whose solution is not compulsorily insured in a particular area. For example, problems
proposed in the Olympics. In this work we will show some possibilities of interaction,
working with situations where from geometrical results we obtain certain trigonometric
results and otherwise.

Keywords: Geometry. Trigonometry. Trigonometric methods. Geometric
methods.



SUMARIO

INTRODUCAO 7

1 OBTENDO RESULTADOS DA TRIGONOMETRIA A PARTIR DA
GEOMETRIA 9
1.1 O teorema do angulo inscrito . . . . . . .. ... ..o 9
LL1T AlLeidosSenos . . .. ........... ... ... ... ... 12
1.1.2  Seno e Cosseno do Angulo Duplo . . . . . ... ... ... ..... 16
1.1.3 Interpretando a Lei dos Senos no circulo de diametro igual a unidade 18
1.2 O Teorema de Ptolomeu . . . . .. ... ... ... ... ........ 19
1.2.1 Relacao Fundamental da Trigonometria . . . . . . . . .. .. .. .. 20

1.2.2  Uma Interpretacao Trigonométrica do Teorema de Ptolomeu: seno

da soma e da diferenca de dois angulos . . . . . ... ... .. ... 21
1.3 A Lei dos cossenos obtida a partir do circulo . . . . ... ... ... 23

2 OBTENDO RESULTADOS DA GEOMETRIA A PARTIR DA TRI-
GONOMETRIA 27
2.1 Férmula trigonométrica da area de um triangulo. . . . . . . . . .. 27
2.2 Uma Prova Trigonométrica do Teorema de Steiner-Lehmus . . . . 28
2.3 Uma Prova Trigonométrica do Teorema de Napoleao . . . . . . . . 31
3 RESOLUCAO DE PROBLEMAS USANDO O METODO GEOMETRICO
E O METODO TRIGONOMETRICO 35
CONSIDERACOES FINAIS 47
REFERENCIAS 48
APENDICES 50

ANEXOS 57



INTRODUCAO

Tradicionalmente, no ensino fundamental, a Trigonometria ¢ introduzida com um
vinculo inicial com a Geometria, mediante a definicao das razoes trigonométricas diretas,
quais sejam: seno, cosseno, tangente, secante, cossecante e cotangente, tendo como base
o triangulo retangulo. Posteriormente se estudam as relagoes métricas conhecidas como
Lei dos Senos e Lei dos Cossenos, em triangulos quaisquer. Somente no ensino médio é
que se generalizam as defini¢oes das fungoes trigonométricas, trabalhando-se agora com o
circulo. Neste nivel de ensino, o vinculo entre Trigonometria e Geometria fica, geralmente,
circunscrito aos tradicionais problemas de resolucao de triangulos.

Porém, as possibilidades e a riqueza da relacao entre essas duas areas ultrapassa o
contexto descrito no pardgrafo acima. O emprego de métodos e técnicas da Geometria e
da Trigonometria concomitantemente na abordagem de problemas de uma ou outra area
permite, em muitos casos, obter demonstragoes de teoremas e solugoes de problemas com
maior eficiéncia e elegancia. Por outro lado, combinando métodos de ambas as areas
ilustra-se a unidade da Matematica e desenvolvem-se as habilidades para a resolucao de
problemas.

Neste trabalho propoe-se como objetivo geral, mostrar essa relacao estreita que existe
entre a Geometria e a Trigonometria e como cada uma destas areas da Matematica pode
contribuir com seus métodos e técnicas para a demonstracao de proposicoes e a resolucao
de problemas da outra area. Pretende-se concretizar esse objetivo geral, mediante as
seguintes agoes: (i) Apresentar a utilizagdo de teoremas cldssicos da Geometria para
demonstrar de forma mais simples, clara e elegante certos resultados importantes da
Trigonometria como, por exemplo, a Lei dos Senos. (ii) Demonstrar alguns teoremas
da Geometria, como o Teorema de Steiner Lehmus, mediante a utilizacao de métodos
trigonométricos. (iii) Resolver alguns problemas geométricos de duas formas, utilizando
técnicas geométricas e técnicas trigonométricas.

A metodologia utilizada na elaboracao do trabalho consistiu de uma pesquisa bibli-
ografica em livros, artigos cientificos e comunicagoes, impressos ou tomados da Internet.
Os materiais obtidos permitiram uma compreensao do assunto pesquisado e seu “estado”,
bem como uma comparagao com a forma em que tradicionalmente sao ministrados os
contetdos trigonométricos no ensino médio. Entao, foi levantada a hipotese relativa a

possibilidade de mostrar, em alguns exemplos concretos, a rica relacao que existe entre a



Geometria e a Trigonometria e as possibilidades de “cooperacao” entre ambas as areas na
resolucao de problemas e na demonstracao de proposicoes. A percepcao dessa realidade
por parte de professores do ensino fundamental poderia dar lugar a estratégias de ensino
da Trigonometria que contribuam a melhorar a motivagao e a compreensao dos alunos
nesta area da Matemadtica, geralmente dificultosa. Foram definidos os objetivos do traba-
lho e delineado um caminho concreto para o seu cumprimento, que incluiu os processos
logicos de andlise e sintese, bem como o prazeroso trabalho matematico da demonstracao
de algumas proposicoes e da resolucao de determinados problemas. No fim, redigimos
esta dissertacao, suscetivel de melhorias e corregoes, que constitui o nosso trabalho de
conclusao do Curso de Mestrado Profissional em Matemadtica em Rede Nacional (PROF-
MAT) da Sociedade Brasileira de Matematica (SBM) e que desejamos que seja de alguma
utilidade a professores do ensino fundamental e a alunos interessados na Matematica.

Na revisao bibliogréfica gostarfamos de destacar o livro da autoria de Maor (2002),
intitulado Trigonometric Delights que, como o préprio titulo indica, é uma verdadeira
“delicia trigonométrica’e que foi a fonte principal de inspiracao deste trabalho.

A dissertacao consiste essencialmente de trés capitulos. No primeiro, demonstramos
alguns resultados importantes da Trigonometria, como a Lei dos Senos e as formulas do
seno e do cosseno do angulo duplo, dentre outras, utilizando proposicoes geométricas. No
segundo capitulo invertemos o sentido, apresentamos certos teoremas da Geometria, por
exemplo, o de Steiner Lehmus, provados utilizando técnicas trigonométricas. No terceiro
capitulo resolvemos alguns problemas utilizando ambos os métodos, o trigonométrico
e o geométrico. Também mostramos um problema geométrico de otimizacao resolvido
trigonometricamente. Foram incluidos trés apéndices. No primeiro, é provado o teorema
do angulo inscrito, que junto com seus corolarios, segundo Maor (2002), é “um tesouro sem
dono de informagoes trigonométricas” (em traducao livre). No segundo apéndice é provado
o Teorema de Ptolomeu e no terceiro, dois corolarios do teorema do angulo inscrito.

Também foi incluido um anexo com a demonstracao de alguns teoremas utilizados.



Capitulo 1

OBTENDO RESULTADOS DA
TRIGONOMETRIA A PARTIR DA
GEOMETRIA

Neste capitulo apresentaremos algumas proposigoes trigonométricas importantes e
suas demonstragoes baseando-nos em teoremas da Geometria Euclidiana Plana, com o
objetivo de exemplificar a relacao entre ambas as areas, no sentido “a Geometria ao
servico da Trigonometria”. O conhecido teorema que relaciona as medidas dos angulos
central e inscrito num circulo constitui a pega tedrica chave que utilizaremos. Eli Maor diz
o seguinte a respeito desse teorema (em tradugao livre): “este simples teorema juntamente
com seus dois coroldrios é um tesouro sem dono de informagao trigonométrica” (MAOR,

2002).

1.1 O teorema do angulo inscrito

O teorema do angulo inscrito é bem antigo e também muito conhecido. Na obra “Os
Elementos”de Euclides, este teorema aparece no Livro III como uma de suas proposigoes.
Antes de enunciarmos propriamente o teorema lembremos as defini¢des de angulo central
e angulo inscrito num dado circulo, tais definigoes podem ser vistas em (BARBOSA, 2006)
e (NETO, 2013).

Definicao 1.1.1. Angulo central relativo a uma circunferéncia € qualquer angulo que

tenha o vértice no centro da circunferéncia.

Observacao 1.1.1. Seja I' um circulo de centro O. Duas semirretas com origem em O
determinam dois angulos centrais em ', que denotaremos por ZAOB, em que A e B sdo
0s pontos de intersecao das semirretas com o circulo I'. O contexto tornard claro a qual

dos dois angulos ZAOB estamos nos referindo.
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Definicao 1.1.2. Entende-se por angulo inscrito num circulo, o angulo cujo vértice € um
ponto do circulo e cujos lados sao duas cordas do mesmo.

Observacao 1.1.2. O arco da circunferéncia que nao contiver o vértice do angulo inscrito
¢ denominado “arco correspondente ao angulo inscrito”. Diz-se também que o angulo

subtende ao arco.

A figura 1.1 mostra os angulos ZAOB (central) e ZACB (inscrito), ambos num circulo

N
de centro O. O arco AB ¢ subtendido por ambos os angulos, central e inscrito.

Figura 1.1: Angulo central e angulo inscrito numa circunferéncia.

C

\V,

A

Fonte: Autor

A seguir enunciamos o teorema do angulo inscrito.

Teorema 1.1.1 (Teorema do angulo inscrito). A medida de todo angulo inscrito numa

circunferéncia € metade da medida do angulo central correspondente.

A figura 1.2 ilustra bem o que o teorema esta dizendo, temos o angulo inscrito ZAC'B

de medida v e o angulo central correspondente ZAOB de medida 27.
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Figura 1.2: Angulo inscrito numa circunferéncia e angulo central correspondente,com suas

respectivas medidas relativas.

Fonte: MAOR (2002)

O corolario seguinte é uma consequéncia imediata desse teorema.

Corolario 1.1.1. Num dado circulo, todos os angulos inscritos que subtendem a mesma

corda sao iguais. Em particular, todos os angulos inscritos que subtendem um diametro

sao retos.

Figura 1.3: Angulos inscritos
numa circunferéncia subtendidos ao

mesmo arco.
Cy

Fonte: MAOR (2002)

Figura 1.4: Angulos inscritos numa
circunferéncia subtendidos a um
diametro.

Fonte: MAOR (2002)

A demonstracao do teorema 1.1.1 sera apresentada no Apéndice A.

Observagao 1.1.3. Com relacdo a primeira parte do coroldrio 1.1.1. pode-se dizer

também que angulos inscritos iguais estao subtendidos a cordas de mesma medida. E com

relagao a sequnda parte, se um angulo inscrito é reto, entao, ele subtende um diametro

do circulo. (Veja a demonstracao no apéndice C)
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Ainda a respeito do coroldrio mencionado acima. Segundo BOYER (1974), esta pro-
posicao pode ter sido aprendida por Tales durante suas viagens a Babilonia. Sendo que a
tradicao vai ainda mais longe e lhe atribui uma espécie de demonstracao.

O primeiro resultado que nos propomos a obter a partir do teorema ¢é a Lei dos Senos.

1.1.1 A Lei dos Senos

Dado o triangulo AABC, estabeleceremos as seguintes notagoes: a, b, e ¢ representam
os comprimentos dos lados opostos aos vétices A, B e C' do triangulo AABC, respecti-

vamente, e «, 3,7 representam as medidas dos angulos relativos aos vértices A, B e C do

triangulo AABC.

Teorema 1.1.2. Dado um triangulo NABC' qualquer, entdo

a b c

sena  sen 3 senry

Demonstragao. (A) Consideremos um triangulo acutangulo AABC qualquer. Na parte
(B) consideraremos um triangulo obtusangulo para completar a demonstracao da
proposicao para um triangulo qualquer.

Em Geometria demonstra-se que todo triangulo é inscritivel numa circunferéncia !.

Seja, conforme mostrado na figura 1.5, a circunferéncia de centro O e raio r, na qual
estd inscrito o triangulo AABC. Tracemos os raios OA e OB. O angulo ZAOB é
central, o angulo ZACB ¢ inscrito e ambos subtendem o mesmo arco Kl?% Sejam
~v a medida do angulo ZACB e a, b e ¢ as medidas dos lados do triangulo AABC,

conforme as notagoes usuais.

Aplicando o teorema 1.1.1, tem - se que ZAOB = 2/ACB = 2v. Seja D o pé da
perpendicular-bissetriz baixada? de O sobre AB. No triangulo retangulo AODB,

tem-se:
AB
DB T AB
seny = = =
r T 2r

Dai, sendo AB = ¢, obtemos

c
= 2r = constante.

sensy

1Veja o teorema 3.0.2 do Anexo A.
2No triangulo isésceles a altura relativa a base ¢é bissetriz do Angulo oposto & base e mediatriz da base
[Veja Teorema 3.0.3 do Anexo AJ.
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Figura 1.5: Lei dos Senos no caso do angulo agudo.
C

Fonte: MAOR (2002)

Se repetirmos o mesmo procedimento para os lados a e b resulta a Lei dos Senos:

a b c

= =2 1.1
sena  senf3  senry " (1.1)

(B) Como foi dito, o angulo v com o qual trabalhamos na demonstracao na parte (A)
acima é agudo. Isto significa que o centro da circunferéncia circunscrita estd no
interior do triangulo. Para concluir a demonstracao consideraremos agora o caso

em que o angulo 7 seja obtuso. Para facilitar a compreensao vamos considerar a
figura 1.6.

Figura 1.6: Lei dos Senos no caso do angulo obtuso.

E

Fonte: MAOR (2002)

7\
Sendo ~ obtuso, o centro O fica fora do triangulo AABC' e entao o arco AEB é maior
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do que a semicircunferéncia. Tracemos os raios OA e OB (com linha pontada na
figura 1.6), ficando assim construido o triangulo isésceles AAOB, de base AB. Pelo
teorema 1.1.1, sendo v a medida do angulo ins/c_lito ZACB, tem-se que a medi;i_a\ do
angulo central ZAOB (que subtende o arco AEB) é 2v. Note-se que o arco AEB é
o subtendido por ambos os angulos, central e inscrito, logo o teorema 1.1.1 se refere,

no caso, a esse arco.

De forma andloga ao caso anterior, tracamos a perpendicular-bissetriz (também
mediatriz do lado AB) a partir de O, que encontra o lado AB no ponto D. Com

C

essa construgao, temos o triangulo AODB retangulo em D, no qual DB = 7

Para facilitar as notagoes, denotemos por ¢ ao angulo interno ZAOB do AAOB.

Entao,

0
6 =360°—2v e 5:1800—7 (1.2)

0
Observe que ZBOD = 3= 180° — ~. Assim, no triangulo AOBD:

c
8 o9 ¢
/ZBOD = — =L =— 1.3
sen sen 5 = =5 (1.3)
De (1.2) e (1.3),
6
sen 5 = sen (180° — ) = sen vy (1.4)
De (1.3) e (1.4) resulta
c c
= — = 2r. 1.5
seny=go, ol — 5 T (1.5)

Para os angulos agudos do triangulo obtusangulo vale o raciocinio desenvolvido em

(A), logo, provamos que nesse triangulo

b
¢ _ SR (1.6)
sena  sen 3 senvy

A Lei dos senos esta provada em qualquer triangulo.
]

Chamamos a atencao para o valor da constante 2r dada por essas razoes. No trata-
mento tradicional da Lei dos Senos prova-se a proporcionalidade, mas permanece desco-
nhecido o valor da razao. Esta demonstracao, além de elegante, clara e mais simples que
as tradicionais, exprime que em todo triangulo a razao entre um lado e o seno do angulo

oposto a este lado é constante e igual ao dobro do raio (diametro) da circunferéncia cir-
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cunscrita a este triangulo. Para Eli Maor, ”esta demonstracao é nao somente um modelo
de simplicidade, mas exprime a Lei dos Senos na forma mais completa” (MAOR, 2002).
Resulta interessante dispor de uma expressao do valor da razao 2r, diametro da cir-
cunferéncia circunscrita ao triangulo. Assim, abre-se um leque de aplicagoes da Lei dos
Senos. A seguir calculamos 7 em funcao das medidas dos lados do triangulo 3.
Considere o triangulo A inscrito em uma circunferéncia centro O e raio r. Seja AH = h

uma altura e seja AD um diametro dessa circunferéncia (Figura 1.7).

Figura 1.7:
A

Fonte: WAGNER (2004)

Veja que os triangulos AAHB e NACD sao semelhantes uma vez que os angulos
/ZAHB e ZACD sao retos e os angulos ZAHB e ZACD sao iguais, pois, subtendem o

mesmo arco. Resultando desta semelhanca

AB  AH
AD AC
c _0n
2r b
bc = 2rh (1.7)

Multiplicando ambos os lados da igualdade (1.7) pelo comprimento a do lado BC', obtemos
abc = 2rah (1.8)
Como ah é o dobro da érea do triangulo AABC' a equagao (1.8) fica

b
abc = 4r[AABC] ou r= 1 o (1.9)

[AABC]

3Tal resultado foi retirado do artigo intitulado “O tridngulo e suas principais circunferéncias” de
autoria do professor Eduardo Wagner.
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Sabe-se que a férmula de Heron nos permite calcular a drea de um triangulo quando sao

conhecidos seus lados. Assim equagao (1.9) fica

abe o o at+b+c
= , emque p=——0—0.
4y/p(p —a)(p —b)(p — ¢) 2

Observacao 1.1.4. [AABC| denota a drea do triangulo AABC.

(1.10)

r

1.1.2 Seno e Cosseno do Angulo Duplo

Como ja dito antes, o teorema do angulo inscrito guarda muitas informacoes trigo-
nométricas a serem desvendadas, entao, vamos continuar o nosso estudo explorando mais
dessas informacoes com o objetivo de deduzir as férmulas do seno e o cosseno do angulo
duplo.

Consideremos a figura 1.8. Ela mostra um circulo unitario de centro O no sistema
cartesiano ortogonal OXY', com origem em O, e os pontos A(1,0) e C(—1,0). Seja B
um ponto no circulo que, para fixar ideias, tomamos no primeiro quadrante, o ponto B
determina os angulos ZAOB e ZACB , ambos subtendendo o arco @ . Pelo teorema
1.1.1, se ZAOB = 26 entao ZACB = 6.

Figura 1.8: Prova da férmula do angulo duplo aplicando o teorema 1.1.1

E i X
Fonte: MAOR (2002)
CB OB
Aplicando a Lei dos Senos no triangulo AOC B, resulta = Como

sen (180° —26)  sen6
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OB =1, sen (180° — 20) = C'B sen . Por outra parte, sen (180° — 26) = sen 26, logo
sen20 = CB sen (1.11)

Agora construimos a perpendicular-bissetriz OD de O a CB. No triangulo retangulo

CD 5 CB

ANODC tem-se cos = 00 = 0O = 5

, ja que CO = 1. Dali,
CB =2cosf (1.12)
Substituindo este resultado (1.12) em (1.11) obtemos a férmula do angulo duplo:
sen 20 = 2 senf cos 0. (1.13)

Para obter a férmula do cosseno do angulo duplo, ainda na figura 1.8, marquemos o
ponto E, pé da perpendicular baixada de B até o semieixo positivo O_X2 . Segue entao do
triangulo AOEB que

OE _ 0B _

cos 20 = 0B~ 1 OF (1.14)

Podemos escrever OF = CE — C'O. Como C'O = 1, pois CO é raio do circulo unitario,
OF = CE—1. Falta agora calcular CE. Para isso trabalharemos com o triangulo ACBE.

Deste triangulo tiramos que:

CE
cosf = g — CE = CBcosf (1.15)

Mas, ja vimos anteriormente de (1.12) que C'B = 2 cos 6. Entao, (1.15) fica:
CE = 2cosf cosf = 2cos*0 (1.16)
Finamente, voltando pra equagao (1.14), chegamos ao resultado:
c0s20 =0OE =CE - CO =CE —1=2cos’0 — 1 (1.17)

Que ¢é a formula para o cosseno do angulo duplo.

As féormulas do angulo metade podem ser obtidas facilmente mediante a substituicao
de 26 por ¢ em (1.17), escrevendo-as diretamente.

Na préxima segao apresentaremos uma idéia mais geral a respeito do teorema da Lei

dos Senos e mostraremos que este pode ser visto como um teorema sobre circulos.
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1.1.3 Interpretando a Lei dos Senos no circulo de diametro igual a uni-
dade

Dado um triangulo qualquer AABC' , sabemos da Geometria Euclidiana que pode
ser inscrito num tunico circulo?, conforme mostrado na figura 1.9. De fato, dado um
triangulo qualquer, seus angulos internos podem ser considerados como angulos inscritos

num circulo e os seus lados como as cordas determinadas por esses angulos.

Figura 1.9: A Lei dos Senos vista circulo de diametro unitéario
C

Fonte: MAOR (2002)

Aplicando a Lei dos Senos no AABC:" ¢ - b ¢

= = 2r = diametro do circulo.
sena  senf3  senvwy

1 a b c
Se tormarmos r = = (o diametro igual & unidade) resulta que = =
2 sena  senf3  senvwy

=1.

De onde, a = sena, b= sen 8 e c = sen .

Sob esta perspectiva, a Lei dos Senos poderia ser considerada como um teorema sobre
circulos: “Num circulo de diametro unitario, cada lado do triangulo inscrito é igual ao
seno do angulo oposto” (MAOR, 2002).

Este resultado permitiria, de fato, definir o seno de um angulo como o cumprimento
da corda que ele subtende no circulo de diametro unidade e, aparentemente, seria tao boa
quanto a tradicional que define o seno como uma razao entre dois lados num triangulo
retangulo. Historicamente, esta interpretacao do seno foi utilizada por Ptolomeu na sua
tabela de cordas.

A seguir, apresentaremos um outro teorema da Geometria, que assim como o teo-
rema do angulo inscrito, também guarda muitas informagcoes trigonométricas, as quais

discutiremos a partir de agora.

4Veja Teorema 3.0.2 no Anexo A.
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1.2 O Teorema de Ptolomeu

Este teorema, devido a Claudio Ptolomeu, um matematico e astronomo grego do
século II d.C., é menos conhecido na Geometria do que o teorema relativo a relagao entre
as medidas do angulo inscrito e o angulo central. Nesta secao nos propomos a explorar
alguns resultados trigonométricos que dele se podem deduzir, também com elegancia e

simplicidade. E um teorema sobre quadrildteros inscritiveis, que a seguir enunciamos.

Teorema 1.2.1 (Teorema de Ptolomeu). Se ABCD ¢é um quadrldtero inscritivel de dia-
gonais AC e BD (figura 1.10), entdo

AB.CD + AD.BC = AC.BD (1.18)

Isto é, o teorema nos diz que num quadrilatero qualquer inscrito num circulo, o produto

das diagonais ¢ igual a soma dos produtos dos lados opostos.

Figura 1.10: Quadrilatero inscrito num circulo

Fonte: Autor

No apéndice B apresentamos uma demonstragao para o teorema.
Note que se o quadrilatero ABCD mencionado no teorema fosse um retangulo, entao,

a equagao (1.18) ficaria assim

(AC)? = (AB)? + (BC)? (1.19)

5

que é nosso conhecido Teorema de Pitagoras®. Continuando a explorar a relacao Ge-

5Desde o século 5 a. C. até o século 20 d. C. inimeras demonstracdes do teorema de Pitigoras
apareceram. Em 1940, o matematico americano E. S. Loomis publicou 370 demonstracoes, mas ainda ha
mais (LIMA, 2005, p. 65).
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ometria — Trigonometria, mostraremos a seguir a deducao da Relacao Trigonométrica

Fundamental a partir do Teorema de Ptolomeu.

1.2.1 Relacao Fundamental da Trigonometria

Consideremos o retangulo ABCD inscrito no circulo de diametro unitario da figura
1.11.

Figura 1.11: Retangulo inscrito no circulo de diametro unitério.

Fonte: MAOR (2002)

Temos que as diagonais do retangulo coincidem com o diametro do circulo.

Demonstracao. De fato, pois os angulos internos do retangulo sao angulos incritos no
circulo e como no retangulo os angulos internos sao retos (90 graus) segue da observagao
1.1.3. que as diagonais AC e BD sao diametros do circulo.

O

Referindo-nos a figura 1.11, se fizermos Z/BAC = «, temos que

AB
AC

= COSX

Como AC' =1, segue que AB = cosa. Analogamente, obtem-se que BC' = sena. Dessa

maneira, a equagao (1.19) se transforma em
cos’a + sen*a =1 (1.20)

A equagdo obtida em (1.20) é a conhecida relacao fundamental da trigogonometria
e aqui poderia ser interpretada como um equivalente trigonométrico do Teorema de
Pitagoras. E prosseguindo no nosso estudo vamos ver o que mais o Teorema de Pto-

lomeu tem pra nos revelar de informagoes trigonométricas.
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1.2.2  Uma Interpretacao Trigonométrica do Teorema de Ptolomeu: seno

da soma e da diferenca de dois angulos
Seja ABCD um quadrildtero inscritivel tal que uma de suas diagonais coincida com o
diametro do circulo de diametro unitario que o circunscreve. Suponhamos que AC seja a

diagonal coincidente com o diametro. Denotemos por « e 3 os angulos Z/BAC e ZC'AD,

respectivamente (cf. figura 1.12).

Figura 1.12: Seno da soma de dois angulos

Fonte: MAOR (2002)

Observe que os angulos ZABC e ZADC' sao retos, visto que subtendem o diametro

AC. E imediato dos triangulos A pp e A acp que

(i) BC = sen «
(ii) AB = cos «
(iii) CD = sen 8
(iv) AD = cos
Vamos mostrar que BC = sen (a + f3).

Demonstracao. Note que o triangulo Apgop € isosceles de base BD. Seja E o pé da perpen-
dicular bissetriz baixada de O sobre BD. Obtemos o triangulo Appgr que é retangulo de

hipotenusa OB = 5 COmo aparece destacado na figura 1.12. Dai tem-se que sen (a+ () =

EB BD
——. Mas EB = 5 logo resulta que sen (o + ) = BD. H

N | —
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Das identidades (i),...,(v) e do Teorema Ptolomeu no quadrildtero ABCD, segue o

resultado
sen (a+ f) = cos a sen B + sen « cos 3 (1.21)

Que é a formula da adi¢ao de arcos para a fungao seno.
Veremos agora o caso em que um dos lados do quadrilatero ABCD coincide com um

diametro. Veja a figura

Figura 1.13: Seno da diferenga de dois angulos

Fonte: MAOR (2002)

Veja que os angulos ZADB e ZACB sao retos, ja que subtendem um diametro. Dos

triangulos A pp e A ycp tiramos as seguintes relagoes:
(i) sen B = AD
(i) cos = BD
(iii) sen a = AC
(iv) cos « = BC
Vamos mostrar que sen (o — ) = DC.

Demonstracao. Com referéncia a figura 1.13, construimos o triangulo A poc que é isésceles

de base DC. Depois, baixamos a perpendicular bissetriz de O sobre DC. Note que ZDBC' =

/DOC
a—p= , pois é angulo inscrito que subtende o angulo central ZDOC'. Como OE
é bissetriz de ZDOC, temos que ZEOC = o — 3. Segue do triangulo Agoc que
DC
EC 5
sen (o — f) 0C 1
2
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Utilizando agora os resultados de (i),...,(v) e o teorema de Ptolomeu, obtemos
sen (a — f) = senacosf — senfcosa (1.22)

Que é a formula do seno da diferenca de dois angulos.
O resultado que apresentamos na secao seguinte ¢ uma generalizacao do teorema de

Pitagoras para triangulos retangulos e é conhecido como lei dos cossenos.

1.3 A Lei dos cossenos obtida a partir do circulo

Nesta secao deduziremos a lei dos cossenos de um modo diferente do que costumamos
encontrar na maioria dos livros que trata do assunto. O principal instrumento que usare-
mos para obter o resultado pretendido é o circulo inscrito num triangulo além de outros
resultados bésicos ja vistos anteriormente ou que citaremos no decorrer da demonstracao.
Vamos, por exemplo, usar o resultado da proposicao seguinte que pode ser facilmente

verificada.

Proposicao 1.3.1. Seja I' uma circulo de centro O e P um ponto exterior ao mesmo.
Se A, B € T' sao tais que as retas que contém PA e PB sao tangentes a T' (Figura 1.14),

entao

PA=PB

Figura 1.14: Tangentes por um ponto exterior ao circulo.
A

B

Fonte: BARBOSA (2006)

Vejamos entao o que diz a lei dos cossenos.
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Teorema 1.3.1. Se ABC' € um triangulo qualquer de lados AB = ¢, AC =b e BC = a,

entao

¢ =a*>+b* — 2ab cos ZACB (1.23)

Demonstracao. Seja ABC um triangulo qualquer cujos lados sao tangentes ao circulo
inscrito nos pontos D, E e F conforme mostra a figura 1.15. Considere AB = ¢, AC =1

e BC = a e r o raio da circunferéncia inscrita com incentro I.

Figura 1.15: Circulo inscrito num triangulo

Fonte: HOEHN (2013)

Pela proposi¢ao 1.3.1. temos que se fizermos CD = z, entao teremos CE = «z,
BD = BF = a—x e AEF = AF = b — x como estd indicado na figura 1.15. Dali,
¢c=(a—x)+ (b—x) de modo que

r = %(a%—b—c) (1.24)

Do triangulo A¢pr destacado na figura 1.16 temos

LACB
2

x = r.cotg( ) (1.25)

Substituindo (1.25) em (1.24) e isolando r, obtemos

r.cotg(lAOB) = %(a +b—c)
a+b—c
"= —ZACH. (1.26)

Sabe-se que a area de um triangulo pode ser calculada em funcao do raio da circunferéncia
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inscrita da seguinte forma®

a+b+c

[Aapc] =pr, em que p= 5

Assim a area serd

[AABC] = %.’F.(CL—FZ)—FC) (127)

Figura 1.16:

ZACB
2

Fonte: HOEHN (2013)

Por outro lado, também podemos calcular a drea de um triangulo em funcao de dois dos

seus lados e do angulo compreendido por eles da seguinte maneira, *

b.c.sen LBAC _a.c.sen LABC B a.b.sen LZACB

A = 1.2
[Aapc] 5 5 5 (1.28)
Dessa forma, a drea do triangulo fica
1
[Aapc] = é.a.b.sen ZACB (1.29)
Novamente fazendo a comparagao de (1.27) e (1.29), obtemos:
1 1
§.a.b.sen LACB = §.r.(a +b+c¢)
.b. /ZACB
po= 2250 (1.30)
a+b+c

6

Na figura 1.18, somando as areas dos triangulos Aarp, Aprc € Aarc obtemos a drea do tridgulo

A apc. Para calcular a drea de cada triangulo basta tomar como base os lados e como altura o raio do

ar br cr a+b+c
circulo, dessa forma a drea do tridngulo A pce fica: [Aapc] = 5 + -5 + 5 = %
"A demonstracdo dessa férmula serd apresentada no capitulo 2.

r=Dp.r.



26

Comparando agora (1.26) e (1.30), obtemos

a+b—c _ absen LACB
<4ACB)  a+b+c
2 cotg
2
LACB
(a+b—c)la+b+c) = (ab.sen LACB) (2 cotg ¢ )
LACB
(a+b)?—c* = 2absen ZACB cotg ¢ (1.31)
LACB
ZACB  /ZACB\ ©%% 7
= 2ab (28671 5 €05 — ) : JACE (1.32)
sen —
ZACB
= 4ab cos® ¢
2
Portanto,
LACB
¢ = (a+0b)*—4ab cos® ¢
LACB
= a®+b* — 2ab <2cos2 ¢B _ 1) (1.33)
= a*+b* - 2ab cos LZACB (1.34)
O]

Note que na passagem de (1.31) para (1.32) usamos o resultado do seno do angulo
duplo visto em (1.13) e na passagem de (1.33) para 1.34 usamos o resultado do cosseno
do angulo duplo visto em (1.17).

Com o resultado obtido nessa secao encerramos este primeiro capitulo.



Capitulo 2

OBTENDO RESULTADOS DA
GEOMETRIA A PARTIR DA
TRIGONOMETRIA

Neste capitulo, como estd bem indicado no titulo, o nosso intuito é usar a trigonometria
para resolvermos problemas de geometria, ou seja, apresentaremos determinado problema
da geometria e utilizando-se de ferramentas da trigonometria buscaremos uma solucao .
O primeiro resultado que iremos apresentar é a féormula trigonométrica da area de um

triangulo.

2.1 Férmula trigonométrica da area de um triangulo

A area de um triangulo pode ser calculada de varias formas dependendo dos elementos
que se conhece desse triangulo. Se conhecemos, por exemplo, um dos lados e a altura

relativa a esse lado, entao a area ¢ dada por:

B base x altura

A) =222

Nao ¢ nosso objetivo, no entanto, discutir todas essas féormulas, mas apenas a vista em

1.23, pois como dissemos antes, neste capitulo irfamos fazer a demonstracao dessa férmula.

Teorema 2.1.1. Sejam a,b e ¢ as medidas dos lados BC', CA e AB do triangulo ANABC,

respectivamente. A drea do triangulo ANABC' pode ser calculada por

b.c.sen LBAC _a.c.sen LABC B a.b.sen ZACB

[AABC) = . . 5

'Em Matematica a resolucao de problemas da geometria com auxilio da trigonometria é conhecido
como método trigonométrico.
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O teorema nos diz que a area de um triangulo fica determinada quando se conhece

dois dos seus lados e o angulo compreendido entre eles. Vamos a prova.

Demonstragao. Considere o triangulo AABC mostrado na figura 2.1.

Figura 2.1: Demonstragao da férmula trigonométrica da area de um triangulo.
B

A ] ¢

D

Fonte: Autor

Com as notagoes presentes na figura 2.1 temos:

[AABC| = AC'% _ %

h
Por outro lado, no triangulo AABD, temos que sen/BAC = — < h = c.sen/BAC,
c

entao

b.c.sen/ BAC

[AABC) = :

Procedendo de forma semenhante obtemos as outras igualdades.

Na secao seguinte veremos uma demonstragao do teorema de Steiner-Lehmus usando

trigonometria.

2.2 Uma Prova Trigonométrica do Teorema de Steiner-
Lehmus
O Teorema de Steiner-Lehmus diz que

Teorema 2.2.1 (Steiner-Lehmus). Seja AABC um triangulo qualquer e BE e CD bisse-

trizes internas desse triangulo. Se BE=CD, entao NABC' € isosceles.



29

Figura 2.2: Teorema de Steiner-Lehmus
A

Fonte: HAJJA (2008)

Este teorema foi formulado pelo matemaético alemao Daniel Christian Ludolph Lehmus
e posteriormente demonstrado por Jakob Steiner, matematico suico. Segundo HAJJA, “a
declaracao desafiadora desse teorema tem atraido muita atencao desde 1840, quando o pro-
fessor Lehmus de Berlin escreveu a Sturm pedindo uma prova puramente geométrica” (HAJJA,
2008) . Hajja diz ainda que, “desde entao um grande ntiimero de pessoas, incluindo varios
matematicos de renome, teve interesse no problema, resultando em cerca de 80 diferentes
provas” (HAJJA, 2008).

Dentre a variedade de provas existentes do teorema optamos por apresentar uma que
utiliza recursos da trigonometria, tendo em vista que esse ¢ objetivo deste capitulo. Vamos

entao a demonstracao do teorema.

Demonstracao. Sejam BE e CD as bissetrizes dos angulos internos ZABC e ZACB,
respectivamente, do triangulo AABC cujos lados medem a = BC, b = AC e ¢c = AB

como mostra a figura 2.2. Podemos, ainda, definir conforme as notagoes da mesma figura
/ABC =28, ZACB =2a, v = AE, ¥’ = EC, y= AD, v = DB.

Suponhamos ZACB # ZABC e, sem perda de generalidade, podemos supor ainda
AC

LACB > ZABC (e, portanto, ¢ > b) . Fazendo a diferenca entre as razoes 15 ©
AB bt ‘
A OPtemos:
b_ce_zta _yty v Y (2.1)
r y T Y T Y
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Agora, pelo teorema 3.0.4 (bissetriz interna?), fazendo referéncia a figura 2.2, temos da

bissetriz BE que

/
_= = > a;p:cg;, — _:[L'_ (22)
c x
e da bissetriz CD
b «a by
Substituindo (2.2) e (2.3) em (2.1) chegamos ao resultado
b_ce_ztd yty ¥ y_a_a_, (2.4)
r oy x Y r y ¢ b
Fazend iente ent ses A€ t
azendo agora o quociente entre as razoes —— e —— tem-se que
b b
c.e_ 2y (2.5)
r Yy ¢z
Aplicando o Teorema 1.1.2 (lei dos senos) no triangulo AABC' da figura 2.2
b B c
sen ZABC ~— sen ZACB
b.sen ZACB = c.sen ZABC
b LABC
2o e eabt (2.6)

c sen LZACB

O resultado obtido em (2.6) substituimos em (2.5), e em seguida usamos a identidade
(1.13), resultando

. ¢ sen/ZABC y

r y  senZACB
_sen2B y
T sen2a x

2cosBsenf vy
2cosasena T
cos 3 sen[3 Y
cosa  x = sena

cos 3 sen /BAC CD

cosa BE " sen /BAC

_ cosB oy (2.7)

COS &

Fazendo uma andlise sobre os resultados obtidos em (2.4) e (2.7) chegamos as seguintes

conclusoes:

2Ver Anexo A.
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(a) O resultado obtido em (2.4) nos diz que

b
Pl =

Ty

SHE=
A\
<o

(b) Por outro lado, o resultado obtido em em (2.7) nos diz que

b ¢

b ¢
—r—>1 = —>-.
r Yy r oy
O que é uma contradi¢ao. E o teorema fica provado. O

2.3 Uma Prova Trigonométrica do Teorema de Na-

poleao

O objetivo desta secao é apresentar uma demonstragao do conhecido Teorema de
Napoledo ? usando técnicas da trigonometria 4.

Para simplificar o enunciado do Teorema de Napoleao daremos a seguinte:

Definigao 2.3.1. (a) Dado um triangulo ANABC' qualquer, tomando como base cada
um dos seus lados constrdi-se um triangulo equildtero, conforme mostrado na figura 2.3.
Nesta figura os triangulos construidos sao NABP, ABCQ e AACR. Sejam X, Y e Z os
centros, respectivamente, dos triangulos NABP, ABC(Q e ANACR. Chama-se Triangulo
Externo de Napoleao associado ao triangulo NABC, ao triangulo cujos vértices sao os
pontos X, Y e Z. (b) Os triangulos equildteros podem ser construidos tomando seu terceiro
vértice no semiplano oposto ao tomado em (a), como aparece na figura 2.4. Seus centros

X, Y e Z determinam o denominado Triangulo Interno de Napoledo.

Observacao 2.3.1. Em Geometria se prova que em todo triangulo equildtero coincidem
o0 incentro, o circuncentro, o ortocentro e o baricentro (centroide). Na defini¢io acima,

ja que se trata de um triangulo equildtero, utilizamos simplesmente a palavra centro.

3Napoledo Bonaparte, lider politico e militar durante os tltimos estdgios da Revolucdo Francesa.
Lopes (2002), faz uma breve discussao a respeito da autoria desse teorema.

4A demonstracio desse teorema também pode ser feita utilizando-se a geometria analitica, a geometria
sintética, nimeros complexos, transformagoes no plano, entre outras [Ver (REIS, 2007)].



Figura 2.3: O triangulo externo de Na-

poleao.
R

P

Fonte: REIS (2007)
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Figura 2.4: O triangulo interno de Na-
poleao.

Fonte: REIS (2007)

Teorema 2.3.1. Dado um triangulo qualquer, os triangulos externo e interno de Napoleao

sao equildteros.

Demonstracao. Faremos a demonstragao no caso do triangulo externo e adotaremos as

notagoes utilizadas na figura 2.5.

Figura 2.5:

Fonte: REIS (2007)

Sejam [, m e n as medidas dos segmentos AX, AZ e CY, respectivamente, como estd

mostrado na figura 2.5. Sabe-se que em todo triangulo equilatero a bissetriz, a mediana,
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a mediatriz e a altura relativas a um mesmo vértice sao coincidentes. Como os triangulos

ANABP e ACAR sao equilateros e X e Z sao seus centros, tem-se
LXAB =Z/ZCAZ = 30°
Aplicando o teorema 1.3.1 (lei dos cossenos) no triangulo AAXZ
v  =m*+1* —2mlcos (LBAC + 60°). (2.8)
Procedendo de forma andloga no triangulo ACY Z, obtemos

z? =m? +n* —2mncos (LACB + 60°) (2.9)

. . . . . . 2
Tem-se que num triangulo a distancia do baricentro a um de seus vértices é igual a = do
comprimento da mediana relativa a este vértice, além disso, como lembrado, no triangulo

equildtero o baricentro é também ortocentro (encontro das alturas). Logo, segue dai que:

e No triangulo AABP

(2.10)

| %

[GVIN )
Sle

e E no triangulo ACAR

m = gﬁ A (2.11)

2 3
Temos da substitui¢ao de (2.10) e (2.11) em (2.8) que
3y* = b* + ¢ — 2bccos (LBAC + 60°) (2.12)
Fazendo também a substituicao de (2.10) e (2.11) em (2.9) tem-se que

32 = a® +b* — 2abcos (LACB + 60°) (2.13)

Vamos calcular agora o comprimento do lado BR nos triangulos AABR e ABCR. Para

isso faremos uso do teorema 1.3.1 (lei dos cossenos).

e do triangulo AABR temos

(BR)> = b* 4 ¢® —2bccos (LBAC + 60°) (2.14)
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e ¢ do triangulo ABCR temos

(BR)*> = a® +b* — 2abcos (LACB + 60°) (2.15)

Segue da comparacao de (2.14) e (2.15) que
b* + ¢ —2bccos (LBAC + 60°) = a®> + b* — 2abcos (LACB + 60°) (2.16)

Veja que o lado esquerdo da igualdade (2.16) é igual ao segundo membro da equagao
(2.12) e o lado direito de (2.16) é igual ao segundo membro da equagao (2.13). Assim,

concluimos que
3 =3y = x=y. (2.17)

Trabalhando agora com os triangulos AAX Z e ABXY e procedendo de forma semelhante

ao que foi feito nas linhas acima chegamos a igualdade.
y==z. (2.18)
E, finalmente, de (2.17) e (2.18) chegamos ao resultado pretendido
T=y=z. (2.19)

O que mostra que o triangulo AXY Z é equildtero, ficando provado o teorema de Napoleao

para o caso do triangulo externo. O



Capitulo 3

RESOLUCAO DE PROBLEMAS
USANDO O METODO
GEOMETRICO E O METODO
TRIGONOMETRICO

Neste capitulo apresentaremos alguns problemas de geometria cuja solucao sera dada
de duas maneiras: uma por Geometria e a outra por Trigonometria. Visando, com isso,
mostrar que essas duas areas podem ser trabalhadas de forma conjunta e que no processo
de resolugao de alguns problemas de uma ou de outra area podemos recorrer as ferramentas
disponibilizadas por ambas.

Os problemas 3.0.1 e 3.0.2 a seguir foram retirados do site Sobregeometrias' do
post intitulado ” Problemas de Geometria resueltos por Trigonometria” cujo endereco sera
disponibilizado nas referéncias. Ja os problemas 3.0.3 e 3.04 foram retirados do livro
Geometria da Colegago PROFMAT (pag. 82). O problema 3.0.5 foi retirado do Exame
de Qualificacao do Mestrado Profissional em Matemédtica em Rede Nacional- PROFMAT
2013.2. E para finalizar, apresentamos um problema geométrico de maximizacao que
serda resolvido com a ajuda da Trigonometria. Este problema pode ser encontrado em

(ANDREESCU, 2006, p. 36).

!Sobregeometrias é um site onde sdo propostos problemas-desafios da geometria, que podem ser solu-
cionados com elementos da geometria ou trigonometria.
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PROBLEMA 3.0.1. ABCD ¢ um quadrilatero inscrito e P ¢ um ponto da diagonal AC

tal que ZABP = ZCBD =0 ¢ ZCDB = ZADP = «, como mostra a figura 3.1. Calcule
AP

PC"

Figura 3.1:

Fonte: CEPREUNI (2012)

(i) Resolugao por Geometria: Para auxiliar na resolugao consideremos o
quadrilatero ABCD inscrito num circulo, como mostra a figura 3.2.

Fonte: CEPREUNI (2012)

Pelo corolario 1.1.1 temos que Z/BAC = /BDC = a e ZCAD = CBD = 0. Dessa
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forma, os triangulos AAPD e AAPB sao semelhantes® pelo caso AA (angulo-angulo).
Segue entao que

AP PB 9
Se ZAPD = /APB = §, entao, Z/CPD = ZC'PB = 180°—¢. E novamente pelo corolario
1.1.1, ZACD = ZABD = 6 + v assim como ZADB = ACB = a + . Temos assim que
os triangulos APCD e APBC sao semelhantes (pois, ZCPD = ZCPB, /PCD =
/ZPBC, Z/PDC = ZPCB). Dali,

PC _ PB

R — 2 _—
PD - PC PC*=PB.PD (3.2)

Dos resultados obtidos em (3.1) e (3.2), chegamos ao resultado pretendido

AP

AP? = pC? — =
C* = PO

1

(ii) Resolugao por Trigonometria: Vamos primeiro aplicar o teorema 1.1.2
(lei dos senos) aos triangulos AAPD e APCD.

No triangulo AAPB:

AP PD AP.
- ou pp = 2L-send (3.3)
sena  senf sen o
No triangulo APCD:
PC ___PD ou PD— PC .sen (0 + ) (3.4)
sen(a+p)  sen(0+7) sen (a+ f)
Igualando os resultados obtidos para PD em (3.3) e (3.4):
AP .senf)  PC.sen(0+7)
sena sen(a+B)
AP senfsen(a+ ) = PCsenasen(0+7)
AP senasen(0+7) (3.5)
PC — senfsen(a+ ) '

Aplicando, agora, a lei dos senos aos triangulos AAPB e APBC, obtemos os resultados,

respectivamente.

AP  PB
senf  sena

(3.6)

2Dizemos que dois tridngulos sdo semelhantes quando existir uma correspondéncia biunivoca entre os
vértices de um e outro triangulo, de modo que os angulos em vértices correspondentes sejam iguais e a

razao entre os comprimentos de lados correspondentes seja sempre a mesma (NETO, 2013).
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e
rpc PB . pp— PC sen(a+ B) (37)
sen(vy+46) sen(a+f) sen (v +0)
Igualando os resultados encontrados para PB em (3.6) e (3.7):
APsena PCsen(a+ )
sen  sen(y+0)
APsenasen(a+0) = PCsenfsen(a+ f)
AP senfsen(a+ ) (3.8)

PC — senasen(y+0)
Mais uma vez comparando os resultados encontrados em (3.5) e (3.8), temos

senasen (0 +~)  senfsen(a+ )

senfsen(a+pB)  senasen(y+0)
(senasen (0 +7))* = ((senfsen(a+ f3))?

senasen (0 +v) = (senfsen(a+ B)

Voltando em (3.5) e (3.8) chegamos ao resultado pretendido:

AP

ac !

PROBLEMA 3.0.2. Calcule a medida do angulo 6 na figura abaixo.

Figura 3.3:
B

Q)

D

Fonte: CEPREUNI (2012)

(i) Resolucao por Geometria:
Para auxiliar na resolugao vamos considerar a figura 3.4.
Seja P o simétrico de B em relagao a AC. No triangulo AAPC tracamos PFE tal que
APEC seja isésceles. Em seguida ligamos BE.

Como P é simétrico de B em relacao a AC, entao AC' é mediatriz de BP e todo ponto
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de AC' equidista de B e P. Com isso, AC' é também bissetriz de ZBAP, resultando que
/ZDAP = 6. Os angulos ZADP, ZAEP ¢ ZAEB sao externos aos triangulos AADC,
APEC e ABEC, respectivamente, logo cada um deles tem medida 20. Note que o
quadrilatero AEDP ¢ inscritivel, pois /ZDPE = /EAD =60 e /ZPDA = ZAEP = 26.
Logo devemos ter /PAD = /DEP = 6. Como num triangulo a soma dos angulos
internos é 180°, entao o que falta para completar o angulo ZABC' do triangulo AABC
é 180° — 104. Temos assim que o triangulo ABDFE é isésceles com BD = BE. E, por
sua vez, AABD também é isésceles com AB = BD. Somando os angulos internos de
ANABD, temos

30+60+30=180° =— 6 =15°

Figura 3.4:

Fonte: CEPREUNI (2012)

(ii) Resolucao por Trigonometria:
Aplicando a lei dos senos aos triangulos AABD e ABDC (figura 3.4) temos,respectivamente:

BD AD AD sen 30

send0  sen60 — BD= sen 60 (3.9)
e
BD DC DC sen 26
— BD = ——— 3.10
sen20  sen (180° — 90) — sen 946 (310)

Da igualdade de (3.9) e (3.10) e sabendo que AD = DC' (pois o triangulo AADC é

isdsceles) segue que

sen3 6 sen 20 sen 660 sen 20
_ — et A1
sen68  sen90 sen 96 sen 30 (3.11)
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Fazendo uso da férmula (1.13) (seno do arco duplo) reescrevemos sen 60 = sen 2(30) =
2sen 30 cos 30 e substituimos em (3.11), obtendo

2 0 0 20
sen 90 = sen 30 cos 30 sen = 2 sen 20 cos 30 (3.12)
sen 30
Escrevendo 20 como # e 30 como 50 +9 e fazendo uso da férmula de

transformacao de soma em produto 3, obtemos

sen90 = 2sen (y) cos (#)

sen bl — senf

0 (3.13)

sen 90

(sen 96 + sen ) — sen 56

Outra vez usando a féormula de transformagao de soma em produto para a expressao

de dentro do parénteses a equagao (3.13) fica

2 sen (99;—9) cos (#) —senbfd =0

2senbfcos4f — senbd = 0
senb0 (2cos40 —1) = 0
Resultando em duas possibilidades
send) =0 == 50 =180° == 6 = 36° nao satisfaz. (3.14)
ou
200840 =1 — 0054(9:% — 40=60 = 60=15° (3.15)

Observagao 3.0.2. Veja que se 0 = 36° o angulo ZDBC do triangulo ABC'D mediria
—144° o que nao faz sentido. Pois, cada angulo interno de um triangulo deve ser maior

que zero, entdao, o angulo ZDBC = 180°—90 > 0 = # < 20°.

PROBLEMA 3.0.3. Um triangulo AABC ¢é retangulo em A e tal que BC = 2AB.

Calcule as medidas em graus de seus angulos.

(i) Resolucao por Geometria:
Tracando a mediana AM relativa a hipotenusa, obtemos o triangulo AABM. Como
BC = 2AB e CM = MB = AM* segue que AABM ¢ equildtero (figura 3.5). Como

3Veja teorema 3.0.6 do Anexo A.
4 A mediana relativa & hipotenusa de um triangulo retangulo é igual & metade da mesma. (ver Teorema
3.0.5 do Anexo A.)
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no triangulo equildtero os angulos internos medem 60° temos entao que ZABC = 60°.
Consequentemente, ZAC'B = 30°, dado que ZBAC' ¢ reto.

Figura 3.5:

C

Fonte: Autor

(ii) Resolucao por Trigonometria:
Aplicando a lei dos senos no triangulo AABC

AB 2AB

sen LACB ~ sen BAC — sen LBAC = 2sen LZACB

Como AABC é retangulo em ZBAC, isto é, ZBAC = 90° segue que
1
2sen ZACB = sen90° =1 — sen LZACB = 3

De 3.16 concluimos que ZACB = 30° e, consequentemente, ZABC' = 60°.

PROBLEMA 3.0.4. Seja ABCD um quadrado de diagonais AC e BD e E um ponto
sobre o lado CD, tal que AE=AB+CE. Sendo F o ponto médio do lado CD, prove que
/EAB =2/FAD.

(i) Resolucao por Geometria:

Marque G e H pontos médio do lado BC e intersecao de AB com EG, respectivamente
(figura 3.6).

Veja que os triangulos ACGE e ABGH sao congruentes (por ALA). Conclui-se dai
que EG = BH, logo, tem-se que o AAEH é isésceles de base EH (pois, AE = AH)
sendo que ZAEH = ZAHE.

Veja também que os triangulos AAGB e AADF sao congruentes. Pois, BG = DF,
AD = AB e AF = AG (observe que F e G sao os pontos médios de CD e BC, res-
pectivamente). Dessa congruéncia tiramos que ZDAF = ZBAG  (x). Mas, AG é
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Figura 3.6:

D F E C

Fonte: Autor

1
mediana de AAFEH que é isésceles, logo, também é bissetriz. Dai, ZBAG = 3 /EAH =

1
B LEAB (%*).
1
Substituindo (x x) em (%), obtemos: ZDAF = 3 LEAB — /ZFAB=2/DAF.

(ii) Resolucao por Trigonometria:

Por E tragamos o segmento ET paralelo a BC', obemos assim o triangulo AT AFE retangulo
em [. Escrevendo os lados desse triangulo em termos do lado AB e de EC fica: EI = AB,
Al = AB — EC e AE = AB + EC. Aplicando Pitagoras, obtemos

(AB+ EC)? = (AB— EC)*+ AB?
AB?>+2ABEC + EC? = AB?>-2ABEC + EC? + AB?

4ABEC = AB?

AB
BEC = =2
¢ 4

Assim, os lados do ATAFE podem ser escritos como: EI = AB, Al = ZAB e AF =

ZAB. Vamos aplicar agora a lei dos cossenos (teorema 1.3.1) no triangulo ATAE. Para
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simplificar notacao facamos LKAl = /ZFEAB = f5.

9AB? 25 AB? 3AB 5 AB

AB* = —2
6 16 a4 P
30AB*cos 3 = 34AB*—16 AB
30cos8 = 18
cos B = = e consequentemente sen [ = —

No triangulo ADAF se ZFAD = «, entao, pela lei dos cossenos teremos

AB? 5AB? 5AB
e AB2+—4 —2AB\/_ cos &
25 V5
cosa = ——— e consequentemente senoa = —.

5

Mas, pela férmula (1.13) (seno do arco duplo) temos que

sen2a = 2senwacosa
_ ,V52v5
75 5
B 4
5
= senf

Como 0 < a < 90° e 0 < B < 90° concluimos que = 2, ou seja, LZEAB =2 /FAD.

PROBLEMA 3.0.5. Na figura 3.7, temos um triangulo equilatero AABC' e um sequndo
triangulo APQR cujos lados RP, PQ, QR sao, respectivamente, perpendiculares ao lados
AB, BC, AC do triangulo NABC.

Figura 3.7:
C
R
Q
A L] B
P

Fonte: Exame de Qualificagao 2013.2 - PROFMAT

Mostre que o triangulo APQR ¢ equildatero. Conclua que AP = BQ = CR.
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(i) Resolucao por Geometria:
Parte (a) Como AABC é equildtero, entao, ZABC = LZACB = ZBAC = 60°. Os
triangulos APAR, AQPB, e ARQC possuem um angulo reto e um angulo de 60°, logo
o terceiro angulo, necessariamente, mede 30°. Agora, no triangulo APQR cada angulo
interno é igual a 180° — 90° — 30° = 60°. Portanto, APQR é equilétero.
Parte (b) No triangulo AQPB tracemos a mediana QT relativa ao lado PB (figura
3.8). Como no triangulo retangulo a mediana relativa a hipotenusa é metade desta,
entao, QT = TB. Assim o angulo ZBQT do triangulo ABQT é igual a 60°, logo, ZQTB
também é 60° e o triangulo ABQT é equilatero. Dai, resulta que PB = 2 BQ).
Aplicando o Teorema de Pitagoras ao AQPB teremos

PQ*+ BQ* = PB?
PQ* = PB’- BQ?
PQ* = (2BQ)* - BQ?
PQ? = 4BQ?- BQ?
PQ = V3BQ (3.16)

Procedendo da mesma maneira com os triangulos APAR e ARQC, obtemos
PR=+V3AP ¢ QR=+V3CR (3.17)
De (3.16) e (3.17) e sabendo que APQR é equildtero temos

V3BQ =V3AP =v3CR = BQ = AP =CR

ii) Resolugao por Trigonometria:
Vamos considerar os resultados obtidos na parte (a) e faremos a parte (b). Aplicando a

lei dos senos ao triangulo AQPB teremos

PQ  BQ
sen60°  sen30°
PQsen30° = BQ sen60°
PQ  V3BQ

2 2
PQ = V3BQ

Repetindo o procedimento para os triangulos APRA e ARQC encontramos PR = /3 AP
e QR = /3 CR, respectivamente. Como APQR é equildtero, entdo, BQ = AP = CR.
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Figura 3.8:
C
60°
R
o 30°
30°
\ Q
) /
’I
~ /
60° r 60°
A ] 30° K B
P T

Fonte: Autor

PROBLEMA 3.0.6. Um ponto A esta situado entre duas linhas paralelas r1 e ro a uma
distancia AP, = a de r1 e AP, = b de ro, medidas na reta | perpendicular a r e 1o,

conforme mostrado na figura. Encontre pontos B em r1 e C' em ry tais que o triangulo
acutangulo AABC (0 < o < 90°) tenha drea mdzima.

Figura 3.9:
l
P, C r1
b
A
©
a
-
P1 B

Fonte: ANDREESCU (2006)

(i)Resolucgao:
Denotemos por [AABC| a érea do triangulo ABC, que deve ser maximizada. Sejam
/BAC =ae /BAP; = ¢. Entao, ZOAP2 = 180°—a— . Tem-se no triangulo retangulo
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b

AP B que AB = e no triangulo retangulo CP,A que CA = .
cos ¢ cos (180° — av — o)
b
Como cos (180° — o — @) = —cos (a + 3), CA = “osa 1 B’ A drea do triangulo ABC
fica entao,
1 a.b.sen o
[AABC| = = .sena. AB.CA = ————2% (3.18)
2 2cos (a+ )
1
Lembrando que a férmula trigonométrica cos A . cos B = 5 [cos (A — B) +cos (A+ B)] e

tomando A = o+ ¢ e B = g, resulta que 2cospcos(a + ¢) = cosa + cos(a + 2¢) e a

equagao (3.18) ficard

a.b.sen o
cos (o) + cos(a + 2¢)

[AABC] = — (3.19)

Como foi dado que 0 < a < 90°, resulta que 0 < cosa < 1. Para que o quociente

(3.19) seja maximo deve ser cos (a + 2¢) = —1, isto é, deve ser a + 2 = 180°. De onde

o =90° — %
b.
O valor méximo da area é [AABC| = ke L S cotg e
cosa — 1 1 —cosa 2



CONSIDERACOES FINAIS

Neste trabalho mostramos que hé varias possibilidades em que a Trigonometria e a
Geometria podem caminhar juntas, colaborando mutuamente na obtencao de resultados,
sem serem consideradas areas relativamente separadas na Matematica. Quando se aplicam
métodos e técnicas de ambas as areas na demonstracao de proposi¢oes ou na resolucao de
problemas geométricos ou trigonométricos aumentam-se as alternativas de resolucao ou
demonstracao, podendo-se, as vezes, chegar a uma solucao mais pratica e mais elegante.
No capitulo 1 comecamos a apresentar algumas dessas possibilidades. Nele, usamos resul-
tados da Geometria para deduzir proposicoes da Trigonometria. Um exemplo importante
é o teorema do angulo inscrito, a partir do qual foram deduzidos, em forma simples e
natural, a Lei dos Senos e a férmula para o seno e cosseno do angulo duplo. No capitulo
2, a ideia foi similar, mas em sentido contrario. Nele, a Trigonometria é que foi utilizada
a servico da Geometria. Usamos resultados como a lei dos senos e o seno do angulo duplo
para demonstrar o teorema de Steiner-Lehmus, um teorema cléssico e muito estudado da
Geometria. A fim de mostrar que o vinculo entre estas duas areas pode estar ainda mais
proximo, escrevemos o capitulo 3, no qual foram propostos alguns problemas que foram
resolvidos usando-se conjuntamente métodos de ambas as areas. As ideias expostas neste
trabalho podem inspirar enfoques interessantes na abordagem didatica dos contetdos da
Geometria e da Trigonometria na escola e também na preparacao dos alunos para as
Olimpiadas de Matemadtica, contribuindo para mostrar a unidade e a harmonia interna

da Matemaética.
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APENDICE A - Demonstracao do Teorema

do angulo inscrito

Vamos agora apresentar a demonstracao do teorema do angulo inscrito enunciado na
secao 1.1 que diz o seguinte: “A medida de todo angulo inscrito numa circunferéncia é

metade da medida do angulo central correspondente”.

Demonstra¢ao. Vamos considerar os seguintes casos:

(i) O centro O estd no interior do angulo inscrito ZAC B, conforme figura 3.10 .

Figura 3.10: Angulo inscrito quando o centro estd no seu interior.

B

C

A

Fonte: NETO (2013)

Veja que os triangulos A o0 € Apoc sao isosceles de bases AC e BC, respectivamente,
logo temos que ZOAC = ZOCA =a e ZOBC = ZOCB = (3. Por outro lado, ZAOC" e
Z/BOC" sao angulos externos aos triangulos A\ 40 € Apgoc, respectivamente. Segue entao

que ZAOC" =2a e ZBOC" = 2f3. Mas,

ZAOB = ZAOC'+ £ZBOC’
= 2a+p)
= 2/ACB.

(ii) O centro O nao esté no interior do angulo inscrito ZAC B, conforme figura 3.11.

Novamente temos que os triangulos Ajoc e Apoc sao isésceles de bases AC e BC.
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Figura 3.11: Angulo inscrito quando o centro nao esta no seu interior.
B

[eX

Fonte: NETO (2013)

Fazendo ZOAC = ZOCA = a e ZOBC = Z0CB = 3 obtemos ZACB = (§ — a.
Como ZAOC e ZBOC, nessa ordem, sao angulos externos aos triangulos A 0¢c € Agoc,
entao ZAOC = 2a e ZBOC = 2. Mas,

LAOB = /BOC — ZAOC
= 20 -2«
= 2(8-aq)
= 2/LACB.

(iii) O centro O esta sobre um dos lados do angulo inscrito ZAC B, conforme figura 3.12:

Figura 3.12: Angulo inscrito quando o centro estd sobre um dos lados.

Fonte: NETO (2013)

Raciocinando de forma anédloga aos dois casos anteriores, temos que os triangulos A 40c

e Apoc sao isésceles de bases AC e BC. Assim, os angulos ZOAC = ZOCA = «a e
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Z0OBC = Z0CB = . Observe que o angulo inscrito ZACB = ZOCB+ /Z0CA = f+a.
Como ZAOC é angulo externo do triangulo Agoc e ZBOC' é angulo externo do triangulo

A qo0c, entao, ZAOC =26 e ZBOC = 2a. Mas,

ZAOC + ZBOC

/ZAOB
/ZBOA
20 + 2«
2(8+a)
2/ACB.



APENDICE B - Demonstracao do Teorema

de Ptolomeu

O teorema de Ptolomeu visto na secao 1.2 diz que “se ABCD é um quadrlatero ins-
critivel de diagonais AC e BD, entao AB.CD + AD.BC' = AC.BD”. Vejamos a seguir

uma demonstragao para o teorema.

Demonstracao. Na figura 3.13 o ponto E foi tomado sobre a diagonal AC de tal maneira
que ZABE = Z/DBC = 0. Veja também que ZCAB = ZCDB = «a, pois tém a corda BC
em comum (coroldrio 1.1.1). Dessa forma, os triangulos Aapp e Appe sdo semelhantes

ja que tém dois pares de angulos congruentes. Dai, se infere que

AE  AB
DC DB
AE.DB = AB.DC (3.20)

Figura 3.13: Demonstracao geométrica do Teorema de Ptolomeu.

Fonte: MAOR (2002)

Agora se somarmos o angulo ZEBD nos dois lados da equacao ZABE = Z/DBC,

54
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obtemos

/ABE+ /EBD = /ZDBC+ ZEBD
/ABD = /EBC

Mas, os angulos Z/BDA e Z/BCFE também sao iguais porque tém a corda AB em comum.
Segue, entao, que os triangulos A gp e Agppc sao semelhantes, por terem dois angulos

congruentes. Dai

AD  BD
EC  BC
EC.BD = AD.BC (3.21)

Somando as equagoes (3.20) e (3.21)

AE.DB + EC.DB = AB.DC + AD.CB
(AE + EC) = AB.DC + AD.CB
AC.DB = AB.DC + AD.CB (3.22)



APENDICE C - Demonstracao da
Observacao 1.1.3

A observacao 1.1.3 diz que “angulos inscritos iguais estao subtendidos a cordas de
mesma medida. Diz ainda que se um angulo inscrito é reto, entao, ele subtende um

diametro do circulo”. Segue a demonstracao.

Demonstragao. Primeira parte) Sejam LZAEB =0 e ZCFD = 6 dois angulos incri-
tos num circulo de centro O (Figura 3.14). Do teorema 1.1.1 temos que os angulos centrais
ZAOB e ZCOD medem 20. Assim, os triangulos AAOB e ACOD sao congruentes (pelo
caso de congruéncia LAL), resultando dai que AB = CD.

Segunda parte) Seja ZABC' um angulo reto inscrito num circulo de centro O con-
forme Fig. 3.15. Sendo D o ponto de intersegao das retas r (paralela a AB passando por
C) e s (paralela a BC passando por D), temos que o quadrildtero ABCD é um retangulo.
Seja M o ponto de intersegao das diagonais AC e BD do retangulo. Como no retangulo as
diagonais tem mesma medida e se intersectam em seus respectivos pontos médios, entao o
ponto M equidista dos vétices A, B, C e D do retangulo, ou seja M coincide com o centro
O do circulo, logo as diagonais AC e BD coincidem com diametros do circulo.

]

Figura 3.14: Figura 3.15:

Fonte: Autor Fonte: Autor
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ANEXO A - Teoremas Auxiliares

Teorema 3.0.2. Todo triangulo estd inscrito em um circulo.

Demonstracao. Seja ANABC um triangulo. Para mostrar que ele estd inscrito em um
circulo devemos exibir um ponto que seja equidistante de A, B e C. Seja m uma reta
perpendicular a BC' e passando pelo seu ponto médio M e seja n a reta perpendicular
a BC e passando pelo seu ponto médio N. Designe por P o ponto de intersecao dessas
duas retas. Observe que todo ponto da reta m é equidistante de A e B, e que todo ponto

da reta n é equidistante de B e C. Logo o ponto P serd equidistante de A, B e C. O]

Figura 3.16:

Fonte: BARBOSA (2006)

Teorema 3.0.3. Seja AABC um triangulo isdsceles de base BC. Entao, a bissetriz, a

mediana e a altura relativas a BC coincidem.

Demonstracao. Seja M o ponto médio do lado BC. Temos que os triangulos AABM

e NACM sao congruentes pelo caso LLL, pois, AM é lado comum aos dois triangulos,

AB = AC visto que AABC é is6sceles, BM=CM ja que M é ponto médio de BC. Conclui-

se dai que AM é bissetriz do angulo interno ZBAC' (pois, ZBAM = ZMAC).

Como /BMA = ZCMA e ZBMA + ZCMA = 180°, segue entao que ZBMA

ZCMA = 90°. Logo, AM também é altura. E, por ultimo, AM é mediana, pois M
]

foi tomado como sendo ponto médio de BC.
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Figura 3.17:
A

AN

Fonte: Autor

Teorema 3.0.4 (bissetriz interna). A bissetriz interna de um dangulo interno de um
triangulo determina sobre o lado oposto ao angulo dois segmentos proporcionais aos lados

adjacentes.

Figura 3.18:
A

Fonte: NETO (2013)

Assim por exemplo, a bissetriz interna do angulo ZBAC' do triangulo AABC (fig.

3.18) divide o lado BC' em dois segmentos = e y tais que:

T Yy
c b

Demonstracao. Tragamos por C uma reta paralela a bissetriz interna AD, e seja E a
intersegao dessa paralela com o prolongamento da reta AB (fig. 3.19). Pela propriedade

de paralelismo, temos que /BAD = /BEC e /DAC = ZACE, como AD é bissetriz

concluimos que ZACE = ZAEC, portanto AACE é isosceles, com AE = AC' = b. Sendo

. r Yy
assim, pelo teorema de tales, temos que: — = b
c

O
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Figura 3.19:

\
\
\

Fonte: NETO (2013)

Teorema 3.0.5. A mediana relativa a hipotenusa de um triangulo retangulo € igual a

metade da mesma.

Demonstragao. Seja AABC um triangulo retangulo em A (Figura 3.20). Trace, por B, a
paralela a AC' e, por C, a paralela a AB; seja, ainda, D o ponto de intersecao de tais retas.
Como /BAC + ZABD = 180° e ZBAC = 90°, segue que ZABD = 90°.Analogamente,
ZACD = 90° e, como a soma dos angulos internos de ABCD é 360°, segue, dai, que
/ZBDC = 90°. Portanto, o quadrilatero ABCD é um retangulo, donde AD = BC e o
ponto M de intersecao de AD e BC' é o ponto médio de ambos tais segmentos. Logo,
BC =AD =2AM. O

Figura 3.20:

Fonte: NETO (2013)
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Teorema 3.0.6 (Transformagao de Soma em Produto). Considere dois arcos quaisquer

de medidas o e 3, entao

sena + sen 3 = 2 sen a ; cos (3.23)

Demonstracao. Facamos a seguinte mudanca de variaveis

{a:a+5 (3.24)
b=a-—p

Resolvendo o sistema em termos de « e 3

o =

b=

2 (3.25)

Calculando agora sen a + sen § em (3.23)

a+b a—>b
+ sen 2

2
_ a by a_b
= sen 5 5 Sen 9 9

B a b+ b a+ a b b a
= sen20032 sen20032 sen20032 sen26032

b b
= 2sen g cos 5 + sen g cos 5 substituindo (3.24)
a+p cos 2= B
2 2

sena +senf = sen

= 2sen



