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RESUMO

Neste trabalho, estudam-se de maneira sucinta as caracteristicas e os principais
elementos algébricos e geométricos das secgdes cobnicas. Inicialmente, foram
abordados os trés tipos gerais das secgbes conicas, enfocando em principio suas
formas regulares para, em dado momento, também se discutir suas formas
degeneradas. Verificou-se que, segundo um sistema cartesiano fixado, & possivel
estabelecer uma representagao global das cbnicas por meio de uma equagao
algébrica do segundo grau em duas variaveis, sendo que qualquer equagao desta
forma, reciprocamente, pode ser identificada, por meio de rotacdo ou translacao,
com a equacao reduzida de algum tipo particular de cbnica. Encerrando-se este
trabalho, foi proposta uma abordagem inovadora para a lida no ensino médio desse
tépico de ensino-aprendizagem riquissimo em conceitos basicos de algebra e
geometria elementares, tdo necessarios para uma boa formagdo matematica. Foi
proposto que no estudo das cdnicas se use de forma complementar a maneira
alternativa de defini-las a partir de sua excentricidade, convergindo para a equagao
geral unificada das cbénicas em coordenadas polares. Essa forma generalizada e
absolutamente simples de se representar as cbnicas € tida como facilmente
manipulavel e reflete em si mesma uma beleza singular da Matematica, a Rainha
das Ciéncias. Vale ressaltar que todo o enfoque dos conteudos aqui discutidos foi
apresentado numa linguagem bastante simples e de facil compreensao, uma vez
que este trabalho se destina preferencialmente a alunos e professores da educacao

basica.

Palavras-chave: Coénicas. Equacbes. Coordenadas Cartesianas. Coordenadas
Polares.



ABSTRACT

In this work, it was studied succinctly the features and the main algebraic and
geometric elements of conic sections. Initially, it was discussed the three general
types of the conic sections, focusing in first in their regular forms, to at a specific
moment, also discuss about their degenerate forms. It was found that, according to a
fixed Cartesian system, it is possible to establish a global representation of the
conics though of an algebraic quadratic equation in two variables, and any equation
in this form, reciprocally, can be identified by means of rotation or translation, with the
reduced equation of any particular type of conic. At the end of this work, it was
proposed an innovative approach to the use in high school of this topic of rich
teaching-learning in basic concepts of algebra and geometry elementary, as required
for good mathematical training. It was proposed that the study of conic be used of
complementary form the alternative way to define them from its eccentricity,
converging to a unified general equation of the conics in polar coordinates. This
generalized way and absolutely simple to represent the conical is seen as easily
manipulated and reflects in itself a singular beauty of mathematics, The Queen of the
Sciences. It can emphasize that focus of the content discussed were presented in a
very simple language and easy to understand, once this work is preferably intended

for students and teachers of basic education.

Keywords: Conic. Equations. Cartesian Coordinates. Polar Coordinates.
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1. INTRODUCAO

As cbnicas no plano e as quadricas no espaco constituem dois tépicos
primorosos da Geometria Analitica pela riqueza de detalhes e abstracdes logico-
matematicas. Ao longo da histéria da Matematica, desde tempos imemoriais aos
dias hodiernos, encantam e mexem com o0 imaginario e a criatividade de
matematicos, cientistas e estudantes académicos que se aventuram no estudo de
tais objetos. Ambas tém uma relacéo intrinseca e sdo usadas como estrutura basica
em diversas aplicacbes praticas do cotidiano nas mais diversas éareas do
conhecimento. Em algumas situacdes, a nomenclatura desses entes geométricos €
confundida e usada erroneamente. Haja vista, por exemplo, o caso da antena
parabdlica que deveria ser chamada de antena paraboloide, uma vez que a parabola
e as demais cobnicas sdo entes planos e as quadricas, entes espaciais.
Comparacbes de semelhancas devem considerar este aspecto, que embora
abstrato, define a natureza do objeto em questdo. Seria 0 mesmo que dizer que um
dado tem a forma quadrangular (plana) e ndo cubica (espacial). Ou que uma bola de

bilhar tem o formato de um circulo e ndo de uma esfera.

Este trabalho faz uma abordagem das conicas, enfatizando seu estudo
algébrico e mostrando algumas constru¢cdes geométricas. Tem, ainda, a pretensao
de servir aos professores da educacdo basica, mais precisamente do Ensino Médio,
como um instrumental de apoio didatico para o ensino efetivo das cénicas com toda
a énfase e importancia que devem ser dedicadas a este conteddo nesse nivel de

ensino.

Inicialmente, em trés sec¢des consecutivas - 3, 4 e 5 - faremos um estudo
conciso de cada tipo especifico das seccbes cOnicas ndo degeneradas: elipse,
hipérbole e parabola. Optamos por deduzir as equac¢Bes candnicas das referidas
cbnicas de modo mais abrangente e sO depois chamar a atencédo do leitor para
alguns casos particulares. Na secédo subsequente foi feito um estudo generalizado
das seccdes conicas em coordenadas cartesianas que podem ser representadas por
uma equacao do segundo grau em duas variaveis e mostramos, reciprocamente,
que qualquer equacao do segundo grau em duas variaveis corresponde a algum tipo
particular de cbnica na sua forma regular ou degenerada. Tal correspondéncia pode

ser feita por mera transformacéo algébrica da referida equacéo dita normal, geral ou
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desenvolvida em algum tipo de equacgéo candnica ou reduzida de conica, usando-se
para tanto a técnica de completar quadrado bem como uma transformagéo por meio
de rotacdo e/ou translacdo dos eixos coordenados. O grafico de tais equacdes em x
e y é o conjunto de todos os pontos (x,y) no plano cartesiano que satisfazem a
equacdo em questdo; ele d& uma representacdo visual da equacéo.
Reciprocamente, dada uma curva no plano Oxy, poderemos encontrar uma equagao
gue a represente, isto é, uma equacao satisfeita pelas coordenadas dos pontos
sobre a curva e por nenhum outro ponto do plano. Isto se constitui em um dos
principios basicos da Geometria Analitica formulada por René Descartes e Pierre de
Fermat. A ideia central aqui € que se uma curva geométrica pode ser representada
por uma equacdo algébrica, entdo as regras da Algebra podem ser usadas para

analisar o problema geométrico que envolve a equacéo.

Finalizando este trabalho, nas secbes 7, 8 e 9, abordamos algumas
formas alternativas de se definir as cbnicas e apresentamos algumas equacodes
unificadas das conicas regulares, fazendo uso de um novo sistema de coordenadas
que acreditamos seja possivel e necessario ser trabalhado no Ensino Médio: o
sistema de coordenadas polares. Este sistema facilita sobremaneira a resolucao de
alguns problemas de natureza pratica que teria uma resolucdo mais laboriosa caso

fosse resolvido usando-se o tradicional sistema de coordenadas cartesianas.

Circulo
Elipse
Parabola

Hipérbola

Fonte: http://es.wikipedia.org/wiki/Seccion_conica

Figura.1l: As Mdltiplas Sec¢des Conicas.
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2. CONTEXTO HISTORICO E APLICACOES DAS CONICAS

Sao denominadas de cbnicas ou de secc¢des conicas as curvas produzidas
pela interseccdo de um plano que atravessa um cone de uma ou de duas folhas.
Existem, pois, trés maneiras dessas secc¢des serem produzidas e cada forma recebe
uma denominacado propria. Cada uma depende do angulo que o plano que a contém
forma com o eixo do cone. Na literatura geométrica, essas seccbes s&o
denominadas de elipses, hipérboles e parabolas. As circunferéncias sao casos
particulares de elipses.

parabola ~

/ hipérbplé

Fonte: http://fatosmatematicos.blogspot.com.br

Figura.2: Apolénio e as Secc¢des Planas no Cone de Duas Folhas.

O grande gedmetra grego Apoldnio de Perga (Asia Menor, por volta de
262-194 a.C.) é considerado o primeiro matematico a tratar das cbnicas. Estudou em
Alexandria, sendo aluno dos discipulos de Euclides. Foi ao longo da histéria
considerado um dos mais originais e proficuos matematicos gregos.

O brilhante Apol6nio foi contemporaneo de Arquimedes. Ambos ao lado
de Euclides constituiram a considerada triade dos maiores matematicos da Grécia
Antiga. Apolbnio recebeu dos antigos a alcunha de "O Grande Gedmetra” e foi um
notavel astrbnomo em sua época.

Infelizmente, ao longo do tempo, ndo se sabe como, mas a maior parte
das obras produzidas por Apolonio se perderam. O que sabemos nos dias atuais
dessas obras perdidas, deve-se aos registros do matematico egipcio helenizado
Pappus de Alexandria (que viveu por volta do séc. IV a.C.). A obra prima de

Apolénio é denominada Secc¢des Conicas. Esta obra consta de um total de oito
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volumes, dos quais apenas sete sobreviveram (sendo quatro escritos em grego e
trés traduzidos para o arabe mais precisamente por volta do séc. IX.). Sabe-se que
os trés primeiros volumes manuscritos foram baseados nos promissores trabalhos
de Euclides. O oitavo volume, todavia, desapareceu no decurso da Histéria. Na
Europa, em 1710, o britAnico Edmund Halley teve a magnifica atitude de traduzir os
sete volumes sobreviventes de Seccbes Conicas para o latim e todas as demais
traducdes para as linguas modernas foram feitas a partir dessa traducao.

Outros matematicos gregos foram precursores de Apolénio no estudo das
cOnicas, tais como o proprio Euclides e Menaecmus. A este ultimo é atribuida a
descoberta de tais curvas. Nesse periodo, elas eram obtidas simplesmente

seccionando um cone circular reto de uma folha com um plano perpendicular.

Fonte: http://10peac.blogspot.com.br (3a) Fonte: http://pt.wikipedia.org/wiki/Euclides(3b)

Figura.3: Representacdo Artistica de Arquimedes e Euclides.

O matematico que mais estudou e desenvolveu as sec¢bes cOnicas na
Antiguidade, todavia, foi o célebre Apol6énio. Podemos elencar algumas de suas
contribuicdes principais nesse assunto: Foi ele quem deu os nomes elipse e
hipérbole a essas curvas e estudou as retas tangentes e normais a uma conica
regular qualquer. Também, partindo de um unico cone de duas folhas, conseguiu
gerar todas as coOnicas, simplesmente variando a inclinagéo do plano de interseccgéao.

Dificilmente pode ser questionada a importancia dada ao estudo das
cbnicas pelo matematico Apolénio. Os estudos de Claudio Ptolomeu que viveu em
Alexandria por volta do século | d.C. recebeu fortes influéncias das obras de
Apolonio. Ptolomeu foi reconhecido pelos seus trabalhos como matematico,
astrobnomo, gedgrafo, astrologo e cartdégrafo e se consagrou pelas suas duas obras

mais famosas: o Almagesto (um tratado de Astronomia em 13 livros) e a Geografia
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(em 8 volumes). Nesta € retratado todo o conhecimento geogréafico greco-romano da
época. O sistema de latitude e longitude conforme usamos nos dias atuais em
cartografia foi proposto por Ptolomeu, o qual usou e aperfeicoou métodos de
projecao e transformacdes estereograficas.

Os estudos do alemédo Johannes Kepler, do italiano Galileu Galilei e do
inglés Isaac Newton também sofreram fortes influéncias das obras de Apolénio.
Kepler se interessou pelas conicas por ter percebido que poderia usa-las as suas
aplicacoes a oOptica e a construcao de seus espelhos paraboloides. A Primeira Lei de
Kepler no seu livro Astronomia Nova é enunciada com a seguinte afirmacéo: "Os
planetas descrevem orbitas elipticas em torno do Sol, o qual ocupa um dos focos". A
palavra foco (do latim foccus) significa fogo e seu uso € creditado a Kepler. Ja
Galileu Galilei, em 1.632, afirmou em uma de suas obras que "a trajetéria de um
projétil proximo ao solo e desprezando-se a resisténcia do ar € uma parabola”. A lei
da Gravitacdo Universal de Newton matematizou as descobertas empiricas de
Kepler e possibilitou mais tarde o estudo analitico das conicas e das suas aplicacbes
aos movimentos no espaco. Toda esta conjuntura matematica deu aos cientistas dos
dias atuais as condicdes que possibilitariam a contento a viagem do homem a Lua.

O matematico francés Pierre de Fermat considerado um dos fundadores
da Geometria Analitica Moderna deu sua riquissima contribuicdo ao estudo das
seccOes conicas. Ele descobriu as equacdes cartesianas da reta e da circunferéncia,
as eguacles canbnicas ou reduzidas da elipse, da parabola e da hipérbole e
realizou transformacdes com coordenadas retangulares usando rotacdo de eixos
para reduzir uma extensa equacdo do segundo grau a sua forma mais simplificada.

Existem, inegavelmente, inUmeras aplicacdes praticas usuais recentes
como na construcdo e uso dos telescépios, radares e receptores parabdlicos ou
hiperbdlicos, sistemas de radionavegacdo aérea e de radionavegacdao maritima
muito usados nos periodos de guerra para localizacdo e abordagens inimigas,
engrenagens de maquinas com formato eliptico, arcos de pontes ou tetos com a
configuracgéo eliptica ou parabdlica, fardis dos automoéveis e refletores paraboloide.
Todos os fenbmenos fisicos que se produzem por uma lei de proporcionalidade
inversa tém como modelo matematico um ramo de hipérbole. Podemos observar
ainda no quotidiano inumeros objetos e utensilios com formas conicas: talheres,

certos foguetdes, alguns relogios e certos espelhos esféricos, dentre outros.
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3. AELIPSE E A CIRCUNFERENCIA

Comprovadamente, as 6rbitas dos planetas e satélites sédo elipticas. E no
caso do Sistema Solar, curiosamente, as Orbitas elipticas dos oito planetas
encontram-se num mesmo plano. As elipses sdo usadas na fabricacdo de
engrenagens das maquinas. Os arcos das pontes, as vezes, quando ndo sao de
forma parabdlica sdo de forma eliptica. As salas de sussurro de certos museus e
exposicoes e uma mesa de bilhar eliptica usam as propriedades refletoras das
elipses. Faremos aqui um estudo sucinto e generalizado das conicas do tipo eliptico
gue tem seu eixo focal paralelo a um dos eixos coordenados do plano cartesiano.
Veremos oportunamente que a circunferéncia € um tipo particular de elipse em que

os dois focos coincidem.

3.1. Definicao

Dados os pontos no plano F e F, com distancia ‘F1F2‘=20 e um

comprimento 2a>2c, € denominada Elipse de focos F, e F, com eixo maior 2a o
Lugar Geométrico dos pontos P(X,y) do plano, cujas somas das distancias aos

pontos F, e F, é constante e igual a 2a, ou seja:

ol -2a
3.2. Elementos e Nomenclatura y

* C(%,,Y,) é o centro;

A, A, B, e B,séo os vértices;

* F eF, séo os focos;

AA, =2a e o comprimento do eixo maior;

7
A\

» BB, =2b é o comprimento do eixo menor;
* FF, =2c é a distancia focal; Fonte: http://obaricentrodamente.blogspot.com.br

Figura.4: Elementos da Elipse
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* A reta que passa nos focos constitui o eixo focal;
*Em toda elipse ha uma RELACAO FUNDAMENTAL entre os termos a,b,cdada por

a?2=Db2+c?, conforme o Teorema de Pitagoras no trianguloCFB, da Figura.4.
A EXCENTRICIDADEe:A1 mede a abertura das coOnicas, ou seja, quanto mais

"arredondada” ou "achatada" € o grafico da cénica. Como, para elipse c<a, entédo
0<e<1. Assim, quanto mais proximo de 1 estiver a excentricidade, mais achatada
(alongada) € a elipse e, quanto mais proximo de zero, mais arredondada ela sera.
Quando atinge o zero, chega-se a sua forma particular de circunferéncia.

O PARAMETRO da elipse é a metade da corda focal perpendicular ao eixo maior. E
também chamado de semilatus rectum.

*O LATUS RECTUM ¢ a quantidade definida como sendo o dobro do parametro.

Podemos facilmente calcular o parametro p da elipse, considerando um ponto
P(x,y) dela que fica sobre a perpendicular que passa em um dos focos, conforme a

Figura.4. Considerando que o triangulo formado pelo ponto P e pelos focos seja

retangulo, entdo o segmento F,P é perpendicular ao eixo focal FF, e o segmento
FP sera a hipotenusa de um triangulo de vértices PFF, . Assim, fazendo
|FP|=2a-p;|F,P|=p e |RF|=2c , aplicamos o Teorema de Pitagoras
(2a—p)?=(2c)?+(p)*> e obtemos a relacdo pzbz. Como seu latus rectum é

definido como sendo 2p, entédo temos que 2p = 2b%.

3.3. Equacao Canbnica da Elipse

Considere P(x,y)um ponto genérico da elipse. A distancia do ponto P
ao foco F é dada por‘ﬁ‘e a distancia do ponto P ao foco F,é dada por‘ﬁ‘.

Portanto, pela definicdo da elipse escrevemos a expressdo do lugar geomeétrico

como sendo ‘@'Mﬁ‘:%, chamada de equacdo VETORIAL da elipse. O

desenvolvimento da equacéao vetorial resulta em outra expressdo chamada equacéao

CANONICA ou REDUZIDA. Vamos fazer este desenvolvimento, usando para isso
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uma elipse que tem eixo focal paralelo ao eixo das abscissas. Considere uma elipse

de centroC(X,,Y,), focosF(x,—¢,Y,) eF, (X, +¢,Y,) e eixo maior horizontal, ou seja,
0 eixo maior da elipse € AA, paralelo ao eixo coordenado Ox. Seja P(X,y)um ponto

qualquer da elipse como mostra a Figura.5 seguinte.

h
B =
& e
I
I
o I
B . - Cocaiye) A,
» F i F >
I
¥o :
B I
I I
- - : : .
L ] I | b
e — -
>, =1 > '
- >
:

>

Fonte: http:/fatosmatematicos.blogspot.com.br(2012)

Figura.5: Elipse com eixo horizontal.

Temos que FlP :[X_(Xo _C)’ y— YO] = I:1P :[(X_ Xo) +C Y- yo]

€ FZP:[X_(X0+C)1y_yo]:> FZP:[(X_XO)_C’ y_yo]

Entdo |FP| = JI(x—x) +CE+(y=¥o)? € |F,P|=[(x—x)—cl+(y—,)?
Como ‘ﬁ‘ +‘@‘ =2a= ‘@‘ = 2a—‘§5‘

Elevando ambos os lados desta Ultima igualdade vém que

|F.P|2= (2a—|F,P|)2 = |FP|? = 42— 4a|F,P|+|F,P|2 = |FP|2~|F,P|?= 422~ 4a|F,P|
= {10 = %) + €I+ (Y = Vo) —{I(x—X,) —CI2+ (y — Yo )2} = 422 — 4a|F,P|
= (X=X V4 260X = ;) + €2 (¥ = Yo} = (X=X, )2+ 26(x %) ~€2 = (y — ¥, )° = 42 ~ 4|, P
— 4c(X—X,) = 4a2—4a\ﬁ\ = C(X—X,)—a2= —a\ﬁ\

Agora elevamos ambos os lados ao quadrado e obtemos

= [c(x—x,)—a22 = [—a‘@‘]z = C3(X—X,)2—2C(X — X,)a2+a’ = az‘@‘z
= C¥(X— X% 2= 2¢(X =X, )a+a" = a2{[(x —%;) =2+ (y — ¥ )%}

= (X — X, ) — 268%(X — X,) + " = a2[(X—X,)? = 2C(X = X,) + C2+ (Y — Yo )]



= C(X — X, )2 —2caz(X—X,) +a”* = a2(x — X,)?— 2ca2(x — x,) +c2az +az(y — y, )2
= CY(X—X,)2—a%(X—X,)2—az(y—y,)?+a* —azc2=0
= (¢ —a) (X~ X )2 ~a(y - Yo }-+ a¥(@? ~¢?) =0
Empregando a relacdo fundamental da elipse: a?2—c2="b? na dltima equacéao
vem que —b3(x—X,)?—a3(y—Y,)?+a?=0=b3(x—X,)?+a3(y—VY,)?=a%b?
Dividindo todos os termos da equacao por azb? temos

az azh2
2202 (Y—Yo)?= 22h?

_ 2
YT (X=%,)?+
E, finalmente, obtemos a equacao reduzida da elipse:

(X_Xo)2 + (y_ )/o)2 =1
az b2
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A expressdo acima demonstrada é chamada de equacdo CANONICA ou REDUZIDA

de uma elipse de eixo maior horizontal (eixo AA, paralelo ao eixo Ox), mas existem

as elipses de eixo maior vertical (eixo AA, paralelo ao eixo Oy) e suas equagdes Sao

muito semelhantes. O desenvolvimento para obtermos a equagéo reduzida de uma

elipse de eixo maior vertical € analogo ao que fizemos para a elipse de eixo maior

horizontal e, portanto, omitiremos aqui este desenvolvimento e o0 deixaremos como

exercicio para o leitor. De uma forma geral temos duas formas para a Equacédo

Reduzida:
ELIPSE DE EIXO MAIOR HORIZONTAL (paralelo ao eixo Ox):

— 2 _ 2

(X=% (Y=Y’ _,
a2 b2

ELIPSE DE EIXO MAIOR VERTICAL (paralelo ao eixo Oy):

(X_Xo)2 + (y_ yo)2 =1

b2 az

3.4. Casos Particulares da Elipse:

Alguns casos particulares da elipse merecem atencgéo especial. Vejamos:

CIRCUNFERENCIA: A circunferéncia € um tipo particular de elipse. Se fizermos

a=b na relagcdo fundamental a?=b2+c? teremos a?=a?+c? < c2=a?-a? <c=0.
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E fazendo a=b na equacgédo reduzida vem que =1, donde se

(X_ X0)2 + (y_ yo)2
a2 a2

obtém a equacao reduzida da circunferéncia de centro C(X,,Y,) -
(X=X Y2 +(y — Yo )2 = a2

gue nada mais € que a equacao reduzida de uma circunferéncia de raio a, ou seja,

a circunferéncia pode ser considerada uma elipse de excentricidade nula, uma vez

0

a

=0.

C
que e=—
a
ELIPSE DE CENTRO NA ORIGEM: Se o centro da elipse for a origem dos eixos
coordenados C(X,,Y,)=0(0,0) e o seu eixo focal se apoiar sobre um dos eixos,

entdo a equacado candnica da elipse terd uma das duas formas simplificadas:

3.5. Equacéao Geral da Elipse

Desenvolvendo a equacédo reduzida da elipse obtemos outra expressao

chamada de equacao geral, a qual tem a forma Ax?+Cy2+Dx+Ey+F =0. Esta
equacao nao apresenta o termo misto Bxy . Isto ocorre sempre que a elipse

apresentar eixo focal paralelo a um dos eixos coordenados do plano. Vamos fazer

este desenvolvimento para o caso de uma elipse de eixo maior horizontal, cuja
(X_Xo)2+(y_yo)2
a2 b2
a%2(x —x)* . a?h*(y —y,)?
a2 i b2

equacao reduzida é =1. Multiplicando a equagé&o por a2b? temos

=a?h? = b2(X—X,)?+a%(y—Y,)? = ab?

= b2(X2 - 2%, X+ X2 ) +a2(y2—2y,y + Y;) = a?h?
= b2x2—2b2x X +b2x; +a2y2—2a2y,y +a2y; —a2h2=0
Organizando os termos desta equacao temos a equacao geral ou normal da elipse:
b2x2 + a2y2 — 2h2x X —2a2y,y +b2x? +a2y. —azh2 =0
Fazendo (b2)x2+(a2)y2+(—2b2x,)x +(—2a2y,)y +(b2x’ +a2y; —a2h?) =0 e comparando

com a equacdo Ax2+Cy?+Dx+Ey+F=0 , temos que o0s -coeficientes
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correspondentes sdo: A=b?, C=a?, D =-2b2x,, E=-2a?y,e o termo independente
é F =b2x? +a2y; —ab?.
Dada a equacao geral de uma elipse Ax?+Cy?+Dx+Ey+F =0, facilmente podemos

converté-la na sua equacdo canbnica ou reduzida, usando apenas a técnica de
completar quadrados. Podemos tirar conclusdes semelhantes para o caso particular
da circunferéncia, o que deixamos como atividade para o leitor.

Exemplo 3.1. Encontre a equacdo canbnica da elipse de equacédo geral dada por
Ox2+4y2+54x-16y+61=0.

SOLUCAO: Primeiro agrupamos os termos: (9x2+54x) + (4y2—16y) = —61.

Em seguida, seguimos os passos da técnica de completar quadrados:
(X2 +6Xx)+4(y2—4y)=—61= 9(X2+6X+3%) +4(y?—4y+2?)=—-61+81+16

9 4 36
=9(Xx+3)2+4(y-2)?=36=> — (Xx+3)P2+—(y—-2)2=—
(x+3)2+4(y-2) 26 X+ (y-27=o¢
2 —_2)2
E, finalmente, obtemos a equacédo desejada: (x+3) +(y 92) =1.

3.6. Elementos Algébricos da Elipse

Também € conveniente determinar todos os elementos de uma elipse.
Vejamos isso em duas situagoes:
ELIPSE DE EIXO MAIOR HORIZONTAL

By
Fonte: http://www.mundoeducacao.com/matematica/elipse.htm

Figura.6: Elipse com eixo focal horizontal.

(X_ Xo)2 + (y_ y0)2
a2 b2

Da equagéo reduzida =1obtemos os termos a e b diretamente.

Considerando a>b , da relacdo fundamental obtemos c=+va’-h? e



21

. c " b2
consequentemente sua excentricidade e=—, seu pardmetro p=— e seu latus
a a

2
rectum 2p:2b—. Como o termo a da elipse fica sempre sob as coordenadas que
a

indicam a direcdo do eixo focal, neste caso o eixo focal é paralelo ao eixo das
abscissas (Ox). Como o centro da elipse é C(x,, y,), a equacédo do eixo focal é dada

por y=Y, e as coordenadas dos focos por F(X,%c,y,), as coordenadas dos

vértices do eixo maior por A(X, £a,Y,) e as coordenadas dos vértices do eixo menor

por B(X,, Y, £b).
ELIPSE DE EIXO MAIOR VERTICAL

2

_;50—0_

Fonte: http://www.mundoeducacao.com/matematica/elipse.htm

Figura.7: Elipse com eixo focal vertical.

Da equacao reduzida =1obtemos os termosa e b diretamente.

(X=%,)? N (Y= VY,)?
b2 a2

Como a>b, da relacdo fundamental obtemos ¢ =+/a?—b? e consequentemente sua

- c A b2 b2
excentricidade e=—, seu parametro p=— e seu latus rectum 2p=2—. Como 0
a a a

termo a estd sempre sob as coordenadas que indicam a direcao do eixo focal, neste
caso o eixo é paralelo ao eixo das ordenadas (Oy). Como o centro é C(X,,Y,), @
equacao do eixo focal € dada por x =X, e as coordenadas dos focos por F(x,,Y,£C)
as coordenadas dos vértices do eixo maior por A(X,,Y,ta) e as coordenadas dos

vértices do eixo menor por B(x, £b,y,).
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Exemplo 3.2. Determine todos os elementos da elipse de equacéo geral dada por
X2+4y?2—-4x-32y+32=0.

SOLUCAO: Vamos completar quadrados para passar a equacdo para sua forma
canbnica (X2—4x+4—-4)+4(y?—8y+16-16)+32=0

s (X— 2P+ Ay — AP —4—644+32=0 = X=2° A-4F 36 (x-2P (y—4r_,
36 36 36 36 9

Dessa Ultima equacéo temos que a=6e b=3, ja que sempre a2>b?, sendo a elipse
de eixo horizontal (pois a esta sob as coordenadas X) e c=+a’—b2=3y3. O centro
da elipse é C(2,4) . Os vértices do eixo maior séo A(X,—a,y,)=(-44) e

A (X, +a,Y,)=(B,4) . Os vértices do eixo menor sdo B/(x,y,—-b)=(21) e

B, (X, Y, +b)=(2,7). Os focos séo dados por F.(x,—c, y0)=(2—3\ﬁ,4)e

F,(x, +c, yo):(2+3ﬁ,4) . A elipse tem excentricidade e:¥:§ , parametro
9 3 : ~

p =572 e latus rectum 2p=3. Seu eixo focal tem equacao y=4.

3.7. Equacdes Paramétricas da Elipse

Para se determinar as equacfes paramétricas da elipse podemos fazer a
seguinte identificacdo. Se a elipse tem eixo focal horizontal e centro no ponto

C(X.Y,) entdo escrevemos sua equagdo reduzida como sendo

(x—x0)2+(y—byo)2:1 e comparamos com a relacdo fundamental da trigonometria
a

C0S2@0+senz@d =1.

= y=Y,+bsend.

Temos, portanto: cosd = X% x= X, +acos@ e send = y_byo
a

Temos, pois, duas formas de representar as equacdes paramétricas da elipse:
ELIPSE DE EIXO FOCAL HORIZONTAL:
X=X,+acosd e y=y,+bsend, para0<6<2r
ELIPSE DE EIXO FOCAL VERTICAL:

X=X,+bcosd e y=y,+asend, para0<6<2r
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Uma circunferéncia também pode ser parametrizada. Neste caso, considerando-se
a=b=r temos que X=% *+rcos0 g y=Y,+rsenfd para 0<6<27 gy ainda que

X=X, +15en0 g Y=Y, +rC0S0 para 0<0<27 g5, formas de parametrizag&o.

Exemplo 3.3. Escrever as equacOes paramétricas da elipse de equacgéo candnica

(=22 (y-42_,
36 9

SOLUCAO: Basta identificarmos as coordenadas do centro C(2,4) e os termos

a=6 e b=3. Entdo podemos escrever. x=2+6c0sd e y=4+3send , para

0<60<2r.

3.8. Sugestéao de Atividades

1) Parametrizar a equagéo da elipse: x?+4y?—-2x-16y=-1.
2) Determine a equacdo reduzida da elipse de excentricidade 4/5, cujos focos séo
pontos da reta x+4=0 e sendo B,(-1,3) um dos extremos do eixo menor.

3) Determine a equagédo geral ou normal da circunferéncia que tem centro sobre o

eixo Ox e na qual uma de suas cordas tem por extremo os pontos A(6,4); B(3,-5).

4) Escrever a equacao normal da circunferéncia que passa pelos pontos A(0,1),
B(L2) e C(18).

5) Um satélite em 6érbita eliptica e excentricidade 1/3, viaja ao redor da Terra,
situada num dos focos da trajetoria do satélite. Sabendo-se que a distancia mais
préxima do satélite a Terra é de 300km, calcular a maior distancia.

6) Calcule a excentricidade da elipse 25x2+16y2=400.

7) Determinar os pontos de interseccdo da elipse 9x2+4y2=25 com 0S eix0s
coordenados.

8) Uma elipse tem os focos em F,(-3,0); F,(3,0) e excentricidade igual a 0,5. Escreva
sua equacdao reduzida e sua area S(da Geometria S =zab).

9) Obtenha os focos da equacao da elipse 4x?+3y?—32x+12y+40=0.

10) Um ponto P(x,y) se desloca de modo que a soma de suas distancias aos

pontos (2,—4);(2,2) é 10. Deduzir a equacgéo geral do lugar geométrico descrito.
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RESPOSTAS 5) 600km . 6) e=3/5.

1) x=1+4cosd;y=2+2send. 7) (-5/3,0);(5/3,0);(0,-5/2);(0,5/2).
2) (Xg4)2+(y2‘53)2 _1. 8) ;‘_;+;’—;=1e S =183 .

3) x2+y?—6x-16=0. 9) (4,-2+/3);(4,-2—3).

4) X*+y2+6x-10y+9=0. 10) 25x2+16y2—100x+32y =284 .

4. ESTUDO DA HIPERBOLE

As hipérboles ocorrem frequentemente como graficos de equacdes em
Quimica, Fisica, Biologia e Economia (Ex.: Lei de Boyle, Lei de Ohm, curvas de
demanda e de oferta, etc.). Uma aplicacéo particularmente importante de hipérboles
€ encontrada nos sistemas de navegacdo desenvolvidos ainda nas duas grandes
Guerras Mundiais. Também faremos aqui um estudo sucinto e generalizado das
cbnicas do tipo hiperbdlico que tem seu eixo focal paralelo a um dos eixos

coordenados do plano cartesiano.

4.1. Definic¢ao:

Dados dois pontos no plano F, e F,com distancia focal ‘F1F2‘=20 e um

comprimento 2a < 2c, é denominada Hipérbole de focos F, e F, com eixo real 2a o
Lugar Geométrico dos pontos P(x,y) do plano, cujo mdédulo da diferenca das

distancias aos pontos F, e F, é constante e igual a 2a, ou seja:

[
4.2. Elementos e Nomenclatura

* C(X,,Y,) € o centro;

* A, A sdo os vértices reais;

*B,, B, séo os vertices imaginarios.

* F eF, séo os focos; ; Fonte: http://obaricentrodamente.blogspot.com.br

Figura.8: Elementos da Hipérbole .
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* AA, =2aé o comprimento do eixo real ou transverso;

* B,B, =2bé o comprimento do eixo imaginario ou conjugado;

F.F, =2cé a distancia focal; A reta que passa nos focos constitui o eixo focal;
* Em toda hipérbole ha uma relagdo fundamental entre os termos a,b,c dada por
c?2=a?+b?, conforme o Teorema de Pitagoras no triangulo CA,M da Figura.8.

*As retas r e s (Figura.8) sdo chamadas de ASSINTOTAS. Elas n&o interceptam
nem tangenciam a hipérbole, mas a hipérbole se aproxima cada vez mais delas
quando tende a +~. Louis Leithold (1986) sugere uma regra pratica que ele chama
de “holistica” para a determinacdo das equacdes das assintotas de uma hipérbole
qualquer. Basta substituir o termo independente do segundo membro da equacgao
canbnica por zero e fatorar o produto notavel dado pela diferenca de quadrados.
Com esse método é imediato se obter as duas equacbes das assintotas. As
assintotas contém as diagonais do chamado RETANGULO FUNDAMENTAL da
hipérbole, cujos lados sdo segmentos que passam sobre 0s vértices reais e
conjugados. E os vértices deste retangulo estdo sobre a circunferéncia que passa
nos focos (Figura.8). As assintotas de uma hipérbole equilatera (quando a=b) séao
perpendiculares entre si. O retangulo fundamental para tal hipérbole € um quadrado
e 0s eixos transversal e conjugado tém comprimentos iguais. Quando duas
hipérboles possuem as mesmas assintotas sdo chamadas de hipérboles

conjugadas. Exemplo de equacdes reduzidas de hipérboles conjugadas:

XZ y2 B y2 XZ B

az b2 = b2 az

A EXCENTRICIDADE ez%1 da hipérbole é e>1, pois a<cC. Assim, quanto mais

proximo de 1 estiver a excentricidade mais fechados serdo os ramos da hipérbole e

mais abertos eles serdo quanto mais a excentricidade se afastar de 1.

*O PARAMETRO ou semilatus rectum da hipérbole também é a metade da corda
focal perpendicular ao eixo maior.

*O LATUS RECTUM ¢ a quantidade definida como o dobro do parametro.

Podemos facilmente calcular o parametro p da hipérbole, considerando um ponto

P(x,y) dela que fica sobre a perpendicular que passa em um dos focos. O triangulo
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formado pelo ponto e pelos focos € retangulo. Se o segmento F,P é perpendicular ao
eixo focal FF,, entdo FPsera a hipotenusa de um triangulo de vertices PF,F, Assim,
fazendo |FP|=2a-p; |F,P|=pe |FF,|=2c, aplicamos o Teorema de Pitagoras

(2a—p)?=(2c)?+(p)*> e obtemos a relacdo p:b%' Como seu latus rectum é

definido como o dobro de p, temos 2p= Zb%.

4.3. Equacéo Canénica da Hipérbole

Seja P(x,y)um ponto qualquer da hipérbole. A distancia do ponto P ao
foco F, é dada por‘ﬁ‘ e a distancia do ponto P ao foco F, é dada por ‘ﬁ‘
Portanto, pela definicdo da hipérbole escrevemos a expressdo do lugar geométrico

que ¢é

‘ﬁ‘—‘ﬁu:Za, chamada de equacdo vetorial da hipérbole. O

desenvolvimento da equacé&o vetorial resulta em outra expressdo chamada equacéo
canbnica ou reduzida. Vamos fazer este desenvolvimento usando para isso uma

hipérbole que tem eixo focal paralelo ao eixo das abscissas. Considere uma
hipérbole de centro O(X,,Y,) , focos F(x,—-c,y,) e F,(X,+cC,Y,) e eixo maior
horizontal, ou seja, eixo maior AA, paralelo ao eixo coordenado Ox. Seja P(X,y)um

ponto qualquer da hipérbole como mostra a Figura.9 abaixo.

Fonte: http://obaricentrodamente.blogspot.com.br

Figura.9: Hipérbole com Eixo Horizontal.

Temos que Flp :[X_(Xo _C)! y— yo] = Flp =[(X—X0)+C, y_yo]
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€ FZP:[X_(XO +C)! y_yo]:> FZPZ[(X—XO)—C, y_yo]

Entao‘@"“ =[(x=%,) +CcI+(y -y, ) OU‘FlF" = J[(x=%) +CcP+(y—y,)?e

[F.PJ2=[(x= %)~ I+ (y — Yo )T ou| F,P| = (X =) — PP+ (y = ¥o)?

Como é

{722 [FPI-[RP| =22 =204
Devemos elevar ao quadrado ambos os lados desta ultima igualdade:

P}~ 20 [Py = = s o
= [(X= %)+ CI2+ (y - ¥,)? = 42+ 4a| F,P| + [(x — X;) —cJ2+ (y - Yo )2
= [(X—x,)+CIt = 4a2+4a| F,P| + [(x—X;) —c]?
= [(x—%;)+CI~[(x— %) —C] — 4a2 = +4a| F, P
= 4c(X—X,) 42 = +4a|F,P| = c(x~ X,) —a2 = +a|F,P|
= [c(x—x,) —a%]? = (+a| F,P|)? = c¥(x —x, )~ 2ca2(x — x;) +a" = a2|F, P

= (X — X,)2 — 20a%(X — %) +a* = a2{[(x— %,) —C]2+ (y — y,)?}
= C2(X— %, )2 — 2Ca%(X — X,) +a* = a2{(X—X,)2—2¢(X —X;) + €2+ (Y — Yo )2}
= C2(X — X, )2 — 2Ca2(X — X, ) +a* = a2(X — X, )2 — 28%C(X — X,) + a2C2 + a2(y — Y, )2
= C2(X— X, )2 — a2(X — X, )2 —a%(y — Y, )? = a’c? —a’*
= (CP—a?)(x—X,)*—a¥(y -y, ) = a%(c?—-a?)

Empregando a relagdo fundamental da hipérbole: c2—a?=b? nesta ultima equagéo
vem que b*(x—x,)?—a*y-Y,)?=a%?. Dividindo todos os termos da equagdo por

b2 a2 a2b?

azh? vem que aZbZ(x—xo)z’—asz(y—yo)zzaZbZ. E, assim, obtemos a equacao

. VY ERVAY)
reduzida da HIPERBOLE DE EIXO REAL HORIZONTAL (x Z(O) _by b"YO) =1.
a
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Para uma HIPERBOLE DE EIXO REAL VERTICAL, obtemos uma equagio

(Y=¥0)* (X=%)? —1
az '

semelhante dada pela equacéo 02

4.4. Casos Particulares da Hipérbole

Alguns casos particulares da hipérbole merecem atencéo. Vejamos:
HIPERBOLE EQUILATERA: Se fizermos a=b na relagdo fundamental c2=a2+b?2
teremos c2=a2+a? <& c2=2a?=c=a+y2 . E fazendo a=b na equacao reduzida

(X_xo)2 — (y_ yo)2
+
a2 a2

temos +

=1 +(x—%)?F(y—Y,)?=a?, que € a equagao particular

C a\/§
W

das duas hipérboles equilateras, cuja excentricidade € dada por e=—=
a

HIPERBOLE CENTRADA NA ORIGEM: Se o centro da hipérbole for a origem dos

eixos coordenados C(X,,Y,)=0(0,0) e o seu eixo focal se apoiar sobre um dos

eixos, entdo a equacao da hipérbole tera uma das duas configura¢des simplificadas:
2 2 2 2
X Y _iouX X

X DA

az b2 a2z b2
4.5. Equacao Geral da Hipérbole

Desenvolvendo-se uma equacdo REDUZIDA da hipérbole obtém-se outra
expressdo chamada de equacdo GERAL ou NORMAL que tem a forma
Ax2+Cy2+Dx+Ey+F =0. Esta equacdo nao apresenta o termo misto Bxy . Isto
ocorre sempre que a hipérbole apresentar eixo focal paralelo a um dos eixos

coordenados do plano. Vamos fazer este desenvolvimento para o caso de uma

(X=X _(Y=Yo¥ _,
a2 b2
Multiplicando ambos 0os membros desta equacdo por azb? vem que:
a??(x—x,)* _ a?h*(y—y,)
az - b2

hipérbole de eixo real horizontal, cuja equacado reduzida é

—ath2 = bi(x—x, ) a¥(y - y,)? = alb?
= b2(X2—2X X+ X3) —a%(y2— 2y, Y + ¥s ) = a2b?
= b2x2—2b2x X +b2x; —a2y2+2a?y,y —a?y; —azh2=0

= b2x2—a2y2—2b2x X + 2a2y,y +b?x? —a2y? —a2h2=0
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Organizando os termos temos a equacdao geral ou normal da hipérbole:
b2x2—a2y2—2b2x, X + 2a2y,y +b2xZ —a2y; —a2b2 =0
Fazendo (b2)x2+(-a?)y2+(—2b2x,)x+(2a2y,)y +(b2x? —a2y; —a2h?) =0 e comparando
com a equacado Ax2+Cy?+Dx+ Ey+F =0temos que os coeficientes correspondentes
sdo: A=b?2 , C=-a?2 , D=-2b?x, , E=2a%y, e o termo independente ¢
F =b2x? —a2y? —a2b2.
Dada a equacdo geral de uma hipérbole Ax2+Cy2+Dx+Ey+F =0, facilmente

podemos converté-la na sua equacéo candnica ou reduzida, a exemplo do que foi
feito com a elipse, usando apenas a TECNICA DE COMPLETAR QUADRADOS.
Exemplo 4.1. Encontre a equacdo canbnica da elipse de equacao geral dada por
Ox2—-4y2 +54x+16y+101=0.

SOLUCAO: Primeiro agrupamos o0s termos: (9x2+54x)+(—4y2+16y)=-101. Em

seguida, seguimos os passos da técnica de completar quadrados:

9(x2+6x)—4(y?—4y) =-101= 9(x?+6x+3F) —4(y?—4y+2?) =-101+81-16

= 9(x+3)2-4(y-22=-36=> 9 (x+3)2— 4 (y—2)2= =36 E, finalmente, obtemos a
—-36 -36 —-36

(y-2¢ _(x+32 _,
"y

equacao desejada

4.6. Elementos Algébricos da Hipérbole

Também é conveniente determinar todos os elementos de uma hipérbole.

Vejamos isso em duas situacoes:
HIPERBOLE DE EIXO FOCAL HORIZONTAL

%X )

Fonte: http://obaricentrodamente.blogspot.com.br

Figura.10: Hipérbole com Eixo Focal Horizontal.



30

=1 obtemos os termos a e b diretamente.

(X_Xo)2 _ (y_ YO)Z

Da equacao reduzida
a2 b

Da relacdo fundamental obtemos c=+a’+b? e consequentemente sua

. c " b2 b2
excentricidade e = —, seu parametro p=— e seu latus rectum 2p=2—. O termo a
a a a

estd sempre sob as coordenadas que indicam a direcdo do eixo focal, neste caso
paralelo ao eixo das abscissas (Ox). Como o centro da hipérbole é C(X,,Y,), a
equacdo do eixo focal € dada por y=Yy, e as coordenadas dos focos por
F(x,xc,y,) , as coordenadas dos vértices do eixo real por A(X,ta,y,) e as

coordenadas dos vértices do eixo imaginario por B(x,,Y,tb). Suas assintotas sdo

as retas dadas por(y-y,) = J_rE(x— X,) -
a

HIPERBOLE DE EIXO FOCAL VERTICAL

Fonte: http://obaricentrodamente.blogspot.com.br

Figura.11: Hipérbole com eixo focal vertical.

(Y= ¥o)*  (X=X)? —1
a2 b2

obtemos os termos a e b diretamente. Da relagdo fundamental obtemos

Da mesma forma que no caso anterior, da equacédo reduzida

. C " b2
c=+a’+b2e consequentemente sua excentricidade e =—, seu parametro p=—, e
a a

b2 )
seu latus rectum 2p=2— . Como o termo a esta sempre sob as coordenadas que
a
indicam a dire¢cdo do eixo focal, entdo neste caso o eixo é paralelo ao eixo das
ordenadas (Oy). Como o centro é C(x,,Y,) a equagdo do eixo focal é dada por
X=X,e as coordenadas dos focos por F(x,,Y,*cC), as coordenadas dos vértices do

eixo real por A(X,,Y,*a) e as coordenadas dos vértices do eixo conjugado por
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B(x,tb,y,) . Suas assintotas sdo as retas dadas pelas equacgles:

(x=%) =2 (y-¥o).
Exemplo 4.2. Determine todos os elementos da hipérbole de equacao geral dada
por x2—4y?—4x+32y—-96=0.
SOLUCAO: Vamos completar quadrados para passar a equacéo para sua forma
candnica: (x2—4x+4-4)—-4(y?—-8y+16-16)—-96=0

_ 2 _ 2 _ 2 _ 2
s (X— 2P+ Ay — AP —4+64-06=0 = X=2° 4y—4F 36_ (x-2 (y—4F_,
36 36 36 36 9

Dessa Ultima equacao temos que a=6;b =3, sendo a hipérbole de eixo horizontal

(pois a esta sob as coordenadas x). Obtemosc = Jaz+b2 =45 =35. O centro da
hipérbole é C(2,4). Os vértices do eixo real sdo A (X, —a,Y,) =(—4,4) e
A (x,+a,Y,)=(8,4). Os vértices do eixo conjugado sdo B,(x,,y, —b)=(2,1) e
B,(X,, Y, +b)=(2,7). Os focos séo dados por F,(x,—c,y,)=(2—35,4) e

F, (%, +C,Y,) = (2+35,4). A hipérbole tem excentricidade e = % = ? :

parametro p = e latus rectum 2p =1. Seu eixo focal tem equacédoy=4.

olw
N| -

E suas assintotas séo as retas (y—4) = i%(x—Z) .

4.7. Equacbes Paramétricas da Hipérbole

Assim como fizemos para a elipse, também podemos determinar as
equacdes paramétricas da hipérbole fazendo uma mera identificacdo. Se a hipérbole

tem eixo focal horizontal e centro no ponto C(X,,Y,), entdo sua equacao reduzida

. X—X - ~
pode ser escrita como sendo ( 0)2—(y by°)2=1 e, entdo, se comparada com a
a

identidade trigonométrica sec?¢—tg20 =1, tem-se, portanto:

secl = X;XO = X=X, +asecd e tgaz%: y=Y,+btgé.

Temos, assim, as duas equacdes paramétricas da hipérbole:
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HIPERBOLE DE EIXO FOCAL HORIZONTAL:
X=X,+asecd e y=y,+btgd, para 0<O<2r.
HIPERBOLE DE EIXO FOCAL VERTICAL:
X=X,+btgd e y=y,+asecéd, para 0<6<2r.
Poderiamos também obter outra forma sugestiva de parametrizacéo da hipérbole
usando a relac&o hiperbdlica cosh® 8 —senh26 =1da qual obteriamos as relacées

X =X, +acoshé
y =Y, +bsenhd

=y, tacoshd
y=Yo parad € R

seguintes
X = X, +bsenh@

parad € Rou {

4.8. Sugestao de Atividades

1) Dada a hipérbole de equacéo 16x2—25y? =400, pede-se:

a) A equacdao na forma reduzida. b) A excentricidade.
c) As coordenadas dos focos e dos vértices.
2) Dé as assintotas da hipérbole 16x2—25y? =400.

3) Determinar a equacéao da hipérbole equilatera que passa pelo ponto P(4,-2), tem

centro na origem e focos sobre o eixo Ox.

4) Achar a distancia do foco superior da hipérbole 9y?-16x?=144a cada uma das

suas assintotas.

5) Uma hipérbole tem um de seus vértices em A(3,0) e as equacbes de suas
assintotas sdo 2x—-3y =0 e 2x+3y=0. Determine a equacao da hipérbole.

6) obter as coordenadas dos pontos de interseccdo da reta x—4y—-4=0 com a
hipérbole x2—4y2=16.

7) Uma hipérbole tem excentricidade igual 2. Calcule o angulo entre as assintotas.
(sugestao: O angulo entre o eixo Ox e a assintota ascendente é tal que sua tangente
é b/a).

2 2
8) Determinar o latus rectum da hipérbole XZ—y? =1.

9) Uma hipérbole passa pelo ponto P(1,2) e uma de suas assintotas € a reta
3y —+/11x=0. Determine a equacéo da hipérbole sabendo que o eixo real coincide

com o eixo Oy e o centro com a origem.

10) determine as coordenadas dos focos da hipérbole x2—2y2—6x+8y—-1=0.



RESPOSTAS

1) a)g 16—1,b) E ;C)A(-5,0)

A, (5,0); F.(—/41,0), F,(+/41,0).
2) r':4x-5y=0;r":4x+5y=0
3) x2—y2=12. 4)3.

5) 4x2—9y2=36.

5. ESTUDO DA PARABOLA

6) (4,0);(-20/3,-8/3)
27

7 o=L 8) 2.

3
9) 9y2—11x2 =25,

10) (3—+/3,2);(3++/3,2)
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No século XVI, Galileu Galilei mostrou que a trajetéria de um projétil

atirado ao ar com certo angulo em relacédo ao solo e desprezando-se a resisténcia

do ar € uma parabola. Desde essa época, os formatos paraboloides tém sido usados

para desenhar faréis de automoveis, telescopios refletores, certos tipos de espelhos

e pontes suspensas. Faremos aqui também um estudo sucinto das cénicas do tipo

parabdlico que tem seu eixo focal paralelo a um dos eixos coordenados do plano

cartesiano.

5.1. Definicao

Chama-se parabola ao

equidistantes de uma reta fixada d e de um ponto fixado F ndo pertencente a reta.

5.2. Elementos e Nomenclatura

Consideremos os elementos da parabola ao lado:

* Vértice: V (X, Y,)-

* Foco: F(x,+p,Y,)

* Reta diretriz (d) de equacdo X=X, — p.

* A reta que passa por F e V é o eixo de simetria

ou eixo focal da parabola. Chamemos de R a intersec¢ao

geométrico dos pontos do plano,

do eixo de simetria com a diretriz e dist(P,Q) =dist(P,d).

* O numero positivo p = f =dist(FV) =dist(VR) é a distancia focal.

Figura.12: Parabola

Fonte: Elaborado pelo autor.
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*A EXCENTRICIDADE da parabola é e =1.

O PARAMETRO da parabola aqui é definido como sendo o nimero constante
2p =dist(RF). Note que dist(V,F)=dist(V,R)=p é o comprimento focal.

*O LATUS RECTUM ¢ a corda da parabola que € paralela a diretriz e passa atraves

do foco. Pode-se demonstrar por construcdo geomeétrica que o latus rectum da

parabola mede|4 p| , OU seja, € 4 vezes a distancia do foco ao vértice.

1""-\._1 I -II__.-"'..
., [ o
S, I
" ' o
Hx. | ‘f..' --____.-'
~— M ia -
______‘“~=-_-___+_;---______
L \ 1.-::
|

- 2 — er —-—

Fonte: http://mathworld.wolfram.com/

Figura.13: Latus Rectum 2L da Parabola para p=a.

5.3. Equacao Canénica da Parabola

Seja P(X,y) um ponto qualquer da parabola. Pela definicdo temos a
equagdo vetorial |dP|=|FP|. O desenvolvimento desta equagdo resulta na equagao

reduzida da parabola.

Considere uma parabola com eixo de simetria horizontal (paralelo ao eixo
Ox) como na Figura.12 anterior. Entdo sua equacdo vetorial ¢ |dP|=|FP|. Como
P(x,y) pertence a parabola, a diretriz d tem equagdo x=X,—p e |PQ| :|Pd|, sendo
Qed e as coordenadas do foco sdo F(x,+p,Y,), entdo segue que

QP =|FP| = |QP[>=|FP|*
= [(X=%;) + PP =[(x=%)* = pFP+(y - ¥o)?
= (X=X +2p(X=X) + P?= (X =% )2 =2 P(X=Xp) + P2+ (Y — ¥o)?

=4p(X—X%) =YY, ?= (Y- Y,)?=4p(Xx—X,). Esta dltima equacdo é a equacéo

candnica ou reduzida da parabola de eixo de simetria horizontal com concavidade
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voltada para a porcao positiva do eixo Ox. Analogamente se demonstra a equacao
reduzida de uma parabola com eixo de simetria vertical (paralelo ao eixo Oy).
Parabolas podem abrir para cima, para baixo, para a esquerda, para a direita ou em
alguma outra direcdo arbitraria. Qualquer parabola pode ser reposicionada e
redimensionada para caber exatamente em qualquer outra parabola - ou seja, todas
as parabolas s&o geometricamente semelhantes. O sinal que acompanha o

parametro indicard se a parabola tem concavidade voltada para baixo (-) ou para
cima(+), ara a esquerda (-) ou para a direita (+). Sendo p>0 e o eixo focal é

paralelo a um dos eixos coordenados, temos quatro casos a considerar:

Tabela 1-Tipos de Parébolas

/ -____*_‘—__ﬁ

i

Eixo de simetria horizontal e Eixo de simetria horizontal e

concavidade para a direita. concavidade para a esquerda.
(Y=Y, )2 =4p(X—X,) (Y=Y, »?=—4p(X—X,)

-

/ A

Eixo de simetria vertical e Eixo de simetria vertical e
concavidade para cima. concavidade para baixo.
(X=X Y =4p(y—Y,) (X=X )?=—4p(y— o)

Fonte: Elaborada pelo autor.

5.4. Casos Particulares da Parabola

PARABOLAS DE VERTICE NA ORIGEM: Se o vértice da parabola for a
origem dos eixos coordenados C(X,,Y,)=0(0,0)e o seu eixo de simetria se apoiar
sobre um dos eixos coordenados do sistema cartesiano, entdo a equacdo da

parabola tera uma das configuracdes, dependendo da concavidade:
y2=14px OU x2=+4py



http://en.wikipedia.org/wiki/Similarity_(geometry)
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5.5. Equacdo Normal da Parébola

Se a parabola apresenta EIXO DE SIMETRIA VERTICAL sua equacéo é

dada por (x—x,)2=4p(y-yY,) . Desenvolvendo essa equagdo e a colocando em

X=X, )? . o
funcdo de Yytem-se: y=(4—°)+ Y, € podemos desenvolver mais ainda e deixa-la
< 1 —X, X
na forma normal da equagdo y=ax?+bx+c, onde: a=—; b=—=; c=-2+y,;
4p 2p 4p
— —_bh2
X, :Z—b; Y, = 4a(z:1 b , em que V(X,,Y,) € o vértice da parabola.
a a

Se a parabola apresenta EIXO FOCAL HORIZONTAL sua equacao é

dada por (y-y,)?=4p(x—x%,) . Desenvolvendo essa equagéo e a colocando em

— 2
funcdo de y tem-se: x=%+x0 e podemos desenvolver mais ainda e deixa-la
_ 2
na forma normal da equacdo x=ay2+by+c, onde: azi; bzﬂ; c:ﬁjtxo;
4p 2p 4p
— —_bh2
Yo =2—b; X, = 4ai b , em que V(X,,Y,) é o vértice da parabola.
a a

OBSERVACAO: Quando a equacdo da forma y=ax2+bx+c caracteriza uma

parabola com eixo focal vertical, ela pode ser estudada como sendo de uma funcéo
do 2°grau ou funcdo quadratica. Esta é a forma da parabola mais explorada no
ensino béasico, por estar justamente associada ao grafico de uma funcédo. Neste
ponto, cabe ao professor propor atividades que conduzam por parte do aluno a
distincdo do conceito algébrico de funcdo ou aplicacdo e de lugar geométrico
representado pelas equacdes das conicas. Muitas outras equacdes de lugares
geométricos, como as das retas ndo verticais, também representam casos

particulares de funcao.
5.6. Elementos Algébricos da Parabola

O eixo de simetria € a linha que passa através do foco e do vértice. Na

equacdo de uma pardbola y=ax?+bx+c de vértice V(x,,Y,), 0 eixo de simetria

vertical € dado por x =X, =;—b, o foco é F(x,,y,+p), a reta diretriz tem equacgao
a
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y=Y,—p, 0 parametro é 2|p|e o latus rectum é 4|p|. J& na equagdo de uma

parabola x=ay2+by+c de vértice V(x,,Y,)0 eixo de simetria horizontal & da forma
Y=Y, =;—b o foco é F(x,+p,Y,) a reta diretriz tem equagdo X=X,—p, a distdncia
a

focal é |p|, o parametro é 2|p| e o latus rectum ¢ 4|p|.

5.7. Equacdes Paramétricas da Parabola

As equacdes canbnicas das parabolas se caracterizam por apresentar
uma das variaveis no primeiro grau. Isso permite expressar essa variavel como
funcdo da variavel do segundo grau. Existem varias formas de representarmos as
paramétricas de uma parabola. Vejamos duas formas simples:

SEM RELACOES TRIGONOMETRICAS:

A equacdo da parabola (x—x,)?2=4p(y-Y,) corresponde & forma paramétrica dada
1 :
por: X=t+x,e y= 4—pt2+ Y, para isto basta que fagamos Xx—X, =t.
J& a equacdo da pardbola(y—Y,)?=4p(x—x,) corresponde a forma paramétrica
1 .
dada por: x= 4—pt2+ X, € y=t+y,, para isto basta que fagamos y-y, =t.
Assim, tém-se duas formas parametrizadas para a parabola:
Com EIXO DE SIMETRIA HORIZONTAL e vértice V(X,, Y,):
l 2

X=1+X, ey=4—pt +Y,

Com EIXO DE SIMETRIA VERTICAL e vértice V (X, Y,):
l 2
x=4—pt +X, e y=t+y,

Exemplo 5.1. Parametrizar a equacao da parabola dada por: y?—2x+4y=0.

SOLUCAO: Completando quadrados tem-se que y2+4y—2x=0< (y+2)2=2(x+2)

2
entdo, faz-se y+2=te obtém-se as paramétricas desejadas: x :%—2 ey=t-2.
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COM RELACOES TRIGONOMETRICAS:
Na Figura.15 abaixo, considere o ponto J(X,y) da parabola e a perpendicular ao
eixo Oy pelo vértice V(x',y"), determinando o ponto I(x',y). Seja o angulo IRV =6

e dist(RV)=p, entdo do triangulo IRV tem-se que tgez%:yz ptgd+y'. E

como (y-y")2=(ptgh)? e também (y—y")2=4p(x—x"), igualando as expressdes vem
P
4

razbes trigonométricas para uma pardbola com eixo de simetria horizontal.

que: 4p(x—x") = p2g20 = x =-—-tg20+x'.. Essas sao as equacgdes paramétricas com

Analogamente, podemos demonstrar as equacdes paramétricas de uma parabola

com eixo de simetria vertical.

| i [~ 1

Fonte: Elaborado pelo autor.

Figura.15: Parébola.

Assim, tém-se as paramétricas para a parabola:

COM EIXO DE SIMETRIA HORIZONTAL e vértice V(x,,Y,) :

z.3z
2’2

P

x:ztg26'+xO e y=ptgd+y,, para 0<0<2rx 6+

)
COM EIXO DE SIMETRIA VERTICAL e veértice V(X,, Y,) :

X = pcotgd+x, e y=£cotgz49+ Y, (para 0<8<27ed+0;7)

4

Exemplo 5.2. Determine as equacdes reduzida, normal e as paramétricas da

parabola que tem foco F(4,3) e diretriz x=2.
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SOLUCAOQ: Se a diretriz é vertical o eixo de simetria é horizontal. O vértice é o ponto

médio do segmento sobre o eixo que liga a reta diretriz ao foco, portanto, V(3,3) e 0

parametro é 2p =2, entdo p=1. Tem-se que a equacao reduzida é (y—3)2=4(x—3)
~ 1 3 21 . ~ .
Desenvolvendo, tem-se a equagéo normalx:zy2—§y+j. As paramétricas sdo:

x=%t929+3 e y=1t96+3, (para039<2;z;0¢%,37” ).

5.8. Sugestéao de Atividades

1) Determinar a equacéo da parabola de concavidade voltada para cima, que passa
pelo ponto A(L 2) e cujo vértice é V(0,0).
2) Obter as coordenadas do foco e a equacgéo da diretriz da pardbola 7y2+3x=0.

3) Achar a equacdo de uma parabola de vértice na origem, que passa pelo ponto
(-3,2) e cujo eixo de simetria € 0 €eixo X.

4) Encontre os pontos de interseccdo da pardbola y?-4x=0 com a reta
4x-2y-3=0.

5) Obter as coordenadas do vértice e do foco da pardbola y=-2x2+8x-8.

6) Escreva a equacdo da parabola que tem foco F(1,3) e vértice V(2,-2).

7) Escreva a equacao da parabola que tem foco F(1,3)e diretriz y=-1.

8) Determine o vértice, o foco e a diretriz da parabola (x-2)2 -4(y-8)=0.

9) Qual é a equacao do conjunto de pontos P(x,y) que sdo equidistantes da reta
y =3e do ponto F(0,0)?

10) Obter a equacéo da pardbola com eixo de simetria paralelo ao eixo y, vértice em
(L, 3) e que passa pelo ponto (2,4)

RESPOSTAS

1) 2x2—y=0. 6) (x—2)?2=24(y+2).

7) (x=17=8(y-1).

8) V(2,8);F(2,7);d:y-9=0

9) x2+6x—-9=0.

10) x2-2x—-y+4=0

-3
2) F(—,0)e d:28x-3=0.
) (28 )

3) 3y?+4x=0.
4) (1/4.-1);(9/4,0).
5) V(2,0); F(2,-1/8).
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6. ESTUDO GERAL DAS CONICAS

6.1. Superficie Conica

Sé&o dadas duas retas g e e concorrentes entre si (com um ponto O em
comum) e nao perpendiculares (angulo diferente de 90°). Girando a reta g um angulo
de 360° em torno da reta e, formaremos uma superficie cbnica de duas folhas.
Nesse caso, a reta e constitui 0 eixo e a reta g se denomina de geratriz da superficie

cbnica. O ponto O sera seu vértice.

Fonte: Steinbruch & Winterle (2006)
Figura.16: Cone de Revolucéo.

6.2. SeccOes Conicas

Chama-se seccédo conica ao conjunto de pontos que formam a intersecéo
de um plano com a superficie conica. O professor Jacir Venturi (1949) define cbnica
como sendo um conjunto de pontos do plano cujas coordenadas cartesianas
satisfazem uma equacao do 20 grau com duas variaveis:

Ax2+Bxy+Cy2+Dx+Ey+F =0. E possivel gerar dois tipos especificos de seccbes

conicas: as CONICAS REGULARES e as CONICAS DEGENERADAS.
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Elipse
Fonte: http://www.sato.prof.ufu.br/Conicas/node2.html

Figura.17: Conicas Ndo-Degeneradas

6.3. Conicas Regulares

As chamadas conicas regulares ou ndo degeneradas sédo aquelas em que
um plano qualquer que intercepta a superficie conica ndo passa pelo vértice. Os
tipos de conicas geradas a partir dessa intersecdo sao quatro e variam de acordo
com o angulo formado entre o plano e o eixo do cone. De acordo com a figura
formada pela intersecc¢ao, a conica gerada recebe as seguintes denominacgdes:

a) CIRCUNFERENCIA — quando o plano for

(\“7—7,, 7 . . -
perpendicular ao eixo da superficie
(Figura.18);
) é ——==> W

/ ) ) N

Fonte: Steinbruch & Winterle (2006)
Figura.18
b) ELIPSE — quando o plano foi obliquo ao eixo, g e /
cortando apenas uma das folhas(Figura.19); B e T
Fonte: Steinbruch & Winterle (2006)
- 5 Figura.19

c) PARABOLA — quando o plano for paralelo a

uma geratriz da superficie de forma que o plano

: corta somente uma folha do cone (Figura.20);
Fonte: Steinbruch & Winterle (2006)
Figura.20 e s
d) HIPERBOLE — quando o plano for paralelo N ’
ao eixo da superficie. Nesse caso, cortando ( |

as duas folhas do cone (Figura.21). .

Fonte: Steinbruch & Winterle (2006)
Figura.21
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6.4. Conicas Degeneradas

As conicas degeneradas sdo as geradas quando um plano qualquer
passa pelo vértice da superficie conica. Dependendo da posicdo do plano, é

possivel gerar trés tipos de cbnicas degeneradas:

a) PONTO - quando o plano tiver em comum

com a superficie apenas o vértice (Figura.22);

Fonte: Steinbruch & Winterle (2006)
Figura.22

b) UMA RETA - quando o plano tangenciar a
superficie cdnica em uma geratriz desta
(Figura.23);

Fonte: Steinbruch & Winterle (2006)
Figura.23

c) DUAS RETAS CONCORRENTES- quando o
plano formar com o eixo da superficie um angulo
menor que o formado entre 0 eixo e a geratriz
(Figura.24).

Fonte: Steinbruch & Winterle (2006)
Figura.24

Além destas trés formas de cbnicas degeneradas existe 0 caso da parabola que se
degenera em DUAS RETAS PARALELAS. Considera-se para tanto como se o0 cone
se convertesse em um cilindro com vértice no infinito. E ha também o caso da
degeneracdo da elipse ou da pardbola em um conjunto de nenhum elemento
(CONJUNTO VAZIO).
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6.5. Reconhecimento das Cbnicas

Através da equacgdo completa do 2°graucom duas variaveis & possivel
determinar a natureza da conica gerada pela interse¢ao do plano. Primeiro definimos
qual é o aspecto da conica, se ela é regular ou degenerada, através da resolucéo do
determinante A da chamada matriz caracteristica da equagéo da conica:

Ax2+Bxy+Cy?+ Dx+Ey+F =0

2A B D
A=|B 2C E|.
D E 2F

Se A=0 a cbnica sera DEGENERADA.

Se A #0cobnica serd REGULAR.
Em seguida, achamos o valor do discriminante ou indicador das conicas que é dado
por | =B2—-4AC para definir que tipo de cbnica € gerada:
i) Se | =B2—4AC =0: Entdo, trata-se de uma parabola (se regular) ou de uma reta
ou da unido de um par de retas paralelas (se degenerada).
i) Sel =B2—4AC >0: Entdo, trata-se de uma hipérbole (se regular) ou da unido de
um par de retas concorrentes (se degenerada).
iii) Se 1 =B2—4AC <0:Entéo, trata-se de uma circunferéncia ou elipse (se regular e
AA>0) ou de um ponto (se degenerada)ou mesmo de um conjunto vazio (se
AA<Q)
Dependendo do sinal do discriminante, a equacao geral das cbnicas é:
a) do tipo parabdlico (se |1 =0),
b) do tipo eliptico (se 1 <0) ou
c) do tipo hiperbdlico (se | >0).

Fonte: http://astro.if.ufrgs.br/kepleis/node5.htm

Figura.25: Tipos de Conicas.
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O Quadro-Resumo seguinte sintetiza as possiveis classificacdes das conicas.

Tabela 2-Classificagdo das conicas Ax?+ Bxy +Cy2+Dx+Ey+F =0

DISCRIMINANTE DETERMINANTE CLASSIFICACAO

A= 0 — Degenerada um ponto
I= B24AC<0 A.A>0 conjunto vazio

A # 0— Regular A.A<0O ELIPSE

A= 0 — Degenerada uma reta, conjunto vazio ou
I= B2-4AC = 0 um par de retas paralelas

A # 0— Regular PARABOLA

A= 0 — Degenerada um par de retas concorrentes
I=B%4AC>0 >

A # 0— Regular HIPERBOLE

Fonte: Elaborada pelo autor.

Desenvolvendo o determinante A e simplificando sua expresséo por dois, ja que o
gue importa é somente o estudo do seu sinal, temos a expressao algébrica dada por
A=4ACF + BDE — B2F — D2C — E2A.

Exemplo 6.1. Dada a equacdo completa do 2°grau: x2+2xy—3y?+4x—-3y+1=0,

identifique o tipo e aspecto da conica.
SOLUCAO: Comparando a equacdo dada com a forma geral da equacdo das

cOnicas Ax?+Bxy+Cy?+Dx+Ey+F=0 temos que o0s coeficientes sé&o
A=1B=2C=-3D=4,E=-3;F=1 . Determinamos o valor do discriminante:
| =B2-4AC=22-4.1.(-3)=4+12=16>0. Para sabermos se a cbnica é regular ou

degenerada, calculamos o determinante A associado a equacgao:

2 2 4
A=|2 -6 -3 Entdo:A=2.(-6).2+2.(-3).4+4.2(~3)—4.(~6).4—2.2.2—2(-3).(-3) = 2.
4 -3 2

E comoo A=-2%0, a cbnica é regular e sabendo que o discriminante € um nimero
positivo (1 >0), a cbnica é uma hipérbole.

NOTA-1: Dada uma equagao geral do 2°grau temos duas formas para
reconhecermos a natureza da coénica (seu tipo e aspecto): ou se calcula o seu
determinante e discriminante, como feito nos exemplos, ou se converte a equacao
geral para sua forma canénica ou reduzida, conforme faremos oportunamente.
NOTA-2: Pode-se demonstrar, de forma nao muito trivial, por que as duas relacdes

que servem para determinar o discriminante (1 =B2—4AC) e o determinante A da
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matriz caracteristica da equacdo geral com o intuito de classificar a natureza da
coOnica (tipo e aspecto, respectivamente) funcionam sempre, mas iSSoO envolve
conhecimentos de Algebra Linear como nogdes de autovalores, o que néo faz parte
do nosso propésito aqui. Deixamos entdo tais demonstracfes como atividade de

pesquisa para o leitor.

6.6. Convertendo Equacdes

Dado um sistema de coordenadas cartesianas Oxy, chama-se CONICA
ao conjunto de todos os pontos P, com coordenadas (x,y) que satisfazem a
equacdo quadratica: Ax2+Bxy+Cy?+Dx+Ey+F =0, sendo que os coeficientes
A B,C,D,E,F sdo numeros reais e A B,C ndo podem ser simultaneamente nulos
(pelo menos um deve ser diferente de zero). Existem NOVE casos a considerar,
exemplificados a seguir, que esgotam todas as possibilidades que satisfazem a
equacao quadratica supracitada:
i) UM CONJUNTO VAZIO: ¢
Exemplo: x2+y?+1=0, para o qual ndo existem X e Y reais, pois & fato que
X2+y?=-1ndo se satisfaz para VxeR . Os coeficientes desta equacdo sao:
A=1B=D=E=0,C=LF =1.
i) UM PONTO: A origem O(0,0)
Exemplo: x2+y2=0, que sb € satisfeita com as coordenadas da origem do plano
cartesiano Oxy. Os coeficientes desta equacédo sdo: A=1C=1B=D=E=F =0.
i) UMA RETA: ax+by+c=0
Exemplo: x+y =0, que pode ser colocada na forma ((X+Yy)2=x2+2xy+y2=0)2.
Os coeficientes desta equacado sdo: A=C=1B=2,D=E=F =0.
vi) UNIAO DE 2 RETAS PARALELAS: ax+by+c=0e ax+by+d =0, que podem ser
colocadas na forma de produto: (ax+by+c)(ax+by+d)=0
Exemplo: (X+Yy)(X+Yy+1)=x2+2xy+Yy2+x+y=0.
Os coeficientes desta equacao sao: A=C=1B=2,D=E=1F =0.
v) UNIAO DE 2 RETAS CONCORRENTES: ax+by+c=0e dx+ey+f =0, que

podem ser colocadas na forma de produto: (ax+by+c)(dx+ey+ f)=0
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Exemplo: (x+Yy)(X—Yy)=x2-y2=0,
Os coeficientes desta equacao sdo: A=1C=-1B=D=E=F=0.
vi) CIRCUNFERENCIA:
Exemplo: x2+y2-10=0,
Os coeficientes desta equacao sdo: A=C=1B=D=E=0;F=-10
vii) ELIPSE:
Exemplo: x2+2y2-10=0,
Os coeficientes desta equacao sdo: A=1,C=2,B=D=E=0;F =-10.
viii) PARABOLA;
Exemplo: x—y2=0,
Os coeficientes desta equacao sdo: C=-1,D=1A=B=E=F =0
ix) HIPERBOLE:
Exemplo: x2—y2-1=0,
Os coeficientes desta equacao sdo: A=1C=-1B=D=E=0;F=-1.
Sendo dada uma equacdo geral do 2° grau de uma conica
( Ax?2+Bxy +Cy2+ Dx+ Ey + F =0) poderemos facilmente obter a equac¢ao candnica ou
reduzida equivalente. Analisando melhor esta equacdo observamos que ela possui

trés termos de 2° grau ( Ax?, Bxy;Cy?), dois termos de 1° grau (Dx;Ey) e um termo

independente (F ). Para encontrarmos a equacédo reduzida ou candnica da conica

devemos observar a presenc¢a ou nao do termo misto Xy na equacéo. Temos, entéo,
dois casos gerais a considerar:

1°CASO: A equagdo ndo possui o termo misto Xy, ou seja, B=0. A equagéo geral
se reduz a Ax?+Cy?+Dx+Ey+F =0. Neste caso, basta usarmos a técnica de
completar quadrados e teremos uma equacdo canbnica de um dos trés tipos:
eliptico, parabdlico ou hiperbdlico. Geometricamente, o eixo focal da cbnica sera
paralelo a um dos eixos coordenados. Efetuando uma translacdo de eixos
encontramos seu centro ou 0 seu vertice, quando a conica nao for degenerada.
2°CASO: A equacdo possui o termo misto Xy , ou seja, o termo B=0 :
Ax?+Bxy +Cy?+Dx+ Ey+F =0. Neste caso o eixo focal da cOnica sera obliquo aos

eixos coordenados. Podemos escrever uma equagéo equivalente desprovida do

termo Xy fazendo uma rotacdo de eixos por certo angulo 6, escolhido
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convenientemente, usando as equacdes que obteremos logo a seguir. E em
seguida, se necessario, com uma translacdo de eixos encontramos seu centro ou 0

seu veértice, quando a conica nao for degenerada.

6.7. Construcdes no Geogebra

O Geogebra, escrito em Java, é uma ferramenta dinamica de Geometria e
Algebra. A interface do Geogebra compreende duas janelas interconectadas: uma
algébrica e outra geométrica. Estando na janela geométrica, é possivel se fazer
construgbes usando diversas ferramentas, tais como vetores, linhas, pontos,
seccOes coOnicas, poligonos, segmentos ou funcbes de naturezas diversas que
podem ser modificados dinamicamente. E possivel a qualquer momento se inserir ou
modificar elementos, equacdes ou gravuras através da linha de comando ou
diretamente na tela, como queira. Automaticamente as operagdes em uma janela
sao transformadas para o formato da outra. Por exemplo: criando-se uma equacéao
na janela de algebra, instantaneamente € criada a sua curva correspondente na
janela geométrica e vice-versa. O Geogebra é um software gratuito de plataforma
multipla para todos os niveis de ensino. Ele combina geometria, algebra, tabelas,
graficos, estatisticas e calculo em um Unico sistema. E um poderoso recurso
pedagogico que pode ser utilizado nas aulas de matematica e deve esta disponivel
em qualguer bom laborat6rio escolar de informatica. Para facilitar a compreensao do
formato das figuras coOnicas, pode-se solicitar aos alunos que estabelecam

construgcdes com as equacgdes das mesmas no Geogebra, como ilustramos a seguir:

&

N
>
L]

o

-2

Fonte: Elaborado pelo autor. Fonte: Elaborado pelo autor.

Figura.26: Pardbola com eixo horizontal Figura.27: Hipérbole com eixo horizontal

de equacéo: y° —6x—6y =—-30 de equagdo: —30X° + y* +30x —4y = 68
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Fonte: Elaborado pelo autor.
Figura.28: Elipse com eixo horizontal

de equacdo X* +2y*> —6x—4y=-3

2| C

Fonte: Elaborado pelo autor
Figura.29: Elipse obliqua de equacao

3x* —4xy +3y”> =103

6

Fonte: Elaborado pelo autor

Figura.30: Parabola dada pela equacéo

Y’ —4x—4y=-12

Fonte: Elaborado pelo autor.

Figura.31: : Hipérbole de eixo horizontal de

equacio —3X>+Yy’ -4y =7

Fonte: Elaborado pelo autor.

Figura.32: Elipse obliqua de equacéo
3x% —2xy +3y* +12x-12y =0

Fonte: Elaborado pelo autor.

Figura.33: Hipérbole obliqua de equacéo
3,39%% + 48xy —16, 61y —133,54x —12, 93y = —189, 22
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Fonte: Elaborado pelo autor.

Figura.34: Parabola obliqua de equagdo: X —2Xy + Yy’ +6Xx+6y—21=0

Eis que surge um questionamento: quando e em que ordem deve-se
aplicar uma rotacdo e/ou uma translacdo? O professor Jacir Venturi (1949) sugere
“com o intuito de tornar menos laborioso os calculos” que, na prética, pode-se seguir
a seguinte ordem das transformacfes, dependendo do valor do discriminante da
equacao:

Se B2—-4AC =0 (elipse ou hipérbole) —1° translagdao —2° rotagao.
Se B2—-4AC =0 (parabola) —1° rotagdo —2° translagao.

Como veremos, a ROTACAO tem por objetivo eliminar o termo Bxy e néo
afeta o termo independente F da equacdo. JA& a TRANSLACAO tem por objetivo
excluir os termos de 1°grau (Dx; Ey), e ndo afeta os termos de 2°grau ( Ax% Bxy;Cy?)
Também é bom ressaltar que o grau de uma equacdo ndo muda quando se faz a

translacéo e/ou a rotacdo de eixos coordenados.

6.8. Translacao de Eixos

A Figura.35 mostra as coordenadas de um ponto P(x,y) em dois sistemas
de coordenadas: o sistema original Oxy e o sistema O'x'y' obtido apés uma
translacdo. Se a nova origem é o ponto O'(h,k) é facil deduzir que as coordenadas
X' e y' do ponto P, no novo sistema de coordenadas, sdo determinadas pelo

sistema:
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. e - - A e et el G . - P
{X: _ { :
r
oy ¥ .
y'=y 1__7 ' -
()’ i3 e i
’
X=X'+h k ’ -
' ¢ '
y=y'+k 1 -+
‘ L
- -t + - x
O rbe—_——
. h -

~
xX

Fonte: Steinbruch & Winterle, (2006)
Figura.35: Translagéo de Eixos.

Exemplo 6.2. Identifique a cOnica de equacdo 9x?+4y2—-18x+32y+37=0.

SOLUCAO: Completando quadrados, a equacéo se escreve
O(x2—2X)+4(y2+8y)+37=0=9(x2—2x+1) +(y2+8y+16)—-9-64+37=0

—1)2 2
= 91+ a(y+ 4 =36 LA g

Assim obtemos a equacdo canodnica de uma elipse com centro no ponto O'(L,-4) e
pardmetros a=3;b=2;c=+/9-4=+5 e focos F'(0,+/5) e a equacdo pode ser

. . L X'2 ‘2 ,
escrita no sistema Xx'y' como Ter?=1 ou em sua forma geral que é

9x'2+4y'2-36=0.
Note que a translacdo néo afeta os termos de 2°grau e apenas elimina os termos de
1°grau. Podemos ainda constatar que ap0s uma translacdo para um sistema com

nova origem O'(x',y"), o novo termo independente F' pode ser obtido na equacéao
inicial como sendo F'=Ax'2+Bx'y'+Cy'2+Dx'+Ey'+F. Assim, para transladar a
equacao 9x?+4y?2-18x+32y+37=0para o sistema de eixos com origem no ponto
O'(L,-4) , excluimos os termos de 1°grau (-18x+32y+37) e fazendo
F'=9(1)?+4(-4)>-18(1) +32(—4)+37 obtemos F'=-36 , dai €& sO escrever:
O9x'2+4y'2-36=0.
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Exemplo 6.3. Na equacéo 5x2+6xy+5y?—4x+4y+8=0, os termos do 1°grau séo
eliminados quando feita uma translacdo para a nova origem no ponto O'(},-1).

Determine a nova equacgéo em relagéo ao novo sistema de coordenadas.

SOLUCAO: Em relacéo ao sistema Xx'y' a nova equacéo tera a forma
5x'2+6x'y'+5y'2+F'=0. Mas F'=5()?+6(1)(-1)+5(-1)?-4(1)+4(-1)+8=4.
Resposta: 5x'2+6x'y'+5y'2+4=0.

6.9. Rotacéo de Eixos

A figura ao lado mostra as coordenadas x'e y' de um ponto P(x,Yy)apoés

uma rotacdo de eixos no sentido positivo (anti-horario) do sistema de coordenadas

Xy . Representamos por 6 o angulo de rotacao e, observando a figura, em que os
triangulos TOQ e TPS sdo semelhantes, pois existem dois pares de lados

perpendiculares entre si, vamos determinar as relacdes entre as coordenadas do

ponto P nos dois sistemas:

L% = P(x,y) = (x',¥")
= 1 . x*
Y = Y
Sr T
Yy

xl

o N
o R Q 7 x

Fonte: http://fatosmatematicos.blogspot.com.br(2012)

Figura.36. Rotacdo de Eixos Coordenados.

Xx=0R=00Q-RQ X=Xx'cos@—y'send X'=XC0sd+ ysend
y=RP=RS +SP y=X'sen@+y'cosd y'=—xsen@+ ycosé

Podemos escrever esses resultados numa tabela vetorial mnemoénica ou na forma

matricial, como se segue:



Tabela 3-Transformacéo vetorial.

X' y'
X cosd —send
y send cos @

Fonte: Elaborada pelo autor.
coséd  send
Mli(X,Y){ }(X, )

—-send cosd

MZ:()(,y):{cose —39”9}()(., )

send cosé
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A matriz de rotacdo em M, transforma as coordenadas de qualquer P(X,y) do

sistema Xy para o sistema x'y'. Em contrapartida, a matriz de rotagdo em M,faz o

processo contrario, transformando as coordenadas de qualquer ponto P(x'y") do

sistema x'y' para o sistema Xy .

Exemplo 6.4. Encontrar a equacdo candnica da hipérbole equilatera Xy =1.

SOLUCAO: Usando angulo de rotacéo de 45°(z/2)e as equacdes de mudanca de

2 2
o , X = [ X '_£ y'
X =X'cos@—y'send . 2 2
coordenadas , , e encontramos as expressoes
y =Xx'send+y'cosd NG
=Y

¥2 '—gy')-(%ﬂgy'):l-

Entdo temos que (7 X

'2 '2
Resolvendo os produtos e as somas e simplificando, obtemos %_7 =1, que

representa a equacao candnica da hipérbole equilatera esbocada a seguir.

v o="1/x

Fs
™

Xy

Fonte: http://alfaconnection.net/pag_avsm/fun0203.htm

Figura.37: Esbogo da Hipérbole Equilatera.
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6.10. Angulo de Rotacgéo

Como saber o angulo adequado numa rotacdo de eixos coordenados de

modo a eliminar o termo Bxy da equacéo geral das conicas? Vejamos: Tomando a
equacao geral das conicas Ax?+Bxy+Cy?+ Dx+Ey+F =0e as equacbes de rotacéo
ja estabelecidas x=x'cos@—y'send e y=x'send+y'cosd e levando os valores de X

e Y na equacao geral, obtemos:
A(X'cos@—y'send)?+B(x'cos @ —y'send)(x'send + y'cosd) + C(x'send+y'cosH)2 +
+D(x'cos@—y'send)+E(x'send+y'cosd)+F =0
Resolvendo os produtos e as somas, obtemos as expressoes:
A(X'2c0s20 —2x"y'cos send + y '2sen2f) +
+B(x'2senfcos @+ x'y'cos26 —x'y'sen?6 —y'2send cos 6) +
+C(x'2sen2@+2x"'y'sendcos @+ y'2cos26) +
+D(x'cos@—y'send)+E(x'send+y'cosd)+F =0

Ordenando os termos e deixando a equacao em funcédo dos termos quadraticos,
tem-se: (Acos26+ Bsendcosd+Csen2f)x'2+
+H—2Asend cos 8+ B(cos 26 — sen2d) + 2Csend cos O]x' y '+
+(Asen2d+C cos260—Bsendcosd)y'2+R(4,x',y) =0
Onde o Resto indicado por R(&,x',y)ndo envolve termos de grau 2. Para
eliminarmos o termo misto X'y' é suficiente considerarmos seu coeficiente igual a
zero. Assim, tem-se que: —2Asend cos @+ B(cos 26 —sen2f) + 2Csené cos & =0

= —Asen2@+ B cos 260+ Csen2d = 0 = Csen2d — Asen2@ = —-Bcos 20

Senze:—B:thQ: B

= (C—-A)sen260 =—Bcos20 = (C-A)
cos 260 A-C

qgue nos da o angulo procurado para A=C.
Caso tenhamos A=C, entdo a equacéao

—2Acosdcos b+ B(cos20 —sen2d) + 2Csendcos & =0 se reduz para
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—2Asen@cosf+2Csendcosd =0, donde obtemos tg20 =1 e dai §=45°= % radianos.

Consideremos sempre o valor do angulo 8 agudo (0< @ < %).

Exemplo 6.5. Achar o angulo que elimina o termo misto Xy na equagao da conica
3x2—4xy—-1=0, as formulas de rotacédo e a equacgao reduzida.

SOLUCAO: tgzezi:_—ﬂ'z_—d'.Mas tg260 = 290 :_—4.Efetuando-se temos
A-C 3-0 3 1-tg20 3

2tg20-3tgf—2=0, cujas raizes sdotg'd =2;tg"0 = _?l

Sendo o angulo 6 agudo, devemos considerar somente tgé =2 e, portanto, o angulo
procurado € 4 =arctg2 que numa tabua trigopnométrica indica aproximadamente 63°.
Para determinarmos as formulas de rotagdo precisamos encontrar send;cosé. Como

tgf =2, devemos usar as identidades trigopnométricas convenientes:

Vs 1 1
sec?0 =1+1920=1+2?=5=secf=+/5(0<f<—=)=>c080 =——=—
J V5 2) secd <5
1 4 2
sen26 +co0s20 =1=sen?=1-c0s20 =1-(—=)°’=—==>send =—
55 5
As formulas de rotacdo sdo x=x'cos@é—y'send ey =x'send+y'cosd

y_x 2y' ey= ix,+iy,_2x'+y'
\f B TE B BB

Para obtermos a equacdo no novo sistema Ox'y', ap0s a rotacdo de eixos de

Ficardao assim: x =

amplitude 6, devemos substituir as formulas de rotacdo na equacao dada

3Xe—4xy-1=0 obtendo 32y _aXZ2Y )2y

N3 NN

obtemos 4y'2—x'2-1=0 , que representa uma hipérbole referida ao sistema Ox'y".

)—-1=0  .Simplificando,

Vale a pena perceber que a equacdo dada representa a mesma hipérbole, porém

referente ao sistema Oxy. Os eixos coordenados mudam de posi¢cado, mas a figura

da cénica no plano fica inalterada.



55

6.11. Tangente a uma Conica por um Ponto Dado

Dado um ponto P,(x,,Y,) PERTENCENTE A UMA CONICA qualquer e a
equacdao desta conica, determinamos a equacéao da reta tangente pelo referido ponto
fazendo y—-y,=m(x—x,) ou y=Yy,+m(X—X,)e substituindo na equagéo da conica.
Vamos aqui considerar a conica como sendo uma parabola y?=4px . Entdo,
fazendo a substituicdo teremos [y,+m(x—X,)]?=4px. Desenvolvendo, obtemos
uma equacgao do 2° grau em X:

Yo +2m(X—X,) Y, + M2(X—X,)2—4px =0
o M2+ (2my, —2m2x, —4p)X+ Y5 —2myoX, +m2x; =0.
Para obtermos a equacédo da tangente devemos impor a condicdo A =b’—-4ac=0.
Ficamos, entdo, com: (2my, —2m?2x, —4p)2—4m2(y2 —2my,X, +m2x?) = 0
& 4yZm? +4x;m* +16 p2 —8y,x,m°> —16y,mp +16x,m2p —4yZm?2 +8y,x,m’ —4x;m* =0
& +16p2-16y,mp+16x,m?p=0 < X,m?-y,m+p=0.

Aplicando a férmula resolutiva de Bhaskara nessa equacao do 2° grau em m, vem

+.]y2 -4
que: m= YoZNY Z2P%  como o ponto P,(x,,Y,) pertence a parabola, temos que

2Xq
J_r«f4 X, —4
y§:4px0,entéo:m=y° PH72P% o m=Yo,
2X, 2%,
Se y? =4px,, entdo y_; =% =m, logo na equag&o da tangente teremos que
0 0

2
y:y0+y—p(x—x0) S YV = Yo A2pX—2pX,) & Y,Y =4pX, +2pX—2pX, &

0
y0y=2px+2pxo A y0y=2p(x+xo)_
Concluimos com isso que a tangente a parabola y?=4px em seu ponto P, (X, Y,) tem
equacao Y,y =2p(x+Xx,). De modo analogo, podemos obter as equacdes das

tangentes as demais conicas regulares.
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37a 37b 37c
Fonte: http://www.sato.prof.ufu.br/Conicas/node15.html

Figura.37: Cbnicas com Reta Tangente.

Adotemos uma REGRA PRATICA para determinarmos a equacéo da reta tangente

no ponto P,(Xx,,Y,) de uma cobnica regular qualquer. Basta substituirmos a variavel

» . " . : X, + X
quadratica x2 por X,X ; a variavel quadratica y? por Y,y ; a variavel linear x por 02 ;

XY + YoX _
2

Exemplo 6.6. Encontre a equacdo da reta tangente a hipérbole

a variavel linear y por

%; e a variavel mista xy por

X2—2Xy +Yy2+2X+6y—-11=0 no ponto (2,1).
SOLUCAO: Notemos que o ponto dado pertence a conica. Fazemos, entdo, as

devidas substitui¢cdes, considerando x, =2e Y, =1e simplificamos a expresséo

) T X
2

obtida: xox—z(Lzyox)+y0y+2(X )+6(y°2+y)—11=0 &

2.y+1.x X

2.Xx—2(

)+1.y+2(2; )+6(1“;y)—11=o & x+y-3=0.

SE O PONTO P,(X,,Y,) NAO PERTENCER A CONICA dada, entdo, devemos levar

a equacao da tangente procurada y =Y, +m(x—X,) na equacéo da cbnica. Fazendo
iss0o, recaimos numa equacao do 2° grau em X e nesta, impomos a condicdo de que
o discriminante A =b? —4ac =0. Obtemos assim, o(s) coeficiente(s) angular(es) m da
equacdo da reta tangente. Os pontos de contato P, e P, das tangentes a coénica
determinam a reta PP,, denominada RETA POLAR do ponto R,(x,,Y,) em relagdo a
conica.

Exemplo 6.7. Dada a equagdo 9x?—y?=36 de uma hipérbole e um ponto exterior
P,(0,6), calcular as equagdes das retas tangentes a hipérbole que passam por esse

ponto e a equagdo da reta polar do ponto em relacdo a hipérbole.
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SOLUCAOQ: Passando no ponto dado, a equacdo da tangente serda y=6-+mx .
Substituindo na equacao da hipérbole:

9x2—(6+mx)2 =36, obtemos 9x2—(36+12mx+m2x*)—36 =0
& Ox2-36-12mx—m2x* =36 =0¢> (9—-m2)x2-12mx—72=0.
Impondo A =b?—4ac=0,vem que (-12m)*> —4(9—m?)(-72) =0
&144m? + 2502 -288M2 =0 « 144m° = 2592 « mM2=18 o m=+3/2
As retas tangentes tém equacbes Y= +3\/2x+6 . Os pontos de contatos das

y:i3\/§x+6

tangentes com as hipérboles sédo determinados pelo sistema { Ox2—y2 =36

Resolvendo este sistema obtemos os pontos (12\/5, —6) . Para determinar a reta que

passa por esses pontos, podemos usar o calculo por determinante de pontos

X y
alinhados | 242 -6 1/=0 e obteremos a equacao y+6=0.
22 -6

6.12. Equacao Geral sem Termo Misto
Dada uma -equacdo geral do 2° grau sem termo misto

Ax2+Cy2+Dx+Ey+F =0, podemos reduzi-la a sua forma canbnica, usando a

técnica de completar quadrados e deixa-la com a seguinte configuragéo (verifique):

D, E
Ot Uroc)  ancrecp?iaE? M
C A 4A°C? 4°C?

_ 2 2
(01). Considerando M =—4ACF+CD"+AE" ¢ AxC nao nulos, teremos que:

A)Se A e C tém mesmo sinal (AC> O)e M=0, a equacao representa um ponto de
-D -E

coordenadas (ﬁ’f); B)Se A, C e M tém mesmo sinal, a equacao representa

uma elipse; C) Se A e C tém mesmo sinal e M sinal contrario, a equacao representa

um conjunto vazio; D) Se A e C tém sinais contrarios (AC< 0)e M#0, a equagao
representa uma hipérbole;. E) Se A e C tém sinais contrarios e M=0, a equacéo

-D -E
representa um par de retas concorrentes no ponto (ﬁ’f) :
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(02). Agora se A=C# 0, a equacéo fica reduzida a

D, E., D’+E?—4AF
(X+ﬂ) +(Y+ﬁ) = AN e nesse caso sera uma circunferéncia se
2 2 2 2 2 2
D*+E">4AF m ponto se D" +E" =4AF o4 um conjunto vazio se D" tE" <4AF

AX2+Cy?+Dx+Ey+F =0

Nos casos em que a equacao representa alguma conica

degenerada ou nao do tipo parabdlico, temos que A ou C € nulo (mas ndo ambos).
(03). Se A=0 e C#0, temos que A) Se D#0, a equagdo °Y°+DXx+Ey+F=0
representa uma parabola com eixo focal paralelo ao eixo OX; B) Se D=0, a equacao

Cy2+Ey+F =0

se reduz a e representa um par de retas paralelas ao eixo OX se

2 2 _
E®-4CF >0; C)SeD=0e E"-4CF =0 representa uma reta paralela ao eixo OX; D)

2
SeD=0e E —4CF <0 representa um conjunto vazio.

(04). Se A#0e C=0, temos que A) Se E#0, a equaggo ~X°+DX+EY+F =005reqenta
uma parabola com eixo focal paralelo ao eixo OY; B) Se E=0, a equacao se reduz a

— 2
A2 +Dx+F =0 g representa um par de retas paralelas ao eixo OY se D” ~4AF>0.

2 _
C) Se E=0 e D”-4AF =0 representa uma reta paralela ao eixo OY; D) Se E=0 e

2
D*—4AF <0 representa um conjunto vazio.

6.13. Sugestdo de Atividades

1) Identifique o tipo e 0 aspecto das conicas em cada item seguinte:

a) Se x2—-2xy+Yy?+2x—-4y+3=0. C) Se 3x?2+18xy+3y2+2x—-24=0.
b) Se 5x2+6xy+5y2—4x+4y—4=0.

2) Escreva a equacéo da conica na forma reduzida e a identifique:

a) X2+y2+2x—-4y=20. d) 2x2+3y?2—-42x+12y =20.
b) y?2—4x—-6y+2=0. e) X2+2y?—4x+6y=8.

C) 3x2—-4y2+12x+8y =4.

3) Por meio de uma rotacao, identifique o tipo da conica:

a) 3x2—10xy +3y2+x=32. d) xy+x—-2y+3=0.

b) 17x2—-12xy +8y2—68x+24y =12. e) xy=1.

C) X2+ Xy+Yy?—3y=6.
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4) Identifique que lugar geométrico é representado pela equacao:

2 2 _ 2 2 _
a)x2+y2=9. d)§+X=1. g)x2+y2=0.

X2y 23 hyx2—4=0 .
b)Z—i_E:l e)yz_xzo'

)x2+2y2=-1.

2 2 2__\2 —
g ¥ _q f)x2—y2=0.

4 9

5) Identificar a cbnica, encontrar o centro e determinar a equacao candnica:
X2+4y2—-2x-16y+13=0.

6) Identificar a cbnica, encontrar o centro, determinar a equacao candnica e 0s
pontos de interseccdo com 0s eixos coordenados: x?2+4y2+4x+6y+1=0.

7) Identificar a cOnica, encontrar o centro, determinar a equacao candnica e o
angulo de rotacdo que elimina o termo Xy em 7x2—6+/3xy +13y2—44/3 -4y —-12=0.
8) Identificar os pontos de intersecgio da conica 7x2—6+/3xy +13y2—4/3-4y-12=0
com os eixos coordenados.

9) Identificar as conicas degeneradas e suas equacdes resultantes:

a) 2X2+Xy—y?+7x+y+6=0. d) 4x2+4xy+y?+6x+3y+2=0.

b) 25x2—-30xy +9y?+10x—-6y =—1. e) 15x2+20xy +7x—4y—-2=0.

C) X2+Yy2+2x=10y+26=0.

10) Verifique se a equacao da conica corresponde ou ndo a um ponto no plano:
5x2—4xy +y?—-16x+4y+20=0.

RESPOSTAS

1) a) A=8, cbnica ndo degenerada. B2—4AC =0. Parabola.

b) A=-928, cbnica ndo degenerada. B2—4AC =—-64<0. Elipse.

c) A=13800, cdnica ndo degenerada. B2—4AC =288 > 0. Hipérbole.

2) a) x'2+y'2=25 (circunferéncia);

b) y'2=4x"(parabola); d) 2x'2+3y'2=34(elipse);
c) 3x'2—-4y'2=12 (hipérbole); e) 2x'2+4y'2=33(elipse);
3) a) Hipérbole;

b) Elipse; d) Hipérbole;

c) Elipse; e) Hipérbole.

4) a) circunferéncia de raio=3;

b) elipse, onde a=3;b=2; c) hipérbole, onde a=3;b=2;
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d) reta; g) ponto O(0,0);

e) parabola com concavidade h) par de retas paralela (x—2)(x+2) =0
para a direita e eixo focal sobre Ox; ) elipse imagindria=g.
f) par de retas (x—y)(x+y)=0;

2
5) Elipse; O'(L, 2);XT+ y'2=1.

2 y'2
6) Hipérbole. O'(-2,3/4
) Hip - )3/4 3/16

Pontos sobre Ox: (—2—+/2,0);(-2++/2,0) ;

3+Z/l_?’);<o,3‘ﬁ_3)

Pontos sobre Oy: (0,

4
2

7) Elipse. O(\/§ l) X— y'2=16=30°.

8) Pontos sobre Ox: (245;4[ 0); (2\/§ 4J_

Pontos sobre Oy: (0, ).

2+4410, , 2-4410
13 10

13

9) a) um par de retas concorrentes: X+Yy+2=0;2x-y+3=0;
b) uma reta: 5x-3y=-1; c) um ponto P(-1,-5).

d) duas retas paralelas: 2x+y+1=0;2x+y+2=0;

e) duas retas concorrentes: 5x—1=0;3x+4y+2=0.

10) Sim. Ponto P(4,6).
7. EQUACAO CARTESIANA UNIFICADA DAS CONICAS

Voltamos a definir as cbnicas regulares, com excecéo da circunferéncia,

de forma generalizada, usando apenas uma relacao simples, como se segue:
7.1. Definicdo Generalizada de Conica:
Uma cobnica é o conjunto de todos os pontos P num plano, de tal modo

que a distancia de P a um ponto fixo F (chamado foco) esteja numa razdo constante

e (chamada excentricidade) com a distancia de P a uma reta fixa d (chamada
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diretriz), que ndo contenha o ponto fixo. Sendo A o ponto da reta d mais proximo de

@= e ou ‘ﬁ"‘: e‘ﬁ‘.
AP‘

A

P, podemos escrever:

_ FP
PA

Fonte: http://www.portalescolar.net(2011)
Figura.38: Definicdo Generalizada de Cénica.

Nesta definicdo de cobnica, foi usada a triade (foco, diretriz, excentricidade),
diferindo-se assim das defini¢cdes individuais dadas nos capitulos 3, 4 e 5 deste
trabalho, que tratam da elipse, da hipérbole e da parabola, respectivamente. A razéo
constante na definicdo acima é chamada excentricidade da conica e é denotada por
e. A excentricidade e é um namero ndo-negativo, pois € a razédo de duas distancias.
De fato, para conicas ndo degeneradas e > 0. Se e > 1, a cOnica € uma hipérbole,
se e = 1, a cOnica é uma parabola, e se 0 < e < 1, a conica é uma elipse. Veremos
que uma parabola tem um foco e uma diretriz. J& uma elipse e uma hipérbole tém
cada uma dois focos e duas diretrizes, correspondendo a cada foco uma
determinada diretriz.

A reta que passa por um foco de uma conica e é perpendicular a diretriz chama-se
eixo principal da cbnica. Os pontos de interseccdo da coOnica e 0 eixo principal
chamam-se os vértices da cbnica. Do nosso estudo da parabola, sabemos que uma
pardbola tem um vértice. Contudo, a elipse e a hipérbole tém dois vértices. Isto é
demonstrado no teorema seguinte.

TEOREMA: Se e é a excentricidade de uma cbnica ndo degenerada, com excecao
da circunferéncia, entdo, se e =1, a conica tem dois vértices e se e =1, a cOnica tem
somente um vértice.

DEMONSTRACAO: Seja F o foco da conica e D o ponto de intersec¢do da diretriz e
0 eixo principal. Seja d a distancia entre o foco e sua diretriz. Considere inicialmente
uma diretriz a esquerda do foco F e seja V um vértice da cbnica a direita do foco.
Queremos demonstrar que se e = 1, existem dois vértices possiveis, e se e =1,

existe somente um vértice. Sabendo que o vértice é um ponto da conica, entdo, da
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definicdo acima, temos que: ‘W‘:e‘m‘. Eliminando as barras de moédulo temos

que: FV =+eDV. Como D, F e V estdo sobre o eixo principal e nessa ordem da

esquerda para a direita, entdo DV =DF +FV . Se F esta a direita de D, DF =d .

Logo, temos: DV =DF +FV < DV =d +eDV @W:%.
+e

Se e =1, o sinal menos na equacgdo acima deve ser desprezado, pois estariamos
dividindo por zero. Logo, se e # 1, obtemos dois pontos V; agora, se e =1, obtemos

somente um ponto V.

Agora, se V esta a esquerda de F que esta a esquerda de D, DF = -d. Seguindo o

. . — —d - .
mesmo raciocinio acima obtemos DV = T=e e segue-se a mesma concluséo. Assim,
Fe

o0 teorema esta demonstrado.

O ponto no eixo principal de uma elipse ou de uma hipérbole equidistante dos dois
vértices (ou mesmo dos focos) € o centro da conica. Entdo, a elipse e a hipérbole
chamam-se cdnicas com centro (ou cbnicas céntricas) em contraste com a parabola
que ndo tem centro, pois tem somente um vértice.

RECORDANDO: Da Geometria Analitica obtemos dois resultados importantes que
sao muitos Uteis aqui em nosso estudo.

a) A distancia entre dois pontos no plano R (x y;)eP,(x,,Y,) € dada pela relagéo

dist(R,, P,)=|PP;| =06 —x)7+ (V,— 1,)?
b) A distancia entre um ponto P, (x;,y;) € uma reta r:ax+by+c=0 é dada pela

|ax, +by, +¢|

Ja’ +b2

expressdo dist(R,r) = ‘@‘ = , em que D é o ponto da reta r mais

proximo de P,.

Consideremos uma conica com um foco na origem do sistema cartesiano e
sua diretriz vertical correspondente a esquerda do eixo Oy. Seja D o ponto de
interseccdo da diretriz com o eixo principal e d a distancia entre o foco e sua diretriz.

Seja P(x,y) um ponto qualquer da cOnica a direita da diretriz. Tracamos
perpendiculares PQ e PR ao eixo principal e a diretriz, respectivamente. O ponto

P(x,y) estard sobre a cénica se e somente se: ‘@‘ =e ‘@‘ Queremos agora
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demonstrar a veracidade dessa relacdo que unifica em uma so relacdo a definicdo
dos trés tipos de cbnicas ndo-degeneradas em coordenadas cartesianas.

Considere a relacéo ‘@‘ :e‘@‘. Vamos elevar ambos os lados dessa equacédo ao
guadrado e desenvolver os produtos e as somas:
‘Cﬁ‘ 2 =g2 ‘@‘2 =>x2 +y2 = e2(x + d)2 => X2 +y2 = e2(x2 + 2dx + d?)
=> X2 +y? = e2x? + 2e2dx +e2d? => x2 - e2x? + y2 = 2e2dx +e2d?

=>x2(1 - e?) +y2=2de?(x + %d).
Nesta equacgédo, se fizermos e=1, a equacgao se reduz a y? = 2d(x + %d) que é a
equacao reduzida de uma parabola de vértice no ponto V(—% d,0). Se transladarmos
a origem para o ponto (-%d,O), substituindo x por x’-%d e y por y, a equagao se

reduzira a y’? = 2dx’, que é uma parabola com foco no ponto (%d,O), gue é a origem

relativa aos eixos Oxy.
Agora, se e=1, dividimos os dois lados da equacao x3(1- e?) + y2 = 2e2dx
2ed 1 e2d?

2 —

) e’ (e

+e2d2 por (1-e2) e organizando os termos obtemos: x2 -

Com os termos envolvendo x usamos a técnica de completar quadrados. Somamos
e'd?
e
(1—e2)?

a cada lado da equacao o quadrado da metade do coeficiente de x que é

e2d 2+ 1, _ €4d?

obtemos: (X - y2 = .
1-e2? 1-e2 (1-e??

Transladando-se a origem dos eixos

2
cartesianos para o ponto O’(x,y’) = (i,O), encontramos a equacao reduzida

1-e?
: 1, e2d? ~ - A .
X2 + 1—2y2 = (_e2" Para obtermos a equacao canodnica da coénica, dividimos
_e —_
e2q2 2 12 e2d2
cada termo por ———, obtendo ); —+ >2/ >—=1. Agora fagcamos a2 =
(1—-e?? e2d e2d (1—e2)2

(1-e22 (1-¢?

X'2 y'2
(sendo a>0) e teremos —+

———=1. Substituindo x’' e y’ pelas coordenadas
az  a¥l-e?
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.. . X2 y2
tradicionais x e y, obtemos —+———
az a¥l-e?

=1. Esta equacao representa uma forma
PADRAO de uma cOnica com centro que tem seu eixo principal no eixo x e
excentricidade e.

Vale lembrar que a equagdo inicial tinha o foco na origem dos eixos coordenados e

gue a equacéo obtida partiu de uma translacdo dos eixos coordenados para a nova

. ead ~ A P ~
origem no ponto (h ,0). Segue, entéo, que a conica da ultima equac¢ao nos novos
—e

2
eixos coordenados tem foco (-f—d2 ,0).
2d2
Agora, se a?= e sendo a >0, entdo, tem-se que:
(1—e?)?
1e_dz ,se:0<ex<l
a= _ed
e—,se e>1
e2-1
2 —ea,se:0<exl
Também -2 d =-¢( ed )=
1—e? 1-e2 ea,se:e>1

~ X? 2 : .
CONCLUSAO: A equacao —+y—:1 se for de uma elipse (0<e<1), esta tera
az a¥l-e?

um foco no ponto (-ae,0). Se for de uma hipérbole (e>1), esta terd um foco no ponto
(ae,0). Em cada caso a diretriz correspondente esta d unidades a esquerda do foco.
Assim, se o grafico da referida equacéo é de uma elipse, a diretriz correspondente

ao foco (-ae,0) tem equagéo x=-ae —d.

— @2
Como, quando O<e<1, tem-se a :1e_d2 =>d= al-e?)
—e e
~ o a(l—e?
a equacao da diretriz se transforma em x=-ae— & x=-ale.

e
Analogamente, se o grafico for de uma hipérbole, a diretriz correspondente ao foco

a(e?-1)

(ae,0) terd equacdo x=ae—d. Quando e>1, d = , @ equacgao da diretriz é

. a
reescrita como sendo x=—.
e
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~ X2 2 . a e .

Como a equacao _2+ﬁ:1 s6 tem poténcias pares de x e y, seu grafico é
az a¥(l-e

simétrico em relacdo aos dois eixos. Portanto, se existe um foco em (- ae,0) que tem

L a . . . .
uma diretriz correspondente x=——, por simetria, existe também um foco (ae,0) e
e

. . a .
uma diretriz correspondente x= —. E vice-versa.
e

B'=b

(39.b)

Fonte: Hari Kishan(2006)
Figura.39: Diretrizes e Focos de Elipse e Hipérbole.

Finalmente, podemos estabelecer que para certo valor b, ndo-negativo, tem-se:

a2(1-e?)=b2 para a elipse (0<e<1) e a?(1-e2)=-b2 ou a%(e2-1)=b2? para a hipérbole(e>1).

Tudo isso nos garante as equacdes reduzidas ou candnicas a partir da forma padréo
2 2 2 2 2 2

X2 'y Xe oy X ¥

=1 para a elipse _2+E=1 e para a hipérbole —+—-—=10u — -
a

XZ y2
a2 —p2 az b2

@ al-e)
Exemplo 7.1. Usando a definicdo de cbnica que relaciona a triade (foco, diretriz e
excentricidade) determine a equacgao geral da conica que apresenta excentricidade
4/5, foco no ponto F(1,-2) e tem a reta 4y +17=0 como a diretriz correspondente.

SOLUCAO: Como a excentricidade é e = 4/5 <1, trata-se de uma elipse. Usando um

ponto genérico P(x,y) e a definicdo generalizada de conica ‘ﬁ‘: e‘ﬁ’", vem que:

‘ﬁ‘ = %‘ﬁ‘ Usando as férmulas da distancia podemos encontrar ‘ﬁ‘ e ‘ﬁ‘

y+%‘. Elevando ao quadrado os dois lados desta equacéo e

N

simplificando os produtos e as somas, obtemos:
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X2-2x+1 +y? +4y +4 :;—Z(y%% y+%)
= 25x2 +50x +25y2 +100y +125 = 16y? +136y +289
= 25x2 +9y? -50x -36y=164.
Exemplo 7.2. Determine a equacdo da parabola e seu latus rectum, sabendo que
seu foco é (0,-3) e sua diretriz é y=3.
SOLUCAO: Como o foco se encontra sobre o eixo Ou e abaixo da diretriz, a

parabola abre-se pra baixo e p=-3. Portanto, sua equacdo € x2-12y e seu latus
rectum é |4(-3)|=12.

2 2
Exemplo 7.3. Dada a elipse com equacao %+i’—6:1, encontre seus elementos

algébricos.

SOLUCAOQO: Da equacado a2=25 e b2=16, obtemos c2=a2-b2=9; desse modo a=5, b=4

3. A bz 16
=—, Seu parametro p=— == e seu latus rectum
a

e ¢c=3. Sua excentricidade é e = c

DO

é 2p= % Seus focos e diretrizes séo obtidos por ae=3 e a_ % , logo F,(3,0) e sua
e

diretriz correspondente & x=2—?i5 e o outro foco é F,(-3,0) e sua diretriz

correspondente é x=?. Os vértices da elipse sao os pontos A(-5,0) e A,(5,0)e

os extremos do eixo menor sdo B,(0,—4) e B,(0,4).

N . 25 A\

diretriz
diretriz

®
;?U

Fonte: Hari Kishan(2006.)

Figura.40:llustracdo da Elipse do Exemplo-17.
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2 2
Exemplo 7.4. Dada a hipérbole %—1y—6=1, encontre todos os seus elementos
algébricos.

SOLUCAO: Da equacéo a2=9 e b2=16, obtemos c2=a2+h2=25; desse modo a=3, b=4

- , " 2 1
e c=5. Sua excentricidade é e = ; Seu parametro p :b— :?6 e seu latus rectum
a

DO
wl o

é 2p:%. Seus focos e diretrizes sdo obtidos por ae=5 e a_

, logo F(-5,0)e
e

U1 ©

sua diretriz correspondente é x:%9 e o outro foco é F,(50) e sua diretriz

correspondente é x:% Os vértices da hipérbole séo os pontos A(-3,0) e A,(3,0),

o comprimento do eixo real € 2a=6 e do eixo conjugado € 2b=8. Suas assintotas

2 2
sdo obtidas fatorando X - -0« (E—X)(5+X):O, sendo: y:iﬂx.
9 16 3 43 4 3
7.2. Sugestao de Atividades
. . . XZ y2
1) Determine o tipo de curva representada pela equacao ?+ 16 =16, em cada

um dos seguintes casos: a) k>16. b) 0< k<16. c)k<O.

2) Encontre as equacgfes das parabolas tendo as propriedades dadas:

a) Foco(5,0);diretriz x=-5. b)Foco(0,-2);diretriz y-2=0. c)Foco(1/2,0);diretriz 2x+1=0.
3) Encontre a equacédo da parabola que tenha como diretriz a reta y=1 e foco (-3,7).
4) Encontre os vértices, focos, diretrizes, excentricidade e extremos do eixo menor
da elipse 4x2+9y2=36.

5) Encontre os vértices, focos, diretrizes, excentricidade e extremos do eixo menor
da elipse 2x2+3y2=18.

6) Encontre os vértices, focos, diretrizes, excentricidade e comprimento dos eixos
transversal e conjugado da hipérbole 9x2-4y2=36.

7) Encontre os vértices, focos, diretrizes, excentricidade e comprimento dos eixos
transversal e conjugado da hipérbole 9x2-16y2=1.

8) Encontre a equacéo da reta tangente a elipse 4x2+9y2=72 no ponto (3,2).

9) Encontre a equagéo da hipérbole com focos nos vértices e vertices nos focos da

elipse 7x2 +11y2=77.
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10) Encontre a equacao da conica que satisfaca as condi¢cdes dadas:

a) Hipérbole com vértices em (-2,0) (2,0) e um eixo conjugado de comprimento 6.
b) Elipse com vértices em (-5/2,0) e (5/2,0) e um foco em (3/2,0).

RESPOSTA

1) a) elipse; b) hipérbole; ¢) curva nenhuma.

2) a) y?=20x; b) x2=-8y; c) y?=2x.

3) x2+6x-12y+57=0

4) vértices (+3,0); focos (++/5,0) ; diretrizes X:igxlg; e :%\/5;

extremos do eixo menor (0,£2).

5) vértices (+3,0); focos (x+/3,0) ; diretrizes x=433; e = %\/5;

extremos do eixo menor (0, iJE).

6) vértices (+2,0); focos (++/13,0) ; diretrizes x = i%\/ﬁ; e= %\/1_3 : 2a=4; 2b=6.

7) vértices (il,O);fOCOS(ii,O); diretrizes x=4_ri; e:E; 2a:g; 2b:£.
3 12 15 4 3 2

8) 2x +3y-12=0. Q) 7x2-4y2=28.  10) a) 9x2 -4y?=36; b) 16x2 +25y2 =100.
8. COORDENADAS POLARES

Os alunos do Ensino Médio, em geral, sdo orientados pelos professores
e livros didaticos a utilizarem somente o tradicional sistema de coordenadas
cartesianas, seja no estudo de funcbes algébricas ou de geometria analitica.
Acreditamos, todavia, que seria muito interessante e produtivo introduzir neste nivel
de ensino o sistema de coordenadas polares. Pode até parecer desnecessario
considerar outro sistema diferente do sistema cartesiano, habitualmente utilizado.
Porém, em muitas situacdes, o uso do sistema de coordenadas polares representa
algumas vantagens sobre o das coordenadas cartesianas. Nele, a localizacdo de um
ponto P do plano se restringe ao conhecimento da distancia r do ponto P a um ponto
fixo O (chamado polo) e a direcédo indicada por um angulo € que o segmento OP
forma com uma reta fixada que passa por O. Estes dois aspectos (distancia e

direcéao) constituem as coordenadas polares do ponto P, indicadas por (r, &).
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8.1. Defini¢céo de Coordenadas Polares

Comecemos descrevendo o mais tradicional sistema de coordenadas
usado frequentemente no Ensino Médio: O sistema de coordenadas cartesianas Oxy
compreende dois eixos perpendiculares que dividem o plano em quatro regides,
denominadas quadrantes. Um dos eixos constitui o eixo das abscissas (indicado por
Ox) e o outro, 0 eixo das ordenadas (indicado por Oy). O primeiro tem direcdo
horizontal e é orientacdo positiva para a direita. O segundo tem direcéo vertical e é
orientacdo positiva para cima. Ambos se cruzam no ponto O(0,0) que constitui a
origem do sistema de coordenadas cartesianas e correspondem cada um a uma reta

real.

Vamos agora construir o sistema de coordenadas polares. Para tanto,
tracamos o segmento OP cuja medida de seu comprimento sera indicado por r. Sua
origem receberda o nome de POLO (usualmente tomaremos a origem do sistema
cartesiano). A semirreta formada pela origem e pela por¢do positiva do eixo x sera
denominada EIXO POLAR. Ao angulo formado entre o segmento r e o0 eixo polar
designaremos por 8. Definimos assim, as coordenadas polares do ponto P(r, 0).
Nesse par ordenado, r € chamado de coordenada radial, raio vetor ou raio polar e

€ chamado coordenada angular, argumento ou angulo polar.

P(r, 8)

Q X

Fonte: Hari Kishan(2006.)

Figura.41: Sistema de Coordenadas polares.

O ponto P ndo é univocamente determinado, ou seja, suas coordenadas

polares podem ter infinitas representacdes. Vejamos as observagdes a sequir:
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1) Variando o argumento 6 no intervalo [0,27)e o raio polar ndo negativo (r e R )fica

associado a cada ponto do plano um unico par ordenado (r, 6), exceto para o polo

que tem coordenadas polares (0, ), qualquer que seja 6.

2) Podemos adotar que tanto 8 quanto r assumem qualquer valor real ou positivo ou
negativo) desde que apropriadamente interpretados. Assim sendo: o argumento 6 de
um ponto P do plano deve ser reduzido ou aumentado por multiplos de 2z, de modo

a se obter um valorentre 0 e 2z : (r,0) =(r,0+2kzr)com k e Z.

z
4

polar for negativo, troca-se o sinal e acrescenta-se ou reduz-se o argumento de .

Exemplos: (r,gf):(r, );(r,—%):(r,sf);(r,—n):(r,n). Agora, se o valor do raio

5x T 27 T A , .
Exemplos: —1,z =1 =);(-2,-=)=(2,—);(-3,5) =(3,—). Se 0<0 é porque fo
xemp ( 4) ( 4)( 3) ( 3)( 3) ( 3) < porqu [

tomado no sentido anti-horario. E—r é o oposto de r diametralmente ao polo.

0 X P(r, 8)

P(rl = E}

P'(=r, Q) or (r, n + B)

Fonte: Hari Kishan(2006.) Fonte: Hari Kishan(2006.)

Figura.42: Argumento Negativo. Figura.43: Raio Polar Negativo.

3) Na escola, nas primeiras experiéncias com o0s sistemas de coordenadas
cartesianas, considera-se o plano reticulado por pares de retas perpendiculares,
umas paralelas ao eixo das abscissas e outras retas paralelas ao eixo das
ordenadas, formando uma malha de modo a facilitar a localizagdo de pontos no
plano. Analogamente, no sistema de coordenadas polares, usa-se a malha de
circulos concéntricos com centro no polo e segmentos radiais partindo do polo,

conforme a ilustracdo a seguir.



B-m/2

B=2x/3 B=x/3
r=h
B=5mw/5 B-w/&
r=4
=2
B=x 8=0
B=7n/5 B=11x/&
B=4n/3 0=3n73
B=3x/2

Fonte: Jodo Mendong¢a-FEUP(2008)

Figura.44: Malha com Coordenadas Polares.
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Sobrepondo-se um sistema de coordenadas cartesianas ao sistema de coordenadas

polares, de modo que o semieixo positivo de Ox coincida com o eixo polar, obtém-se

as seguintes transformacdes entre as coordenadas polares e cartesianas de um

mesmo ponto P.

r
r sindB
o >
r cosB X

Fonte:Herberty&Jonathan-PUCMG(2010)
Figura.45: Coordenadas Polares e Cartesianas.

_Y
{x:rcosﬁ {r2=X2+ y? 196 = x’x;t0 {rzxsece

y =rsend r:iafx2+ y? Q:tgfl(l) r =ycosecd
X
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Essas relacdes fornecem as transformacdes das coordenadas de um sistema para o

outro. Os pontos (r,%) e (r,%[) tém coordenadas cartesianas com abscissa x=0. Ja

os pontos (r,0) e (r,z) correspondem aos pontos que ficam sobre o eixo Ox.

8.2. Fungbes em Coordenadas Polares

Expressées da forma r = f (0) sdo denominadas fun¢gdes em coordenadas

polares. O tracado de seu grafico pode ser feito de maneira "primitiva”, como no
caso de coordenadas cartesianas y= f(x) . Em outras palavras, apos localizar
alguns pontos (r,d) que verificam a igualdade r=f(0) o grafico é obtido
“interpolando-se” os pontos localizados no sistema de coordenadas. Expressdes
algébricas envolvendo as coordenadas r e 6 (mesmo que ndo se possa explicitar
uma dessas coordenadas), serdo denominadas equacGes de curvas em
coordenadas polares. Algumas vezes, transformando a expressdo algébrica de
coordenadas polares para cartesianas, ou vice-versa, pode ser util no tracado das
curvas. Inumeros gréficos de equacdes em coordenadas polares recebem
denominacdes especiais, tais como:

Cardioide: r =1+sen@ (tem o formato parecido com um coracao);

Rosécea: r =acos(nd) ou r =asen(nd) (tem o formato de uma flor);

Limacons: r =1+csend (vem da palavra caracol, em francés);

Cissoide de Diocles: r =senétgé;

Ovais de Cassini: r*—2c2r2cos20+c* —a*=0;

Espiral de Arquimedes: r =26,

Conchoide: r=4+2secéd;

Lemniscata de Bernoulli: r2=4cos26. E tantas outras.

Citamos aqui estes exemplos apenas como ilustracdo, mas ndo iremos nos deter em
estudar tais curvas, pois isto foge ao nosso proposito. Recomendamos a obra de
James Stewart (2011) ao leitor que queira se aventurar em tal estudo. Ressaltamos,
todavia, que o grafico de uma equacdo em coordenadas polares fica mais facil de
ser tragado quando séo feitos os TESTES DE SIMETRIA seguintes:
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1. Se a equagdo nao se alterar quando se substitui & por -0 o gréafico é simétrico
com respeito ao eixo Ox (ou eixo polar):

2. Se a equacao nao se alterar quando se substitui 8 por 7 —8@,0 grafico € simétrico
com respeito ao eixo Oy (ou reta vertical §=7/2);

3. Se a equacao néo se alterar quando se substitui r por —r ou mesmoé por 6+,
o grafico é simétrico com respeito a origem (ou polo).

E bom lembrar que estas condicdes de simetria sdo suficientes, mas ndo s&o
necessarias. Isto significa que as simetrias referidas podem ocorrer mesmo que

estas condicdes ndo sejam satisfeitas.

y l,.[rra] y
i

\‘n (.0
Fonte: Jodo Mendonga-FEUP(2008) Fonte: Jodo Mendonca-FEUP(2008)
Figura.46: Simetria em Relag&o ao Eixo Ox. Figura.47: Simetria em Relag&o ao Eixo Oy.

-3
L

(-r,8) ¢

Fonte: Jodo Mendonga-FEUP(2008)
Figura.48: Simetria em Relagéo a Origem O(0,0).

Daremos, excepcionalmente, alguns exemplos de retas e curvas simples em

coordenadas polares para melhor compreensao deste assunto.
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8.3. Retas e Curvas em Coordenadas Polares

As RETAS que tém uma representacdo bastante simples em

coordenadas polares sdo as retas verticais, as retas horizontais e as retas que

passam pela origem das coordenadas. v
- - //“P
A reta vertical (Figura.49) Xx=a pode ser I,Ai
R
representada em coordenadas polares 1 -

como rcos@=a ou r=asec0’

Para —Z<¢9<Z.
2 2

Fonte:Jodo Mendong¢a-FEUP(2008)
Figura.49: Reta Vertical.

¥
a £ A reta horizontal (Figura.50)y=a pode
!
.
o ’ ser representada em coordenadas
£
S 8 polares como rsend=a ou r=acosecd
¢
¥] x Para 0<@<r.
« '
Fonte: Jodo Mendonga-FEUP(2008) g

Figura.50: Reta Horizontal.

A reta obligua que passa pela origem

(Figura.51) e que faz um angulo 6, com a
parte positiva do eixo Ox tem a seguinte
equacao em coordenadas polares: =46, ,

Sendo —o< [ <40, Fonte: Jodo Mendonga-FEUP(2008)

Figura.51: Reta Obliqua pela Origem.

Vamos deduzir a equacdo polar da CIRCUNFERENCIA (ou do circulo). Considere

uma circunferéncia de centro C(R,a)e um ponto qualquer P(r,#) da circunferéncia

de raio a, conforme a Figura.52.
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Temos entdo que OC =R;OP =r;PC =a.
Temos também os angulos:
ZXOP =0, /ZXOC=q; ZCOP=0-q.

Usando a Lei dos Cossenos no triangulo POC , vem que:
(PC)?=(PO)?+(0OC)?*—-2P0O.0Ccos ZPOC ¢
a?2=r2+R?2-2rRcos(f0— ) &
r2+R2—-2rRcos(0—a)—a2=0

Esta ¢ a EQUACAO GERAL DA CIRCUNFERENCIA (ou do circulo).

P(r, 6)

Fonte: Hari Kishan(2006.)
Figura.52: Circunferéncia em Coordenadas Polares.

A partir dai, poderemos obter varios casos particulares, tais como:

i) O Centro coincide com o polo: R=0. Nesse caso a equacéo se reduz a r2—a2=0
our=a.

ii) O Centro esta fincado sobre o eixo Ox: ¢=0. Temos r2+R?—2rRcosfd—a?=0.

iif) O polo tangencia a circunferéncia (ou circulo): R=a. Neste caso teremos
r2+a2—2racos(f—a)—a?=0 < r=2acos(f0—a).

iv) O polo é um extremo do diametro que fica apoiado sobre o eixo polar: R=a e
a=0. A equacgao geral se reduz a r=2acosd.

Graficamente, podemos constatar que as CIRCUNFERENCIAS com equacdes mais
simples em coordenadas polares sao aquelas com centro sobre a origem ou mesmo

sobre um dos eixos coordenados, tangenciando o outro eixo bem na origem. Veja os

exemplos a seguir:



Uma circunferéncia com centro na
origem e de raior =|a| (Figura.53) tem a
seguinte equacdo em coordenadas

polares-

r=a

Sendo 0<@<2r.

Fonte: Jodo Mendonca-FEUP(2008)

Figura.54: Circunferéncia Centrada no Eixo Polar.

Uma circunferéncia com centro no
ponto (0,a) e de raio r =|a| (Figura.55)
tem a seguinte equacdo em

coordenadas polares:
r=2asend
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Fonte: Jodo Mendonca-FEUP(2008)
Figura.53: Circunferéncia Centrada no Polo.

Uma circunferéncia com centro no
ponto(a,0) e de raior =|a| (Figura.54)
tem a seguinte equacdao em

coordenadas polares:
r=2acosé

Sendo 1s03£.
2 2

Sendo 0<é<r. Fonte: Jodo Mendonga-FEUP(2008)

Exemplo 8.1. Escrever em coordenadas
coordenadas cartesianas retangulares:
a) (x+22+(y-3)2=13. b) 3x+2y=2.

. . A T
Figura.55: Circunferéncia Centrada em 6 = 5
polares as equacbes seguintes, dadas em

c) xy=1.
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SOLUCAO: a) Esta equacéo é de uma circunferéncia de centro em (-2,3) e raio \/1_3
Desenvolvendo o0s produtos, tem-se: Xx2+y2+4x—6y=0 . Substituindo as

coordenadas cartesianas pelas polares, vem que r2+4rcosd—6rsend=0 <
r2=6rsend—4rcosd < r=6send—4cosd.
b) Esta equacdo € de uma reta. Substituindo as coordenadas cartesianas pelas

2

polares, vem que 3rcos@+2rsend =2 < r(3cosf+2send)=2 <& r=———.
3c0s 6+ 2send

c) Esta equacdo é de uma hipérbole equilatera. Substituindo as coordenadas

cartesianas pelas coordenadas polares, vem que rcosé.rsend =1 <& r2cosé.send =1

& 2r2cosf.senfd =2 < rsen20=2 & r2= 2 S r=+ f 2 = +2sen"20.
sen26 sen26

Exemplo 8.2. Escrever em coordenadas cartesianas retangulares as equacfes dos
lugares geométricos seguintes, dadas em coordenadas polares:

9 12

ar=——— b)r=————
3-6co0sd 3+3send

C) rz=4sen26.

SOLUCAO: a) Podemos simplificar a expresséo r:ﬁ & r(l—2cosd)=3
—2c0s

Substituindo as coordenadas cartesianas pelas polares vem que

(J_r,/x2+y2)(1—2+):3 @ £ XP+y2-2x=3 & £ x2+y?2=3+2x . Agora
X2+

é y2
elevemos ambos os lados dessa equagdo ao quadrado: (. X2+Yy2)2=(3+2X)? e
obtemos x2+y2=9+12x+4x%2 & 3x2+12x-y2+9=0. Completando quadrado com
0os termos em X, temos que: 3(x2+4x)-y2+9=0 & 3(X+2x)2—y?2+9-12=0 «

2
3(X+2x)2—y2=3 & (x+2x)2—y?:1. O lugar geométrico é uma hipérbole com eixo

horizontal, centro no ponto (-2,0), termos a=1b=+/3;c=2;e=2; p=3/2, um foco na

origem e outro foco no ponto (-4,0).

b) Podemos simplificar a expressao r:1 < r(l+send) =4 Substituindo as

+send
: y
coordenadas cartesianas pelas polares vem que (£ x2+y2)1l+——)=4 &
pelas p que (HX+ YA rRr

J_rﬂ/x2+y2+y:4<:> T X2+y2=4-y @(i4/x2+y2)2:(4—y)2 @ X2+y2=16-8y+y?
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& x2=-8y+16 & x2=-8(y—2).0 lugar geométrico é de uma parabola com eixo

vertical sobre o eixo Oy; parametro 4; veértice no ponto (0,2); foco na origem;
concavidade para baixo e diretriz x=4.

c) A equacdo pode ser reescrita como r2=4.2sendcosd . Substituindo as

. X X
coordenadas cartesianas pelas polares vem que re=42Y % o r2:8y—2 &
rr r

(r22=8xy & (x2+y??=8xy.

Exemplo 8.3. Converter B(5, 37”) para suas coordenadas cartesianas retangulares e

P, (—%, —1) para suas coordenadas polares, sendo r>0e 0<6<2r.

SOLUCAO Para F)11 tem-se r:5e9:3?ﬂ-, entao X:rCOSH:SCOSgTﬂ-:_52\/E e
Y=rsen9=53en37”=—5\2/§. Entdo H(—_SZ\/E,#)- Para P,, tem-se x=—J3;y=-1,

= V3

entdio r=x2+y2=3+1=2 e 6?:arctg(%):tg‘1 3):tg‘l(??’) .O ponto esta no

terceiro quadrante, logo 6’=7z+%=%r. Entdo Pz(z,%”).

Exemplo 8.4. Dada a equacao cartesiana de um gréafico 2x2+2y2—6x=0, encontre
a equacao polar.

SOLUCAO: Fazendo as conversbes x=rcosdey =rsend na equacio dada, temos
gue 2r2cos26+ 2r2sen20—6rcos@ =0 < 2r2(cos26 + sen2d) —6r cosd =0,

& 2r2—6rcos@=0 & 2r(r—3cos#)=0. Logo: 2r=0 ou r—3cos@=0, ou entdo r=0

ou r =3cosd.

8.4. Sugestao de Atividades

1) Os pontos PR(2,-2) e F’Z(—l,«ﬁ) sdo dados em coordenadas cartesianas

retangulares. Determine suas coordenadas polares, obedecendo a cada critério:
a) r>0e0<6<2r. b)a) r<0e0<6<2r.

2) Encontre a distancia entre os pontos em coordenadas polares B(2,7/3) e

P,(4,2713) .
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3) Encontre a equacao cartesiana para as curvas seguintes, descritas por sua
equacdo polar;: a) r=2. b) r=3send. C) r=cosecé.

4) Encontre uma equacdo polar para cada curva representada pela equacédo
cartesiana seguinte: a) y=5. b) x=-y2. C) X2+ Yy?=2cX.

5) Encontre um conjunto de coordenadas polares para o ponto (4,7/4) que obedece
em cada caso as determinacdes: a) r<0;,0<6<2r b) r>0;,-27<6<0 C)
r<0,-2r<6<0

6) Encontre as coordenadas cartesianas retangulares de cada um dos seguintes
pontos dados em coordenadas polares:

a) (V2,-3714);  b) (-2,-712); ¢) (-1,-71/6)

7) Encontre uma equacéo polar correspondente a cada equacao cartesiana
seguinte:

a) X2+y2=a? b) y2=4(x+1) c) (x2+y??=4(x2-y?) d) x3+y3-3axy=0.

8) Encontre a equacéo cartesiana correspondente a cada equacao polar dada:

6
2—3send

9) Determinar os pontos de interseccao das curvas polares a seguir:

a) rz=2sen20 b) r2=cosé c) r?4cos20 d) r =

a)r=2e r=cos¢d b)r=1+coséf e r=1-cosé.
10) Verifique se o grafico das equacdes polares apresentam simetria em relacéo ao

eixo Ox, ao eixo Oy ou a Origem.

a) r=2co0sé; b) r=1+cosé; c) r=2+4cosé; d) r2=4sen26;
e) r =2sen20; f) r =3cos 36 g) r2=4send.
RESPOSTAS

1) a) P(2N2,7714);P,(2,2713).

b) P(—/2,37/4);P,(-2,5713).

2) 243.

3) a) Circulo, centro O, raio= 2. b) Circulo, centro (0,3/2), raio=3/2.

c) Reta horizontal, 1 unid. acima do eixo Ox.

4) a) rsend =5 b) r=-cotgédcosecéc) r=2ccosd

5) a) (-4,57/4);b) (4,~77/4);c) (—4,-37/4).
6) a) (-1,-1):;b) (0,2);c) (\3/2,-1/2).
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;C) r2=4c0s20;d) r= 3asenz0

7)a) r=|al;b) r= .
)a) r=lal; b) 1—cosé 2(sen’d +cos® 6)

8) ) (x2+y)2=4xy; b) (x2+y?)’ =x?;

c) (x2+y22=4(x2—y?); d) 4x2—5y2-36y—-36=0.

9) a) ndo—existe.; b) (L, z/2);(1,3x/2)..

10) a) Ox; b) Ox; c) Ox; d) Origem; e) Ox,0Oy,Origem; f) Ox; g) Oy.

9. EQUACAO POLAR UNIFICADA DAS CONICAS

Daremos aqui um tratamento mais uniforme para os trés tipos de conicas
regulares (com excec¢do da circunferéncia), tendo como referenciais basicos um
foco, uma diretriz e a excentricidade. Colocaremos o foco na origem (polo) do
sistema de coordenadas polares. E com uma simples equacgéo polar, sera possivel
se fazer uma descricdo conveniente do movimento dos planetas, satélites e
cometas, por exemplo. Deduziremos, pois, as equacdes unificadas das cbnicas em
coordenadas polares de duas maneiras:

1. Com raio em funcao da excentricidade €, do parametro p e do angulo 4.

2. Com raio em funcédo da excentricidade ¢, da distancia d do foco a diretriz e de 4.

9.1. Deducéao da Equacao Polar com Parametro

Neste caso, faremos a deducdo de cada conica separadamente e, ao

final, constataremos que se trata da mesma equacéao.

3

B2

Fonte: César P. Martins-UFG(2013)

Figura.56: Elipse em Coordenadas Polares.
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Considere uma CONICA ELIPTICA de eixo maior horizontal AA,=2a, eixo menor
B,B,=2b, disténcia focal F,F,=2c, com o foco F, sobre o polo O e eixo polar fincado
sobre o eixo maior, como na Figura.56 acima. Seja o ponto P(p, ) um ponto

genérico da elipse. Para enfatizar a nossa resolugédo, vamos considerar o raio polar

como sendo p e a outra distancia do ponto ao outro foco como sendo ¢ . Aplicando
a lei dos cossenos no triangulo FF,P e a definicdo de elipse, obtemos as equagoes
seguintes:
§=p?+4c2-4cpcosd e |FP|+|F,P|=2a
& o+p=lacd=2a-p.
Substituindo esta dltima equacgéo na primeira, vem que
(2a—p)?= p?+4c2—4cpcosd = 4a2—4ap+ p? = p?+4c2—4cpcosd
=4a2-4c2=4ap—-4cpcosd = 4(a2—c?) =4 p(a—ccosb)
= (a?2—-c?) = p(a—ccosd)
Da relacdo fundamental da elipse, tem-se que bz2=a2—c2

Logo: b?=p(a—ccosd). Isolando-se p nessa equacgao,

2
p(a—CC059)=b2:>p=b—
a—ccosé
~ . b2
Tem-se a equacgédo polar da elipse: p=———.
a—ccoséd

Esta equacdo € bem sugestiva, pois relaciona a,b,c,p,6 . Assim sendo,

conhecendo-se apenas 0s semieixos maior e menor e a distancia do foco ao centro,
podemos escrever facilmente a equacdo polar da elipse. Dividindo-se, porém, o
b2

a

numerador e o denominador desta equacéo por a, vem que: p = . Fazendo

———cosé
a a

2
nesta equacéao p=b— (chamado parametro) e e=E (chamado excentricidade), a
a a

P

equacao polar da elipse passa a ter a seguinte configuragéo: p = L ecosd
—ecos
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Fonte: César P. Martins-UFG(2013)

Figura.57: Hipérbole em Coordenadas Polares.

Considere agora uma CONICA HIPERBOLICA de eixo focal horizontal AA,=2a, eixo
conjugado B,B,=2b, distancia focal F,F,=2c, com o foco F, sobre o polo O e eixo
polar fincado sobre o prolongamento do eixo real da hipérbole a direita de O, como
na Figura.57 acima. Seja o ponto P(p,8) um ponto genérico da hipérbole. Aplicando
a lei dos cossenos no triangulo FF,P a definicdo de hipérbole, obteremos as
equacdes seguintes:
6" = p>+4c2—4cpcos(r—0) e |FP|+|F,P|=2a.
Sendo ¢ > p, podemos escrever d—p=2a<d=2a+p.
Substituindo a segunda na primeira, vem que: (2a+ p)?= p?+4c?+4cpcosd
= 4a2+4ap+ p?= p?+4c?+4cpcosd
= 4a2-4c?=—-4ap+4cpcosd = 4(a?—c?) =4 p(—a+ccosd) = (a2—c?) = p(-a+ccosd)
Da relacdo fundamental da hipérbole, tem-se que —b2=az—c2.

Logo —b2= p(—a+ccosd). Isolando-se p nessa equacao,

2
p(a—ccosf)=b?= p=——"-—.
a—ccosd

b2

Obtemos assim a equagéao polar da hipérbole: p=———.
a—ccosd
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Esta equagcdo também é bem sugestiva, pois relaciona a,b,c, p,8. Assim sendo,

conhecendo-se apenas 0s semieixos real e conjugado e o semieixo focal, podemos

escrever facilmente a equacdo polar da hipérbole. Dividindo-se, todavia, o

bz
numerador e o denominador desta equagdo por a, vem que: p= 3 Ca .
———cosé

a a

2
Fazendo nesta equacao p=b— (chamado parametro) e o= (chamado
a a

excentricidade), a equacao polar da hipérbole passa a ter a seguinte configuracao:

P
P=1 ecosd

E, finalmente, considere uma CONICA PARABOLICA de eixo de simetria horizontal

com vértice V , foco F e parametro p=FR, sendo R a intersec¢do do eixo de
simetria com a diretriz d . Seja o ponto P(p,0) um ponto genérico da parabola.

Facamos coincidir o polo O com o foco F e o0 eixo polar com o eixo de simetria da
pardbola. Seja PQ perpendicular ao eixo de simetria e Q fincado entre V e F ,

estando o vértice V a direita da diretriz d . No triangulo retangulo PQF , assim

construido, temos que |PF|=|Pd|=p e que cosLPFchos(zz—H):u. Dai,
P

0= ﬁ onde p foi aqui tomado, excepcionalmente, como parametro da
—CO0s
parabola. Assim sendo, a equacao da paréabola é dada por p = ﬁ
—ecos

9.2. Deducéao da Equacao Polar com Distancia

Neste caso, faremos uma deducdo simultanea das cbnicas, as quais,
curiosamente, gozam da mesma equacao (que possui pequenas variacoes).
TEOREMA: Considere um ponto fixado F(chamado foco) e uma reta fixada (
(chamada diretriz) que ndo contém F. Seja ¢ um numero positivo também fixado

(conhecido como excentricidade). O conjunto de todos os pontos P(r,8) no plano
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. . |PF . . Al A
que satisfaz a relacéo u: e ou |PF|: e |P£| € uma seccao conica. A cbnica pode

[P]

ser uma elipse (se 0< £<1), uma parabola (se €=1) ou uma hipérbole (se ¢>1).

P (r,9e) |
D

—

Pdélo N .
Diretriz

Fonte: Adriana S.S.Melo-UFLA(2013)
Figura.58: Foco no Polo com Diretriz a Direita.

DEMONSTRACAO: Se a excentricidade for e=1 entdo |PR|=|P(| e, assim, a

condicdo dada se torna simplesmente na definicdo de uma pardbola. Coloquemos o
foco F na origem e a diretriz paralela ao eixo y a d unidades para a direita. Entdo a

diretriz tera a equacdo x=d (ou rcosd=d) e sera perpendicular ao eixo polar.

Consideremos o ponto P(r,d) com suas coordenadas polares, entdo |PF|:r e
|P{|=d —rcosé Teremos |PF|=e|P(|<r=e(d-rcosd) < r=ed—ercosd <

r+erc030:ed<:>r(l+ecosé’):ed<:>r:L . Esta é a equacdo polar da

1+ecosé
conica com r em funcéo de e,d,0. De forma analoga, podemos demonstrar as trés
outras formas correspondentes desta equacdo. Deixaremos, todavia, a
demonstracdo de cada uma como atividade para o leitor. De modo geral temos que:
a) Se a diretriz estiver em X=d a direita do foco no polo, ent&o, tem-se

ed

r=—— e aequacio da diretriz sera rcosd=d.
l+ecosd

b) Se a diretriz estiver em X=-0 & esquerda do foco no polo, entdo, tem-se

ed

r=—— e aequacdo da diretriz sera rcosd=—d.
1-ecoséd
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c) Se a diretriz estiver em y =d paralela ao eixo polar e acima do foco no polo,

entdo, tem-se r = _ed e a equacao da diretriz sera rsend=d .
1+esend

d) Se a diretriz estiver em Yy =—d paralela ao eixo polar e abaixo do foco no polo,

entdo, tem-se r =L e a equacao da diretriz sera rsenfd=-d.
1-esend
RESUMINDO: A equacdo polar em uma das formas r=L ou
l+ecosé
ed A - A o
r=————representa uma secgao conica com excentricidade e. A cbnica é uma
1+esend

elipse (se 0<e<1) ou uma pardbola (se e=1) ou uma hipérbole (se e >1).

No caso particular de uma elipse, podemos estabelecer os pares foco-diretriz
correspondente da seguinte forma: diretriz a esquerda do foco esquerdo no polo ou
diretriz & direita do foco direito no polo (para elipse com eixo horizontal); diretriz
acima do foco superior no polo ou diretriz abaixo do foco inferior no polo (para elipse

com eixo vertical).

P(r. 6)

cixo polar

Fonte: Hari Kishan(2006.)

Figura.59: Foco no Polo com Diretriz a Esquerda.

NOTA: Em coordenadas polares, os trés tipos de cbnicas ndo degeneradas (com

excecdo da circunferéncia) apresentam equacdes idénticas. O que difere uma das
outras é o valor da excentricidadee=c/a que pode ser menor, maior ou igual a
unidade, respectivamente, para a elipse, a hipérbole e a pardbola. O parametro
p=b?/a das duas conicas com centro (elipse e hipérbole) também tém
representacdo algébrica idéntica, mas os termos a e b na definicdo das equacbes
reduzidas das referidas cbnicas em coordenadas cartesianas tém significados
geométricos diferentes. Enquanto na elipse os segmentos que tem comprimento 2a

e 2b sdo internos & curva, na hipérbole, sdo externos aos dois ramos desta. A
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relacdo fundamental de ambas revela essa diferenca de significados (C?=a%-h?

para a elipse e c2=a%+h? para a hipérbole). Além do mais, podemos notar que 0s
parametros dessas duas conicas céntricas nada tém em comum com o parametro da
definicAo de pardbola. Na secdo 8 vimos como descrever a circunferéncia em
coordenadas polares.

Exemplo 9.1. Encontre a equagédo da elipse que tem um foco no polo e seus
vértices em (5,0) e (2,m).

SOLUCAO: Como os vértices estdo em (5,0) e (2,1), o eixo polar e sua extensdo
estdo ao longo do eixo principal da elipse. A diretriz correspondente ao foco no polo

estd a esquerda do foco, pois o vértice mais proximo a este foco esta em (2,m).

~ : . ed L ~
Portanto, a equacéo desejada é da forma r = ecos’ Como os vértices estdo em
—ecos

ed SeL:Z, ou ed =5e ed =2, donde

5,0) e (2,11), seque que —— =
(®.0) e ( ) g d 1-ecosO l-ecosxz 1+e

20

1-e
320
se obtém e =$ ed =3 Entdo temos a equagao: r = 73

N 20

—F— P r=o——.

Exemplo 9.2. A equacdo de uma conica é r :L. Encontre a excentricidade,
3+2send

o tipo de cobnica, seu parametro, a equacao da diretriz correspondente ao foco no
polo e os vértices.

~ - . 5/3 5/3
SOLUCAQ: Dividindo numerador e denominador por 3:1 = 3 5 &r= —
§+§sen0 1+§sen9

Nessa equacdo temos parametro p=§, excentricidade e=§<1, a Conica é uma

elipse, ed=2<:>§d=g<:>d=g. O eixo principal estd sobre % e a diretriz

correspondente ao foco no polo estd acima do foco e sua equacdo € rsené =

N o

Quando 6= T or=1e quando € = 3 =r =5, portanto, os vértices estdo em (1, E)
2 2 2

3
e (5,?) .
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Exemplo 9.3. Encontre a equacao polar da hipérbole que tem a reta rcosd=4

o 3
como diretriz correspondente ao foco no polo e e = >

SOLUCAO: A diretriz dada é perpendicular ao eixo polar e esta 4 unidades a direita

do foco no polo. Portanto, a equagéo da hipérbole é do tipo r =L. Como d=4
1+ecoséd
34
3 ~ 2 12
e e=—, a equacao se transformaem r = 3 Sr=——.
2 1+§cos¢9 2+3cosé

9.3. Distancias de um Foco aos Veértices da Elipse.

As posicBes de um planeta que estdo mais proximas e mais distantes do
Sol sdo chamadas: periélio e afélio, respectivamente, e correspondem aos vértices
da elipse. As distancias do Sol ao periélio e afélio sdo chamadas distancia do
periélio e distancia do afélio, respectivamente. Ja para uma Orbita eliptica de um
satélite com a Lua em um dos focos, tem-se o perilinio e o apolinio
correspondentes ao periélio e afélio do Sol, respectivamente. Para a Terra tem-se o

perigeu e 0 apogeu com correspondéncia de significados.

Movimento acelerado

Vinie

Periélio

PERIGEU @ ,
N APOGEU

Movimento retardado

Fonte:http://dinamicogeo.blogspot.com.br (2011) Fonte: http://www.vaztolentino.com.br(2011)

Figura.60: Periélio e Afélio do Sol. Figura.61: Perigeu e Apogeu da Terra.

O matematico e astrobnomo alemédo Johannes Kepler, em 1609, publicou suas trés
leis do movimento planetario, sendo que uma delas afirma que um planeta gira em
torno do Sol em uma orbita eliptica, com o Sol em um dos focos. Embora Kepler

tenha formulado suas leis em termos dos movimentos dos planetas em torno do Sol,



88

elas se aplicam também ao movimento de satélites, luas, cometas e outros corpos

sujeitos a uma Unica forga gravitacional.

Para o proposito de célculos astrondmicos, é Util expressar a equacao de uma elipse
em termos de sua excentricidade € e de seu semieixo maior a. Ja sabemos que na

equacao de uma elipse com foco esquerdo na origem e equacgdo da diretriz x=—-d,

-V
semieixo maior a e excentricidade ¢ (O<e<l), tem-se que d :M , entado
de =a(l-e?). Substituindo essa expressao na equacao polar r =L, obtemos

l-ecos¢
x . . . a(l-e?)
a equacao polar de uma elipse escrita na forma: r = ——2
1-ecosg

Fonte: http://www.scielo.br/scielo.php?(2011)

Figura.62: Sol no Foco Esquerdo da Elipse.

Na Figura, o Sol esta no foco esquerdo F, de modo que no afélio temos ¢=0 e no

a(l-e?) a(l-e)dl+e)
1-ecosO 1-e

periélio temos ¢=7x. Entdo no afélio r = & r=a(l+e) e no

a(l-e? _ al—e)(1+e)
l1-ecosrx 1+e

periélio r= < r=a(l-e).

CONCLUSAOQ: A distancia do periélio de um planeta ao Sol é a(l—¢€) e a distancia

do afélio é a(l+e).
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Em particular, podemos observar que numa elipse com foco direito na origem e
diretriz x =d, temos as seguintes diferentes formas para expressar sua equacao em
p ed _ al-ey

coordenadas polares: r=——"—— =
1+ecose 1+ecosg 1+ecose

Tomando

2 2
p=a(l-e? <:>b—=a(1—e2) < bh2=a?(l-e?) <:>b2=a2—a2e2<:>b2=az—a2C—Z<:>b2=a2—c2
a a

< a?=b2+c2, que é a relacdo fundamental da elipse. Conclusdo: o parametro da
elipse é igual ao produto da excentricidade pela distancia do foco a sua diretriz

correspondente: p=ed .

Para finalizar esta subsecdo vejamos agora algumas relacdes diretas
entre a,b,c e as distancias entre um foco e os vértices das conicas céntricas.
Comecemos analisando a relacdo desses elementos numa elipse, conforme a

Figura.63 seguinte.

<— Rp —>

< a

Fonte: http://luznafisica.wikidot.com/uma-nova-visao-do-sistema-solar

Figura.63: Distancias Entre Foco e Vértices da elipse.

Consideremos a distancia R, de medida m=F,A =FA como sendo a MAIOR
distancia entre um foco e um vértice e a distanciaR, de medida n=FA =F,A, como

sendo a MENOR distancia entre um foco e um vértice. E ainda os semieixos a=

%A_LAZ; b= %Ble e C= ea:%Fle. (Seja M=Sol e m=Terra).

_ _ . m=a+cC _
Na elipse temos as seguintes relacdes {n a e’ Somando, subtraindo e

multiplicando esses valores obtemos:
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m+n:2a<:>a:%(m+n)

Logo b=+mn.

m—n:20<:>c:%(m—n)

mn = (a2 -c?) =b?

Se considerarmos as mesmas distancias como
definidas anteriormente para a elipse, agora entre 0s

- . : ~ m=c+a
focos e os vértices de uma hipérbole, teremos as seguintes relagdes: { .
n=c—a

Somando, subtraindo e multiplicando esses valores obtemos:

m+n:20<:>c:%(m+n)

m—n=2a<:>a=%(m—n) Logo b=+/mn

mn = (c2—a?) =b?

Como podemos notar, numa cénica com centro (elipse ou hipérbole), o semieixo b é
a média geométrica das distancias de um foco aos vértices. Assim, no caso da
elipse que descreve a Orbita de um planeta em torno do Sol, 0 semieixo menor é a
meédia geometrica entre a distancia do afélio (R,) e a distancia do periélio (R, ). No
caso de um satélite orbitando a Lua, sua Orbita eliptica tem semieixo menor igual &

média geométrica entre a distancia do perilunio e a distancia do apoltnio. Em

qualguer desses casos b = ‘/RaRp .

Exemplo 9.4. Determine uma equacdo polar aproximada para a Orbita eliptica da
Terra em torno do Sol, com o Sol em um dos focos, considerando a excentricidade
de 0,017 e o comprimento do eixo maior 2,99x 10°km. (Considere o Sol em 3, foco
direito da elipse, e a Terra no apoluniol e no periélio 2, conforme a ilustracao

abaixo). T

R g

SOLUCAO: Temos que 2a=2,99x 10° <>a=1,495x10° e temos que e=0,017. Pela

a(l—e? 1,495x10°)(1—0, 0172 1,49x10°
al-ey Ent&o - X Yoo -

equacao r = =
1+ecosé 1+0,017cos0 1+0,017cosé
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Exemplo 9.5. Considerando os mesmos dados do exemplo anterior, determine a

distancia da Terra ao Sol no afélio e no periélio.

SOLUCAO: A distancia do periélio da Terra ao Sol é:
a(l—e) ~ (1,495x10%)(1-0,017) ~1,47x10°km.

E a distéancia do afélio da Terra ao Sol é:

a(l+e) = (1,495x10°)(1+0,017) ~1,52x10°km

9.4. Sugestao de Atividades

1) Escreva uma equacao polar de uma conica com foco na origem e com os dados
fornecidos em cada caso:
a) Hipérbole com excentricidade e=7/4 e diretriz y=6.

b) Elipse com excentricidade e=3/4 e diretriz x=-5.
. - 3z
c) Parabola com vértice em (4,7).

d) Elipse com excentricidade e=1/2 e diretriz r =4secé.

2) Determinar a excentricidade, o tipo de conica e uma equacao da diretriz:

a) r= :
1+ send
b) re—22
4 —send
)r=———.
6+2cosd
dre—>
4—-8cosd
3) Encontre a excentricidade e a diretriz da cbnica r :;e a nova equacao

1-2send
dessa conica se ela girar no sentido anti-horario em torno da origem por um angulo
3rl4.
4) A Orbita de Marte em torno do Sol € uma elipse com excentricidade 0,093 e
semieixo maior 2,28x10° km. Encontre uma equacéo polar da érbita.
5) A orbita co cometa Halley, vista pela ultima vez em 1986 e com retorno esperado

para 2062, € uma elipse com excentricidade 0,97 e com um foco no Sol. O
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comprimento do eixo maior € 36,18 AU [AU=unidade astrondmica que equivale a
distancia média entre a Terra e o Sol, cerca de 1,5x10°km]. Encontre uma equacao
polar para a orbita do cometa Halley. Qual é a distancia maxima do cometa até o
Sol?

6) O planeta Mercurio percorre uma Orbita eliptica com excentricidade 0,206. Sua
distancia minima ao sol é de 4,6x10"km. Encontre sua distancia maxima ao Sol.

7) Encontre uma equacéo polar para a elipse com foco na origem, excentricidade 1/3
e diretriz com equacédo r =4secéd.

8) Uma parabola tem vértice em (4, 7) e foco no polo. Encontre a equacgao da

parabola e da diretriz.

9) A cobnica de equagéo rzL tem um foco no polo. Encontre a
5-6send

excentricidade, identifique a cbnica, escreva a equacédo da diretriz correspondente

ao foco no polo e determine seu parametro.

10) A coOnica de equagéao r:L tem um foco no polo. Encontre a
3—2coséd

excentricidade, identifique a cbnica, escreva a equacdo da diretriz correspondente

ao foco no polo e determine seu parametro.

RESPOSTAS 5) 35,64 AU.
7
1) a) r— 42 : b) r— 15 : 6) 7,0X10 km.
4+ 7send 4—-3cosd 4
8 4 7) r= .
C) r— : d) r— ) 3+coséd
1-send 2+c0osé
8) rzi'rcosez—S
2) a) e=1, parabola, y=1; 1-cos®’ '
b) e=1/4, elipse, y=-12; _
c) e=1/3, elipse, x=9/2; 9) e=6/5; hipérbole; 2rsend =-3;
d) e=2, hipérbole, x=-3/8. p=9/5.
3) e=2,y=-1/2, r = 1 10) e=2/3; elipse; rcosd=-3;p=2.

1-2sen(@—37/4)

2,26x108

Hr=———
1+0,093cos @
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10. CONSIDERACOES FINAIS

Com este trabalho esperamos ter otimizado o ensino das secc¢des conicas
de uma maneira inovadora no Ensino Médio, por meio da representacao unificada
destas numa Unica equagcdo em coordenadas polares, a qual se apresenta como
uma ferramenta poderosa, porém, bastante simplificada e de féacil manipulacédo
algébrica. Igualmente, esperamos poder encorajar o professor de matematica a
abordar este tema cheio de sutilezas e aplicacbes praticas ainda ndo muito

exploradas em sala de aula.

Desde os tempos mais remotos de sua histéria, época de Apolbnio,
Euclides e Arquimedes, até os dias atuais, na era das tecnologias da informatica e
da informagéo, as conicas tém despertado sobremaneira a curiosidade de cientistas
e agucado o interesse de matematicos quanto ao estudo e compreensdo das suas
propriedades caracteristicas e aplicacfes diversas. Houve um tempo em que
pareciam desprovidas de sentido de natureza pratica, suas equacdes e
representacfes geomeétricas eram tidas como devaneios de seu mais ilustre
estudioso, o grande gedmetra Apol6nio, ndo despertando nos leigos um interesse
por seus significados. Todavia, tempos mais tarde, revelaram-se algo intrigante, de

beleza impar e com forte apelo matematico.

Nos dias hodiernos tém sido a base de aplicagcdes em diversos ramos do
conhecimento, tais como na Arquitetura, na Engenharia (Civil, Elétrica ou Mecénica),
na Optica, na Acustica, na Astronomia e na Astronautica, etc. Assim sendo,
esperamos e desejamos veementemente que o professor da Educacao Basica ndo
sinta receio em trabalhar com seus alunos esse topico magnifico da matematica, rico
em belezas peculiares e que agrega inumeros conceitos de algebra e geometria
elementar, dentre outros, tdo Uteis e necessarios para uma boa e soélida formacgéao
académica. Adentrar no ambito das cbnicas é um momento azado de se rever e
aprimorar conceitos basicos e mitigar até certo ponto a ignorancia dos nossos

alunos oriunda de um ensino fundamental deficiente.

Ressaltamos aqui que ha décadas, conforme atestamos pela pratica e
vivéncia com diversos profissionais da area de ensino, o estudo das cénicas na

educacgéo béasica, em geral, ndo tem recebido a atencdo necessaria que deve ser
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dispensada a uma série de conteidos com o potencial de abstracdo que o mesmo
concentra em si. Por ser facultada a escolha desse e dos demais contetdos para
compor a grade curricular do ano letivo nas séries do Ensino Médio nas escolas
publicas e porqgue o tema que trata das secc¢des conicas apresenta sobremaneira
uma gama de conceitos, equacdes e interpretacdes de gréficos, muitos professores
optam pela exclusdo de tal conteludo para facilitar sua lida em sala, alegando a
caréncia de base tedrica oriunda do ensino fundamental apresentada cada vez mais
por uma grande demanda do publico alvo. Abordam-se exaustivamente outros
temas de geometria euclidiana analitica e/ou espacial em detrimento do mesmo que
acaba sendo relegado ao segundo ou ao terceiro plano devido a sua “complexidade”

de compreensao e assimilacdo por parte da maioria dos discentes.

Nosso trabalho tem a pretensdo de se contrapor a esta pratica pouco
desafiadora que se instalou nas escolas. Um tema como as secc¢fes conicas que, a
principio pode parecer laborioso para se lidar com alunos nesse nivel de ensino,
podera também se revelar, dependendo da dindmica de conducéo e da criatividade
do professor, uma experiéncia prazerosa e incitar a curiosidade e a descoberta, fato
vivenciado por diversos matematicos ao longo da histéria. Uma boa sugestéo para
agilizar o processo de ensino-aprendizagem das cOnicas e torna-lo uma pratica
exitosa dentro da praxis pedagoégica é fazer uso planejado de materiais concretos
para construcdo, manipulacdo e visualizacdo das mesmas e explora-las
exaustivamente através de aplicativos eletrbnicos, como um bom software de
geometria dindmica no laboratério escolar de matemética. O Geogebra, por
exemplo, cumpre bem essa funcdo. E de uso livre e facil de ser manipulado por

qualquer pessoa.

Sugerimos, pois, que o trabalho com as conicas comece naturalmente com
sua abordagem tradicional em coordenadas cartesianas e que se explorem a
contento suas equacdes na forma reduzida (ou canbnica) e na forma desenvolvida
(geral ou normal), ampliando o conhecimento dos alunos com as possiveis
transformacdes de eixos coordenados (por meio de translacbes e rotacdes). Em
seguida, para um estudo suplementar mais requintado e desafiador, propomos que
se enfatize as nog¢des de coordenadas polares, culminando com a equacéo unificada
das conicas no referido sistema de coordenadas. O enfoque dado a este estudo

pode vir a despertar a curiosidade do aluno para a sutileza de detalhes que unem
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numa sé equacdo um conjunto de lugares geométricos tao distintos e ao mesmo

tempo tdo semelhantes em nuances algébricas.

Neste ponto, voltamos a reiterar nossa convicgcdo de que o ensino das
seccOes coOnicas pode e deve ser abordado no Ensino Médio de maneira
imprescindivel para a boa formacéo cognitiva dos discentes nesse nivel de formacgéao
escolar. E que sua unificacdo em coordenadas polares traduz de forma simplificada
um dos mais belos e encantadores tdpicos da matematica classica. Uma verdadeira

quintesséncia da Geometria Analitica.

Fonte: Jorge Delgado- Geometria Analitica-PROFMAT (2012)
Figura.64: Conica Regular - PARABOLA

Fonte: Jorge Delgado - Geometria Analitica-PROFMAT(2012)
Figura.65: Conica Regular - ELIPSE.

Fonte: Jorge Delgado - Geometria Analitica-PROFMAT(2012)
Figura.66: Conica Regular - HIPERBOLE.
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