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RESUMO

O trabalho foi construido no sentido de evidenciar o ensino inadequado do
calculo de volume no Ensino Médio onde, na maioria das vezes, sdo colocadas
férmulas para que alunos decorem, com o intuito de resolverem questdes
inerentes, sem nenhuma compreensdo dos conteldos ou como surgiram.
Portanto, o objetivo desse trabalho é apresentar como axioma o Principio de
Cavalieri, para com aplicacdes do mesmo, gerar um encadeamento das ideias,
e chegarmos as férmulas dos volumes dos sélidos geométricos mais comuns
no Ensino Médio: o prisma, o cilindro, a piramide, o cone e a esfera,

destacando a forma mais clara de ensino desse contetdo para os alunos.

Palavras-chaves: Principio de Cavalieri, sélidos geométricos, volume.



ABSTRACT

The work was constructed in order to reveal the inadequate teaching of the
volume calculation in high school where, in most cases, formulas are placed so
that students memorize in order to resolve issues involved, without any
understanding of the content or how they came about. Therefore, the aim of this
paper is to present as an axiom the principle of Cavalieri, towards the same
applications, generate a chain of ideas, and get to the formulas of the volumes
of common geometric solids in high school: prism, cylinder, pyramid, cone and

sphere, highlighting the clearest form of teaching that content to students.

Keywords: Principle of Cavalieri, geometric solids, volume.
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INTRODUCAO

As ideias iniciais desse trabalho ocorreram devido ao ensino incorreto
de volume dos sdlidos geométricos no Ensino Médio, onde o0 mesmo resume-
se a férmulas para calcular volume, sem nenhum entendimento e
demonstracdes, sem favorecer o desenvolvimento do raciocinio dos alunos. Os
livros didaticos, em sua maioria ndo trazem as demonstracfes através do
Principio de Cavalieri, e 0s que trazem sdo pouco explorados pelos professores
e de qualquer forma os alunos ficam sem aprender.

Inicialmente, no capitulo 01, vamos comentar um pouco sobre a
histéria do desenvolvimento da geometria espacial, com foco, nos volumes dos
sélidos, prisma, piramide, cilindro, cone e esfera.

Posteriormente, daremos énfase a historia de Bonaventura Cavalieri,
que formulou dois principios fundamentais para a matematica, um sobre area e
0 outro sobre volume, que tomados como axiomas, provam as areas de
algumas figuras planas e o volume de alguns sdélidos geométricos, destaque
em nosso estudo.

Em posterior, discutiremos inicialmente a ideia de volume tendo com
unidade base o cubo de aresta unitaria, em seguida, o volume de um bloco
retangular e por ultimo, a definicdo formal de volume, chegando a uma
problematica que iria dificultar a continuacdo do ensino de volume no Ensino
Médio.

Seguidamente, apresentaremos a solucdo para problematica do
capitulo anterior, que é uso do Principio de Cavalieri para o calculo de volume,
onde apresentaremos 0 mesmo como axioma, e daremos a demonstragao
formal em apéndice.

Para finalizar, faremos as aplicacdes dos Principios de Cavalieri para
chegar as férmulas dos volumes do prisma, cilindro, piramide, cone e esfera,

gue sao os solidos apresentados aos alunos do Ensino Médio.
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CAPITULO 01

BREVE RELATO DA HISTORIA DA GEOMETRIA ESPACIAL

N&o ha uma data certa para o surgimento da geometria espacial, mas
os dados, segundo, Howard Eves, dizem que os babilénios do periodo 2000
a.C. a 1600 a.C. j4 eram capazes de determinar volume de paralelepipedos.
Porém a Geometria teve grande evolucéo, por volta de 300 a.C, com o grande
matematico Euclides, destacando esse assunto em sua grande obra, “Os
Elementos de Euclides” dividida em 13 livros, onde o calculo de volume é
destaque no Livro XII. Os principais teoremas demonstrados nesse livro séo os
seguintes:
e As piramides e os primas de mesma base (ou mesma altura) estao entre
si como suas alturas (ou bases).
e Todo prima triangular se decomp®de em trés piramides equivalentes.
e O volume de um cone € um terco do volume do cilindro de mesma base
e altura.
e Os cones e cilindros de mesma base (ou altura) estdo entre si como
suas alturas (ou bases).
e O volume das duas esferas estdo entre si como 0s cubos dos seus
didmetros.
De forma mais precisa, os volumes dos prismas e cilindros séo
proporcionais a base e a altura. Tendo como volume a expressdo

V = k.(base). (altura) , onde k é constante de proporcionalidade. Ja o volume
da piramide e do cone ficaria V = S (base). (altura) . Considerando o cubo de

aresta 1 como unidade de volume, temos k =1, ficando com as formulas
usuais de volume. Isso confirma que Euclides, ja em sua época, sabia calcular
o volume desses solidos.

Ja sobre o volume da esfera, dado por Euclides, tem a expressao
V = k.R3, sendo R o raio da esfera. Mas ndo concluiu nada sobre o valor de k.
Apenas depois de aproximadamente um seéculo Arquimedes provou que

k = 4m/3, completando a formula do volume da esfera.
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Nos dias atuais 0 método mais eficiente e geral para obter volume do
cilindro, cone e esfera é o célculo infinitesimal, com integracdo de functes
elementares. Os métodos infinitesimais que levaram a nocéo de integral foram
iniciados por Arquimedes. Muito depois dele, no inicio do século XVII, o padre
italiano, Bonaventura Cavalieri deu uma grande contribuicdo nessa area com o
livro “Geometria dos Indivisiveis”.

No entanto, o Célculo foi desenvolvido por Newton e Leibniz, sendo o
primeiro considerado o criador do Célculo, na segunda metade do século XVII.
Isso a partir de trabalho iniciados por Fermat e Descarte, e mais antigamente

pelos matematicos ja citados no paragrafo anterior.
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CAPITULO 02

FALANDO DE UM GRANDE GENIO*

Imagem 1- Bonaventura Cavalieri

Bonaventura Cavaliere nasceu em Mildo, Italia, em 1598 e foi batizado
como Francesco Cavalieri. E em Mildo passou sua infancia e iniciou seus
estudos. O nome Bonaventura, Cavalieri recebeu aos 15 anos, quando se
juntou a ordem religiosa dos Jesuados em Mildo. E considerado discipulo de
Galileu e atuou como professor de matematica na Universidade de Bolonha de
1629 até 1647, ano de sua morte. Contribuiu com a matematica e a ciéncia,
deixando obras abrangendo a matematica, Optica e astronomia. Foi o grande
responsavel pela introducéo dos logaritmos na Europa.

Bonaventura se tornou um matematico muito conhecido. Porém a obra
que mais o destacou, sua maior contribuicdo a matematica, € o tratado
Geometria indivisilibus, publicado inicialmente em 1635. Nesse trabalho, ele
apresenta métodos dos indivisiveis, tendo como inspiragdo Demacrito (c. 410
a.C) e Arquimedes (c. 287-212 a.C), e com maior énfase no trabalhos e
tentativas de Kepler de achar areas e volumes de certas figuras planas e

espaciais.

! Imagem retirada do livro Introduc&o a Histéria da Matematica, Autor: Eves, Howard.


http://pt.wikipedia.org/wiki/Ficheiro:Bonaventura_Cavalieri.jpeg
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Dessa obra, destaca-se dois resultados sobre é&rea e volume,
chamados de Principios de Cavalieri:

1. Se duas porgdes planas sdo tais que toda reta secante a elas e
paralela a uma reta dada determina nas por¢des segmentos de reta cuja razao
€ constante, entdo a razdo entre as areas dessas porcfes € a mesma
constante.

2. Se dois sélidos sao tais que todo plano secante a eles e paralelo a
um plano dado determina nos sdlidos sec¢des cuja razdo é constante, entédo a
razao entre os volumes desses solidos € a mesma constante.

Os principios de Cavalieri usados como axiomas podem resolver
diversos problemas de area e volume, evitando o uso do célculo integral
moderno. Ao passo que os alunos do Ensino Médio brasileiro, que néo
possuem o0 calculo em sua grade curricular, sejam capazes de resolver

problemas de area e volume apenas com esses principios.
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CAPITULO 03

VOLUME A PARTIR DO BLOCO RETANGULAR

3.1. IDEIA DE VOLUME

Na sala de aula, recomenda-se que antes de definir formalmente
volume, o professor deva apresentar uma ideia intuitiva e alguns exemplos
para que o aluno entenda com mais facilidade o significado do volume. De
forma bem prética e direta pode-se proceder da seguinte forma: “O volume de
um solido é a quantidade de espacgo por ele ocupado”.

A partir dessa ideia, podem ser feitas diversas comparacdes e célculos

de volume que provoquem a atencao do aluno:

Situacédo 01

Se forem pegas uma garrafa e uma panela, e deseja-se verificar qual
tem maior volume, basta completar a garrafa de agua e despejar na panela.
Desse modo, se a agua transbordar, o volume da garrafa € maior, caso
contrario, o da panela é maior. JA para comparar o volume de objetos
impermeaveis, pode-se utilizar um recipiente de vidro com um marcador de
volume e com agua até onde se queira, vamos supor para nosso exemplo que
0 recipiente esti até a metade com agua. Insere-se um objeto irregular dentro
do recipiente como um parafuso, por exemplo. Logo vai aumentar o nivel
de &gua no recipiente, e assim conclui-se que esse aumento € volume do

mesmo.
Situacgéo 02
Outro experimento pode ser obtido utilizando-se um copo e uma

panela: se enchermos varias vezes o copo e despejarmos na panela até

enché-la, sera determinado o volume da panela. Com a unidade de medida



20

sendo o copo, digamos que, se 10 copos cheios de agua foram necessarios
para encher a panela, o volume da panela serd 10 copos. Porém, € vélido
destacar que esse resultado € pouco provavel porque raramente esse
resultado vai ser inteiro.

Além desse problema, podem aparecer objetos muito grandes ou muito
pequenos. Nesses casos, tem-se a necessidade de obter um método para o
calculo do volume, que deve ser realizado utilizando-se um objeto simples e
conhecido em sua forma e dimensdo. E esse objeto, tradicionalmente a
unidade de volume, é o cubo, cuja aresta mede uma unidade de comprimento,
denominado cubo unitario. Por exemplo, um cubo de 1dm de aresta, seu

volume é chamado de decimetro cubico (dm?3):

1 unidade de volume

Figura 1 - Cubo unitario

A partir disso, o volume de um solido € o niumero de vezes que ele
contém o cubo unitario. Porém, ainda ndo estamos prontos para calcular
volumes de qualquer sélido. Mas vamos dar mais um paco nesse estudo, pois
ja podemos determinar atraveés de outros recursos da matematica o volume do

bloco retangular.
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3.2. O VOLUME DO BLOCO RETANGULAR

O bloco retangular (ou paralelepipedo retadngulo) € um poliedro
composto por 6 retangulos perpendiculares dois a dois quando adjacentes,
perfeitamente determinado por suas dimensdes: comprimento (a), largura (b) e

altura (c).

Figura 2 - Bloco Retangular

Vamos considerar um bloco retangular abaixo, de dimensdes: 5 cm, 2

cm, 3cm.

3 cm

2 cm

5cm
Figura 3 - Bloco Retangular de dimensdes inteiras.
E facil verificar que sdo necessario 30 cubos de 1 cm de aresta para

formar o paralelepipedo. Pois, na primeira “‘camada”’ temos

5x2 = 10 cubinho de areas 1 cm, € como temos trés camadas de altura, o
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volume do bloco serd 30 cm3. Nesse caso, com dimensdes inteiras ficou
simples de verificar o volume. E se fossem de dimensdes racionais. Por
exemplo, vamos determinar o volume do paralelepipedo retangulo de

dimensdes 3,2 cm,2,4cme 2 cm.

2 cm

2.4 cm

3,2 cm

Figura 4 - Bloco Retangular de dimensées racionais.

Nesse caso, vamos dividir cada aresta do cubo unitério, que mede 1 cm,

em 10 partes iguais (figura 5) e obtemos cubinhos de aresta 1/10.

Ilem

1 —_— |]
10

Figura 5 - Cubo de aresta 1 dividido em cubinhos de aresta 1/10.

Sendo facil de perceber que esse cubinho € 1/1000 do cubo de aresta
1 cm, logo seu volume é v =1/1000 cm®. Voltando para o paralelepipedo inicial,
a quantidade de cubinhos de 1/10 de aresta, para preencher o bloco retangular
€: 32x24x20 cubinhos. Como o volume do bloco é a quantidade de cubinhos

gue cabem nele multiplicados pelo volume de um cubinho, portanto, temos:
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32 24

1 20
V = 32x24x20x 1000 = 10 ¥ To x5—3,2x2,4x2

Esses exemplos servem para mostrar que o volume do bloco retangular
com dimensdes racionais, é calculado com o produto das suas dimensdes.
Para compreensdo inicial dos discentes é satisfatorio, mas podemos utilizar um
método mais geral, ja que nesse momento ambos ja estdo compreendendo

melhor o calculo do volume.

Vamos utilizar um paralelepipedo retangulo qualquer de dimensdes
x,y e z (figura 6).

Figura 6 - Paralelepipedo Retangulo de dimensdes x, y, z.

Consideremos o volume do bloco retangular sendo V(x,y,z) e, como o
cubo unitario € um bloco retangular com as trés dimensdes medindol, temos,
V(1,1,1) = 1.

Para determinar o volume do bloco retangular devemos observar que ele
€ proporcional a cada uma das suas dimensdes, isso foi bem exemplifica nos
casos anteriores. Na préatica isso quer dizer que se mantivermos duas

dimensdes constante e multiplicarmos, por exemplo, a altura (z) por n teremos,

V(x,y,nz) =nV(x,y,z)
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Como exemplo, considere um bloco de volume V(x,y,z), se
multiplicarmos a altura por 3 teremos o volume triplica
V(x,y,3z) =3.V(x,y,2)

Pelo Teorema Fundamental da Proporcionalidade (demonstracdo no
apéndice 1), podemos garantir que esse resultado vale para quaisquer nimero
real positivo. Isso significa que mantendo duas dimensdes constantes o volume
fica proporcional a terceira dimens&o. Considerando um bloco retangular de

dimensdes reais positivas a, b, ¢, temos que:

V(a,b,c) =V(1.a,b,c)
=a.V(1,b,c) =a.V(1,b.1,¢)

=a.b.V(1,1,c) =a.b.V(1,1,c.1)
=ab.c.V(1,1,1)
=a.b.c.1

a.b.c

7

E assim, o volume de um bloco retangular € o produto de suas
dimensbes. Em particular, a face que esta no plano horizontal, formada por
duas dimensbes, sera chamada de base e a outra dimensao vertical de altura.
Na figura 6, as dimensdes x e y formam a base e a dimenséao z, altura. Como

x.y € area da base, € comum dizer que

|4

paralelepipedo retiangulo = (area da base). (altura)

3. 3. DEFINICAO GERAL DE VOLUME

Ja sabemos a ideia intuitiva de volume de um sdlido, que é o numero de

vezes que ele contém o cubo unitario, isso nos levou a calcular o volume do
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bloco retangular. Em seguida, vamos calcular o volume de poliedros

retangulares e dos solidos mais irregulares, como o cone, por exemplo.

Figura 7-Poliedro Retangular.

Poliedro retangular é todo solido formado pela unido de um nimero finito
de blocos retangulares justapostos. E seu volume €& dado pela soma dos
volumes dos blocos que formam esse solido.

Considerando um sélido S para determinarmos o seu volume ¥, devemos
encontrar o numero real que representa a quantidade de cubos unitarios
necessarios para formar S. Se tomarmos um poliedro retangular P contido em

S e considerando ¥, ovolume de P, temos que:

V, <V,

Imagine que acrescentamos mais blocos retangulares ao sdlido P e

obtemos um novo poliedro retangular P’ contido em S, cujo volume € V,,,. Nesse

caso ficamos com

ou seja, V,r € uma aproximagao melhor para V.
Observe que podemos acrescentar blocos retangulares o quanto queira,

de modo que o volume dos novos poliedros retangulares, ainda contidos em S,



26

seja cada vez mais préoximo V.. Entdo V, € um ndmero real, onde as
aproximacodes por falta sdo os volumes dos poliedros retangulares contidos em
S.

Em outras palavras, dado um numero real r <V, podemos determinar
um poliedro retangular R, cujo:

T<VR SVS

No caso anterior determinamos V, por meio da aproximacado por falta,
mas também podemos utilizar a aproximagdo por excesso para 0s poliedros
retangulares que contém S. Se considerarmos um poliedro retangular T que

contém S, podemos encontrar um poliedro T’ que contém S e:
VS S VT’ S VT
E a partir disso, podemos encontrar poliedros retangulares, contendo S,
cada vez menores, de modo que seus volumes sejam numeros reais cujas
aproximacodes por excesso sejam Vs .
De modo analogo ao que fizemos antes, dado um numero real ' >V,
podemos encontrar um poliedro retangular R’ onde

V;SVRI<T"

Portando, de um modo geral, dados um sdlido qualguer S e dois

poliedros retangulares P e T. Se S contém P, e T contém S, tem-se que:

Ve < Vs <V

Isso quer dizer que Vs € um Unico namero real que torna as afirmacgdes

acima verdadeiras.



27

3.4. PROBLEMATICA

Na pratica, essa definicdo geral de volume ndo vai ser aplicada no
Ensino Médio para calcularmos o volume, pois se pensarmos em um numero
que represente o volume de um sélido como uma aproximacdo dos poliedros
regulares por falta ou por excesso, € muito complicado determinar esse
namero. Imagine, por exemplo, se fossemos calcular o volume de um tronco de
cone como uma jungao de blocos retangulares justapostos, ndo seria uma

tarefa facil, concordam?

Figura 8-Tronco de Cone sendo preenchido com Blocos retangulares.

Mas, para fazer o célculo e determinarmos férmulas de volume de
alguns sélidos conhecidos, temos uma ferramenta matematica muito eficiente,

O Principio de Cavalieri, que sera abordado no proximo capitulo.
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CAPITULO 04

O PRINCIPIO DE CAVALIERI PARA O CALCULO DE VOLUME

Até o momento sabemos calcular o volume do bloco retangular, para
irmos adiante vamos utilizar como axioma, um resultado conhecido como o
Principio de Cavalieri para o calculo de volume.

Para facilitar o entendimento desse principio, vamos utilizar um
experimento com um baralho. Inicialmente vamos deixa-lo bem organizado, na
forma de um bloco retangular (imagem 2(a)), e ja sabemos como calcular seu
volume. Depois podemos com o auxilio de uma régua, transforma-lo em um
paralelepipedo obliquo (Imagem 2(b)). E de forma geral, podemos colocar as

cartas uma sobre as outras da forma que imaginarmos (imagem 2(c)).

2(a) 2(b) 2(c)

Imagem 2 - Baralho de cartas disposto de formas distintas, mas com mesmo volume.

Sabemos que os trés solidos tém volumes iguais. De forma geral
podemos considerar dois solidos A e B (figura 9), apoiados em plano horizontal
7, Se um plano ' paralelo ao plano 7, também horizontal por definicdo, corta
os solidos obtendo se¢cfes de mesma area, pelo Principio de Cavalieri, os dois

sélidos tem o mesmo volume.
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Figura 9 — Sélidos de mesmo volumes.

O principio de Cavalieri € demonstrado com uso do célculo, e sua
demonstracdo se encontra no apéndice 2, porém para uso desse principio no

Ensino Médio, que é destaque nesse trabalho, vamos usa-lo como axioma.

Axioma (Principio de Cavalieri): Consideremos dois sélidos quaisquer. Se
todo plano horizontal secciona os sélidos dados obtendo areas iguais, entdo

seus volumes também séo iguais.

Podemos aceitar com mais facilidade esse axioma através de uma
justificativa bem interessante: sejam dados duas fatias de dois sélidos muito
finas, de mesma altura, com &reas das bases iguais, e com volumes
aproximadamente iguais. Tanto se deixa a fatia mais fina, como seus volumes
ficam mais aproximados até quando se queira. E se somarmos todas as fatias
obtemos que os volumes dos sélidos sao iguais.

Com o auxilio desse principio vamos ser capazes de encontrar volume

de vérios sélidos geométricos.
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CAPITULO 05

APLICACOES DO PRINCIPIO DE CAVALIERI

5.1 PRISMA

Definicdo: Prisma é todo poliedro que possui duas bases poligonais, paralelas
e congruentes, onde todos os pontos de uma das bases sao ligados por
segmentos congruentes e paralelos a outra base.

Outra caracteristica dos primas € que sempre possuem paralelogramos
em todas suas faces laterais. Sua nomeacao € dada de acordo com a base.
Por exemplo, se sua base é um pentagono, sera classificado de prisma
pentagonal. Um detalhe adicional, se o prisma possui as faces laterais

perpendiculares as bases, € dito reto, caso contrario, dizemos que € obliquo.

Prisma Prisma Prisma
Triangular Pentagonal Hexagonal
Reto Reto Ob lf quo

Figura 10 - Exemplos de prismas.

5.2. VOLUME DO PRISMA

Consideremos um prisma de altura h cuja base seja um poligono de
area A onde essa base esta contida em um plano horizontal «. Tomemos
também, um paralelepipedo retangulo de altura h e area da base A, com a

base contida no mesmo plano «. Para ilustrar essa situagéo veja figura 11.
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Figura 11 - Prisma e Bloco retangular de mesma area da base.

Agora imagine que esses soélidos sejam cortados por um plano paralelo
a a, formando duas secg¢des, uma no primas, de area A; e outra no
paralelepipedo, de area A,. Mas, um paralelepipedo também & um prisma e
toda secdo paralela a base é congruente com ela. E evidentemente o mesmo

ocorre com o prisma dado. Portanto,

e pelo Principio de Cavaliere, temos sélidos de mesmo volume. Logo, como o
volume do paralelepipedo é o produto da area da base pela altura, neste caso,

0 volume do prisma também é.

|

prisma = (drea da bese) . (altura)

5.3. O CILINDRO

Definicdo: Cilindro é um solido formado por duas bases congruentes e
paralelas, localizadas em planos horizontais, onde todos os pontos das bases
sao ligados por segmentos de retas paralelos e congruentes. Por se tratar de
bases e segmentos, ambos congruentes e paralelos, € comum dizer que o
cilindro é formado pela base e pela geratriz. Para ilustramos, observe o cilindro

na figura 12, de base B e geratriz g.
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Figura 12 — Cilindro de base B e geratriz g.

E importante ressaltar que a altura e geratriz sdo distintas. A altura € um
segmento perpendicular aos planos das bases, em outras palavras € a
distancia entre esses planos. A geratriz e a altura podem até serem iguais, mas

isso s6 acontece quando temos um cilindro reto.

CILINDRO RETO CILINDRO OBLIQUO

Figura 13 - Diferenca de cilindro reto e obliquo.

Um dado adicional é que, no cilindro, qualquer plano horizontal ao plano

da base, determina uma seccao congruente a base.

5.4. VOLUME DO CILINDRO

Considere um cilindro que tem altura h e area da base A contida em um

plano horizontal <. Considere também um paralelepipedo retangulo de altura h
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e area da base A, base essa, contida no mesmo plano « da base do cilindro.
Imagine um plano paralelo a « que seccione os solidos, o cilindro, segundo

uma area A; e o paralelepipedo segundo uma é&rea A,. (para ilustrar, veja

figural4d).

y

"VVA -,\,',,J,,,,,;‘ A
/ S 4

Figura 14 - Cilindro e Paralelepipedo de mesma drea da base e mesma altura.

Como,

A=A _
{AZZA = A=A,

Logo, pelo Principio de Cavalieri, € possivel concluir que os dois sélidos
tem o mesmo volume. Ja sabemos que o volume do paralelepipedo é o produto

da area da base pela altura, e concluimos que o volume do cilindro é o produto

da area de sua base pela altura do mesmo.

Viitinaro = (&rea da bese) . (altura)
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5.5 — PIRAMIDE

Definicdo: Consideremos um poligono contido em um plano horizontal «,
limitado pelos vertices V,V,V;V, ...V,,_,V,, esse poligono recebe o nome de
base. Consideremos também um ponto V, que chamaremos de vértice, que
nao pertence ao plano horizontal <. Chamamos de Piramide a reunido dos
segmentos que ligam o ponto V a todos os pontos da base.

Uma piramide possui triangulo em todas as suas faces laterais, e séao
classificadas de acordo com a base. Por exemplo, se a base for um pentagono,
sera chamada de piramide pentagonal.

Além disso, uma piramide pode ser dita reta, quando a projecdo do
vértice da piramide coincide com o centro da base, isso ocorre quando todas as
faces laterais séo triangulos congruentes e isésceles. Caso contrario, dizemos

gue a piramide € obliqua (ver figura 15).

PIRAMIDE PIRAMIDE
PENTAGONAL PENTAGONAL
RETA oBLIQUA

Figura 15 - Exemplo de Piramides.

5.6. VOLUME DA PIRAMIDE

Antes de determinarmos o volume de uma piramide, precisamos de
conhecimentos adicionais. Neste caso, devemos mostrar que se 0 vértice de
uma piramide se move segundo um plano paralelo a base, seu volume

permanece o mesmo.
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Vamos utilizar um caso particular para depois prosseguirmos com mais
facilidade. Consideremos uma piramide triangular de vértice V, base ABC e

altura H (figura 16). Depois um plano paralelo a base forma uma secéo A'B'C’.

Figura 16 - Piramide de base ABC, altura H e sec¢do A'B'C’.

Nessa piramide vamos destacar dois Lemas importantes para

chegarmos ao célculo do volume da piramide:

Lema 1. A secdo A'B'C' e a base ABC sao figuras semelhantes, e sua razao
;. h
de semelhanca é E

Lema 2: A razdo entre a area da secao A'B'C' e a area base ABC é o quadrado

2
~ h
da razdo de semelhanca entre elas, nesse caso, (E) .

As demonstrac¢des dos dois lemas estdo no apéndice 03.
Teorema: Duas piramides de mesma base e mesma altura tem volumes iguais.

Demonstracéo: Consideremos duas piramides de mesma base triangular ABC,
e mesma altura H. Tendo uma o vértice V; e a outro vértice V, como ilustra a
figura 17. Imagine agora que um plano paralelo a base ABC e distando h dos
vértices das piramides, geram seccoes S; e S,, respectivamente, nas piramides

de vértice V; e V/,.
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S$1 | S,

Figura 17 - Piramides de mesma base e mesma altura.

Seja A a érea da base ABC, e sejam A; e A, as areas das sec¢des S; e

S,, respectivamente. Pelos dois lemas citados anteriormente, temos:

(é_(ﬁ)z

A \H A _ 4

A T AT DM
%= (7)

Logo, pelo Principio de Cavalieri, as piramides tem o mesmo volume,
isso demonstrando o teorema.

Essa demonstracéo era o que faltava para determinarmos o volume da
piramide.

Vamos inicialmente considerar e determinar o volume da piramide
triangular para posteriormente, calcular o volume de uma piramide qualquer.

Teorema: o volume de uma piramide triangular € um terco do produto da area
da base pela altura.

Demonstracao: Para facilitar nosso entendimento, quando citamos, um
tetraedro de veértices A,B,C e D e escrevermos D — ABC, estamos querendo
dizer que vamos considerar ABC sendo a base e D o vértice da piramide.

Nesse caso o volume, do tetraedro pode ser representado por:
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V(D — ABC) =V(C —ABD) =V (B — ACD) =V(A— BCD)

dependendo da base que escolhermos.

Consideremos agora o prisma triangular de base ABC e A'B'C".

Figura 18 - Prisma triangular de base ABCe A'B'C'.

Se dividirmos o prisma em trés piramides triangulares (ver figura 19),
temos:

Piramide 1: A — A'B'C’
Piramide 2: B'— ACC'

Piramide 3: B'— ABC

>

Figura 19 - Prisma Triangular repartido em 3 tetraedros de mesmo volume.
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Podemos ver facilmente que o volume da pirdmide 1 é igual o volume
da piramide 3, por se tratar de um prisma, temos que a base ABC e A'B'C' s&o
iguais e as alturas BB' e AA' também sdo iguais, logo pelos teoremas ja
destacado anteriormente, duas piramides de mesma area da base e mesma
altura tem volume iguais. Assim:

|

pirédmide 1 = Vpirémide 3

Agora vamos fazer uma comparacao entre a piramide 1 e a piramide 2.
Para chegarmos a demonstracdo devemos fazer uma mudanca do vértice da
piramide 1, apenas substituir o vértice A pelo B, e a piramide passa a ser
representada por B'—AAC' , ao Invés de A—AB'C' preservando,
evidentemente volume da piramide. Ja a piramide 2 fica sem alteracéo,
B'— ACC".

Observemos que as bases das duas piramides tem mesma area, pois
sdo geradas do paralelogramo AA'CC', dividido pelo diagonal AC'. Além disso as
pirdmides tem mesma altura, pois a mesma é a distancia do vértice B' (comum
as duas piramides) ao plano que contém o paralelepipedo AA'CC' .Assim, a

piramide 1 e piramide 2 tem mesmo volume.

Vpirémide 1= Vpirémide 2

Portanto, como:

Vpirémide 1= Vpirémide 3 _
= Vpirémide 2 — Vpirémide 3

Vpirémide 1= Vpirémide 2

Concluimos assim que as trés piramides tem volumes iguais, e
obviamente, cada uma tem volume igual a um ter¢co do volume do prisma
triangular (cujo volume, é o produto da area da base pela altura), e assim
concluimos que, o volume da piramide triangular € um terco do produto da area

da base pela altura, como queriamos demonstrar.
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Ly
Vpiramide trianguiar = 3" (érea da base). (altura)

Teorema: O volume de uma piramide qualquer é igual a um terco do produto

da area de sua base por sua altura.

Demonstracdo: Como ja sabemos calcular o volume de uma piramide
triangular, vamos dividir a piramide qualquer em piramides de base triangular.
Para isso, basta dividirmos a base da piramide em triangulos justapostos por
meio das diagonais, e assim obtemos piramides triangulares formadas por
esses triangulos e o vértice da piramide inicial. Veja a figura de uma piramide

pentagonal para visualizar melhor a situacao.

Figura 20 - Piramide Pentagonal dividida em trés piramides triangulares justapostas.

Neste caso, temos que o volume da piramide pentagonal é:

1 1 1
VPS = §A1h + §A2h + §A3h

1
VPS = E (Al + AZ + A3)h

1
Vp, = 3 (érea da base). (altura)

Generalizando, suponhamos que a piramide tenha area da base A e

altura h. Imagine que a base foi dividida em n triangulos de areas:
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A AL A, . Ay,

Temos que o volume da piramide € a soma das piramides de bases
triangulares, ou seja,

1 1 1 1
Vpiramide = §A1h+§A2h+§A3h+---+§Anh

1
Voirsmide = E(Al +A;, + Az + -+ An)h

p

1
Vpirémide = EAh

Portanto,

1
Vbiramide = 3 (é@rea da base). (altura)

Como queriamos demonstrar.

5.7. CONE

Definicdo: Consideremos uma figura plana B, chamada de base, pertencente
ao plano horizontal «< e um ponto V fora desse plano, chamaremos de cone a
reunido dos segmentos de reta que ligam o ponto V a todos os pontos de B.

Além disso, a altura do cone € a distancia do seu vértice ao plano da base.

Figura 21 - Cone de base B e vértice V.
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O tipo de cone mais comum € aguele cuja base € um circulo, que por
sua vez, pode ser classificado como reto, quando a projecdo de seu vértice na

base coincide com o centro da mesma, caso contrario sera obliquo.

CONE RETO CONE 0BLIQUO

Figura 22 - Diferenga de cone reto e obliquo.

5.8. VOLUME DO CONE

Antes de encontramos o0 volume do cone precisamos de suportes

iniciais.

Lema: Seja um cone de vértice VV e base B situado em um plano horizontal «.
Imagine que um plano paralelo ao plano « gerando uma sec¢édo b, como
mostra a figura 23. A disténcia de V ao plano «, chamaremos de H, e a

distancia de V a seccao, de h. A partir disso tem-se a relacéo:

H

AREADASECCAO b _ (h)z
AREA DA BASE B

Demonstracdo: a demonstracdo vai ao encontro da feita com a piramide, que

encontra-se no apéndice 3.
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Figura 23 - Cone de Base B e altura H e seccdo de base b que dista h do vértice V.

Teorema: O volume do cone € um terco do produto da area da base pela
altura.

Demonstracao: Consideremos uma piramide e um cone com bases de mesma
area A, localizadas no mesmo plano e os dois com a mesma altura H. Imagine
que um plano paralelo ao plano, que contém a base, distando h dos vértices
dos solidos, forma com a pirdmide uma secc¢do de area A;, € com 0 cone uma

seccdo de area A,. Para melhorar a compreensao, veja figura 24.

Figura 24 - piramide e cone de mesma drea da base A e mesma altura H.

Da figura temos que:
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Como as areas das seccdes da piramide e do cone sdo iguais para
todo plano paralelo ao plano da base, pelo Principio de Cavaliere, os sélidos
tem o mesmo volume, e como ja sabemos calcular o volume da piramide, que é

um terco do produto da area da base pela altura, o do cone também seréa.

1
Veone = 3 .(@rea da base). (altura)

5.9. ESFERA

Definicdo: Uma esfera de centro no ponto O e raio medindo R é o conjunto de

pontos que estdo a uma distancia menor ou igual a R do centro 0 da esfera.

Figura 25 - Esfera de centro O e raio R.

5.10. VOLUME DA ESFERA

. , 4
Teorema: O volume de uma esfera de raio R é gnR3.

Demonstragéo: Consideremos uma esfera de raio R e centro 0 e um cilindro
reto cuja base é um circulo de raio R e altura medindo 2R, ambos os soélidos
sobre o mesmo plano horizontal. Aléem disso, imaginemos que foram retirados

dois cones (de raio da base R e altura R) do cilindro e que um plano horizontal,
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que dista h do centro da esfera, produziu secc¢des nestes sélidos como mostra
a figura 26.

Neste caso, a seccdo da esfera € um circulo de raio R, cuja area é
nR,?, e como R,? = R? — h? temos que a &rea desse circulo é m(R? — h?). Por
outro lado a seccdo do cilindro € uma coroa circular de area mR? — mh? =
m (R? — h?). E pelo Principio de Cavalieri, concluimos que os dois sélidos tem

mesmo volume.

50LIDOS

2R

SECCOES

@ &

Figura 26 - Esfera de raio R e Cilindro equilatero de raio da base R retirados dois
cones de raio da base e altura R.

O volume da esfera de raio R e centro O € igual ao volume de um
cilindro de raio da base R menos duas vezes o volume de um cone de raio da

base R e altura R. Ou seja,

1
Vesfera = T.R*.2.R — 2.§.7T.R2.R

32 3
Vesfera = 2m.R —g.n.R

4 3
Vesfera = § n.R

Como queriamos demonstrar.



45

CONSIDERACOES FINAIS

Ao contrario do que acontece na maioria das aulas sobre volume dos
solidos no Ensino Médio, onde os alunos veem férmulas prontas sem nenhum
entendimento e justificativas, apresentamos como axioma o principio de
Cavalieri, e com suas aplicacbes, com auxilio de vérias ilustracdes,
demonstramos as formulas dos volumes dos solidos.

Neste trabalho mostramos um pouco de conhecimentos prévios a cerca
do Principio de Cavalieri e suas aplicacbes para determinar o volume dos
sélidos, assim como seus processos histéricos. Consideramos que dessa
forma os conteludos inerentes a disciplina, tornam-se muito atrativos,
dinamizando as suas aplicabilidades, fazendo com que os alunos sintam-se
instigados a pesquisar sobre os respectivos conteudos.

Esperamos que esse trabalho ajude os professores a repensarem suas
praticas no ensino dos conteudos relativos a matematica, e principalmente
respectivas ao volume, de maneira que possam proporcionar aos alunos um
ensino qualitativo e com uma sequéncia logica do célculo de volumes, sempre
pensando no melhor para a aprendizagem e desenvolvimento do raciocinio dos

mesmaos.
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APENDICE 01
Teorema Fundamental da Proporcionalidade
Seja f: R* - R*,uma funcio com as seguintes propriedades:

1 x<x'=f(x)<fx");
2. f(nx) =n.f(x) paratodo n € Ne todo x € R*.

Entdo f(cx) = c.f(x) para todo c R*e todo x R*. Consequentimente,
f(x) = ax para todo x € R*,com a = f(1).

Demonstracdo: Inicialmente, temos que para todo numero racional r = m/n,
comm,n € N, e todo x € R* vale

n.f(rx) = f(n.rx) = f(mx) = m. f(x),

Isso, pela propriedade 2., logo
m
flx) =—f)=r.f(x)

Assim, a igualdade f(cx) = c. f(x) é valida quando ¢ € Q.

Agora, suponhamos por absurdo que existe umc > 0 irracional tal que
f(cx) # c. f(x) para algum x € R*. Entdo ou f(cx) < c.f(x) ou f(cx) > c.f(x).
Consideremos o primeiro caso. Temos entédo f(cx)/f(x) < c. Seja r um valor
racional aproximado dec, de modo que f(cx)/f(x)<r<c, logo
flex) <r.f(x) <c.f(x). Como r € Q,vale r.f(x) = f(rx). Assim, podemos
escrever f(cx) < f(rx) < c. f(x). Em particular f(cx) < f(rx). Mas como r < c,
tem-se rx <cx e, pela propriedade 1.isso obriga f(rx) < f(cx) e néo
f(cx) < f(rx). Chegamos ao absurdo e assim nao é possivel f(cx) < c. f(x).
De modo anélogo concluimos que € impossivel f(cx) > c.f(x). Portanto,
f(cx) = c¢.f(x) paratodo ¢, x € R,
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APENDICE 02

Demonstracao do Principio de Cavalieri para calculo de volume

by

Para chegarmos a demonstracdo do Principio de Cavalieri para
volume, devemos inicialmente fazermos um estudo prévio de integrais simples,

dupla e tripla.

¢ Integrais Simples

Se f(x) = 0, entdo a integral

jbf(x)dx

representa a area abaixo da curva y = f(x) de a até b.

e Integral Dupla

Se f(x,y) = 0, entdo a integral dupla

J ] £(x,y)dA

representa o volume sob a superficie z = f(x,y) acima de D.

e Integral Tripla

Se f(x,y,z) = 0 é a fungéo densidade de um objeto sdélido que ocupa a
regido E, em unidades de massa por unidade de volume, entdo a integral tripla

g f(x,y,2z)dV

€ a massa do sélido E. Em particula, se a densidade f(x,y,z) = 1, entédo

IE

representa o volume do sélido E.
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Como estamos trabalhando com volume, podemos considerar sabido
conhecimento sobre area, em particular, para o teorema seguinte temos:

e Se R é umaregiao do plano, indicaremos sua area por A(R).
o Jf, dxdy= A(PR)

Se P é um solido, indicaremos seu volume por V(P).

Teorema (Principio de Cavalieri): Seja um sistema de coordenadas
cartesianas Oxyz, e seja P um sélido finito delimitado por z =0, z = ¢ > 0 e por
uma quantidade finita de graficos de fung¢des continuas do tipo y = f(x,z) e
x =g(y,z). Paracadattalque 0 <t < c, seja P, a interse¢ao de P com o plano
z=1t. Seja Q outro sélido finito delimitado por z=0, z=c >0 e por uma
quantidade finita de gréficos de fungdes continuas do tipo y = f(x,z) e
x=g(y,z). Para cada t tal que 0 <t <c, seja Q. a intersegdo de Q com o
plano z = t. Suponhamos que exista k > 0 tal que A(P;) = kA(Q,) para todo t.
Entédo V(P) = k.V(Q).

Demonstracao: Da teoria de integracdo de funcdes reais temos:

V(P) = ff dxdydz=f f dxdy|dz =
P

Py

C C

= fA(PZ)dZ =Oka(QZ)dZ =

0

- ij(Qz)dz= = K V(Q)
0

O que demonstra a afirmacgao.
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APENDICE 03

Observe a figuras abaixo para facilitar as demonstracoes dos lemas
seguintes.

Piramide de base ABC, altura H e secc¢édo A'B'C’.

Demonstracdo do Lema 01.

Devemos mostrar que os triangulos A'B'C' e ABC sao semelhantes e
de razédor.

Sabemos que os seguimentos AB e A'B' e consequentemente, 0S
triangulos ABV e A'B'V sdo semelhantes por AAA, entdo, temos

AV BV __ AIBr

= =T (D

AV BV AB

De forma andalogo, agora com os triangulos BCV e B'C'V, com BC e
B'C’ sendo paralelo, temos

Brv Cv. __ BICr
BV cv BC
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E também de forma analoga com os triangulos ACV e A'C'V, com AC e
A'C’ sendo paralelo, temos

=r (11

E a partir de (1), (IT)e (11I), concluimos que:

AB_BC AC
4B BC AC |

Em outras palavras, os lados da base e da seccdo sao proporcionais,
portanto, os triangulos ABC e A'B'C’' sdao semelhantes de razéo r. Falta agora

h
mostrar que r = %

Para mostrar isso, vamos considerar dois pontos sobre a perpendicular
baixada do Vértice V, o ponto Y, pertencente a seccdo, € 0 ponto X,
pertencente a base.

Usando como referéncia os triangulos BXV e B'YV, com 0s segmentos
BX e B'Y paralelos, segue que os triangulos sdo semelhantes, logo, temos:

YV _BX BV

XV BY BV

E como os tridngulos BXV e B'YV sao retangulos, respectivamente, em
X eY,segue que XV = H e YV = h, logo:

Yv

=T

|4

x| =

Portanto os triangulos A'B'C' e ABC sédo semelhantes e de razéo
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Demonstracao do Lema 02.

Agora vamos determinar a relacdo entre as areas da seccédo e da base
da piramide. Sabemos que os triangulos A'B'C' e ABC sao semelhantes e que
todos os seguimentos opostos a angulos de mesmas medidas desses

A ~ . . ~ _h
triangulos séo proporcionais de razéo -

Seja h'"’ altura do triangulo A'B'C’' em relacdo a base B'C’ e h’ altura do
triangulo ABC em relacdo a base BC. Entdo a razdo entre as areas dos
triangulos A'B'C' e ABC sera:

1

AA/BICI — T'BICI' h'” _ B’C’.h”
Ape %.BC. o BCH
E como B h—’,’ = E, temos:
BC h H

Como queriamos demonstrar.



