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RESUMO

O presente trabalho trata de um assunto extremamente importante na vida de qualquer
cidaddo: Matematica Financeira. No capitulo 1 é feita uma introducdo juntamente com o0s
objetivos e motivacgdes que provocaram a realizacdo desse trabalho. Sendo o principal motivo
e foco do nosso estudo a caréncia de utilizacdo, nos livros didaticos, de tecnologias como
facilitadoras de aprendizagem. No capitulo 2, falamos um pouco sobre a historia da moeda e
consequentemente da Matematica Financeira e também tratamos dos dois regimes de
capitalizacdo existentes: continua e descontinua. Ao longo do capitulo 3, trabalhamos os dois
tipos de regime de juros: simples e composto, e posteriormente descrevemos os tipos de taxas
de juros. No capitulo 4, falamos sobre os tipos de descontos e no capitulo 5, estudamos as
equivaléncias de capitais, essencial para se entender, por exemplo, qual a melhor opcéo de
compra (a vista ou a prazo). Em seguida, no capitulo 6, abordamos os sistemas de
amortizacdo, dando énfase ao Sistema de Amortizacdo Constante (SAC) e ao Sistema Francés
de amortizacdo, conhecido também como Tabela Price. Posteriormente, no capitulo 7,
analisamos alguns livros didaticos e chegamos a conclusdo que pouca atencdo € dada a
Matematica Financeira e menor ainda ao uso de tecnologias. Isso embasa a nossa motivagdo
de propor, ao longo do capitulo 8, uma sugestdo de metodologia utilizando tecnologias, a

saber: calculadora simples, calculadora cientifica e planilha no LibreOffice Calc.

Palavras-chave: Tecnologias. Calculadora simples. Calculadora cientifica. Planilha no Libre

Office Calc. Matematica Financeira.



ABSTRACT

The present work is an extremely important issue in the life of every citizen: Financial
Mathematics. Chapter 1 is an introduction along with the goals and motivations that led to the
realization of this work. Being the main subject and focus of our study, the lack of use in
textbooks, technologies as facilitators of learning. In Chapter 2, we talked a little about the
history of money and hence Financial Mathematics and also treat the two-funded schemes
exist: continuous and discontinuous. Throughout chapter 3, the two types of work
arrangements interest: simple and compound, and then describe the types of interest rates. In
Chapter 4, we talked about the types of discounts and Chapter 5, we study the equivalence of
capital essential to understand, for example, what is the best option (spot or forward). Then, in
Chapter 6, we cover the depreciation systems, emphasizing the Constant Amortization System
(SAC) and the French system of amortization, also known as the Price Table. Later, in
Chapter 7, we analyze some textbooks and concluded that little attention is paid to Financial
Mathematics and less still to the use of technologies. This underlies our motivation to
propose, along with Chapter 8, a suggested methodology using technologies, namely: simple

calculator,  scientific  calculator and  spreadsheet in LibreOffice  Calc.

Keywords : Technology. Simple calculator. Scientific calculator. Libre Office Calc
spreadsheet in. Financial Mathematics .
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1 INTRODUCAO

1.1 Justificativas

E notavel a presenca da Matematica financeira na vida do cidaddo. S0 comuns
questionamentos do tipo: compro determinado produto a vista ou a prazo? Qual a melhor
forma de pagar meu IPVA? Utilizo cheque especial ou pago parte do valor integral do cartdo
de crédito? Sdo perguntas que muitas vezes nos fazemos. A grande questdo € que na vida
escolar ndo nos preparamos o suficiente para ficarmos aptos a lidar com situagdes concretas
como essas. Em geral, o estudo de Matematica Financeira que temos ao longo de nossa vida
escolar resume-se a aplicacdo direta de formulas em expressdes que sdo dadas prontas e sem
nenhuma deducdo Matematica, sem nenhuma demonstracdo. As demonstracdes e deducdes
das formulas facilitariam bastante o entendimento. N&o se relaciona também os juros simples
com a Progressdo aritmética e 0s juros compostos com a Progressdo geométrica, 0 que
ajudaria na compreensdo da diferenca entre esses dois regimes de juros. Outro ponto
importante, € que ndo se utiliza ferramentas tecnoldgicas de aprendizagem que contribuiriam
para a compreensdo e a aplicacdo pratica desse assunto. Sao essas e outras questdes que nos
motivam a procurar uma nova abordagem para o ensino de Matematica Financeira no ensino
médio, com situacbes contextualizadas e com o uso de ferramentas tecnologicas de

aprendizagem (calculadora simples, calculadora cientifica e a planilha no LibreOffice Calc).

Por fim, uma observacdo importante é que, ao longo da parte tedrica do presente
trabalho, usamos conceitos de ensino superior (Equacdo Diferencial Ordinaria, Principio de
inducdo Finita, limite de sequéncia e limite, derivada e continuidade de fungdes reais) para
demonstrar certos resultados. Contudo, como 0 nosso foco é a Matematica Financeira, ndo
aprofundamos cada um desses conceitos. No entanto, para elucidar esses tdpicos,

disponibilizamos um apéndice ao fim do nosso trabalho.
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1.2 Objetivos

Pretendemos com este trabalho estudar e aprofundar os conhecimentos de
Matemética financeira no ensino médio. Vamos relacionar o estudo de tal area com o de
Progressdo Aritmética e Progressdo Geomeétrica, quando falarmos dos regimes de juros
simples e de juros compostos. Além disso, ao fim de nosso trabalho, iremos usar, como
ferramentas metodologicas, a calculadora simples, calculadora cientifica e a planilha no
LibreOffice Calc para auxiliar o estudo de alguns tépicos de Matematica Financeira. No
capitulo 2, vamos falar sobre os tipos de regimes de capitalizacdo (continua e descontinua),
embora que na pratica se trabalhe mais com a capitalizacdo descontinua. No entanto, €
interessante que o professor conheca esses dois tipos de regimes. No Capitulo 3, iremos tratar
de juros simples, juros compostos e estudar os tipos de taxas de juros. Ja no capitulo 4,
trataremos dos tipos de descontos mais utilizados nas operagdes financeiras.

No Capitulo 5, vamos trabalhar a questdo das equivaléncias de capitais e das
anuidades, essencial para se entender a comparacdo entre a melhor opcdo de compra, a vista
ou a prazo. O capitulo 6 ficara reservado para estudar as amortizagdes, momento em que
falaremos do SAC (Sistema de amortizacdo constante) e do sistema francés de amortizacédo
(tabela Price), conceitos importantes que o aluno deveria aprender, mas em que em geral néo
se estuda no ensino médio regular. Por fim, no capitulo 7, iremos analisar como se da a
abordagem do ensino de Matematica Financeira em alguns livros didaticos do ensino médio
regular e no capitulo 8, aplicar os conceitos e resultados que foram vistos em situacdes
problemas, contextualizados, utilizando a calculadora simples, calculadora cientifica e a
planilha no LibreOffice Calc, como instrumentos de aprendizagem. Esperamos que este
trabalho sirva para os professores que trabalham na educagdo basica como um ponto de

partida para uma possivel nova abordagem de ensino de Matematica Financeira.
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2 PRELIMINARES: REGIMES DE CAPITALIZACAO E CONCEITUACAO DE
JUROS

2.1 Um breve historico acerca da Matematica Financeira

Para se entender a conceituacdo de Matematica Financeira, vamos primeiramente
estudar um pouco a origem da moeda. Por que a necessidade de se criar a moeda?
Inicialmente, as operacfes comerciais se baseavam na troca, ou como conhecemos também, o
escambo. Baseava-se na troca entre os produtores de mercadorias em excesso. O problema
desse tipo de transacdo é que ficava dificil dimensionar o valor de cada mercadoria, se
tornando inviavel saber a quantidade exata de mercadoria que deveria ser trocada. Nao se
sabia ao certo como obter essa equivaléncia. Para se resolver esse problema, pela primeira vez
na Grécia se pensou em usar uma mercadoria como referéncia de valor. Essa mercadoria foi o
boi. Dai o surgimento dos termos peculio, pecunia e pecuniario (pekus, que vem do grego,
significa boi). Sendo assim, todas as mercadorias passaram a ser referenciadas com a
quantidade de bois. J& na Etiopia e também em Roma, foi utilizado para essa func¢do, o sal,
que originou a palavra salario. J& no papel moeda, o qual se utiliza atualmente, seu valor
inicialmente era estabelecido por meio de um lastro em ouro, 0 que ndo se usa mais nos dias

de hoje.

Atualmente, existe a influéncia de varios fatores no valor das moedas nacionais.
O poder econdmico que cada uma delas possui com relacdo as outras e a credibilidade que
seus agentes econdmicos lIhe conferem sdo aspectos que interferem consideravelmente no
valor de cada moeda. O grau de inflagdo é uma medida dessa credibilidade, o qual é

manifestado em cada nacéo de forma particular.

A moeda tem basicamente duas funcgdes: a primeira é que ela € um meio de
pagamento, que é justamente a funcdo inicial para a qual ela foi criada e aprimorada ao longo
do tempo, objetivando facilitar as trocas. A segunda é a reserva de valor. Quando ndo ha a
necessidade pelos agentes econdémicos de se adquirir produtos dos quais ndo possuem, ¢ feita
a venda dos excedentes e a consequente conversdo em moeda. No entanto, principalmente em
uma situacdo de inflacdo, isso ndo é muito razoavel. Como alternativa, utiliza-se outras

formas de reserva de valor, como imdveis e titulos de créditos, por exemplo.
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J4 o surgimento do crédito remete-se a letra de cdmbio, visto que a mesma
baseava-se no endosso feito pelo credor como forma de representacdo de sua cobranga. A
criacdo das letras de cambio além de facilitar o comércio entre as cidades motivou a criacdo
dos primeiros bancos. Por sua vez, o primeiro grande banco que surgiu considerado mais
proximo dos moldes dos bancos atuais, foi o banco de Amsterdam, fundado no ano de 1608.
Concomitantemente, foram criadas as sociedades por ac¢des e as bolsas. O Sistema Financeiro,
como é considerado atualmente, é constituido pelos bancos, pelas sociedades de acOes e pelas
bolsas. Atrelado ao crédito, temos o tempo para o qual o tomador do empréstimo ira pagar ao
credor a quantia que Ihe foi concedida. Entretanto, como beneficio da posse dessa quantia por
esse tempo, o tomador do crédito terd que pagar uma remuneracdo do empréstimo do capital
por esse tempo. “O juro é a remuneragdo do capital emprestado, podendo ser entendido, de
forma simplificada, como sendo o aluguel pago pelo uso do dinheiro” (Vieira Sobrinho, 1997,
p. 19).

Como motivacdo da relacdo entre o crédito, o tempo, e 0 juro, surgiu a
necessidade de se criar a Matematica Financeira, a fim de estabelecer regras que quantifiquem
os valores envolvidos nos contratos. Em suma, a Matematica financeira estuda a evolucao do

dinheiro ao longo do tempo.

2.2 Taxas de juro

A taxa de juro é um coeficiente que exprime o quanto determinada quantia,
chamada de capital ou principal, rendera para um dado periodo de tempo, que pode ser dias,
meses, bimestres, anos, etc. A taxa de juro pode ser entendida também como o preco pago
pela utilizacdo da unidade de capital durante o periodo considerado. Vale ressaltar que

existem duas formas de representacédo da taxa de juro, que € a decimal e a forma unitaria.

Exemplo 1: (a) Ao tomarmos um empréstimo de R$ 100,00 durante um més, foi cobrado um
juro de R$ 10,00. A taxa de juro cobrada seré entéo % = 0,1(forma unitaria) ou 10% (forma

percentual).
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(b) Analogamente, se tomarmos um empréstimo de R$ 100,00 e pagarmos R$ 24,00 de juro
em 12 meses, a taxa de juro sera % = 0,24 em 12 meses ou equivalentemente, 0,24 ao ano,

ou na forma percentual, 24% ao ano.

2.3 Regimes de capitalizacéo

Podemos dizer que o regime de capitalizacdo é forma pela qual ocorre o processo
de formacdo do juro. Vamos separar em dois casos: capitalizacdo continua e capitalizacéo

descontinua.

2.3.1 Capitalizacéo continua

Seja C; o valor do capital em um dado instante t. Vamos representar o juro sofrido

por C; entre os intervalos de tempo t e t + At por AC;. Podemos definir a taxa média de juros
ACt

AC . .. ..
‘t = 2=t Com isso, tomando-se o limite com At — 0, definimos a

como sendo a razao &= —- = —
t

taxa instantdnea de juro (representada pela letra o), por unidade de tempo e na forma unitaria,

por

dc
5=
Ce .dt

que equivale a
(Equacéo diferencial de 12 ordem. Para mais detalhes veja [6] ou [8]).

Em termos aproximados, podemos dizer que a equacdo acima nos diz que dC; é diretamente
proporcional ao capital C; e ao intervalo de tempo infinitesimal dt , sendo & a constante de

proporcionalidade.

De forma equivalente, a equacéo (1) torna-se,
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ac, _

Ct

d. dt,

InC;=6.t+Kk, (2)
em que k é um constante de proporcionalidade, com k € R.

Para determinarmos o valor de k, sabemos que parat = 0, C; = Co, que é o capital inicial.
Assim, parat =0,

InCp-6.0+k.

Isto é,

k=1InCy

A equacdo (2) torna-se entdo

INnC;=46.t+1nCy

INCi-InCyp=345.1
Ce _
|ﬂc—0—8.t

Agora, aplicando a definicdo de logaritmo, teremos:

C
G got
Co

em que e € o numero de Napier. (veja [8] ou apéndice B). Finalmente, a equacéo ficard na

seguinte forma:
Ci=Cp. e, ©)

Em que Ct é uma funcdo continua (para mais detalhes de funcdo continua veja [10] ou

apéndice D) e de crescimento exponencial.

C, representa 0 montante, que é o capital inicial acrescido dos juros, na época t, referente ao

capital inicial Co, no regime de capitalizagdo continua e a uma taxa 9.
O juro, referente ao acréscimo no capital entre as épocas 0 e t sera dado por:

JO,5)=C—Cp= Cq.e> —Cy
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JOt) =Co. (e> - 1). (4)

2.3.2 Capitalizagdo descontinua

Na capitalizacdo descontinua, por convencgdo, forma-se o juro somente no fim de
cada periodo de tempo para o qual se refere a taxa de juro. Ao término de cada periodo, 0
capital sofrerd& um acréscimo que € diretamente proporcional a esse capital. O fator de
proporcionalidade é a taxa i de juro. Em outras palavras, seja C; o capital na época t. Passado
um periodo a que se refere a taxa i, isto é, para t+1, o capital sofrera um acréscimo, que

indicaremos por AC;, e serd dado por AC;=i. C;, em que a taxa i estd na forma unitéria.
Assim, na época t+1, teremos:
Ct+1 = Ct + ACt: Ct + |Ct = Ct (|+1)

Parat =0, 1, 2,..., t-2, t-1 teremos

C1=0Cp (i+1)
C,=Cy (i+1)
C3=0C, (i+1)

Cr1=Cr2 (i+1)
Ct = Ct-l (|+1)

Multiplicando membro a membro essas igualdades e cancelando os termos iguais, vamos

obter:

Ci=Co. (1+i)". (5)
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Ja o total de juros, que corresponde ao acréscimo de capital sofrido entre as épocas O e t, sera
dado por:

J(0,) = Ci— Co = Cyp. (1+i)'= Co = Co . [(1+i)~1]. (6)

2.3.3 Regimes de juros compostos e de juros simples com capitalizacdo descontinua

Seja Cy o capital inicial. Pela formula (5), ap6s um periodo de tempo a que se
refere a taxa i, 0 montante ser4 C, = Co (1+i)! = Co + Cq. i = Co + J(0,1). Interpretando essa
igualdade, 0 montante na época 1 € igual ao capital inicial mais os juros durante um periodo a

que se refere a taxa i. Analogamente, parat = 2, teremos:

Ca = Co (L+i)2 = Co. (1+) . (1+i) = Cy . (L+i) = [Co + I(0,1)].(1+i) = Co . (1+i) + [I(0,1)](L+i)
= Cy + [J(0,1)] . (1+i).

Novamente, interpretando essa Ultima igualdade, o0 montante na época 2 sera igual
ao montante na época 1, acrescido do total de juros formados no fim do periodo anterior. Os
juros formados ao fim de um periodo vao render juros no periodo seguinte. Esse tipo de
regime é conhecido como juros compostos. Dai, a expressdo tdo conhecida nos juros
compostos: “juros sobre juros”. Os juros formados ao fim de cada periodo sdo incorporados

também ao capital do inicio do periodo para formar juros no periodo seguinte.

Agora no regime de juros simples, apenas o capital inicial rendera juros. Os juros
formados ao final de cada periodo ndo sdo incorporados ao capital para formar juros no

periodo seguinte. Vejamos como funciona:

Seja Cy o capital inicial e i a taxa de juro. No primeiro periodo, apenas Cy rendera juros,

assim, o montante C,, de acordo com a equagéo (5), seré:
C1=Co. (1+i) = Co + Coi = Co + J(0,2).
Para 0 més seguinte, o capital que rendera juros serd C;- J(0,1) = Co.

Vamos analisar o intervalo de tempo entre os periodos 1 e 2. Para efeito de juro,
apenas o capital Cy rendera juros e como entre os periodos 1 e 2, temos apenas um periodo a

que se refere a taxa, 0 montante C , entre os periodos 1 e 2 vai ser dado por:



17

C', = Co. (1+i). Sendo assim, os juros formados nesses periodos serao:
J(1,2)=C’,—Cy=Cyp. (1+i) — Co =iCo = J(0,1).

Ao fim do periodo 2, teremos um montante C, dada por:
C,=Co+J(0,1) + J(1,2) = Co +iCo + iCo = Co . (1+2i).

Analogamente, o capital que rendera juros no terceiro periodo sera 0 montante C,

descontado dos juros acumulados nos dois periodos anteriores. Assim, esse capital vai ser:
C,-J(0,1) - J (1,2) =Cop. (1+2i) — iCy — iCp = C,.

Da mesma forma como fizemos anteriormente, os juros rendidos entre os periodos

2 e 3 seréo:
3(2,3)=i.Co=1J(0,1).

Sendo assim, para 0 montante ao fim do terceiro periodo, teremos:
Cs=Co+J(0,1) +J(1,2) + J(2,3) = Co + iCy + iCo +iCo = Cy . (1+3i).

Por inducdo finita (para mais detalhes veja [10] ou [19] ou apéndice A), o

resultado vale em geral paraa épocat=k > 1, comt € IN. De fato, parat = 1, sabemos que,
C1=Cp. (1+0).

Suponha que o resultado vale para t = k (hipdtese de inducdo). Vamos provar que

o resultado vale também para t = k+1 (tese de indug&o).
Como o resultado vale parat = k, entdo:
Ck=Co. (1 +ik).

No entanto, sabemos que entre os periodos k e k+1, apenas Cy renderad juros.

Assim,
Ck+1 = Ck + 1 Cg e por hipdtese de inducdo, sabemos que Cy = Co . (1 + iK).
Portanto, Cy+1 = Cq . (1 + Ik) +iCog=Co+Cp.ik+i.Co

Cier = Co +1.Co . (k+1).
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Cier = Co . [(1+) . (k+1)].

Isto €, o resultado vale para t = k+1. Portanto, pelo principio de inducdo finita, o

resultado vale paratodo t € IN, isto &,
Ci=Co. (1+it). (7)

E os juros produzidos por Cy entre as épocas 0 e t, serd dado por J(0,t) = C;— Cp =
Co . (1+it) — Cy. Portanto,

JO)=Co.i.t. (8)

2.3.4 Comparacao entre o regime de juros simples e a progressdo aritmética e o regime

de juros compostos e a progressao geométrica

Nesse momento, é importante salientar as relacdes que existem entre a progressao
aritmética (P.A) e o regime de juros simples e a progressao geométrica (P.G) e o regime de

juros compostos.

Sendo a; o primeiro termo de uma P.A, a, 0 n-ésimo termo e r a razdo, 0 seu
termo geral € a,, = a, + (n-1).r. Ja a formula que d& o montante a juros simples do capital Cy,

a uma taxa i, e ao fim de n periodos, é dado por:
Cn:CO.(1+in):Co+Co.i.n.

Interpretando essa Gltima formula, vemos que o capital Co € 0 primeiro termo da
P.A e 0 montante C,, € o termo de ordem n+1. A razdo dessa P.A ér =i . Cy . Portanto, no
regime de juros simples, vemos que 0 montante cresce em progressdo aritmética cuja razéo é

dada por i C,.

Agora para o regime de juros compostos, primeiramente vamos lembrar a formula

que da o termo geral a, de uma P.G, cujo primeiro termo vale a; e a razdo q. Teremos entao:

- n-1
ap=a;q .
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No regime de juros compostos, sendo Cy 0 capital inicial, i a taxa de juro e n o
namero de periodos a que se refere a taxa, 0 montante C,, apds esses n periodos é dado por:

Cn = Co(1+)™.

Da mesma forma com fizemos no regime de juros simples, veja que Co
corresponde ao primeiro termo da P.G e o montante C,, 0 termo de ordem n+1. Sendo assim, 0
montante Cp, no regime de juros compostos, cresce conforme uma progressdo geométrica de

razdoq =1+ 1.

Exemplo: Considere que temos determinado capital inicial Cy. Se considerarmos uma taxa de
juros de 10% por periodo, ao fim de quantos periodos o capital inicial dobrara, considerando
os dois tipos de regimes de capitalizag&o.

Solucdo: (I) Primeiramente, se a capitalizacdo for continua, sabemos que de acordo com a

equacao (3), Cy=Cq . >t . Assim, teremos:
2Co=Cp.e%'t emque § = 10% = 0,1. Logo,
2=e01t

Aplicando o logaritmo neperiano, vamos obter:
log, 2 = log, e%'t

log,2=0,1.t

log, 2 = %

t=10.log, 2

t=10.0,693

t = 6,93 periodos.

(1) Agora para a capitalizacdo descontinua a juros compostos, teremos, pela equacao (5),
Ci=Co. (1+i)'

2Co = Cq. (1+0,1)"

2=(1,1)"
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log2 =log1,1*

_ log2

= fogti = 7, 27 periodos (para que esse valor racional seja aceito, é necessario que adotemos

a chamada convencdo exponencial. Ao fim do Capitulo 3 faremos a deducdo dessa

convencao, assim como a convencao linear).

(111 Para o regime de juros simples com capitalizacdo descontinua, utilizando a férmula (7),
Ci=Co. (1+it)

2Co=Co. (1+0,1.1)

Co=Cp.01.t=1=0,1.t=1t=10 periodos.
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3 JUROS SIMPLES E JUROS COMPOSTOS

3.1 Juros simples

Pelo que foi visto no capitulo 2, sabemos que dado um capital inicial ou principal
C, i ataxa de juro e n 0o numero de periodos a que se refere a taxa, 0s juros produzidos ao fim

de n periodos, a taxa i, serd dado conforme a equacdo (8), por:
J=Cin. 9)

Em que a taxa i esta sob a forma unitaria. Caso usemos a forma centesimal para a taxa de
juros, a equacdo (9) torna-se:

_ Cin
100"

J (10)

Nas equacdes (9) e (10), o periodo deve estar na mesma unidade de tempo a que se referir a

taxa de juro.

Exemplo 1: Determine o total de juros de um empréstimo tomado no valor de R$ 20 000,00 a

taxa de 60% ao ano por um periodo de 3 anos.

Solucéo:

Usando a equacdo (9), a taxa de juro na forma unitéria sera i = 60% = % =0,6. Assim,

J=Cin=20000.0,6 .3 =36 000,00.

Exemplo 2: Considere agora a seguinte situa¢do: suponha que um empréstimo de R$ 2000,00
seja feito em um prazo de um ano, a taxa de 20% ao ano. Se o empréstimo for quitado antes

do tempo, digamos em 8 meses, qual sera o total de juros pago pelo tomador do emprestimo?

Solucdo: Sabemos que no regime de juros simples os juros s6 sao formados ao fim de cada
periodo. Neste problema, os juros s seriam formados ao fim de um ano, segundo a taxa de
20%. No entanto, seria um contrassenso o tomador do empréstimo ndo pagar juros. Para isso,

vamos admitir, ou convencionar, que o juro siga uma lei linear.
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Isto é, o juro produzido segundo uma fragdo propria E do periodo, com p< q, sera

8

gdo juro que seria produzido ao fim do periodo. Portanto, os juros serdo J = 2000 . 0,2 . >

~

266, 67.

3.1.1 Montante e valor atual

Sabemos que o montante de uma aplicacdo corresponde ao capital acrescido dos
juros. Assim, considerando o montante C,, correspondente na época n, os juros da aplicacao
do capital C, segundo uma taxa i, dado por J = Cin, entdo:

Cn=C +J=C + Cin = C(1+in). (11)

Exemplo 1: Determine a quantia que deve ser aplicada em uma institui¢cdo financeira que
paga juros a taxa de juros simples de 8% ao ano para que se obtenha R$ 1000,00 ao fim de 4

anos.
Solucéo: Utilizando a férmula (11), teremos:
Cn = C(1+in)

1000 = C(1+0,08.4)

1000=1,32C

Logo, C = =2 = 757, 58,

1,3

Suponha que tinhamos que fazer um pagamento vencivel em uma data futura. Se
quitarmos o0 pagamento na data de hoje, qual € o valor que teremos que pagar? Ao valor
correspondente a data futura, daremos o nome de valor nominal (N). E para o valor da data de
hoje daremos o nome de valor atual (V). O valor atual é tal que, se colocado a render juros na
data de hoje, segundo a taxa i, e durante 0 espaco n de tempo a que se refere a taxa i, dara o

montante igual ao valor nominal, na data do vencimento. Assim,

N =V (L+in).

N

Istoé, V=—.
1+1n

(12)
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Exemplo 2: Qual o valor que se deve aplicar hoje para se obter o montante de R$ 8.000,00,

daqui a 6 meses, a uma taxa de juros de 4% ao més.

Solucéo: Utilizando a equacéo (12), teremos,

_ 8000 _ 8000
140,046 1,24

= 6451,51

3.2 Juros compostos

A grande diferenca do regime de juros compostos com relacdo ao regime de juros
simples é que os juros obtidos ao fim de cada periodo a que se refere a taxa sdo incorporados
ao capital para render juros no periodo seguinte. Nesse caso, ndo sO o capital rende juros, os
juros também produzem juros. Na pratica, no sistema financeiro, as instituicfes so trabalham

com o regime de juros compostos. Ao final deste capitulo, veremos o porqué.

3.2.1 Férmulas do montante e do total de juros:

Teorema 1: O total de juros obtidos por um capital inicial Co a uma taxa i e ao

fim de n periodos a que se refere a taxa é dado, para todo n € IN, por
Jn = Co [(1+i)" - 1]. (13)
Prova:

Paran = 1, teremos que J; = iCo= Cq .[(1+i) —1] = Co .[(1+i)*-1] . Logo, o resultado vale para

n =1. Para n = 2, teremos 0s juros produzidos por J; e por Cy:

b =31+ I(Jl + Co) =) +iJ1+iCy = iCy+1i.iCy +1iCy = Co[2|+|2] = C0[1+2i+i2f1]
Col(1+i)*~1].

Portanto, também vale para n = 2. Assim, suponha que o resultado vale paran =t > 2

(hipotese de inducdo). Provemos que vale para n = t+1 (tese de inducdo). De fato, para n

t+1, vem:

Jw1 = + |(Jt + Co) =Ji+iJi+iCy
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Pela hip6tese de inducdo, J; = Co [(1+i)' — 1]. Logo,

Jisr = Co [(A+i) — 1] + i Co [(1+i)" — 1]+iCy

Ju1 = Co {(1+i)' = 1+ i[(1+i) - 1] + i}

Jur = Co{(1+) — 1 + i(1+i) — i + i} = Co [(1+i)'+ i(1+i)-1]
Ju1 = Co [(1+i)" (1+i) -1]

Juw1 = Co [(1+1)* 1] .

Portanto, o resultado vale para n = t+1. Assim, por inducdo finita, vale para todo ndmero

natural. O termo (1+i)" é chamado de fator de capitalizac&o. |

Corolario 1: O montante obtido por um capital inicial Co a uma taxa i e ao fim de n periodos

a que se refere a taxa é dado, para todo n € IN, por
Cn = Co (1+i)". (14)
Prova 1:

Sabemos que o montante de uma aplicacdo que rende juros corresponde ao capital inicial Co
adicionado dos juros devidos a aplicacdo. Assim, no caso do regime de juros compostos, a
uma taxa i, teremos a expressdo do montante C,, ao fim de n periodos a que se refere a taxa i,

dado por:
Cn=Co+Jn=Co+ Co [(1+i)" — 1] = Co [(1+i)"-1+1]. Assim,
Cn = Co (1+i)".

Prova 2: Sabemos que no regime de juros compostos cada montante C, apds n periodos é tal
que C, = Cpy +iCpy = (1+1)Cyg, com n > 1. Isto é, Cy, C4, Cy,...,Chz, Ci1, Cpy representa uma
progressao geométrica de razdo i+i. O termo geral Cy, isto é, 0 montante apds n periodos, sera

dado entdo por C, = Co (1+i)". De fato, temos que:

Ci_Ca_ _Cni_ Cn

Co Ci 7 Chz Cpg

= (1+0)

Multiplicando essas n igualdades e fazendo o cancelamento dos termos iguais vamos obter o

resultado, ou seja,
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Cn = Co (1+i)".

Observagdo: Podemos também demonstrar que C, = Co(1 +1i)" utilizando a prova 2 e

posteriormente, para provar o Teorema 1, teremos:
Cn = CO + \]n, |St0 é,
Ih=C,—Co= C0(1+i)n— Co

Jn = Co [(1+i)" - 1].

A justificativa de utilizar a prova por inducdo foi enfatizar a forma de regime de juros
compostos: 0s juros obtidos ao fim de cada periodo sdo incorporados ao capital para render
juros no periodo seguinte. No entanto, destacamos que essa Ultima demonstracdo € mais
simples e direta, sendo mais viavel para ilustrar para um aluno de Ensino Médio.

3.2.2 Valor atual

Suponha que tenhamos que pagar certa quantia, que chamamos de valor nominal e
representamos pela letra N, com vencimento em uma determinada data futura. Se quisermos
honrar esse compromisso antes do vencimento, pagaremos um valor, chamado de valor de
resgate ou valor atual, que serd representado pela letra V. O valor atual V é tal que,
considerando a taxa de juros especificada, geralmente a corrente da data em que se calcula o
valor atual, produz um montante na data de vencimento igual ao valor nominal do pagamento.
Isto é, considerando V o valor atual, N o valor nominal, i a taxa de juros compostos por
periodo e uma data n correspondente a n periodos antes do vencimento do compromisso de

valor nominal N, entdo o valor atual V é tal que:

V (1+i)" =N
V=—""=N.({1+i)™ (15)
(1+i)n ’ '

Observacdo: Importante que frisemos que, por influéncia da taxa de juros, o dinheiro varia

com o tempo. Dai as denominac@es: valor atual e valor nominal.

Exemplo: Jodo Pedro tem que honrar um compromisso no valor de R$ 65.539,80 daqui a 4
meses. Supondo uma taxa de juros compostos de 7% ao més, determine o valor que ele ird

pagar se decidir quitar sua divida na data de hoje.
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Solucéo:

O que queremos saber € o valor que Jodo Pedro ira pagar na data de hoje, isto €, o valor atual.
Pela formula (15), teremos:

_ N 6553980 _ 6553980 _  65539,80
1+DM ~ (1+0,07)7  (1,07)7  1,31079601

= R$ 50 000,00.

Portanto, se decidir honrar seu compromisso na data de hoje, Jodo Pedro ird pagar
aproximadamente R$ 50 000,00.

3.3 Tipos de taxas de juros
3.3.1 Taxas proporcionais

Dizemos que duas taxas i; e i, referentes aos periodos t; e t, respectivamente, sao

proporcionais se a seguinte relacéo for satisfeita:

bt (16)

i, t
Em que as taxas i; € i, podem estar na forma unitaria ou néo.

Exemplo: As taxas de 10 % a.b (ao bimestre) e 60% a.a (ao ano) sdo proporcionais. De fato,

veja que:

i _ 10% _ 0,1 _

1
i, 60% 06 6 12 t,
Portanto, as taxas 10 % a.b e 60% a.a s&o proporcionais.

Seja i uma taxa relativa a um periodo t e i(x) uma taxa referente a fracéo % do periodo t. Pela
relacdo (16), i e i(x) sdo proporcionais se:

i t

, T
o 5

i

Isto &, i() = (17)
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Para o exemplo anterior, observe que em um ano temos 6 bimestres. Assim, i(x) = i(s) = 10 %

a.bei=60% a.a e nesse caso,

i(g) =+ = 222 = 109%,

6 6

3.3.2 Taxas equivalentes

. . . t . ~ .
Duas taxas i e ik, referentes aos perlodos te i respectivamente, sao equwalentes,

se produzem, para um dado capital, um mesmo montante em um mesmo prazo de aplicacéo.

Temos dois casos a considerar. Primeiro, nos juros simples, se tomarmos um
capital inicial Cy e as taxas equivalentes i e ik, entdo, para um mesmo periodo de aplicacdo,
teremos 0 mesmo montante. De acordo com a formula (11), para 1 periodo a que se refere a
taxa maior i temos k periodos a que se refere a taxa menor ix. Assim, considerando o prazo de

aplicacdo igual a um periodo a que se refere a taxa maior i, isto é, parat =1,

Co(1+1.1) = Co(1+ ik.k) . Cancelando o termo Co em ambos 0s membros da igualdade,

teremos:

1+i =1+ ik

ik = K (18)

Portanto, no regime de juros simples, taxas equivalentes sao proporcionais.

Vamos analisar agora a situagdo em que temos 0 regime de juros compostos.
Utilizando a férmula (14) do montante a juros compostos, teremos, para 1 periodo a que se
refere a taxa maior i, k periodos a que se refere a taxa menor iy, para certo capital inicial Cy e
durante um periodo a que se refere o prazo de aplicacdo da taxa maior i. Entdo se i e ix s@o

equivalentes, vamos obter:
Co (1+i)' = Cp (1+iK)"
Dividindo a equacédo acima por Co, decorre:

(1+i)* = (1+i)
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i = (1+i) 1. 19)

ik=(1+ i)ﬁ - 1. (20)

Exemplo: Determine a taxa bimestral equivalente & taxa de 18% a.a, considerando os dois

tipos de regimes de capitalizagéo: simples e composta.

Solucéo:
(1) Juros simples: Pela formula (18), sendo i = 18 % a.a, entao iy = i . Assim, ix = ig = é = 186%

=3% =0,03.

1
(1) Juros compostos: Utilizando a formula 20, teremos ix = (1 +i)x — 1, isto é, para k = 6,

1 1
obtemos: ig = (1+0,18)s —1=1,186 — 1 = 1,0279697—1 = 0,028 = 2,8% a.b.

3.3.3 Taxa efetiva e taxa nominal

Antes de tudo, falaremos de taxa efetiva e taxa nominal somente para o regime de
juros compostos, uma vez que taxas equivalentes sdo proporcionais. Assim, as taxas Sao

sempre efetivas no regime de juros simples.

Para ilustrar a diferenca entre as taxas efetiva e nominal, no regime de juros

compostos, consideremos as seguintes situacoes:

(1) Paulo ird aplicar certa quantia a uma taxa de 12% a.a, com capitalizacdo anual, por um

prazo de trés anos.

Nesta situacdo, podemos dizer que a taxa de 12% a.a € um taxa efetiva, visto que o periodo de
capitalizacdo, corresponde ao periodo a que se refere a taxa. Para efeito de formacdo do

montante, utilizaremos a taxa de 12% a.a.

(I1) Agora Paulo ira aplicar, em outra instituicdo financeira, certa quantia que rende juros a
uma taxa de 12 % a.a, mas com capitalizacdo bimestral. Nesse caso, a taxa de 12 % é dita
nominal. A taxa que realmente teremos que utilizar para efeito de formagdo do montante sera
a taxa anual equivalente a taxa de 2% a.b (ao bimestre). Assim, essa taxa sera pela férmula
(19):
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i = (1+i)*1
i = (1+ig)°-1 = (1+2%)°-1 = (1+0,02)°~1 = 1,026 — 1 = 0,12616 = 12,62%.

Em geral, dada uma taxa nominal, que indicaremos por jk, com k periodos de
capitalizacdo ao longo do periodo a que ela se refere, entdo sua taxa efetiva, indicada por i,

sera dada por:

Portanto, pela formula (19), teremos:
i = (L+i)*-1
E (1+1'Ek)k_1. (21)

Para efeito de capitalizacdo, essa € a taxa que iremos utilizar (taxa efetiva), em vez da taxa j

(taxa nominal).

3.3.4 Inflacéo

Podemos dizer que a inflacdo é a elevacdo persistente e generalizada no valor dos precos.
Esse aumento é medido por um indice de precos e a taxa de inflagdo mede justamente a taxa

de crescimento do indice de pregos.

Para entendermos melhor, vejamos a seguinte situacdo: Paulo Jorge investiu seu

capital a uma taxa de juros de 30% ao ano, em um ano em que a inflacdo foi de 25%.

A priori, poderiamos pensar que o poder de compra de Paulo Jorge aumentou em
30%. No entanto, devido a inflacdo, o valor do real sofreu uma reducdo. A taxa de 30% ao
ano corresponde a taxa aparente de juros de Paulo Jorge. Digamos que no inicio do ano em
questdo, com o capital C, Paulo Jorge conseguia comprar X unidades de certo artigo com

preco unitario igual a p. Ao fim do ano, o capital passou a ser 1,3C e o preco do artigo 1,25p a

unidade. Portanto, Paulo Jorge podera comprar % = 1,04 x = x + 0,04x = (X + 4%Xx )

artigos. O poder de compra de Paulo aumentou apenas 4% no referido ano. Dizemos que a

taxa de 4% é chamada de taxa real de juros.
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A rigor, temos o seguinte resultado:
Teorema 2:

Seja iaparente @ taxa aparente de juros, ira a taxa real de juros e iinfiacao @ taxa de inflagdo, em que

todas se referem ao mesmo periodo de tempo. Assim, temos a relagdo:
1+ iaparente = (1+ iinflagéo)(1+ ireal)- (22)

Prova:

Se certo capital C compravam x = g artigos de preco p, entdo (1+ iaparente)C COMpraram

(1 + iaparente) C

: artigos de preco (1+ iinfiagio)p- POrtanto, a taxa real de crescimento, seré:
(1+ linflat;ﬁo)p

(1+iaparente)C ¢

. _ (+ijpflacaolP P _ (1+ iaparente) 1
Ireal = T = - —
> (1+ iinflagao)

. 1+i . . .
Portanto, 1+ leq = M, donde 1+ iaparente = (1+ Tinflatio) (1+ Trear)- L
(1+ linﬂagao)

Agora vamos ver as situacdes em que o prazo de aplicacdo de um dado capital ndo
€ um namero inteiro de periodos a que se refere a taxa de juros. Como vimos, na capitalizacédo
descontinua os juros sé sdo formados ao fim de cada periodo de capitalizacdo. Diante disso,
teriamos um problema para calcular o total de juros nessa situacdo. Para sanar esse entrave, na

pratica sdo usadas duas convencdes: linear e exponencial.

3.3.5 Taxa instantanea de juros

Quando o numero de conversdes ao longo do periodo a que se refere a taxa
nominal for infinito, teremos a situacdo de capitalizagdo instantanea ou continua e podemos
definir nesse caso a taxa instantdnea de juros, indicado pela letra d. Podemos escrever:

6 = limy_, jx., (para saber mais, veja [8] ou apéndice D). Observe como obter essa taxa:

Utilizando a férmula (21), teremos:

i = (1K)
|—(1+k) 1



(1+i)§=(1+%‘)

i 1
K= (14 DR-1

jo=k[@+Dr—1]

Tomando-se o limite quando k tende ao infinito, teremos:

1
1 VK —
8 = limy, o jyc = limy K [(1 + ik — 1] = limy_,, 051

k

Chamandoa=(1+i)eh = % 0 Gltimo limite se tornaré:

eh.lna_l

Y ab-1 .
6 = limy,_, — = limy,_, -

Sejaz = e — 1, Assim, In (1+2) = h.In a e & sera tal que:

, lim 1
6 =lim—————=limlna————=1na 220
= lin =lm! 1= 1
20 lr1(11—+z) % In(1 + 2)z limIn(1 + z)z
na z—0
— lna% = lna_i = |lna.

In [lim(1+2)z] Ine

Portanto, 6 = In(1 + i).

1
Onde usamos o fato de que limy,_,o(1 + h)h = e.

De fato, calculemos os limites laterais seguintes:

1
limy, o+ (1 4+ h)h = limy, 40 (1 + i)x = e, emque X = %

Da mesma forma,

1
limp_o- (1 + h)h = limy,_o (1 + i)x, em que X = %
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(23)

1
Logo, limy_o-(1 + h)E = limy 4 (1 — —)""1, em que fizemos t = —(x + 1), isto &, X =

t+1

—(t+1), com t> 0. Assim,
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. 1 T 1 —t—1 _ 1: t+1 1 —t—1 _ 71: T —t—1 _
hmh—>0_(1 + h)h - llrnt—>+oo(1 - m) - hmt—>+oo(m - m) - hmt—>+oo(m) -
. t+1 . t+1 . t+1 . 1 .

Mmoo (C)™ = 1M 400 () iMoo (G = 1M 400 (1 4 ) limes 40 (1 +

-)=e.l=ce.

1
Logo, como os limites laterais existem e sdo iguais, entdo lim;_,(1+h)h =e . Para a

demonstracdo do numero e, veja referéncia bibliografica ou apéndice B (e = limy_, (1 +
Ix

9%).

Exemplo: Considerando uma taxa de juros de 16% ao ano, no regime de capitalizacdo

composta, calcule a taxa instantanea de juros para 1 més.

Solucéo:
Utilizando a férmula (23), a taxa instantanea de juros ao ano € igual a:
§=In(1+1i)=In(1+0.16) =In(1,16) = 0,1484 =14,84% ao ano.

14,84%
12

Para um periodo de 1 més, a taxa instantanea de juros € igual = 1,24% ao més.

3.3.6 Convencéo linear

Vamos admitir que os juros devidos a um capital C por uma fracdo impropria g de

periodo a que se refere a taxa i de juros corresponde a mesma fracdo de juros que lhe seriam
devidos ao fim do periodo. A formacdo dos juros ao longo de um periodo € linear. Vamos
concluir que, por esta convencdo, se admite a formacdo de juros compostos para a parte

inteira do prazo e de juros simples para a parte fracionaria.

Sendo assim, seja C um capital colocado para render juros segundo uma taxa i e

durante uma fragcdo propria g do periodo a que se refere a taxa i, entdo por semelhanca de

triangulos, conforme a figura 1 teremos:



33

0 p/q

Figura 1 - convencéo linear.

Fonte: Elaborada pelo autor

[—
Qo

Pjc.
q

Ny
Qo
1

g . C[(1+i)*-1] = g . C [(1+i)-1]

(24)

Agora considerando um periodo m = n+ E, em que n é um namero inteiro de

periodos e E uma fracdo propria desse periodo, um capital C colocado no regime de juros

compostos a uma taxa i durante o prazo m, sera, de acordo com a figura 2, por semelhanca de

triangulos:

In+1

n+l

Figura 2 - convencao linear

Fonte: Elaborada pelo autor
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]n+1—]n :]m— ]n
n+l1—-n m-—n

]m— ]n = (m - n)- (]n+1—]n) = E Un+1—]n)

I =g~ One1-Jn) + I
Utilizando a formula (13) de juros compostos, vamos obter:

Jm = g {C[A+ D™ —1] —C[(1 + D™ — 1]} + C[(1 + D)™ — 1]

]ngcu + )+l —50—20(1 +i)" +§c+ Cl+i)"—cC

Jm=C{(1 + D"[ (1+) = £+ 1] -1}

Jm=CI[(1 +i)“(§+ Ei—§+ 1) —1]

Jm=C[(1 + i)n(g + g i—§+ 1) 1]

Jm=C[(1 + i)n(1+§ i) —1], (25)
ouJ,, 2 =Cl(L+ DA+ i) ~1] (25)
Assim, o montante Cp, sera, portanto:

Cn=C+],=C+C[(1+ i)n(1+§ i)—1]=C+C(1 + i)n(1+§ i)-C

Cn=C(1+ i)n(1+§ ). (26)
Isto e,

cn+§ =C(1+ i)n(1+§ i). (26”)



35
3.3.7 Convencao exponencial

A convencdo exponencial é mais utilizada na pratica, sendo considerada
tecnicamente mais coerente que a convencao linear por empregar juros compostos para a parte

inteira e para a parte fracionaria do periodo de aplica¢do. Vejamos como ela funciona. Seja C

um capital colocado a taxa i de juros compostos durante um prazo m = n + Ep' Para 0s n

primeiros periodos, esse capital rende juros normalmente segundo a taxa i. Esses juros obtidos

sdo incorporados ao capital formando um montante que ira render juros segundo uma taxa de

. . N ~ 1 , N . . . N
juros relativa a fracédo : do periodo a que se refere a taxa i e de forma que seja equivalente a

taxa i, até o fim do periodo m. A férmula do total de juros da convencdo exponencial é dada
pela expresséo:

I = CI(L+D™0 — 1, (27)
ouj,,p_ C[(1+ D™ 1], 27)

De fato, pela férmula (14) do montante a juros compostos, 0 montante final C,, € tal que:
Cm = Ch(1+ig)P, emque C, = C(1 + )"
Como iq € i sdo equivalentes, entdo,
(1+ig9=1+1i)?!
1
(1+ig) = (1 +1i)a.
Portanto,

Cm = Cn(1 +ig)P = C(1 + D)"[(1 + DaP= C(1 + (1 + i)a
= C(+0D)™, (28)

n+2 ,
ou Cn+g = C(1+1i) «a. (28°)

. x _ n+2 n+2
De modo que os juros serdo Jn=C, —C= C(1+i) 9a—C=C[(1+1i) a—-1]
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Exemplo: Jodo quer aplicar um capital de R$ 5.000,00 por um prazo de 3 meses e 15 dias a
taxa de juros compostos de 4% ao més. Para isso, ele tem duas opgdes de instituicOes
financeiras: X e Y. A empresa X utiliza a convencao linear, e a empresa Y a convencao
exponencial, para efeito de formacao de juros. Em qual das duas opcGes Jodo ird resgatar um

valor maior?

~ . . . ~ . . . 1
Solucdo: Primeiramente, vamos utilizar a convencéo linear. Considerando que 15 dias = Ede

um més e a taxa de juros é i = 4% = 0,04, entdo pela féormula (26) ou a (26’), vamos obter:

— . p -
Cap 2 = CL+D"(1421)
C,, 1= 5000(1 + 0,04)3(1+0,04)

C,, 1 = 5000(1,04)3(1+0,02) = 5000(1,124864)(1,02) = 5736,81.

3+3

Agora, pela convencao exponencial, utilizando a féormula (28’), teremos:

p
L\ D+S
cn% = C(1+0)"a

1
C,,1 = 5000(1 + 0,04)**2=5000.1,04>3=5000.1,147141
2

C,, 1 = 5735, 519.

3+2

Portanto, pela convencdo linear, Jodo ira resgatar um valor ligeiramente maior em sua

aplicacdo.

Em geral, isso sempre acontece. Para a parte inteira do periodo, teremos 0 mesmo
montante para as duas convencgdes. No entanto, a parte fracionaria faz com que a convencéo
linear seja mais vantajosa que a convencdo exponencial. Isso se deve ao fato de que (1+ i X)

> (1 +1)*, paratodo x € (0,1) (para mais detalhes, veja [2]).
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3.3.8 Confronto entre os regimes de juros simples e o de juros compostos

Para compararmos esses dois regimes de juros, vamos partir da situacdo inicial:
Rodrigo pretende aplicar um capital de R$ 100,00, a um taxa de juros de 10% ao més. Em

qual dos dois regimes de capitalizacdo Rodrigo ira resgatar um valor maior?

Solucéo: Para esta situagdo, vamos construir a tabela abaixo, que mostra 0 montante para 0s

dois regimes de capitalizacao:

Quadro 1- comparativo entre os regimes de juros simples e juros compostos

Epoca Juros simples Juros compostos
0 100 100
1 110 110
2 120 121
3 130 133,1

Fonte: Elaborado pelo autor
(1) Juros simples:

Para a época 1, teremos um total de juros, utilizando a formula (9), dado por J; =100 . 0,1.1=
10. O montante serd igual a C; = C + J; = 100 + 10 = 110.

Para as épocas 2 e 3, teremos 0 mesmo total de juros, visto que no regime de juros simples 0s
juros incidem apenas sobre o capital inicial. Poderiamos ter calculado o total de juros
utilizando a formula (9), paran = 3. J = Cin = 100.0,1.3 = 30.

(11) J& no regime de juros compostos, teremos, utilizando a formula (14), o0 montante na época
1 dado por C; = 100 (1+0,1)* = 100.1,1 = 110, igual ao que encontramos no regime de juros
simples. Veja que em geral isso sempre ocorre. Os dois regimes coincidem quando o prazo de
aplicacdo corresponde & unidade de periodo. Para n = 2, teremos C, = 100 (1+0,1)> = 100.1,21
= 121. Por fim, para n = 3, teremos 0 montante C3 = 100(1+0,1)° = 100.1,331 = 133,1. Para
um prazo maior que 1 unidade de periodo o montante a juros compostos é maior. Observamos
também que, no regime de juros simples, 0s montantes crescem em progressao aritmética e 0s

montantes nNos juros compostos crescem segundo uma progressao geométrica.
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Agora se tivéssemos calculado o montante para um prazo que corresponde a uma
fracdo prépria do periodo, digamos %més, entdo pelo regime de juros simples teremos um
montante igual a (100 +100.0,1.0,5) = 105. E no regime de juros compostos, o total de juros
sera 100(1+0,1)°° = 100.1,049 = 104,9, valor menor que 0 montante obtido a juros simples.
Isso se deve ao fato de que o montante a juros simples se comporta linearmente com o tempo
e 0 montante a juros compostos segundo a convencdo exponencial. A convengéo exponencial
produz um montante inferior ao montante produzido pela convencao linear quando o periodo

é inferior a uma unidade de tempo a que se refere a taxa de juros. De fato, seja Cy 0 capital

inicialem=n + g, entio:
(1+ix) > (1 +1)*, com x € (0,1), conforme vimos na secéo anterior.

(1+ ig) > (1+ 1)5

14
Co (1+ ig) >Co (1 +1i)4.

Assim, 0 montante a juros simples € superior a0 montante a juros compostos, para

um periodo inferior a 1 unidade. Multiplicando a ultima equagéo por (1+i)", teremos:
14
Co (1+i)" (1+ ig) >Co(1+i)" (1 + i)a.

Portanto, o montante obtido pela convencéo linear é maior que o obtido pela
convencdo exponencial. Vejamos graficamente a comparacdo entre os regimes de juros

simples e de juros compostos:

Montante Composto: Ca = Co (1H)°

Fy #

Simples: Cy = Cy (1+n)

Fonte: Elzborada pele autor
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4 TIPOS DE DESCONTOS

4.1 Introducgéo

Podemos entender como desconto, ao abatimento que obtemos ao saldar um
compromisso em uma data antes do vencimento. Como vimos na se¢éo 3.1.1, chamando de D

o valor do desconto, N o valor nominal e V o valor atual, entdo:
D=N-V. (29)

Conforme o tipo de regime de juros que estamos considerando, o desconto pode

ser simples ou composto. Vamos estudar primeiramente o desconto simples.

4.2 Desconto simples

Dentro do desconto simples, no regime de juros simples, temos dois tipos de

descontos: o comercial e o racional.

4.2.1 Desconto racional

O desconto racional é também conhecido de desconto por dentro. Ele é obtido
quando o valor atual é calculado conforme a expressao do valor atual no regime de juros
simples. Assim, utilizando a férmula (12) na equacdo (29), o valor do desconto racional é
dado por:

N _ N + Nin — N
1+in 1+ in

Dr=N-V=N-—

__ Nin
1+in’

Dy (30)

Em funcdo do valor atual, vamos obter a férmula:

Dr= N—V=V(1+in) -V
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Dy = Vin. (31)
Podemos interpretar que o desconto racional € o juro simples devido ao valor atual.

Exemplo: Luciano pretende saldar um titulo de R$ 5500,00, 3 meses antes de seu
vencimento. Sabendo-se que a taxa de juros simples corrente € de 40% ao ano. Qual o

desconto racional e quanto ele ira receber?
Solucéo:

. , 3 ~
Aplicando a férmula (30) e observando que n = 3 meses = 5 0,25 anos, entéo:

_Nin _ 5500.0,4.0,25 _ 550
" 1+4in  1+0,4.025N 1,1

Dr = 500 e o valor que ele ir& receber, de acordo com a formula

(29), serd VV = N— Dy = 5500-500 = 5 000.

4.2.2 Desconto Comercial

Esse desconto é também conhecido de desconto por fora. O desconto comercial
nada mais é do que o juro devido ao valor nominal. Assim, chamando de D o desconto
comercial, obtido ao saldar um compromisso de valor nominal N, em n periodos antes do
vencimento em que i é a taxa corrente de juros simples por periodo na data do desconto,

entdo:
D¢ = Nin. (32)

O valor atual, que no caso do desconto comercial, é chamado de valor atual

comercial e indicado por V. € tal que:

Vc =N—Dc =N — Nin

Ve = N(1 — in). (33)
Exemplo: Considere o exemplo da se¢do anterior, em que o0 desconto agora é o comercial.

Solucdo: O desconto neste caso serd dado por D = Nin=5500.0,4.0,25 = 550. Assim, o valor
que ele ira receber sera Vo = N — D = 5500-550 = 4950.



41

Comparando os dois tipos de descontos, para a mesma situacdo problema, vemos
que o desconto comercial € maior do que o racional. E o valor atual racional € maior do que o

valor atual comercial.

Isto sempre ocorre. Veja que, como o valor atual € menor que o nominal, isto €, V< N, ent&o,

multiplicando essa ultima igualdade por in>0, obtemos:

Vin< Nin, logo

Dg < Dc.

Agora multiplicando por (-1) e somando o valor nominal a Gltima igualdade teremos:
N—Dgr > N—Dg, isto é,

V> Ve.

Sendo assim, nas operaces de desconto realizadas em bancos ou instituigdes
financeiras, os bancos utilizam o desconto comercial. Além do desconto, 0s bancos cobram
também uma taxa administrativa devido ao servico prestado que corresponde a uma taxa do
valor nominal do titulo. Portanto, o desconto bancério, indicado por Dg = D¢ + (despesas

bancérias).

Suponha que o banco cobre uma taxa o sobre o valor nominal. O valor do

desconto bancario sera:

Dg = D¢ + Noa = Nin + Na

Dg =N (in + a). (34)
O valor atual bancario, indicado por Vg, sera entéo:

Vg =N—Dg =N— N (in + a)

Vg = N[1—(in+ 0)]. (35)
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4.3 Desconto composto

Da mesma forma que fizemos nos juros simples, vamos estudar os dois tipos de

descontos no regime de juros compostos: o racional ou por dentro e comercial ou por fora.

E importante salientar que em operacdes de longo prazo esse tipo de desconto é
mais utilizado em vez do desconto simples. Isso se deve ao fato de que o desconto simples

pode gerar resultados incoerentes. De fato, considere a seguinte situagao:

Qual seria o desconto comercial obtido ao resgatar, 5 anos antes do vencimento,
um titulo cujo valor nominal vale R$ 10 000,00, em que a taxa de juros simples corrente é de
20% a.a. Assim, o desconto sera D¢ = Nin = 10 000. 0,2 . 5 = 10 000. Portanto, o valor atual,

isto &, o valor com desconto é nulo.

4.3.1 Desconto composto por dentro

Da mesma forma como fizemos no regime de juros simples, o desconto racional

composto é obtido utilizando a férmula (29) em que o valor atual é dado pela formula (15).

Assim,
_ _ N _ 1
dg =N—-V=N- (a+n N(1- (1+i)n)
_ a1
dg = N( o ). (36)
Em fung&o do valor atual, teriamos:
dr =VA+D"-V=V[Q+D)"-1]. (37)

Exemplo: Um titulo, com 90 dias a vencer, foi descontado racionalmente a taxa de juros
composto de 3% ao més, produzindo um desconto no valor de R$ 1.379,77. Calcular o valor

nominal do titulo.

Solucdo: Utilizando a formula (36), vamos obter:

_ g @+n-1
dr = N( (1+in )
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_ (140,03)3-1, _ ,,(1,03)3-1, _ ,,1,092727-1, _ .. 0,092727 _
1.379,77 =N ( (140,03)3 ) =N( (1,03)3 ) =N( 1,092727 )=N. 1,092727 N.0,084858
= D77 ~ 16 259, 75.
0,084858

4.3.2 Desconto composto por fora

Sabemos que os juros devidos a certo capital no regime de juros simples e no
regime de juros compostos coincidem quando temos somente um periodo a que se refere a
taxa. Considerando-se, portanto, um periodo de cada vez, e usando em cada periodo o
desconto comercial, podemos deduzir a formula que da o valor descontado VD de um capital
de valor nominal N, quando no regime de juros compostos a taxa i por periodo, esse capital é
descontado n periodos antes do vencimento. Assim, seja C; um capital pagavel ao fim de um
periodo a que se refere a taxa i. De acordo com o desconto por fora, férmula (33), teremos,

para a época zero,
VD =N(1 —in)=Cy(1—1i.1) =Cy(1 — ). @)

Da mesma forma, o capital C; pode ser considerado o valor atual de um capital C,

referente a época 2. Portanto, aplicando novamente a formula (33), teremos:

Cy = Co(1 —i.1) = Cy(1—i). (b)
Substituindo a expressao (b) em (a), vamos obter:

VD =Cy(1 —1i) (1 —i) =C, (1 — )2 ()

Analogamente, C, pode ser admito como o descontado de Cs;, onde C; é

considerado ao fim do terceiro periodo a que se refere a taxa i. Portanto,

C;=C3(1—i.1)=Cs (1 —1i). (d)
Substituindo (d) em (c), vamos obter:

VD=C, (1-i)*=C3(1—1i) (1 —1)?

VD= C3(1 — i)2.
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Logo, o valor atual ou valor descontado na data O de um capital N com
vencimento em um enésimo periodo a que se refere a taxa i, isto €, em uma época n, é dado

por:
VD = N(1 —i)". (38)

De fato, podemos provar esse fato por indugéo finita. Para n = 1, temos VD =
N(1-i.1) = N (1-i) = N(1 —i)%. Isto €, o resultado vale para n = 1, visto que quando
consideramos apenas um periodo a que se refere a taxa de juros i, ndo ha diferenca entre os
regimes de juros simples e juros compostos. Portanto, para um periodo antes do vencimento,

podemos utilizar desconto comercial simples.

Suponha que o resultado vale para n = k. Assim, o valor descontado k periodos
antes do vencimento, é dado por VD = N(1 —i)¥. No entanto, o valor atual descontado k+1
periodos antes do vencimento, corresponde ao valor descontado de VD = N(1 —i)X um
periodo antes do vencimento. Assim, para n = k+1, VD = N(1 — )X (1—i) =N (1 —i)k+..

Portanto, por inducéo finita, a formula (38) vale para todo nimero natural.
Nesse caso, o desconto sera dado por:
dc=N-V=N-N(1-0)"N
dc = N[1—(1 — D)"]. (39)

Exemplo: Considere um titulo de valor nominal R$ 1 000,00. Se este titulo for descontado 6
anos antes de sua data de vencimento, qual serd o valor descontado, admitindo desconto

composto por fora a taxa de 15 % a.a?

Solucdo: Utilizando a formula (38), o valor procurado é dado por:

VD =N(1 — i) = 1000 (1 — 0,15)° = 1000. 0,85° = 1000.0,3771495156
VD = 377, 15.

Observacdo: Da mesma forma que no regime de juros simples, o valor atual racional, que

vamos indicar por Vg, € maior que o valor atual comercial, isto é:
Vr > VD

Mas isso equivale a:
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N o\
T >N(1-1)

1 __n . X .
T > (1 —1i)™.Como (1+i) > 0, entéo:

1 >@+D)"A-D"=[(1-1)(1+1D]*=(1-i?)" e isso sempre acontece, visto que i* > 0
e assim 1 —i? < 1. Considere a fungdo f: R, — R, dada por f(x) = x", com n um ndmero
natural. Entdo a derivada (para mais detalhes, veja [8] ou apéndice D) de f ¢é igual a f’(x) =
nx"~1. Portanto, f é crescente quando £(x) > 0, ou seja, nx"~1 > 0. Basta que X seja maior do

que zero. Portanto, f é crescente em todo o seu dominio. Logo, teremos:
Como 1> (1 —i%) >0, entdo sendo f crescente, f(1) > f((1 — i2)), donde,
1"=1>(1-i?)"

Portanto, Vg > VD.
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5 EQUIVALENCIA DE CAPITAIS

5.1 Introducao

Dizemos que dois ou mais capitais sd@o equivalentes se, trabalhando com uma
determinada taxa de juros, eles forem iguais ao serem transportados para a mesma época ou
mesma data focal. Data focal é a data para a qual serdo transportados os valores com 0s quais
se trabalha. Lembrando-se do corolério 1, da se¢do 3.2.1, temos que uma quantia hoje, igual a
Co, € transformada ap6s n periodos de tempo em uma quantia (montante) igual Co(1 +i)".
Em outras palavras, uma quantia que hoje vale A, equivalerd no futuro, ap6s n periodos de
tempo, a F = A. (1 +i)". Os capitais F e A sdo equivalentes. Para obter F, basta multiplicar A

por (1 +i)™. E para obter A, dividimos F por (1 + i)".

Exemplo: Carlos tem uma divida que é composta de duas parcelas de R$ 2.000,00 cada, com
vencimentos daqui a 1 e 4 meses. Carlos deseja substituir essas parcelas por um pagamento

unico daqui a 3 meses. Se a taxa de juros é 2% ao més, qual o valor desse pagamento Gnico?

Solucdo: Para saldar sua divida, os dois capitais juntos de 2 000 referentes aos periodos 1 e 4
devem ser equivalentes ao capital que queremos determinar, o qual chamaremos de X,
correspondente ao periodo 3, conforme o diagrama abaixo. Devemos passar as quantias para
uma mesma data focal. Vamos escolher a data focal como sendo o periodo 3. Para transportar
a quantia de 2000 referente a época 1 para a época futura 3, multiplicamos por (1 +i)? =
(1+0,02)2. Ja para a quantia de 2000 na época 4, para passar para a época 3, basta

dividirmos por (1+i). Assim,

2000 X 2000

rr t t 1

0 1 2 3 4

Figura 4 — Equivaléncia de capitais
Fonte: elaborada pelo autor

2000
(1+0,02)1

= 2000. (1,02)2 + 2222 = 4041,58.

1,02

X = 2000.(1 + 0,02) +
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Portanto, para saldar sua divida, Carlos devera fazer um pagamento de R$ 4041,58 no terceiro

meés.

Observacao: Podiamos também ter resolvido o problema anterior passando todos os valores

para a data focal 0.

5.2 Valor atual de um conjunto de capitais

Considere os capitais y,, y4, ...,y referentes as épocas 0, 1,..., n, respectivamente.
Chamamos de valor atual na data focal 0, desse conjunto de capitais, a uma taxa i, a soma dos
valores equivalentes desses capitais na data focal. Assim, chamando de V o valor atual desse

conjunto de capitais, teremos:

! Y2 .4 In _yn Yk
Gt Tz T T @ k=01 4k ° (40)

V:y0+

Exemplo: Francisco pretende comprar uma camiseta que custa R$ 60,00 reais. Ele tem trés

opgdes de compra:

(1) a vista, com 10% de desconto.

(1) Em duas prestacdes iguais, sem desconto, vencendo a primeira um més apds a compra.
(111) Em trés prestac@es iguais, sem desconto, vencendo a primeira no ato da compra.

Considerando que o dinheiro para Francisco vale 5% ao més, qual a melhor opcéo de compra

para ele?

Solucdo: Para comparar as trés opcoes, devemos levar seus valores para a época 0. Portanto,
chamando de Vi, V, e V3, 0s valores atuais correspondentes as opgdes I, Il e IlI,

respectivamente, teremos:
V1 =60-10% . 60 = 60-6 = 54,

_ 30 30
V2= Tosi T Tosz — 55,78,

20 20
+ — = 57,19.
1,051 1,052

V3=20+
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Logo, a melhor opg¢do é a compra a vista.

5.3 Valor de uma série uniforme de pagamentos iguais na época anterior ao primeiro

pagamento

De maneira geral, quantias, que podem ser pagamentos, prestacbes ou termos,
referidos a épocas diferentes, constituem o que chamamos de renda ou série. Caso 0s termos

forem iguais e estiverem igualmente distribuidos no tempo, a série € dita uniforme.

Consideremos a equacéo (40), em que yo = 0,y; = y, = -y, = P. Temos nessa
situacdo que V corresponde ao valor de uma série de n pagamentos iguais a P, uma unidade
antes do primeiro pagamento. Sendo i a taxa de juros, vamos obter o valor de V. Pela equacao
(40), obtemos:

— Y1 Y2 Yn — n Yk

V=yo+ (1+D)1  (1+0)2 ot (1+D)n k=0 (14)k
_ P P P _ wn P__pyn 1
T+t | (+i)2 a+in ~ “k=1 gk T k=1 14k’

V corresponde a multiplicacdo de P pela soma dos termos de uma progressdo geomeétrica de

~ _ 1 . . _ 1
razd0 ¢ = € primeiro termo a, = ——. Portanto,

(1+1)
1 1 \0 1 1 1—(1+D)1
_pa(@"-1) _ S+ [((1+i)) —1] _ p@a+D) [(1+i)n_1] _ 1+D0
V=P 1 =P . =P —3 =P —
(1+i) (1+i)
_ 5 (a+D)™-1
V=P i(1+i)n (41)

Exemplo: Jodo comprou um carro na loja Autocenter em quatro prestaces iguais de R$
6.250,00, vencendo a primeira um més apds a compra. Sabendo-se que os juros do mercado
sdo aproximadamente 6% a.m., se Jodo escolhe pagar o carro a vista, quanto ele iria

desembolsar?

Solucdo: O que queremos saber € o valor atual, representado pela letra V, de acordo com a

4_ —
(140,06)*—1 6250 1,262477-1 — 6250 0,262477 —

quagao (41)' Assim,  V :62500,06(1+0,06)4 - 0,06.1,262477 0,075749

6250.3,465089 = 21 656,81.
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Portanto, Jodo ir4 desembolsar aproximadamente R$ 21 656, 81 se optar pelo
pagamento a vista. Neste problema, o tipo de prestacdes €é dito postecipadas, pois a primeira €

paga somente um més apos a compra.

5.4 Valor de uma série uniforme de pagamentos iguais na época do ultimo pagamento

(Valor futuro)

Como consequéncia da equacdo (41), o valor de uma séria uniforme na época do

ultimo pagamento ¢é dado por:

(1+)"-1

F=pdit (42)

De fato, basta utilizar a equivaléncia de capitais que vimos na secdo anterior. Para
obter o valor futuro F, basta multiplicar o valor atual V, dado pela equagéo (41), por (1 + )"

e obteremos o resultado.

Exemplo: Artur pretende adquirir um automdével no valor de R$ 12 500. Como ndo possui
toda essa quantia, decide fazer uma poupanca programada de 12 dep6sitos mensais iguais.
Sabendo que a taxa de remuneracdo da aplicacdo financeira em que fara a poupanca
programada é de 0,8 % ao més, qual o valor de cada depdésito que Artur precisara fazer?

Solucdo: Utilizando a equagdo (42), teremos:

1+)" -1
popltol

(140,008)'2 -1  0,100338693716
0,008 B 0,008

12500 =P

12 500.0,008
0,100338693716

= 996, 62.

Assim, Artur devera depositar, mensalmente, uma quantia aproximada de R$ 996, 62 para
obter R$ 12 500 ao fim dos 12 meses.
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5.5 Série perpétua ou perpetuidade

Na equacéo (41), quando o numero de prestacdes é infinito, temos o que se chama
de renda perpétua ou perpetuidade. Essa situacdo geralmente aparece em locagdes, visto que,
quando se aluga um bem, a posse do mesmo é concedida por meio do pagamento de um

aluguel ao proprietario.

O valor de uma perpetuidade de termos iguais a P, um periodo antes do primeiro
, . . . P .
pagamento, €, sendo i a taxa de juros, igual a - Para ver esse fato, basta considerarmos a

equacao (41) e tomarmos o limite para n— co:

velim P T et o pmt
et i(1+ 0" ~ a0 [i i(1+i)“]_ nl—r>£lo[i i(1+i)n]

v==_ (43) (Para mais detalhes de limites de sequéncia veja [8], [10] ou apéndice B).

i

Observacdo: Uma aplicacdo desse conceito que vem ocorrendo com frequéncia é a chamada
liguidacdo de sentenca, que obriga aos réus a pagarem uma quantia mensalmente para o resto

da vida da vitima beneficiaria. Para ilustrar essa situacdo, vamos ao exemplo.

Exemplo: Em uma liquidacdo de sentenca, um juiz determinou que uma empresa pagasse a
um ex-empregado o valor mensal de 2 salarios minimos até o final da vida do mesmo. Para
garantir o cumprimento da decisdo, determinou que fosse depositada uma quantia, em uma
conta bloqueada, remunerada a 0,5 % ao més (desconsidere a existéncia da inflagéo), de onde
sairiam 0s pagamentos mensais. Calcule a quantia a ser depositada considerando o valor do

salario minimo igual a R$ 724,00.

Solucdo: A quantia a ser depositada, de acordo com a equagéo (43), é dada por:

_ 1448
0,005

V = 289 600.

A empresa devera depositar nessa conta bloqueada uma quantia de R$ 289 600 para que 0 ex-

empregado receba um valor mensal de R$ 1448,00, equivalente a dois salarios minimos.
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6 SISTEMA DE AMORTIZACAO

6.1 Introducao

Antes de falarmos do Sistema de amortizagdo, vamos compreender primeiramente
0 que € amortizacdo. A palavra amortizagdo tem origem do latim mors, mortis, que significa
“morte”. Portanto, a amortiza¢do pode ser entendida como o processo pelo qual se extingue
uma divida. As diversas formas para se resgatar um empréstimo sdo 0 que chamamos de

sistemas de amortizacdo de empréstimos ou de forma abreviada, sistemas de amortizacéo.

Aqui no Brasil, os mais utilizados sdo o Sistema Francés, conhecido também
como Sistema de Tabela Price ou, simplesmente, Tabela Price, o Sistema de amortizacao
constante, ou SAC e o Sistema de Amortizacdo Misto (SAM). Iremos estudar os sistemas
SAC e Tabela Price, devido a sua maior importancia. O sistema SAC é altamente utilizado
para financiamento de longo prazo de capital fixo das empresas (Ex. POC/BNDES). Ja o

Sistema Francés é largamente utilizado no credito direto ao consumidor (CDC).

Considere a seguinte situacdo, que ilustra como se da o processo de amortizacdo
de uma divida: Alceu tomou um empréstimo de R$ 1000,00 a juros de 10 % ao més. Quitou-0
em trés meses, amortizando 30% da divida no primeiro més, 30% e 40% nos dois meses
seguintes e pagando a cada més os juros. Considerando Ay,]Jyx, Pxe Dy a parcela de
amortizacdo, a parcela de juros, a prestacdo e o estado da divida ou saldo devedor apds o

pagamento da prestacdo na época k, teremos a seguinte planilha:

Quadro 2 — exemplo de sistema de amortizacéo

k Py Ag Jx Dy
0 - - - 1000
1 400 300 100 700
2 370 300 70 400
3 440 400 40 -

Fonte: elaborado pelo autor

Em que usamos as seguintes relac@es para construir a planilha acima:

(I) A;= 30% Dy, A,= 30% D, e A;= 40% D,, onde Dy= 1000.
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(1) Jx =10% Dyg_; =0,1Dy_4, parak =1, 2, 3.

(1) Py = Ag + i, parak =1, 2, 3.

6.2 Sistema de Amortizacdo Constante (SAC)

No SAC as amortizacGes periodicas sdo todas iguais ou constantes. Além disso, as
prestacBes sdo periddicas, sucessivas e decrescentes em progressao aritmética. Em cada
periodo, a prestacdo € composta por uma parcela de juros e outra parcela de amortizacdo. No
SAC temos, portanto, as seguintes expressdes para as amortizacbes (Ay), prestacdes (Py),
juros (Ji) e estado da divida (Dy) na época k, em que n é o nimero de pagamentos e i a taxa

de juros:

1) Ay = =2 (44)

0
.
De fato, como a divida inicial D, é amortizada em n parcelas iguais, entdo cada parcela de

- ~ 7 D
amortizacdo é dada por Ay = ?"

1) D = Dy . (45)

Sabemos que o estado da divida apos k amortizagdes é dado por Dy =Dy — (A; + A, + -+

A1 + Ax). No entanto, por (I), Ay = A, = -+ = Ay = A = =2 Logo, Dy = Do — kA, =
D, — % = D, %k 0 que prova o resultado.
Observacdo: Veja que Dy = Do%k = Dy — % =Dy + k(- %). Portanto, o saldo devedor

y ~ . Ly . . ~ . D
estd em uma progressdo aritmética de primeiro termo D, e razdo negativa (—;0). A

progressao aritmética neste caso é decrescente.

I11) Como em cada época 0s juros incidem sobre o saldo devedor da época anterior, utilizando

a formula (45), Ji = iDp_; = iDg =52 = iDy + (k-1) (-

n n

iDg

). Mas observe que J; =

iD;_4 = iDy. Logo, teremos:

T =J1 + (k1) (- 22). (46)

n
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Observacdo: Da mesma forma que no item anterior, 0s juros estdo em progressdo aritmética

. . ~ iD
decrescente de primeiro termo J, e razdo (— ITO)'

IV) Em cada época, a prestacdo é dada pela soma das parcelas de amortizacdo e de juros.

Assim, utilizando as formulas (45) e (46), teremos:

iD,

Py = Ay + ]k=%+ Ji + (k—l)( )= %++1DO+ (k—l)(—i%"), em que usamos

n

o fato de que J; = iD,. Portanto,

Pk = Do+niDg+iDg 1k (_ 1)%) - Do [14+i(n+1)] 1k (_ 1])?0) (47)

n n

Observacdo: Como era de se esperar, as prestacdes também estdo em progressao aritmética

[1+i(n+1)]

. . ~ iD
decrescente com primeiro termo D, e razao (— ITO)

Exemplo: Jodo fez um empréstimo de R$ 10 000 reais que sera pago pelo SAC, com juros de
3% ao més, em cinco meses, vencendo a primeira um més apés a data de realizacdo do

empréstimo. Faga a planilha de amortizag&o para esta situag&o.
Solucdo: Em cada época k, teremos:
1) Amortizag&o:

Utilizando a férmula (44),

Ay =2 = 222 = 2000.

I1) Saldo devedor:
De acordo com a formula (45), Dx = D, r%k =10 0005%k = 2000 (5 — k).

I11) Juros:

Pela férmula (46),

iDg 0,03.10 000

29) = iDg + (k-1) (= =22) = 0,03.10 000 + (k—1) (— 2222

n n

Jo =1+ (k-1) (=
Ji =300 + (k—1) (—60) = 360—60k.

IV) Prestacéo:
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Por meio da férmula (47), teremos:

[1+i(n+1)] Lk (_ 1)%) 10 000 [140,03(5+1)] 0,03.10 000

P, = D, —k =2000.1,18 —60K

n
Py = 2360—60K.
Fazendo k =1, 2, 3, 4 e 5, teremos a seguinte planilha:

Quadro 3 - SAC

k Py Ay Jx Dk
0 - - - 10 000
1 2300 2000 300 8000
2 2240 2000 240 6000
3 2180 2000 180 4000
4 2120 2000 120 2000
5 2060 2000 60 -
Fonte: elaborado pelo autor
Observacoes:

(I) Poderiamos ter construido a planilha acima sem utilizar as formulas (46) e (47). Em vez

) . . - ~ D .
de uséa-las, poderiamos obter tal planilha por meio das relacbes Ay = ?" Jx = iDx_; € B =

Ay + Jx. Lembrando também que a cada periodo o saldo devedor diminui %, conforme

vemos na planilha acima.

(1) As prestagdes, os juros e o saldo devedor decrescem segundo uma progressdo aritmética
de razdes (—60),( — 60) e (—2000), respectivamente.

6.3 Sistema Francés de Amortizacéo

Conhecido também como “Sistema de Tabela Price”, ou simplesmente, Tabela
Price. Este sistema consiste em um plano de amortizacdo de uma divida em prestacdes
periddicas iguais e sucessivas. O valor das prestacOes é dado pela formula (41), que exprime o

valor de uma série uniforme de pagamentos iguais na época anterior ao primeiro pagamento.
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De acordo com a formula (41), teremos, chamando V = D, e P = Py, sendo i a taxa de juros e

n o0 nimero de pagamentos, e aplicando na referida formula:

_ o (A+D)"-1 _ Doi(a+)" _ i
Do= B i(1+im donde P = a+pn-1 01—+
Portanto,
—p.— L
Pe=Do == (48)

Quanto ao saldo devedor na época k, observe que a divida Dy serd paga
totalmente ap6s n—k pagamentos sucessivos e postecipados iguais a P.. Novamente, de
acordo com a férmula (41), iremos obter:

a+i)n k-1 _ P 1-(1+i)~ (=)
i(a+pnk ~ kK i '

Dk:Pk

Substituindo a férmula (48), chegamos a expressao:

B i 1= (140)-@B)
Dic = (Do 1—(1+i)—n) ( i )

1-(1+i)~ =0
1-(1+i)~"

Dy =Dy (49)

Os juros e as amortizacOes, em cada época k, serdo dados, respectivamente, pelas relacées:

Jx = 1Dg_1 € Ax = P — Ji.

Exemplo: Vamos resolver o exemplo da secdo anterior agora considerando o Sistema Francés

de Amortizacdo.

Solucdo: Por meio da formula (48), a prestacdo em cada época k serd igual a:

i

=10000—22 __— 3% _ 918355,

P =Do 1-(1+0)" 1-(1,03)"5  1—(1,03)"5

Lembrando também que os juros sdo dados por ], = iDx_, e a amortizagdo por Ay = Py — Ji.
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Assim, teremos a seguinte planilha para esta situacao:

Quadro 4 — Sistema Francés de Amortizacédo

k Py Ay Jk Dy

0 - - - 10 000
1 2183,55 1883,55 300 8116,45
2 2183,55 1940,06 243,49 6176,39
3 2183,55 1998,26 185,29 4178,13
4 2183,55 2058,21 125,34 2119,92
5 2183,55 2119,92 63,60 -

Fonte: elaborado pelo autor
Observacoes:

() Na ultima parcela de amortizacdo fizemos uma aproximagdo de R$ 2119,95 para R$
2119,92.

(I1) Observe que de acordo com a tabela acima, as amortizagdes s@o crescentes e 0S juros
decrescentes. Comparando com o SAC, observe que o saldo devedor diminui mais

lentamente. Em compensacdo a prestacéo inicial € menor comparando com o SAC.
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7 ANALISE DE ALGUNS LIVROS DIDATICOS

7.1 Introducao

Antes de sugerirmos uma forma de abordagem para a Matematica financeira no
Ensino Médio, é interessante vermos como ela vem sendo trabalhada nos livros didaticos. De
acordo com a Lei de Diretrizes e Bases (LDB) no primeiro Artigo, Paragrafo 2° “a educacgdo
escolar deverd vincular-se ao mundo do trabalho e a pratica social”. Mas serd que os
contetdos de Matemaética Financeira vistos no ensino médio sdo relacionados com a pratica
social ou o contexto do aluno? Ainda mais este conteudo que é de facil contextualizag&o.
Praticamente todos os dias nos deparamos com situacdes cotidianas em que temos que utilizar
a Matematica Financeira. E interessante, portanto, que esse assunto seja visto, ndo de uma
maneira superficial, para que assim o aluno esteja apto para aplicd-lo em sua vida. Outro
ponto importante que devemos destacar € o uso de tecnologias para o ensino de Matematica

financeira. Segundo os PCNEM (Paréametros Curriculares Nacionais para o Ensino Médio):

Habilidades como selecionar informacdes, analisar as informacdes
obtidas e, a partir disso, tomar decisdes exigirdo linguagem,
procedimentos e formas de pensar matematicos que devem ser
desenvolvidos ao longo do Ensino Médio, bem como a capacidade de
avaliar limites, possibilidades e adequacdo das tecnologias em
diferentes situacGes. Assim, as fungBes da Matematica descritas
anteriormente e a presenca da tecnologia, nos permitem afirmar que
aprender Matematica no Ensino Médio deve ser mais do que
memorizar resultados dessa ciéncia e que a aquisicdo do
conhecimento matematico deve estar vinculada ao dominio de um
saber fazer Matematica e de um saber pensar matematico.

Portanto, a abordagem de ensino de Matematica Financeira, por ser algo pratico e
claramente presente no dia-a-dia dos alunos, deve ser visto também por meio do uso de
tecnologias: calculadoras, planilhas e softwares educacionais. O que estamos colocando em
questdo ndo é considerar as tecnologias como o centro do processo de aprendizagem, mas sim

uma ferramenta para auxiliar o professor no ensino de tal disciplina.



58

7.2 Considerac0es acerca da andlise de alguns livros didaticos

Analisamos os seguintes livros:

(I) Matematica Completa, 12 série. Ensino Médio. Autores: José Ruy Giovanni e José Roberto

Bonjorno.
(I) Matematica, Ensino Médio. Volume 3. Autoras: Kéatia Stocco Smole e Maria Ignez Diniz.

(1) Matematica Ciéncia e Aplicacbes, Ensino Médio. Volume 1. Autores: Gelson lezzi,

Osvaldo Dolce, David Degenszajn, Roberto Périgo e Nilze de Almeida.
(IV) Matematica, 12 série. Ensino Médio. Autor: Luiz Roberto Dante.

(V) Conexdes com a Matematica, Ensino Médio. Volume 3. Organizadora: Editora Moderna.
Obra coletiva concebida, desenvolvida e produzida pela Editora Moderna. Editora

responsavel: Juliane Matsubara Barroso.

(V1) Construindo a Matematica, Ensino Médio. Volumes 1, Il e Ill. Autores: Antdnio de
Padua Raposo, Ciro Nogueira Filho, Jodo Bosco Pitombeira de Carvalho, José Othon Dantas

Lopes, Luciano Moura Cavalcante e Manoel Ferreira de Azevedo Filho.

Em todos os livros analisados concluimos que os assuntos mais abordados sdo
porcentagem, juros simples e juros compostos. Um ponto positivo é que todos procuram
contextualizar os problemas de Matematica Financeira.

O topico valor atual no regime de juros compostos é tratado nos livros (1), (1V),
(V) e (VI). Em termos de abrangéncia e aprofundamento do contetdo de Matematica
Financeira, concluimos que o livro (V1) é o mais completo. Além dos temas tratados em todos
os outros livros analisados, o livro (V1) aborda também os seguintes pontos: sistemas de
capitalizacdo, capitalizacdo simples, tipos de taxas, taxas proporcionais, taxas equivalentes,
taxa efetiva, juros simples para periodos nao inteiros, descontos comercial e por dentro, tanto
para juros simples como para juros compostos. Aborda também rendas, anuidades, inflagéo e

deflagcdo. Em nenhum dos livros sequer foi mencionado o assunto sistemas de amortizacao.

Com relacdo as ligacGes de juros simples com progressdo aritmética e juros

compostos com progressao geométrica, apenas no livro (I) ndo € comentada essas ligagdes.
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Do ponto de vista de uso de tecnologias, percebemos que o uso de calculadora é
presente em (1), (1), (111) e (IV). J& a utilizacdo de planilhas eletrdnicas é mencionada em
apenas (I1) e (V). Em relacdo ao uso de planilhas, destacamos que em (Il) as autoras se
preocupam em sugerir a utilizacdo da planilha do Broffice, visto que a mesma é gratuita,
estando disponivel para download. Até por que devemos que lembrar que nos laboratérios das
escolas publicas se trabalham com softwares livres. Dai a importancia dessa atencdo dada pela
autora. Em nenhum dos livros analisados se utiliza outra tecnologia além da planilha e da

calculadora.

Com essa analise, concluimos que o assunto de Matematica Financeira, de tdo
grande importancia para a vida do aluno, pouco é tratado no Ensino Médio. Muitas vezes
resumindo-se em porcentagem, juros simples e juros compostos. Poucos séo 0s autores que
vao além disso. Outra questdo relevante, é que embora alguns autores tenham utilizado
tecnologia para o ensino da referida disciplina, o espaco para isso foi muito reduzido. Seria
interessante que os autores trabalhassem mais essas ferramentas. Separando, por exemplo, um
capitulo ou um tdpico mais extenso para tratar de problemas de Matematica Financeira com o
uso de tecnologias, variadas de preferéncia.

A intengdo de analisar esses livros ndo foi de criticar, ou depreciar, 0s autores,
mas sim de mostrar a caréncia de material apoio para os professores em que se utiliza

tecnologias para o estudo de Matematica Financeira no Ensino Médio.
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8 PROPOSTA DE ABORDAGEM DA MATEMATICA FINANCEIRA NO ENSINO
MEDIO

8.1 Introducao

Conforme vimos no capitulo anterior, nos livros didaticos pouco se fala no uso de
tecnologias para o ensino de Matematica Financeira. Além disso, vemos de uma forma muito
reduzida cursos de formacdo inicial de professores que incluem em seu curriculo disciplinas
relacionadas ao uso de tecnologias de informagdo e comunicacdo e softwares educacionais.
De acordo com Ponte, Oliveira e Varandas (2003) “as tecnologias podem propiciar 0
desenvolvimento nos alunos de importantes competéncias, bem como de atitudes mais
positivas em relacdo a Matematica, e estimular uma visdo mais completa sobre a natureza
dessa ciéncia”. Sendo assim, € importante que os cursos de formagdes de professores
procurem desenvolver essas competéncias, de forma que o uso de tecnologias na

aprendizagem seja visto como um meio para auxiliar o professor nesse processo de ensino.

Isso nos motiva a Sugerir, no presente trabalho, que se acrescente no Ensino
Médio mais topicos de Matematica Financeira e, além disso, sejam trabalhadas tecnologias de

aprendizagem por meio desses topicos.

8.2 Elementos da proposta de atividade educacional

A seqguir, para melhor compreensdo e clareza, vamos descrever 0s aspectos que

constam em nossa proposta de atividade educacional:
(1) Objetivos:

(@) Pretendemos, com este trabalho, trabalhar alguns tdépicos de Matematica Financeira
(Porcentagem, juros, valor atual de uma série de pagamentos, SAC e tabela Price) com a

utilizacdo de algumas tecnologias de aprendizagem.

(b) Abrir o horizonte dos professores para a utilizacdo de instrumentos de aprendizagem;
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(c) Mostrar para o aluno que a Matemaética, em particular a Matematica Financeira, pode ser

estudada também de maneira prética.
(11) Publico alvo:

Como o assunto que estamos abordando (Matematica Financeira) exige do aluno
conhecimentos de progressfes geométrica e aritmética, € necessario que ele tenha visto tais
conteddos para que possa ter uma melhor compreensdo da proposta de atividade. Sendo
assim, a proposta é mais adequada para os anos escolares do ensino médio a partir dos quais

os alunos ja tenham esses conhecimentos.
(1) Pré-requisitos:

E necessario que o aluno saiba os conceitos de raz&o, proporcdo e porcentagem,
topicos abordados no ensino fundamental, e os conteidos descritos em (1), além dos tdpicos
de Matemética Financeira citados em (1).

(111) Materiais e tecnologias:

Para a execucdo da nossa proposta, iremos utilizar calculadora simples,
calculadora cientifica e planilha no LibreOffice Calc. O intuito de utilizarmos esses recursos é
estimular no aluno o interesse pela Matematica Financeira por meio de aplicacdes dessas
ferramentas em situagdes problemas contextualizadas e mostrar para esse aluno que ele pode

usar tais tecnologias em situagdes praticas da sua vida cotidiana.
(1V) Recomendag6es metodoldgicas:

Se o professor trabalhar apenas com calculadora cientifica e (ou) simples e as
mesmas estiverem disponiveis para os alunos, a proposta de metodologia pode ser executada
em sala de aula. Caso seja trabalhado o LibreOffice Calc, a atividade podera ser executada no
laboratério de Informatica da escola. Os laboratérios de Informatica das escolas publicas ja
possuem o programa LibreOffice Calc ou sua versdo antiga, BrOffice Calc instalados nos
PC’S. A atividade pode ser realizada de forma individual ou em grupo, dependendo também

da quantidade de computadores existentes no laboratorio.

Em relacdo ao tempo necessario para execucao de nossa proposta metodoldgica,
para a parte tedrica sugerimos um total de 8 aulas de 50 minutos, e para a parte pratica 6

aulas.
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(V) Dificuldades previstas:

Uma possivel dificuldade seria a ndo familiaridade com o manuseio da tecnologia.
Mas para isso, o professor podera explicar detalhadamente os recursos basicos de cada uma

das ferramentas que serdo utilizadas.
(V1) Descrigao geral:

Primeiramente, o professor deve explicar os topicos que serdo necessarios para a

execucdo da atividade.

Em relagdo a parte pratica, para se criar uma proximidade do aluno com a
tecnologia a ser utilizada, recomenda-se que este aluno experimente situacGes livremente. Em
seguida, o professor podera abrir espaco para uma discussdo sobre as possiveis dificuldades
encontradas pelos estudantes. Posteriormente, passa-se a explorar a situacdo problema,
fazendo com que o aluno a compreenda para saber de que forma ele vai usar a tecnologia.

(VII) Possiveis continuagdes ou desdobramentos:

O professor podera utilizar outras tecnologias para a Matematica Financeira, bem
como trabalhar outros topicos ndo explorados nesse trabalho por meio dos recursos que

sugerimos (calculadora simples, calculadora cientifica e planilha no LibrOffice Calc).

8.3 Execucdo da atividade

Vamos agora resolver uma sequéncia de problemas utilizando alguns recursos

tecnoldgicos:
() Calculadora simples:

A figura a seguir representa uma calculadora simples:
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Figura 5 — modelo de calculadora simples
Fonte: http://portaldoprofessor.mec.gov.br/fichaTecnicaAula.html?aula=25528

Além das teclas mais conhecidas e utilizadas [+], [—], [X], [+], [%] e [\/] que
representam, respectivamente, as operacdes de adicdo, subtracdo, multiplicacdo, divisdo,
porcentagem e raiz quadrada, temos também as teclas de memérias [MRC], [M +] e [M —].

As funcbes dessas teclas sdo:

(@) [M +] : adiciona o nimero atual & memodria,

(b) [M —] : subtrai 0 nimero atual da memodria,

(c) [MRC] ou [MR]: permite acessar 0 nimero que esta guardado na memoria.
Vamos resolver a seguinte situacao problema com o uso da calculadora:

(Problema 1) Comprei uma geladeira no valor de R$1200,00, em n = 10 prestacdes mensais
iguais sem entrada. Se a taxa de juros da loja é de 3% ao més, qual deve ser o valor de cada

prestacao?

Solucdo: Este problema trata do topico: valor de uma série uniforme de pagamentos iguais na
época anterior ao primeiro pagamento. O que queremos determinar é o valor de cada
pagamento ou prestacdo P. Para isso, temos que utilizar a formula (41), que é dada por:

_ o @+)™-1
T

Teremos, para o valor da prestacéo, a expresséo a seguir:

i(1+)"

P=V (1+pn-1’

Temos os seguintes dados:


http://portaldoprofessor.mec.gov.br/fichaTecnicaAula.html?aula=25528

i =3%=0,03,
V =R$ 1200, 00,
n = 10.
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Vejamos como resolver o problema com a calculadora. Para isso, sigamos 0S

passos:

(1°) calcular o denominador e memorizar o resultado, seguindo a sequéncia de teclas:

[1] [+] [0 [,110] BT [=] IX] [=] [=] [=] [=] [=] [=] [=] [=] [=] [=] [1] [=] [M +].

(2°) calcular o numerador:

[MRC] [+] [1] [=] [X] [0] [, 1 0] [3] [=] [+] [MRC] [=] [X] [1] [2] [0] [O] [=].

Seguindo esses passos, obteremos P = R$ 140, 67.

(11) Calculadora cientifica:

A figura a seguir representa um modelo de calculadora cientifica:

Figura 6 - Modelo de calculadora CIS CC-401

Fonte: http://www.bazarhorizonte.com.br/octopus/design/images/56/products/b/13096.jpg

Uma situagdo muito comum na vida de muitos consumidores e a decisdo entre a compra de

um produto a vista ou a prazo. Considere a seguinte situacdo problema:
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(Problema 2) Flavio pretende comprar um sofé que custa R$ 800,00 em determinada loja que

oferece as seguintes opcdes de pagamento:

(1) Em duas vezes sem juros de R$ 400,00;
(11) A vista, com 5% de desconto;

(111) Em 4 parcelas sem entrada de R$ 210,00.

Qual a melhor alternativa a ser escolhida por Flavio se o custo de oportunidade do cliente é de
1,3%?

Solucéo: Trata-se de um problema envolvendo equivaléncia de capitais, assunto o qual vimos
em 5.3. Chamando de V o valor atual (valor na data focal 0 ou na data da compra), analisemos

as opgoes:

400
1,0131

(I) V = 400 + =~ 794,87.

Sequéncia de teclas que temos que digitar na calculadora:
[4] [0] [0] [+] [4] [O] [o] [+] [CI[] O] (2] [B] [y*I1[11[) ] [=].
(I1) V = 800—5%.800 = 800—0,05.800 = 800—40 = 760,00.
Sequéncia de teclas que temos que digitar na calculadora:

[8] [0] [0] [-][8] [0] [0] [x] [2ndF] [%].

Observacdo: A tecla 2ndF ou Shift em algumas calculadoras permite 0 acesso a segunda
funcéo.

Ou entdo:
[8] [0] [0] [—] [8] [0] [0] [x] [0] [,][0] [5] [=].

(111) Vamos utilizar novamente a formula (41). Assim,

N 4_
v=p& o919 L1~ g13 40,
i(1+)n 0,013(1,013)%

Sequéncia de teclas que temos que digitar na calculadora:
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[2] [1] [0] [x] [ (T3] L1101 (2] [3] [y*] [41 =] [A1 DD T [=1 T (1 [0] [,1[0] [1] [3] [x]
(1] [,10] [1] [3] [y*] [4] [ ) ] [=].

Portanto, a melhor opcao para o Flavio é a (I1).
(111) Planilha eletronica do LibreOffice Calc:

O LibreOffice Calc é um programa de planilha eletrbnica gratuito analogo ao
Excel, da Microsoft. A justificativa de escolhermos esse programa em vez do Excel é o fato
de que nos laboratorios de Matematica das escolas publicas s6 se utilizam programas

gratuitos. Os computadores, por exemplo, sdo instalados com o sistema operacional Linux.

(Problema 3) Jodo vai a um banco solicitar um empréstimo de R$ 90 000 para construgdo de
sua casa. Sabendo que o banco trabalha com o sistema de amortizacdo SAC e cobra uma taxa
de 2% ao més, faca uma planilha e determine o valor das trés Ultimas prestacdes,
considerando que Jodo ird pagar esse empréstimo em 36 parcelas mensais e a primeira parcela
vencendo um més apo6s a data de realizacdo do empréstimo. Se o banco trabalhasse com o
sistema Price, qual seria o valor das trés Gltimas parcelas de amortizagdo pagas por Jodo de

acordo com esse sistema?

Solucdo: (I) Sac: Se o prazo fosse curto, poderiamos construir més a més como ficaria o
financiamento. No entanto, como sdo 36 parcelas, seria um trabalho extenuante fazer isso.
Assim, vamos usar a LibreOffice Calc para ajudar a resolver esse problema. Sigamos 0s

passos:

(1) Abra uma planilha no LibreOffice Calc e preencha as células A1 com Epoca(k) e as
células B1, C1, D1 e E1, com, respectivamente, prestacdo(P(k)), amortizacdo(A(K)),

juros(J(k)) e saldo devedor(D(k)) na época k:

A : C | D | E
jépnca{k) P(k (K) J(k) D(k)

Figura 7 — passo 1 SAC

Fonte: elaborada pelo autor
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(2) Preencha a célula A2 com 0 e a célula E2 com 90000. As células B2, C2 e D2 ficam em

branco:

[ & [ & [ ¢ [ o [ €& |
i |Epoca(k) P()  A(K) J(k) D(k)
- 0 90000

Figura 8 — passo 2 SAC

Fonte: elaborada pelo autor

90000
36

= 2500.

(3) Vamos atribuir agora para a célula A3 o valor 1 e para a célula C3 o valor

Digitamos a equacdo = 0,02*E2 na célula D3 e clicamos Enter, a formula = C3+D3 em B3 e
clicamos Enter e finalmente, em E3, a férmula = E2-C3 e clicamos Enter:

A | 8 | c | D | E |
1 |[Epoca(k)  P(k) A(K) J(K) D(K)
2 0 90000
K | 1 2500
4
Figura 9 — passo 3 SAC
Fonte: elaborada pelo autor
- | B | £ — E |
1 |[Epoca(k)  P(k) A(K) J(K) D(K)
2 0 90000
B | 1 2500=0,02*E2

Figura 10 — passo 3 SAC
Fonte: elaborada pelo autor

Apbs clicarmos Enter na expressdo = 0,02* E2 resulta:

A | B | C | D | E |
1 [Epocalk) Pk  AK) J(k) D(k)
E | 0 90000
| 1 2500 1800

Figura 11 — passo 3 SAC

Fonte: elaborada pelo autor
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Apos clicar enter nas duas outras expressdes = C3+D3 e = E2-C3 resulta:

A | B | C | D | E l
1 [Epocak) P  A(K) J(k) D(K)
E | 0 90000
=3 1 4300 2500 1800 87500

Figura 12 — passo 3 SAC

Fonte: elaborada pelo autor

(4) Fazemos o mesmo procedimento para a época 2. Preenchemos em A4 o valor 2 e em C4 o
valor 2500:

A | B | C | D | E |
1 |Epoca(k) P(k) A(K) J(K) D(k)
2 0 90000
3 1 4300 2500 1800 87500
4 2 2500

Figura 13 — passo 4 SAC
Fonte: elaborada pelo autor

Em D4, digitamos =0,02*E3 e clicamos Enter e em B4, a expressdo =C4+D4 e clicamos

Enter. Por fim, digitamos em E4 a formula =E3-C4, clicando Enter em seguida:

A | B | C | D | E |

1 Epoca(k) P(k) A(K) J(K) D(k)
2] 0 90000
3] 1 4300 2500 1800 87500
4 2 4250 2500 1750 85000

Figura 14 — passo 4 SAC
Fonte: elaborada pelo autor
(5) Finalmente, selecionamos as células A3, A4, B3, B4, C3, C4, D3, D4, E3 e E4 e clicamos
no quadrado preto do canto inferior direito da célula E4 e arrastamos até a linha 38 da

planilha:
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_M
i Epocak) P(k)  A(K) J(k) D(K)

2 0 90000
: 1 4300 2500 1800 87500

2 4250 2500 1750 85000

Figura 15 — passo 5 SAC

Fonte: elaborada pelo autor

Apds arrastarmos obtemos os seguintes valores para as trés Gltimas prestacdes:

34 2650 2500 150 5000
35 2600 2500 100 2500
36 2550 2500 50 0

Figura 16 — passo 5 SAC

Fonte: elaborada pelo autor

Isto é, P(34) = R$ 2650,00, P(35) = R$ 2600,00 e P(36) = 2550,00
(1) Sistema Price:
Os passos (1) e (2) sdo iguais ao que fizemos com o Sac.

(3) Vamos calcular o valor da prestacdo de acordo com a formula (48):

0,02

Pk =90000 W

= 3530,96.

Usando a calculadora cientifica para obter esse resultado, basta seguir a sequéncia:

[91 [o] [0] [o] [o] [X] [(I[oT [,]10] [2] [+] [C] [1] [=] (2] [L][o] [2] [y*] [ (T [=] [3]
el DIDID1I=]

Em seguida, preenchemos as células B3 e B4 com o valor 3530,96. E as células A3 e A4 com
le2:
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e B | E | D | E |

1 |Epoca(k) P(k) A(K) J(k) D(k)

2 0 90000
3 1 3530.96

j 2

3530.96

Figura 17 — passo 3 Sistema Francés
Fonte: elaborada pelo autor
Para a célula D3, a férmula =0,02*E2 e clicamos Enter. E na célula C3 a formula =B3-D3 e
clicamos Enter, obtendo a planilha a seguir. Por fim, em E3 digitamos =E2-C3, clicando Enter

em seguida. Vamos obter a planilha:

A | B | C | D | E |
1 [Epocak)  P(K) A(K) J(K) D(k)
| 0 90000
E | 1 353096  1730,96 1800  88269,04
4 2 353096

Figura 18 — passo 3 Sistema Francés
Fonte: elaborada pelo autor
(4) Atribuimos a celula D4 a férmula =0,02*E3 e clicamos Enter. Em C4 a expressdo = B4-
D4 clicando-se Enter. E finalmente, digitamos em E4 a formula =E3-C4. Ao clicarmos Enter

nessa Ultima formula obtemos a planilha:

A | B | c | D | E |

1 [Epoca(k)  P(K) A(K) J(k) D(K)
E | 0 90000
E 1 353096  1730,96 1800  88269,04
4 2 353096 17655792 1765,3808 865034608

Figura 19 — passo 4 Sistema Francés
Fonte: elaborada pelo autor
(5) Para concluirmos e encontrar o que o problema pede, fazemos 0 mesmo procedimento do
Sac, selecionando as celulas A3, A4, B3, B4, C3, C4, D3, D4, E3 e E4 e clicamos no
quadrado preto do canto inferior direito da célula E4, arrastando até a linha 38 da planilha,

conforme a figura:
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__***i*d_
1 |[Epoca(k)  P(k) A(K) J(K) D(K)

2 0 90000

: 1 3530,96 1730,96 1800 88269,04

2 3530,96 1765,5792 1765,3808 86503,4608

Figura 20 — passo 5 Sistema Francés

Fonte: elaborada pelo autor

Ao arrastarmos o cursor obteremos, analisando s6 as ultimas prestacGes, vamos obter:

= 34 3530,96 3327,30567 203,654329 6855,41078
= 35 3530.96 3393,85178 137,108216  3461,559
3 36 3530,96 3461,72882 69,2311799-0,16982391

Figura 21 — passo 5 Sistema Francés
Fonte: elaborada pelo autor
Observacdo: O saldo devedor na 362 parcela ficou negativo devido as aproximacdes decimais.
Basta fazer um arredondamento da Gltima parcela. O valor R$ 3530, 79 tornaria o saldo

devedor mais préximo de zero (-0,04 aproximadamente).

(Problema 4) (Veja [6] ) Em uma revendedora de automdveis, hé o seguinte anincio:
Grandes Negdcios:

A Vista: R$ 15 000,00.

A prazo: 10% de entrada mais 36 parcelas fixas de R$ 610,00.

Apesar de possuir os R$ 15 000,00, um cliente decide comprar o carro a prazo. Ele vai pagar
0s 10% de entrada e aplicar o dinheiro restante a uma taxa de 1,2% ao més. Pretende retirar, a
cada més, a quantia de R$ 610,00 para pagar cada uma das 36 parcelas. A opcao feita pelo
cliente é vantajosa? Ele conseguird pagar todas as parcelas usando apenas o dinheiro

aplicado? Caso nédo consiga, quantas parcelas ficara devendo?

Solucdo: Novamente vamos recorrer ao LibreOffice Calc para resolver esse problema. Para

1SS0, sigamos as etapas:
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(1) Vamos abrir uma planilha no LibreOffice Calc e preencher as células Al, B1 e C1 com as
expressdes Prestacdo, Antes do pagamento da enésima prestacdo e Apds o pagamento da

enésima prestacdo, respectivamente, conforme a figura:

A | B | c |
Antes do pagamento Apos o0 pagamento
1 da enésima da enésima
Prestacdo  prestacao prestacao

Figura 22 — 1@ etapa Problema 4

Fonte: elaborada pelo autor

Como o cliente ira dar 10% de entrada, isto €, 10%.15000 = 1500, sobrardo R$ 13 500, que
ele ird aplicar a uma taxa de 1,2% ao més. Assim, ao fim de um més, seu dinheiro sera 1,012.
13 500 = 13 662. Depois de retirados os R$ 610 da parcela sobrardo R$ 13 052. Isso seré feito
a cada més. No entanto, vamos usar a planilha para nos ajudar nessa tarefa. Dessa forma,
preencha as células A2 e A3 com os valores 1 e 2, respectivamente. A célula B2 sera
preenchida com o valor R$ 13 500 e a célula C2 com a férmula = B2*1,012-610. Ao
clicarmos Enter, obtemos o valor 13052, conforme a figura:

A | B | C
Antes do pagamento Apds o0 pagamento
1 da enésima da enésima
~_|Prestacao  prestacao prestacao
2 1 13500 13052
3 2

Figura 23 — 12 etapa Problema 4
Fonte: elaborada pelo autor

(2) Em B3 escrevemos a formula =C2 e clicamos Enter. E em C3 a formula =B3*1,012-610.
Ao clicarmos Enter, obtermos 12598,624:
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A | B | C |
Antes do pagamento ApdOs o0 pagamento
1 da enésima da enésima
~_|Prestacao  prestacao prestacao
2 ] 1 13500 13052
3 2 13052 12598,624

Figura 24 — 22 etapa Problema 4
Fonte: elaborada pelo autor

(3) Em A4 preenchemos com o valor 3. Na célula B4 digitamos =C3 e clicamos Enter. Por
fim, na célula C4, a expressdo =B4*1,012-610, obtendo 12139,807488:

A | B | C
Antes do pagamento Apds o0 pagamento
1 da enésima da enésima
~_|Prestacao  prestacao prestacao
2 1 13500 13052
N 2 13052 12598,624
4 3 12598,624 12139,807488

Figura 25 — 32 etapa Problema 4
Fonte: elaborada pelo autor
(4) Para finalizar, selecionamos as células A3, A4, B3, B4, C3 e C4 e clicamos no quadrado
preto do canto inferior direito da célula C4, arrastando até a linha 37 da planilha, conforme a

figura:

__—.'—ﬁ_

Antes do pagamento Apds 0 pagamento
1 da enésima da enésima
~__|Prestacao  prestacao prestacao
2 1 13500 13052
: 2 13052 12598,624
3 12598,624 12139,807488

Figura 26 — 42 etapa Problema 4
Fonte: elaborada pelo autor
Ao encontrar a planilha, observamos que o cliente s6 conseguira pagar até a 252 parcela. Apds
0 pagamento dessa parcela sobrardo aproximadamente R$ 528,52. Vejamos o seguinte trecho

da planilha:



25
26
27
28
29

24
25
26
27
28

1714,4420255979 1125,0153278811
1125,0153278811 528,5155118156
528,5155118156 -75,1423020426
-75,1423020426 -686,0440096671
-686,0440096671 -1304,2765377831

Figura 27 — 42 etapa Problema 4

Fonte: elaborada pelo autor
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Com os R$528,52 depois de capitalizados, ainda faltar4 em torno de R$ 75,00 para pagar a

parcela de nimero 26. A partir da 26 parcela sua divida s6 faz aumentar. Portanto, o cliente

fez uma opcdo muito ruim para o pagamento do veiculo.
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9 CONSIDERACOES FINAIS

Este trabalho abordou um assunto, a Matematica Financeira, que por ser algo
pratico e altamente presente na vida dos cidad&os, deveria ser tratado com mais atencéo e ter
um espago maior por parte dos livros didaticos, principalmente no que se refere ao uso de
tecnologias. Procuramos, ao longo da proposta de metodoldgica, utilizar tecnologias para a
resolucéo de problemas contextualizados. Tecnologias essas que sejam de fécil acesso e (ou)
gratuita tanto para os professores como para 0s alunos. Até para dar oportunidade para que 0s
discentes continuem a aplicar essas ferramentas em situacdes de seu cotidiano. Vimos
também que € possivel fazer a inclusdo de topicos que em geral ou de forma alguma nédo séo
abordados nos livros didaticos, como é o caso dos sistemas de amortizagdo, por exemplo.
Inclusive, na execucdo da proposta de metodoldgica, resolvemos uma situacdo problema

abordando esse assunto.

Por fim, esperamos que o presente trabalho tenha contribuido para o ensino de
Matematica Financeira no Ensino Médio, por meio do uso de tecnologias como instrumentos
de aprendizagem. Almejamos também que este estudo sirva de ponto de partida pra outros
trabalhos e abordagens na area de Matematica Financeira para o Ensino Médio.
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APENDICE A - PRINCIPIO DE INDUCAO FINITA

Sabemos que toda a teoria dos nimeros naturais pode ser deduzida a partir de trés
axiomas, conhecidos como axiomas de Peano. Para isso, sdo dados como objetos ndo
definidos, um conjunto de ndmeros naturais, representado pela letra IN, e uma funcgéo
representada pela letra s e chamada de funcdo sucessor, de tal que forma que s(n) representa o

sucessor de n, para cada ne IN. A funcdo s satisfaz aos seguintes axiomas:

P1. s: IN — IN é injetiva. Sendo assim, dados m, n € IN, se s(m) = s(n) entdo m = n..

Portanto, se dois nimeros possuirem 0 mesmo sucessor entdo eles sdo iguais.

P2. O conjunto IN-s(IN) possui apenas um elemento. Em outras palavras, existe um elemento
que ndo é sucessor de nenhum nimero natural. Representamos esse elemento pelo simbolo 1.
Portanto, ndo existe nenhum namero natural n de tal modo que s(n) = 1. Agora se n#1, entéo

existe um Unico ndmero natural ng tal que s(ng) = n.

P3. (Principio de inducdo) Se X < IN é um subconjunto tal que 1 € X e, para todo n € X tem-

se também s(n) € X, entdo IN = X.

Estamos interessados no terceiro axioma. Podemos ver esse axioma, chamado de
principio de inducdo, ou principio de inducdo finita, da seguinte forma: Seja P uma
propriedade referente aos nimeros naturais. Se 1 satisfaz a propriedade P e se, do fato de um
namero natural n satisfaz a propriedade P pudermos concluir que n+1 também satisfaz a

propriedade P, entdo todos os nimeros naturais satisfazem essa propriedade.
Exemplo: Mostre que 2(1+2+...+n) = n(n+1) para todos ne IN.

Solucdo: Vemos que se n = 1, entdo 2(1) = 1.2 = 1(1+1). Assim, a propriedade acima vale
para n = 1. Suponhamos que essa propriedade vale para n (hipotese de inducdo). Vamos

provar que vale também para n+1 (tese de indug&o). Portanto, para n+1 teremos:

2(1+2+...+n+n+1) = 2(1+2+...+n) + 2(n+1). Como vale para n, entdo por hipotese de inducdo,
2(1+2+...+n) = n(n+1). Assim,

2(1+2+...+n+n+1) = n(n+1) + 2(n+1) = (n+1)(n+2) = (n+1)[(n+1)+1]

Portanto, a propriedade vale também para n+1 e assim vale para todo ne IN.
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APENDICE B — SEQUENCIA DE NUMEROS REAIS

Definicdo 1: Uma sequéncia de numeros reais € uma funcdo x: IN - R que
associa a cada nimero natural n ao namero real x(n), que pode ser denotado por x,,, indicando

0 n-ésimo termo da sequéncia.

Observacdo: Podemos escrever {x;, X3,..., Xp} OU (X,)ne v OU de maneira mais simplificada

(xy,) para indicar a sequéncia Xx.

Definicdo 2: Uma sequéncia (x,,) € dita limitada se existem nameros reais a e b
tais que, para todo n€ IN, a<x,<b. Mas todo intervalo [a,b] esta contido em um intervalo da
forma [-M, M], com M > 0. De fato, basta tomarmos M como sendo o0 valor maximo entre |a|
e |b|. Se x, pertence ao intervalo [-M, M], |x,| < M. Assim, a sequéncia (x,) é limitada se

existe M € R com M>0 tal que |x,| < M.

Definicdo 3: Dada uma sequéncia (x,)nen de nimeros reais, uma subsequéncia
da sequéncia x é a restricdo de x a um subconjunto infinito dos nimeros naturais IN! =
{n; < n, <--<ng < -} Podemos indicar essa subsequéncia por x! = (X,),e nt OU das

seguintes formas: (x,, < X5, < <Xp, <--)oux'=x|IN.

Definigdo 4: Uma sequéncia (x,) é crescente se x; < X,< X3<...< X, <...ISt0 &, se
Xp < Xpg1 - S€ X1> X,> X3>...> X >..., OU S€ja, X, > Xp4q a Sequéncia é decrescente. A
sequéncia é ndo crescente se x, = X,4+1 € € ndo decrescente se x, < x,4;1. Caso ocorra

qualquer um desses casos dizemos que ela € mondtona.

Exemplo 1: Seja x, = % para todo n € IN. Essa sequéncia é dada pelos termos (1, % % e %).

Veja que, para todo n € IN, temos n=>1. Assim, x, = - < 1 e (x,) é limitada. Para ver que a

Sl

1

A s 1
sequéncia é decrescente, sabemos que, para todo n natural, n < n+1. Logo, x,= ->—=

Xn+1-

Definicdo 5: Dizemos que uma sequéncia (x,) converge para o numero real L, ou

tem limite L, se dado £€>0, é sempre possivel encontrar um ndmero natural n, tal que

n>n, = |x, — L| < ¢
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Em notacdo simbdlica, teremos: lIimx, =L < Ve>03In, € IN: n>n, =

|x, — L| < e

Podemos denotar que a sequéncia converge para L, ou que o numero real L é o

limite da sequéncia também das seguintes formas: lim,,_,,, X, = L ou x,, = L.

Uma sequéncia que possui limite denomina-se convergente. Caso contrario,

dizemos que a sequéncia é divergente.

Exemplo 2: A sequéncia (x,) = (=) converge para o nimero 1. De fato, dado

n | _

n+1

- — 1| =1 < ¢ Istoé n><—1.Portanto, dado
n+1 €

£>0, entdo |x, — L| = —

€>0, basta tomarmos ny = i— 1. Logo, dado € > 0, existe n, = é — 1 tal que

n>n, = |ni+1 - 1| < g, donde concluimos que a sequéncia (x,) converge para 0

, . , n
numero 1, isto e, - 1, quando n — oo,

Exemplo 3: Se x, = q", paratodo € IN, com 0 < |q| < 1, entdo lim x,, =0, isto é,

x, = 0.

Prova: Como |q| < 1, entdo ﬁ > 1. Assim, existe r > 0 tal que ﬁ =1+r. De
acordo com a férmula do bindmio de Newton, sabemos que

Iq% =1 + "= ()1r0+ (D1t + L+ ()10 =1 +nr+ 4 > L+

1 . 1 , 1,1
Portanto, [x, — 0| = |q|™ < ——. Considerando que — < &, concluimos que n > = (- — 1).
1+nr 1+nr r "¢

Assim, dado & > 0, basta tomarmos n, = : (i —1)detalmodoquesen>ny, = |x, — 0| < ¢

r

e dessa forma, x,, — 0.

Teorema 1: O limite de uma sequéncia é unico. Em outras palavras, se lim x, = L;

e limx, =L, entdo L= L,.

Demonstragdo: Suponhamos que L;# L,. Podemos tomar entdo &€ de modo que

. . L,-L . .
satisfaca a desigualdade & < '12—2| Agora se lim x, = L, existe n, € IN tal que n>n; =

|x, — L;] < &. Analogamente, lim x, = L,, existe n, € IN tal que n>n, = |x, — L,| < e.

Seja n, = max{n,,n,} (valor madximo entre n, € n,). Assim, se n>n, teremos n>n, e n>n,.
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Portanto, se n>ng, |L; — Ly| = |[(L; —X5) + (Xp — Ly)| < |L; = xp| + Ly —x,] < 28 <

|L; — L[, 0 que é um absurdo. |
Teorema 2: Se lim x,, = L, entdo toda subsequéncia de (x,) converge para L.

Demonstragao: (xp, < X, <+ <Xy, < ) umasubsequéncia de (x,). Como
limx, =L, dado € > 0, existe n, € IN tal que n>n, = |x, — L| < &. Observe que os indices

da subsequéncia formam um conjunto infinito. Assim, existe entre eles um ny tal que
Ny, >n,. L0go, np>ny, =n>ne= |x, — L| < &. Portanto, limx, = L. |
Teorema 3: Toda sequéncia convergente é limitada.

Demonstracdo: Se lim x, = L, entdo dado € = 1, existe um n, tal que n>n, =
|x, — L| < 1. Mas essa Ultima desigualdade equivale a x,, € (L—1, L+1). Isso significa que a
partir do indice n, todos os termos da sequéncia (x,) estdo no intervalo (L—1, L+1). Se
considerarmos A e B como sendo o menor e 0 maior, respectivamente, dos termos

X1,Xz,.-Xp,, L—1,L+ 1, entdo, para todo n € IN teremos A<x,<B. Conclusdo: (x,) €

limitada. |
Teorema 4 ( Veja [10] ): Toda sequéncia mondtona limitada é convergente.
Teorema 5: Se lim x, =0 e (y,) € limitada, entdo lim (x,.y,)=0.

Demonstragdo: Como a sequéncia (y,) € limitada, existe um nimero real M >0 tal

que |y,| < M. Sendo lim x, = 0, dado € > 0, existe ny € IN tal que n>ny, = |x,| < % Assim,
se n>ng = |x,.Ynl = X0l - V2l <ﬁ. M = &. Portanto, x,.y, — 0. |
Teorema 6: Se lim x,, =L, e limy, =L, , entdo valem as seguintes propriedades:
() lim (x, +yn) =Ly + Lyelim (x, —y,) = Ly — Ly;
(I lim (xp.yn) = L1. La;
Demonstracéo:

(I) Como lim x,, = L; e limy, = L,, entdo, dado € > 0, existem n;e n, naturais
tais que n>n; = |x, — L, | < %e n>n, = |y, — L, | < % Tomemos n, = Max {n,, n,}.

Portanto, se n>n, = n>n; e N>n, € assim,
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|G +yn)- Ly + L)| = 1Ga = L) + (Y —L) S Ixp =Ly [+ lyn — L | <S+>=c¢

Logo, lim ( x, + y,) = L; + L,. Pela mesma idéia provamos o limite da diferenca.

(1) Pelo item (1), lim (x,.y, — L;i.Ly) = lim x,(y, — Ly) + lim (x, — L;) L, .
Veja que, pelo de fato de ( x,) ser convergente, (x,,) é limitada e, além disso, como o limy,, =
L,, entdo lim (y, — L,) = 0. Portanto, pelo teorema 5, lim x,(y, — L,) = 0. Analogamente,
lim (x, —L;) L, = 0. Concluimos entdo que lim (x,.y, — L;.L;) =0, isto é, lim ( x,.y,) =
Ly.L,. |

A= 1 P .- .
Exemplo 4: A sequéncia x,= (1 + H)“ é convergente. Vamos definir o nimero e
.. A s . . . 1 . 1
como sendo o limite dessa sequéncia. Assim, e = lim x, = lim (1 + ;)“ = limy_ (1 + ;)“.

Provemos que a sequéncia x,, é convergente.

Prova: Inicialmente, vamos provar que x,= (1 + —)rl < 3 paratodon =1, isto é,

X, € limitada. De fato, sabemos pelo desenvolvimento binomial que:
1 _ 1 1 _ n(n-1) 1
(1+H)“-1+(‘1‘)—+(‘21) ()_++(E)n_n_1+l+T'5

A-DO-D) 1, +n—!.i<1+1+—' +—+ +— . No entanto, 2"< (n+1)! paratodon > 1

n3 31 7" nhn!

(para provar esse fato basta usar inducdo finita sobre n). Logo,

= +1)' para todo n > 1.

Assim,
1 1,1 1 _ 1,1 1 _ _
A+ )" <sl+l+stotitqt =1+ (l+o+t o+ to+)=1+2=3 em
que 1+~ + Tt +...+... Representa a soma dos termos de uma progresséo geométrica de

raz&o S € primeiro termo igual a 1. Concluimos entéo que (x,) é limitada. Provemos agora que

(xn) é crescente. De fato, sejam m e n nimeros naturais maiores do que 1 com n < m. Temos

que
(1 + )n =14 1 + -1 n(n 1) 1 + n(n-1)(n-2) l+m+n_!.i’
"2 n3 3! nh " n!
1+ Hm=pe g+ 22D L nmboe 2, 0 L
2! m 3! mm m!
Pelo fato de que n < m temos:
—i<1-11-2<1-2 - 1-EL 3<k<m
m n
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. n(n-1) _ _1 1y m(m-1)
Assim, —— = (1 - ) < (1 - ) = —— € para 0s segundo termos teremos
n(n-1)(n-2) _ _1 _2 _1 _2y _ m(m-—1)(m-2) . .
— = (1 - ) (1 - ) < (1 m)( 1 rn) = ————— e assim por diante. Portanto,

1 1 A s .
1+ H)“ < (1+ ;)m para n < m e a sequéncia é crescente. Logo, pelo teorema 4, a
sequéncia (x,) por ser monotona e limitada é convergente. Sendo o valor de convergéncia o

, . . 1
numero e, ou seja, € = limy (1 + H)“. H
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APENDICE C - PROGRESSAO ARITMETICA E PROGRESSAO GEOMETRICA

Definicdo 1: Uma sequéncia (x,) = (X1, X2, X3,..., Xp,..) € UMa progressao
aritmética (PA) se a diferenca entre cada termo e seu antecessor é constante, isto é, X,.1— X,

=r, para todo n € IN, em que r é uma constante. Chamamos essa diferenca r de razdo da PA.

Exemplo 1 (veja [12]): A sequéncia dos anos, a partir de 1990, nos quais a Copa do Mundo de
Futebol € realizada é formada pelos termos (1990, 1994, 1998, 2002,...). Veja que nesse caso
0 primeiro, segundo, terceiro e quarto termos, sdo, respectivamente, x, = 1990, x, = 1994, x,
= 1998 e x, = 2002. Essa sequéncia é uma progressao aritmética de razdo r = 1994 — 1990 =
1998 — 1994 = 2002 — 1998 = 4.

Teorema 1: Seja (x,) uma progressao aritmética de razdo r. Teremos, para todo

ne IN, x, =x; + (n=21)r.

Prova: De acordo com a definicdo de progressdo aritmética, teremos:

Xo— X1 =T,
X3— Xy =T,
Xp— X3 =1,

Xpn-1—Xp-2 =1,
Xp— Xp_1 =T.

Somando essas equagdes membro a membro e fazendo os devidos cancelamentos obtemos o

resultado, isto &, o termo geral da PA é dado por x, = x; + (n—=1)r. 1)
Exemplo 2: Determine o termo geral da PA do exemplo 1.

Solucdo: O termo geral de uma PA ¢ dado por x, = x; + (n—1)r . De acordo com os dados do
exemplo, teremos para o termo geral a expressao x,, =1990 + (n—1)4 = 1990 + 4n—4 . Assim,
Xp = 1986 + 4n.
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Teorema 2: Seja (x,) = (X1, X3, X3,..., Xp,...) UMa progressao aritmética de razéo r.

_ (X1+xp)n

A soma dos n primeiros termos dessa PA, indicada por S, é dada por S,, =

Prova: Podemos expressar a soma S, das seguintes formas:

Sh =Xt Xt X3t F Xy ot Xpog T Xy

Spn = Xpt Xp_1 Xt X3 XX

Assim,

25, = (X1 +Xp) + (Xg + Xp_q) + (X3 + Xp_p) ot (Xp_z + X3) + (Xp_q + X2) + (Xp +X1). (%)

Observe que em cada expressdo entre parénteses a soma dos indices dos termos vale n + 1.

Todos os termos da equagdo anterior sdo iguais a (x; + x,). De fato, sejam xy € X,_(k—1).

Temos que

Xk + Xp—(k-1) = X1 + (K=1)r + x; + [n—(k—1)—1]r =x; + x4 + [(k—1) + n—(k—1)-1]r
X+ Xp_(k-1) = X1 + X1 +(N=1)r=x; + x;.

Portanto, como na equacao (*) existem n parcelas iguais a (x; + x;,), teremos:

2S, =n(x; + X,)

_ X1+xp)n

5, = St @)

Exemplo 3: Um corpo em queda livre percorre 3 m no primeiro segundo, 12 m no segundo,
21 m no terceiro segundo e assim por diante. Continuando nessa sequéncia, quantos metros

tera percorrido apés 10 segundos?

Solucdo: Observe que as distancias percorridas pelo corpo estdo em progressdo aritmetica de
razdor =12 - 3 =21 - 12 = 9 e primeiro termo x; = 3 m. Utilizando a férmula (2), estamos
interessados em saber a distancia percorrida pelo corpo ap6s 10 segundos, isto é, a soma dos

10 primeiros termos dessa PA. Portanto,

Sy = ZtM0 gy 4y y=5[(3+3+(10-1)9]=587=435m

2
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Definicdo 2: Uma sequéncia (y,) = (Y1, Y21 V31es Ynoee) € UMa progressao

geométrica (PG) se o quociente entre cada termo e seu antecessor é constante, isto €, Xzﬁ =q
n

para todo n € IN, em que g € uma constante. Chamamos esse quociente g de razdo da PG.

Exemplo 4 (veja [12]): A populacdo de um pais € atualmente igual a P, e cresce a 3% ao ano.

Qual sera a populacdo desse pais daqui a t anos?

Solucdo: Em 1 ano a populacéo do pais serd Py+ 3%.P,= P,+ 0,03.P, = 1,03 P,. Em 2 anos
sera 1,03 do anterior, isto é, P,.(1,03)2. De forma geral, em t anos, a populagdo do pais sera

dada por P, = (1,03)*P,. Temos entdo a seguinte sequéncia:
Py, 1,03P,, (1,03)2P,,..., (1,03)tP,,...,

Portanto, a sequéncia € uma PG de razdo 1,03 e sua populacdo ap6s t anos é dada por
(1,03)tP,.

Teorema 3: Seja (y,) uma progressdo geométrica de razdo q. Entdo o termo geral

dessa PG é y, =y;.q" %, paratodo n € IN.

Prova: Como a sequéncia € uma PG, valem as igualdades:

Y2 _ ¥3_ _ Yn-1i_ ¥n _

Y1 Y2 Yn-2 Yn-1

Multiplicando essas n—1 igualdades e fazendo os cancelamentos iremos obter a expressao:

3;_111 =gt
Yo =y1.q" (3)
|
Teorema 4: Seja (v,) = (V1) Y2, Y31-- Ynse--) UMa progressdo geométrica de razéo
g # 1. A soma dos n primeiros termos dessa PG, indicada por S, é dada por S, = yj;. qqn__ll.

Prova: Estamos interessados em saber o valor dasomay; + y, + y3+..+ y,_1 + y,. Assim,

Sh=y1+ v+ y3t..+ty,_1 +y, . Multiplicando a equacéo anterior por g vamos obter:

QSp=Qqys *+ Qyz *qys*..+qQyn—1 +qyn
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QSp =y2 + Y3t Yn_1 + Yn + Ynt1

— Yn+1— V1 y1.9"-y1

Portanto, S, — S;, = Y41 — V1, IS0 €, S, = e e entdo:
n-1
Sn= Y1y (@)
n

Exemplo 5 (veja [11]): Uma fabrica produziu 3000 unidades de um produto no ano de 2008.
A partir desse ano, a producdo da fabrica aumentou, a cada ano, 10% em relacdo ao ano
anterior. Quantas unidades desse produto serdo fabricadas no periodo de 2008 até 2014?

Solucgdo: O a sequéncia que fornece o nimero de unidades produzidas a cada ano é uma PG

de razdo q = 1,1 e primeiro termo y,; = 3000. Para encontrar o valor da razdo, observe que

Yn+1

Yn+1 =Yn t 10%-Yn = 111 Yn- Assim, y

= 1,1, para todo n € IN. Agora utilizando a formula

(4), obteremos a soma:

S, =3000. S22 = 3000, L5471 = 28 461 unidads.

1,1-1

Corolério 1: O limite da soma dos n primeiros termos de uma progressédo geométrica (y,) com

razéo g, com 0 <|q|< 1 é dada por S = 2.

Prova: Sabemos pelo teorema anterior que:
_ q*-1 .

Sh =i - Assim,

limp, 0 Sy = limye0 yl.% = limnﬁm[(ﬁ) .(q" — 1)] . Usando o teorema 6 do apéndice

B, vamos obter:

limnﬁw(ﬁ) im0 (@ — 1) = %(limn%o q" — lim,,_, 1). Pelo exemplo 3 do apéndice

B, lim,_,, q" =0. Com isso, resulta que:

limy e Sy = 2. (—1) = 2, H

Exemplo 6 (veja [7]): O limite da soma 1 + % + i + % +... vale 2.
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= ~ 1 . f .
Solucéo: De fato, os termos dessa soma formam uma PG de razéo q = > Cujo primeiro termo

, . .- , . .. 1
éy, = 1. Assim, utilizando o corolario 1, o limite dessa soma vale 1yT1q == =7=2
2

NIV
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APENDICE D - ALGUMAS DEFINICOES E RESULTADOS DE LIMITE,
CONTINUIDADE E DERIVADA DE FUNCOES

A seguir, apresentaremos alguns conceitos e resultados que usamos, embora que
de forma pontual, ao longo da dissertacao.

Definicdo 1: Seja f : A\{p}— R uma funcdo em que Ac R é um intervalo e p €
A. O limite de f quando x tende a p é L se, e somente se, para todo € > 0 dado, existe & > 0 tal
que, para todo x € A\{p}, teremos:

p—8<X<p+d=>L—e<f(X)<L+c¢,isto§,
0<|x—pl<6=|f(x) —LI< &.
Quando essa condigéo é satisfeita indicamos esse limite por lim,_,, f(x) = L.

Teorema 1: Seja f uma funcdo de acordo com a definigdo 1. O limite de f em p
quando existe é unico.

Sejam f e g funcBes conforme a definicdo 1, isto é, f: A\{p}— Re g: B\{p}— R
comp € Aep € B. Se lim,_,, f(x) = L; e lim,_,, g(x) = L, entdo:

(1) limy [ £(x) + g(x)] = Ly + Ly = limy,, f(x) + limy,, g(x)
(1) limy_, ¢ f(x) = cLy = clim,_,, f(x)
(“I) limxep[ f(X)- g(X)] = L1 : LZ :[ lirnx—>p f(X)] : [limx—>p g(X)]

. f) _ Ly _ limyop f(X)
(IV) lim oS T T desde que L, # 0

Definicdo 2: Seja f : A\{p}— R uma fungdo em que Ac R é um intervaloe p €
A. Entdo o limite lateral a esquerda de f em p é L se, e somente se, para todo ¢ > 0 dado,
existe & > 0 tal que, para todo x € A\{p}, teremos:

-0 <Xx—-p<0=|f(x) —LI< &.
Indicamos o limite lateral a esquerda de f em p por lim,_,p- f(x) = L.

Analogamente, o limite lateral a direita de fem p ¢ L se, e somente se, para todo &
> 0 dado, existe 6 > 0 tal que, paratodo x € A\{p}, teremos:

0<x—-p<d=|f(x) —LI< ¢

Indicamos o limite lateral a direita de f em p por lim,_,p+ f(x) = L.
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Teorema 1: Seja f uma funcdo conforme a defini¢do 1 e p um ndmero real. Entéo,
vale o seguinte resultado:

limy_,, f(x) = L se, e somente se, lim,_,p+ f(x) = lim,_p- f(x) = L.

Definicdo 3: Seja f : A = R uma funcéo tal que tal ]Ja, +oo[ < A, paraalgum a eR
coma > 0e A é um intervalo de nimeros reais. O limite de f quando x tende a mais infinito é
igual a L se, e somente se, para todo € > 0 dado, existe 6 > 0 com & > a tal que

X>8ex €EA=|f(x) —L|< e.

Observacdo: As mesmas propriedades que valem para limites em um dado ponto valem
também para limites no infinito.

Definicdo 4: Seja f : A—» R uma funcdo em que Ac R é um intervalo ou uma
unido de intervalos e p € A. A fungdo f é continua em p se, e somente se, para todo € > 0
dado, existe 6 > 0 tal que, para todo x € A,

p—3 < X< p+06=f(p)—e < f(X) < f(p) + &, isto é,
|x —p| < &= |f(x) — f(p)I< =.

Utilizando a definicdo anterior e a definicdo 1 de limite, teremos o seguinte
resultado:

Teorema 2: Seja f : A— R uma funcdo em que A c R é um intervalo ou uma unido de
intervalos e p € A. A funcdo f € continua em p se, e somente se, lim,_,, f(x) = f(p).

Definicdo 5: Seja f: I — R uma funcéo, em que | € R é um intervaloep € I. A
funcao f é derivavel em p, se existir o limite abaixo:
lim f0)—f(p)

X=>pT yp

Caso esse limite exista dizemos que esse limite é a derivada de f em p, indicada por f’(p).
Exemplo: Seja f(x) = x". Determine a derivada f em p.

Solucgdo: A derivada de f em p, caso exista, € dada pelo limite:

f(x)—f(p) — i x0—ph —lim x—p)(x"1+ x272p + x"3p2 4. 4x2p" 3 +xp"~2 + pT1)
X—p P x-p =P (x—p)

limy_,
=limy, (X" 4+ x"7%p 4+ x"3p? 4+ x*p" 3 4 xp" T2 + p" 7).
Aplicando as propriedades de limites em cada uma das n parcelas, temos que:

f'(p) = np™~1, em todo p pertencente ao dominio da funcéo. Assim, f'(x) = nx®~1 em todo x
do dominio.



