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Resumo

Este Trabalho de Conclusao de Curso sugere uma sequéncia de atividades para
desenvolver contetdos de Geometria Analitica, particularmente retas e planos, com alunos
do Ensino Médio, tendo em vista que a necessidade do uso de Softwares educacionais em
todas as areas da educacao cresce & medida que as tecnologias estao cada vez mais presente
no dia a dia dos nossos alunos na educacao bésica.

O Geogebra, um software matemético, vem sendo utilizado no ensino aprendizagem de
matematica em boa parte das escolas publicas do Brasil, porém, o mesmo nao acontece
nas escolas da Rede Estadual no Municipio de Acailandia-MA. Assim sendo, apresentamos
aqui um trabalho que visa motivar o uso dessa importantissima ferramenta de fécil
manuseio e de riquissimos recursos na constru¢ao, visualizacao e modificacao de figuras
geomeétricas, entre outras funcdes de uso continuo no ensino de matematica.

Palavras-chaves: (Geogebra, software matemaético, ensino.



Abstract

This Labor Completion of course suggests a sequence of activities to develop content
Analytic Geometry, particularly lines and planes, with high school students, given that
the need of using educational software in all areas of education grows as technologies are
increasingly present in the daily lives of our students in basic education.

The Geogebra, a mathematical software, is being used in the teaching and learning of
mathematics in much of the public schools in Brazil, however, the same does not happen in
schools in the State Network in the Municipality of Acailandia-MA. So, here is a work that
seeks to motivate the use of this important tool easy to use and very rich resources in the
construction, visualization and modification of geometric figures, among other functions
continuous use in teaching mathematics.

Keywords: Geogebra, mathematical software, teaching.
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Introducao

Diante do constante avanco das tecnologias, faz-se necessario o uso de ferramentas
computacionais na educagao de uma forma geral, em particular, no ensino de Matematica.
Em pleno século XXI com o uso da informética e todo avanco tecnolégico, ainda é
comum, na pratica docente algumas fragilidades nessa area. Acreditasse que o professor,
possivelmente, em sua formacao, nao teve a oportunidade de acesso ao conhecimento
necessario para o uso desta ferramenta. Vale ressaltar que os nossos alunos, em sua
maioria, ja possuem uma maior facilidade de aceitacao e uso destas tecnologias, pois ja
nasceram nesta era digital e desde cedo ja vivenciam o uso destas, fazendo com que os
recursos do computador lhe sejam mais agradaveis e faceis de serem utilizados.

Em sua Tese de Doutorado, Allevato, diz que

“Na Educacdo Matematica, varias pesquisas vém sendo realizadas e é, também,
bastante extensa e variada a producao. A literatura mostra, no caso especifico do
computador, que a maneira de utilizad-lo no ensino de Matematica foi gradualmente
modificada. De qualquer modo as observagoes, feitas nos estudos ja realizados,
geralmente indicam que o comportamento dos estudantes que usam essa tecnologia
informéatica (TT) parecia diferente dos demais, ou seja, daqueles que nao tinham
contato com ela. Em linhas gerais, essas pesquisas trazem evidéncias de que a
utilizagao dos computadores nos ambientes de ensino de Matemética conduz os
estudantes a modos de pensar e de construir conhecimento que sao tipicos do
ambiente informatico e, por vezes, favoraveis a aprendizagem de contetdos ou a
compreensao de conceitos matematicos. Tais pesquisas destacam aspectos como o
uso regular de representacoes miltiplas, a construgdo do conhecimento como rede de
significados, as discusstes desses significados com os colegas e com o professor, entre
outros” (ALLEVATO, 2005, P. 73).

Nos tultimo anos, tem-se notado uma grande dificuldade dos alunos do Ensino Mé-
dio, nas Escolas Estaduais no Municipio de Acailandia-MA, no que diz respeito ao
ensino-aprendizagem de Geometria, em particular, no de retas e planos no plano
cartesiano, tendo em vista, que a mesma, faz uma relacao entre os conceitos de Geometrica
Plana e a Algebra. Acreditasse que haja uma dificuldade no ensino-aprendizagem desses
dois temas, em especial o primeiro, nas séries/anos anteriores, devido entre ouros fatores,
a nao devida utilizagao dos recursos computacionais para o ensino de Matemaética.

Ao longo do trabalho, procuramos da um enfoque teodrico, seguido sempre de atividades
propostas, a serem respondidas primeiramente sem o uso do Geogebra. Em seguida
propomos a resolucao das mesmas com o uso do Geogebra. Ressalto ainda, que algumas
dessas atividades sao resolvidas e ilustradas das respectivas figuras e outras sao deixadas
a cargo do leitor.

No Capitulo 1, fazemos uma breve apresentacao do Geogebra, de alguns recursos e
algumas ferramentas, que serao utilizadas ao longo dos demais capitulos. Por sua vez no



Capitulo 2, apresentamos o plano cartesiano, seguido de uma rapida explanacao sobre
vetores, no plano e no espaco.

Seguimos o nosso trabalho, falando no Capitulo 3, fazemos o estudo da reta, onde
destacamos entre outros topicos: posicoes relativas de duas retas, formas da equacao
da reta, condigoes de paralelismo e de perpendicularismo, etc. Por fim, no Capitulo 4,
fazemos um estudo das retas no espaco e de planos, pois entendemos, que em vista dos
alunos nesse nivel da educacao basica, ja terem o contato com a Geometria FEspacial,
possibilita um estudo, mesmo que basico, do contexto analitico dos mesmos.



Capitulo 1
O Geogebra

O Geogebra é um software (livre) de matemética dinamica, que permite trabalhar, em
sala de aula, com GEOmetria, AIGEBRA e o célculo. Segundo Zulatto (2002 p. 19), “O
termo geometria dinamica foi originalmente usado por Nick Jackiw e Steve Rasmussen,
de forma genérica, apenas com a intencao de ressaltar a diferenca entre os softwares de
Geometria Dinamica e outros softwares de Geometria. Os que sao de Geometria Dinamica
possuiem um recurso que possibilita a transformacao continua, em tempo real, ocasionada
pelo “arrastar” (Goldenberg e Cuoco, 1998).”

O software Geogebra recebeu entre outros, os seguintes prémios internacionais:

e EASA 2002 - European Academic Software Award (Ronneby, Suécia).

Learnie Award 2003 - Austrian Educational Software Award (Viena, Austria).

Digita 2004 - German Educational Software Award (Colonia, Alemanha).
e Comenius 2004 - German Educational Media Award (Berlim, Alemanha).

O GeoGebra é um programa intuitivo e autoexplicativo. Assim sendo, os usuéarios
nao precisam ter conhecimentos avancados em informatica. O ponto crucial no uso
do Geogebra no ensino-aprendizagem de Matematica é o conhecimento matematico do
professor e sua interacao na sala de aula e claro o dominio do software.

De maneira geral, o Geogebra pode auxiliar no estudo de diversos contetidos matema-
ticos. Em face de sua potencialidade, destacamos abaixo alguns dos contetidos e conceitos
que podem ser explorados por meio de seus recursos:

e O estudo de figuras planas, podendo explorar conceitos como perimetros, areas;
os Teoremas de Tales e Pitagoras, semelhanca de triangulo, bissetriz de um
angulo, mediatriz, mediana, Teorema do angulo externo, trigonometria no triangulo
retangulo, e muitos outros.

e Plano cartesiano, fungoes polinomiais, fungoes trigonométricas, circulo trigono-
métrico, geometria analitica, probabilidade e estatistica, secoes conicas, conicas,
integral e derivada, etc.

Para fazer o download do software, bem como, adquirir todas as informacoes de
instalacao e o tutorial contendo instrucoes de uso e exemplos do GeoGebra basta acessar
o site : http://www.geogebra.org/cms/pt-BR/.


http://www.geogebra.org/cms/pt_BR/

1.1 Familizariando-se com o Geogebra

O GeoGebra fornece trés diferentes vistas dos objetos matemaéticos: a Zona Grafica, a
Zona Algébrica ou numérica, e a Folha de Calculo. Elas permitem mostrar os objetos ma-
tematicos em trés diferentes representagaoes: graficamente (pontos, graficos de fungoes),
algebricamente (coordenadas de pontos, equagoes) e nas células da folha de célculo. Assim,
todas as representacoes do mesmo objeto estao ligadas dinamicamente e adaptam-se
automaticamente as mudancas realizadas em qualquer delas, independentemente da forma
como esses objetos foram inicialmente criados. !

Ao acessar o Geogebra, temos a seguinte janela:

. 0 Editar Exibir Of (des Ferramentas Janela Ajuda <4——— Barrade Menus

e (i) S Al Y w=allll Mover: Arraste um objecto |
.'J- :f.'..'-:'l | ..‘i"[ \\:j"' li‘.}'ﬁ, 4‘ M1 & =il __'_:". '.._‘E*. W seleccionado {Esc} Lad

[ -
A

|

L—ll—— —%

Objectos livres " ? A
Objectos dependentes ||  *1

Barra de Ferramentas

Folha
| de
Calculo

Zona

Algébrica Zona Grafica

clo|m|~|om|en s ||

0 i 2

| |®| Entraca: Entrada de Comandos

Figura 1.1: Tela inicial do Geogebra

De acordo com a Figura 1.1, temos as barras de menus e de ferramentas, a entrada de
comandos, além das trés diferentes vistas dos objetos matemaéticos: Zona Grafica, Zona
Algébrica ou numeérica e a Folha de Célculo.

1.1.1 Barra de Menus

Possui 7 comandos que permitem entre outras coisas, alterar/salvar os arquivos
criados.

1.1.2 Barra de ferramentas

Possui 11 janelas, que doravante, serao contados da direita (da tela) para a esquerda,
as quais apresentam varias ferramentas que podem ser visualizadas clicando no drop-down
list (lista suspensa) de cada icone.

1.1.3 Entrada de comando

Espago destinado & entrada dos comandos/condigées que definem os objetos. Neste,
escrevemos as equacoes, funcoes e coordenadas dos pontos e teclamos enter para

!Retirado de Ajuda GeoGebra Manual Oficial da Versdo 3.2
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representéd—los na janela de graficos. 2.

1.1.4 Zona Grafica
Pode-se realizar construgoes geométricas na Zona Grdfica de dois modos:
1. Selecionando um objeto qualquer na Barra de Ferramentas;
2. Digitando o objeto na Entrada de Comandos.

Cada objeto criado na Zona Grdfica tém também uma representacao na Zona
Algébrica. Pode-se mover alguns objetos (livres), utilizando o botdo mover da Barra
de Ferramentas, sendo que, ao passo que se move os objetos, suas representacoes na Zona
Algébrica, sao atualizadas automaticamente.

Podemos “fixar” um objeto, isto é, fazer com que o mesmo nao seja modificado e ou
arrastado na Zona Grdfica. Para tanto, clique com o botao direito do mouse sobre o
objeto, em Propriedades, na guia Bdsico, marque a opcao Fizar Objeto.

1.1.5 Zona Algébrica

Usando a FEntrada de Comandos pode inserir diretamente expressoes algébricas no
GeoGebra. Apoés ter clicado a tecla Enter, a expressao algébrica digitada aparece na
Zona Algébrica e a respectiva representacao grafica aparece na Zona Gréafica. Por exemplo,
inserindo f(x) = 2%, aparece a fun¢ao f na Zona Algébrica e o respectivo gréfico na Zona
Grifica.

Na Zona Algébrica, os objetos mateméticos sao organizados em duas classes: Objetos
Livres e Objetos Dependentes. Ao se criar um novo objeto sem que para tal se use qualquer
objeto existente, ele é classificado como Objeto Livre. Por outro lado, se o seu novo objeto
for criado com recurso relacionando-o a objetos ja existentes, ele é classificado como Objeto
Dependente.® Por exemplo, inserindo os pontos A = (=3,2), B = (2,4) e C = (=3,4) e
criando, com o botao Poligono, o triangulo ABC', aparecerao na Zona Algébrica, como
Objetos Livres os referidos pontos, pois os mesmos podem ser modificados e, os Objetos
Dependentes a = 5,b =2, c = 5,39 e poll = 5, indicando as medidas dos lados e a area do
triangulo, pois os mesmos dependem das posicoes dos vértices A, B e C, como indicado
na Figura 1.2.

Se ndao quisermos que um objeto apareca na Zona Algébrica, podemos defini-lo, como
Objeto Auziliar, que por padrao, nao é exibido na mesma. Para tanto, clique com o botao
direito do mouse sobre o objeto, em Propriedades, como na Figura 1.3.

Na guia Bdsico, marque a opc¢ao Definir como Objeto Auziliar (Figura 1.4). Observe
que poll =5 deixou de ser exibido na Zona Algébrica.

Além disso, podemos modificar os Objetos Livres na Zona Algébrica. O mesmo pode
ser feito de dois modos, a saber:

1. Estando a ferramenta Mowver ativa, dé um duplo clique sobre o objeto, abre-se uma
pequena caixa, com fundo azul, pronta para que sejam feitas as devidas modificacgoes,
apos faze-las, confirme clicando em Enter (Figura 1.5).

2. Clique com o botao direito sobre o objeto, em Propriedades, na guia Bdsico, faca as
alteracoes necessarias e feche a caixa.

%(alguns comandos podem ser representados direto através da barra de ferramentas)
3Fonte: http://www.geogebra.org/help/docupt pT.pdf
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1.1.6 Folha de Calculo

Na Folha de Cdlculo ou Planilha do GeoGebra, cada célula é identificada diretamente
por um nome, sendo primeiro identificada a coluna e em seguida a linha. Por exemplo, a
célula na coluna A e linha 2, é nomeada A2.

O nome de uma célula pode ser usado em expressoes e em comandos para identificar o
contetido da célula correspondente. Por exemplo, inserindo f(z) = Al*z + 1, na Entrada
de Comandos, aparece, na Zona Algébrica, a funcao f, com o coeficientede de z, igual ao
que se encontra na célula Al, bem como na Zona Grdfica o seu respectivo grafico. Por
exemplo, se digitarmos 1 na célula Al, entdo a funcao f(x) = Al*z + 1, gera o seguinte
grafico:

77 GeoGebra =nhel X
Arquivo Editar Exibir Disposigbes Opgies Feramentas Janela Ajuda p—
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|24 |
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Entrada: 2@

Figura 1.8: f(z) = Al*z + 1

Nas células da folha de calculo pode-se inserir nao s6 nimeros mas também todo o
tipo de objetos matematicos suportados pelo GeoGebra (coordenadas de pontos, fungoes,
comandos).

Por padrao, os objetos na folha de calculo sao classificados como Objetos Auziliares
na Zona Algébrica. Pode-se exibir ou esconder estes Objetos Auxiliares. Para tanto,
clique com o botao direito na Zona Algébrica, marcando ou desmarcando o item Objetos
Auziliares.

Sabemos que para a realizacao de calculos, operacoes, trabalhar com funcoes, etc.
utilizando Planilhas FEletronicas, tais como Fzxcel, Calc, etc., necessitamos do sinal de
igualdade antes das mesmas. Por outro lado, na Folha de Calculo do GeoGebra, pode-se
escolher a opgao, da nao exigéncia do sinal de igualdade, antes de uma operacao. Para
tanto, clique com o botao direito, em qualquer célula, em Op¢oes da Planilha, na guia
Layout, desmarque (caso esteja marcada), a caixa Ezxigir “=” Antes dos Comandos.



Capitulo 2

Estudo do sistema cartesiano e de
vetores

Vamos abordar o estudo de Geometria Analitica, sobre duas vertentes, uma sobre o
ponto de vista conceitual e a outra com o recurso do Geogebra, para tanto, utilizamos
principalmete [2].

2.1 Coordenadas Cartesianas

Consideremos dois eixos x e y perpendiculares em O, os quais determinam o plano «
(Figura 2.1).

Dado um ponto P qualquer, P € «, tracemos por ele duas retas: 2/ [z ey ||y

Denominemos P; a intersec¢gao de x com 3y’ e Py a interseccao de y com z’.

y y' o

Figura 2.1: Coordenadas do ponto P

Nessas condigoes, temos:
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Definicao 1. Dado um ponto qualquer P do plano cartesiano, tracamos por P as retas
paralelas aos eixos x e y. Sejam Py e Py os pontos de interseccao com 0Ss eiros x e v,
respectivamente.

Dizemos que:

e a abscissa de P (indica-se por xp) € a medida do segmento OP;;
e a ordenada de P (indica-se por yp) € a medida do segmento O Px;

e as coordenadas de P sdo os niumeros reais xp e yp, indicados na forma do par
ordenado (xp,yp)

Atividade 2.1. 1. Considere os pontos P = (2,3), A= (2,5) e B = (1,3) qual a relagao
entre:

a) as abscissas dos pontos P e A, quando movemos o ponto A ao longo da reta x = 27

b) as ordenadas dos pontos P e B quando movemos o ponto B ao longo da reta y = 3¢
2. Abra o Geogebra e, realize 0s sequintes procedimentos:

e Com o botao Novo ponto, crie o ponto P = (2,3), fizrando-o;

o Através do comando Reta Paralela, crie duas retas, uma paralela ao eizo x e outra
ao eixo y ambas passando pelo ponto P;

e Com o botao Ponto em Objeto, crie os pontos A e B, sobre as retas xt =2 ey = 3,
respectivamente.

e Mova os pontos A e B sobre as retas as quais os mesmos pertencem, observando,
na Janela Algébrica, os valores de suas respectivas coordenadas.

Responda:
Qual a relagao entre:

a) as abscissas dos pontos P e A, quando movemos o ponto A ao longo da reta x = 2%
b) as ordenadas dos pontos P e B quando movemos o ponto B ao longo da reta y = 37

Do exposto acima, podemos concluir que:

e Se uma reta é paralela ao eixo das abscissas, entao seus pontos tém a mesma
ordenada, em particular todos os pontos do eixo das abscissas tém ordenada nula;

e Se uma reta é paralela ao eixo das ordenadas, entao seus pontos tém a mesma
abscissa, em particular todos os pontos do eixo das ordenadas tém abscissa nula.

11



2.2 Distancia entre dois pontos

A distancia permeia todos os conceitos da geometria analitica, pois nesta area da
matematica temos a relacao de elementos geométricos com os algébricos, e o elemento

basico da geometria é o ponto.

Um dos conceitos basicos da geometria plana é que a menor distancia entre dois pontos
é dada por um segmento de reta, contudo, na geometria analitica esses pontos recebem
coordenadas no plano cartesiano e por meio dessas coordenadas podemos encontrar o

valor da distancia entre dois pontos.

Teorema 1 Dados dois ponto A = (x1,y1) e B = (x9,y2), temos que a distancia
entre esses é dada por

d= \/@2 —1)? + (Y2 — 11)?

<> 4
Demonstracao 1. Tracemos inicialmente as retas AC' e BC, paralelas aos eizos Ox e Oy,

respectivamente. Consideremos o triangulo ABC, retangulo em C, como na Figura2.2

Figura 2.2: Distancia entre dois pontos

Pelo Teomera de Pitdgoras, temos que
Ao = e+ dpo = (22 — 1) + (Y2 — 1)?
<~
dap = v/ (z9 — 11)2 + (Y2 — 11)?
O que conclui a demonstracao.

Atividade 2.2. 1. Calcular a distancia entre os pontos A = (—2,5) e B = (4, —3).
2. Abra o Geogebra e, realize 0s sequintes procedimentos:

e Com o botao Novo ponto, crie os pontos A = (—2,5) e B = (4,-3).
e Com o botao Segmento definido por Dois Pontos, clique nos pontos A e B.
e Com o botao Distincia, Comprimento ou Perimetro, clique sobre o segmento AB,

observando o valor que aparece tanto na Janela Algébrica, quanto na Janela Grdfica.
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2.3 Razao de Seccao

Definigao 2. Dados trés pontos colineares A, B e C' (com A # B # C'), chama-se razio
de seccao do segmento AB pelo ponto C' o numero real v tal que:

AC
T = —=

CB
Assim, nessas condigoes, se A = (z1,y1), B = (22,y2) e C = (x3,y3), entdo

T3 — 21 Ys— U1
To — X3 Y2 — Y3

Atividade 2.3. 1. Dados A= (1,2), B=(3,4) e C = (7,8), determine:

r =

a) a razao (ABC') pelas projecoes no eizo Ox
b) a razao (ABC) pelas projegées no eizo Oy

2. Determine a relacao entre as razoes obtidas, na questao anterior, procurando
gustificar o sinal obtido em ambas.

3. Abra o Geogebra e, realize 0s sequintes procedimentos:
i Com o botao Novo ponto, crie os pontos A= (1,2) e B = (3,4).
it Com o botdo Reta definida por Dois Pontos, crie a reta AB.
11 Com o botao Ponto em Objeto, marque o ponto C' sobre a reta AB.

w Com o botao Mover, arraste o ponto C até as coordenadas x =7 ey = 8, observando
o valor encontrado na Janela Algébrica.

4. Com os pontos A = (1,2), B = (3,4) e C = (7,8), ja devidamente criados, no
Campo de Entrada, digite:

a) r = (x(C) —x(A))/(x(B) — z(C)) e confirme (clicando em Enter), observando na
Zona Algébrica o resultado encontrado.

b) r = (y(C)—y(A)/(y(B) — y(C)) e confirme (clicando em Enter), observando na
Zona Algébrica o resultado encontrado.! Qual a relacao entre os resultados obtidos,
nos itens a e b?

2.4 Coordenadas do Ponto Divisor

Dados A = (x1,11) e B = (x9,y2) € a razdo de sec¢do r, (r # —1), do segmento AB
pelo ponto C. Calculemos as coordenadas (z3,ys) deste ponto. Temos:

xr3 — T
T =

= IrXyg —T.2T3 =T33 — L] = T3+ 7r.T3 =T +TITo
To — I3

=

L2(C) e y(C) sdo as notagoes do Geogebra, para abscissa e ordenada do ponto C' respectivamente
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T+ 71.29

LTa =
5 14+7r
Analogamente, temos:
Yg = Y1 + 1r.Y2
K 1+7r

Atividade 2.4. 1. Obter as coordenadas do ponto C' que divide AB na razao 2, quando
A=(1,5) e B=(4,17).
2. No Geogebra, realize os sequintes procedimentos:

e Com o botao Controle Deslizante?, crie o niimero v como na Figura2.3.

Controle Deslizante
Clique na janela de visualizacdo para especifi posicao do controle deslizante P

[7] Aleatdrio (F9)

' Intervalo | Gontrole Deslizante | Animago

min: -5 max: |5 Incremento: (0.1

Aplicar Cancelar
[

Entrada

Figura 2.3: Controle deslizante

e Com o botao Novo ponto, crie os pontos A = (1,5) e B = (4,17).

e No Campo de Entrada, digite:
ro=(1+1%*4)/(1+r)

[

yo=(5+r*17)/(1+r)
Observe, na Janela Algébrica, os resultados obtidos.

e No Campo de Entrada, digite C = (xc,yc). Esse € o ponto que divide o segmento
AB na razao r = 2.

2.4.1 Ponto Médio
No caso particular de C' ser o ponto médio de AB entao r = 1.

Atividade 2.5. 1. Obter o ponto médio C' do segmento AB quando A = (7,—1) e
B =(-3,11).

2. No Geogebra, com o botao Novo Ponto, ou usando o Campo de Entrada, crie os
pontos A= (7,—1) e B=(-3,11). No Campo de Entrada, digite:

2Representagdio grafica de um ntimero livre ou de um angulo livre
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a) C=PontoMédio(A,B)

b) zc = SATEE) ¢ YAE)

O que podemos concluir a respeito, das coordenadas obtidas no item b?

2.5 Condicao de alinhamento de trés pontos

Sabemos que por dois pontos distintos passa uma tnica reta, ou seja, dados A =
(x1,71) € B = (x2,y2) eles estardo sempre alinhados.

Vejamos, agora, a condicao para que trés pontos sejam colineares, em funcao de suas
coordenadas.

Figura 2.4: Alinhamento de trés pontos

Observando a Figura 2.4, temos:

AACENAABD:>A:E:E262>
AD DB
Ts— T _Ys— U
Ty — I Y2 — Y1

Transformando a igualdade:

T3 —21  Ys— W
Tog — X1 Y2 — U1

= (r3 — 961)(92 —y1) = (22 — xl)(yi’) — 1)
T3Y2 — T3Y1 — T1Y2 + T1Y1 — T2ys + Toy1 + T1Y3 — x1y1 = 0
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21(y2 —ys3) + 22(ys — 1) + 23(y1 — y2) =0

Essa igualdade é equivalente a:

ya 1 vy 1 y1 1
Ty. — Zoa. + x3. =0
Yy 1 lys 1 Slyy 1
Dai:
1 oy 1
T2 Yo 1 :O
x3 yz 1

Portanto, os pontos A = (z1,41), B = (22,92) e C = (x3,y3) estdo alinhados se, e
somente se:

1 oy 1
To y2 1]=0
z3 yz 1

Atividade 2.6. 1. Mostrar que A = (—1,1), B = (
2. Abra o Geogebra, crie os pontos A = (—1,1),

3) e C'=(7,9) sao colineares.

1,3) e 7,
B=(1,3) eC=(7,9) e:
e no menu Exibir, cliqgue em Planilha;

e nos intervalos Al : C1, A2 : C2 e A3 : C3, digite as ternas (—1,1,1), (1,3,1) e

(7,9,1), respectivamente;

e selecione o intervalo Al : C3, clique com o botao direito sobre o conjunto selecionado
e na guia Criar, selecione a op¢ao Matriz (Figura 2.5)

7 GeoGebra . =0E0f X

Arquivo Editar Exibir Disposicies Opcies Ferramentas Janela Ajuda

; \i’ Mover ) ) @
| | Araste ou selecione um ou mais objetos (Esc) 3
Janela de Algebra IS [Janela de Visualizagin & [pianilna FEE
Objetos Livres 6 A B8 c t
Objetos Dependentes L] =1l 1 1 s
5 2 1 3 1l
S [— 9 JE
4 L4 |] ates
Fo [ Copiar
3 % O colar
T oo Cortar
2 g | |4 ApagarObieto
Lista Criar ’

1 Lista de pontos Gravar para a Planilha de Calculos
Importar Arquivo de Dados

i}

Matriz

Tabela el
4 3 2 R 0o 1 2 3 4 5 [ 7 3 9 Opgies da Planilha

Tabela de Operacio
15

Propriedades.

Entrada; =

Figura 2.5: Criando a matriz

Observe a matriz que aparece na Janela Algébrica.

e No Campo de Entrada, digite o comando D = Determinante|matrizl]. (Figura
2.6).
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Figura 2.6: Calculando o Determinante

Observe o valor de D, que aparece na Janela Algébrica. De acordo com esse, podemos
concluir que os pontos acima citados, sao colineares?
3. Confime geometricamente o resultado do item anterior, como segue:

— —

e Criando as retas AB; AC e BC

<
e Com o botao Relacao entre Dois Objetos, clique sobre: Ponto A e BC'; Ponto B e
<

—
AC'; Ponto C e AB.

—
Observacao 1. Clicando por exemplo sobre o Ponto C' e sobre a reta AB, o Geogebra
retorna o resultado dizendo “Ponto C pertence a Reta a (Verificado numericamente)”
(Figura 2.7).

{2 GeoGebra =@ ®
Arquivo Editar Exibir DisposicBes Opcdes Ferramentas Janela Ajuda

. Relagéo entre Dois Objetos D
) g Selecione dois objetos )
Janela de Algebra [BEE]
= Objetos Livres y
FoA=(1,1)
~9B=(1,3) 9
Loc=(,9)
= Objetos Dependentes g
Poarx+y=2

=

GeoGebra - Relagio ==

@@ Porto Cpertence aRetaa
~  (verificado numericamente)

Entrada: L)

Figura 2.7: Comparando os pontos A, B e C
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2.6 Segmentos orientados no plano

Dados dois pontos no plano, digamos A = (ay,as) e B = (b1, bs), 0 segmento orientado
AB & o segmento de reta ligando A e B, nesta ordem. Como conjunto de pontos,
os segmentos orientados AB e BA sio iguais. Entretanto, eles representam segmentos
orientados diferentes: BA sera chamado segmento orientado oposto de AB.

Dado um segmento orientado AB, A # B, consideraremos trés objetos importantes
para seu estudo, a saber: a reta | que o contém (Figura 2.8), a diferenca B — A =
(b1,b2) — (a1,a2) = (by — a1, by — as) e a inclinagao (declividade) de [ dada por

Figura 2.8: Segmento orientado AB

z. No caso em que ndao podemos definir m(l), isto é, quando b; = a,, diremos que AB ¢
vertical.

A partir da Figura 2.8, vamos definir o comprimento de AB, que indicaremos por
HE” Aplicando o teorema de Pitagoras ao triangulo retangulo AABX, vem que

HE” = \/(b1 — CL1>2 + (bg — CLQ)Q

Dizemos que dois segmentos orientados AB e C'D tem a mesma direcio se as retas
que os contém sao paralelas. Em outras palavras, se [ é a reta que contém AB e r é
aquela que contém CD, os segmentos tém a mesma direcdo, se m(l) = m(r), ou ambos
os segmentos sao verticais. Por outro lado, consideremos a Figura 2.9, onde as retas [ e r
sao paralelas. Nessas condigoes, temos a seguinte

Definicdo 3. Diremos que AB e CD tém o mesmo sentido se
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Figura 2.9: Segmentos orientados AB e C'D com mesma direcio

m(l) =m(r), (by —ay).(dy — ¢1) > 0, e portanto (by — az).(dy — c2) > 0
0U, NO Caso em que oS segmentos sao verticais, erigimos apenas que
(bg — a/2).(d2 — CQ) >0

Observacio 2. Em particular, os segmentos AB e BA tém a mesma direcio, mas ndo
tém o mesmo sentido. De fato, B — A= (by — a1,by —ay) e A— B = (a3 —by,ay — by) €
o produto de suas abscissas €

(by —ay).(ay — b)) = —(by —a;)* <0

Note também que AB tem o mesmo sentido e comprimento que o segmento orientado
ligado a origem dado por OX , onde X = B — A (Figura 2.10).

Atividade 2.7. 1. Considere os pontos A = (1,0), B = (0,2), C = (2,1) e D = (1,3).
Verifique se os segmentos orientados AB e CD, possuem a mesma direcdo, o mesmo
sentido e calcule o comprimento dos mesmos.

2. Abra o Geogebra:

e Com o botao Novo Ponto ou digitando no Campo de Entrada, crie os pontos A =
(1,0), B=1(0,2), C =(2,1) e D = (1,3).

e Com o botao Segmento definido por Dois Pontos, clique sobre os pontos A e B; C
eD.

e No Campo de Entrada, digite: Inclinagao [af e Inclinagao [b].
e No Campo de Entrada, digite: (x(B) — xz(A))(z(D) — z(C)).

Observe na Figura 2.11, os valores que surgem na Zona Algébrica, onde a = 2.24, b = 2.24,
representam, respectivamente os comprimentos dos segmentos orientados AB eCD. Além
disso, e = 1, € o valor de (x(B) —x(A))(z(D)—z(C)), indicando assim, que os segmentos
em questdao, tém o mesmo sentido, uma vez que o mesmo € maior do que zero.
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Figura 2.10: Segmentos orientados AB e OX com mesma direcio

£ GeoGebra - e e
Arquivo Editar Exibir Disposicoes Opcoes Ferramentas Janela Ajuda
D= 0PN e .
Janela de Algebra = [Janela de Visualizagio EE
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2a=224
O b=224
Je=-2
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Je=1 28 b
1 f=224
) g=224
a C
1
i A X
4 3 2 1 0 1 2 3 4
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Figura 2.11: AB e CD com mesma direcio, sentido e mesmo comprimento

2.7 Vetores no plano

Seja AB o segmento orientado determinado pelos pontos A = (a1, as) e B = (b, by).
Agora imagine todos os outros segmentos que tém o mesmo comprimento e sentido que
AB.

Considere a Figura 2.12, onde representamos alguns desses segmentos e, introduzimos
uma outra forma de ver o segmento orientado: uma seta ligando o ponto inicial ao ponto
final de cada segmento orientado. E essa colecio de Egmentos orientados “parecidos” que

chamaremos de vetor AB, e que indicaremos por AB.

—
De agora em diante, vamos indicar o vetor AB, por AB ou por

(bl —ar, by — GQ)
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Figura 2.12: vetor AB

—
Definicao 4. Como os representantes de um vetor © =AB tém o mesmo comprimento, a

saber, a distdncia de A a B, esse valor comum serd chamado comprimento ou norma

—
do vetor © =AB, o que indicaremos por ||U||. Em particular, se tomarmos o representante

H
OU, U = (uy,us), temos
[d]| = \/uf + u3.

Atividade 2.8. 1. Considere os vetores i = (3,2) e = (1,3). Localize-os em O = (1,5)
e em P = (4,1). Determine o comprimento dos mesmos.
2. Abra o Geogebra:

e Com o botao Novo Ponto, ou digitando no Campo de Entrada, crie os pontos O =

(1,5) e P = (4,1).

Crie os vetores® i = (3,2) e ¥ = (1,3).

Com o botio Vetor a Partir de um Ponto, clique sobre: @, O = (1,5) e P = (4,1);
7,0=(1,5)eP=(41).

No Campor de Entrada, digite: Comprimentofu] e Comprimento/v](Figura 2.13).

30 Geogebra diferencia entre ponto e vetor, fazendo a distin¢do entre maiuscula e mintscula. Se por
exemplo digitarmos A = (1,1), teremos o ponto A e, se digitarmos a = (1,1), teremos o vetor a.
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Figura 2.13: Representantes dos vetores 4 e U/

Definicao 5. Sejam @ = (uj,uz) e ¥ = (v1,vs) dois vetores. A soma de U@ com U é
definida como sendo o vetor (de coordenadas) i+ U = (uy + vy, us + vo) (Figura 2.14)
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Figura 2.14: Soma dos vetores @ e U

Definicao 6. Sejam ¢ = (v1,v2) =V um vetor e a € R um nimero real. O produto de
a por ¥ é definido como sendo o vetor at = (avy, ave) = aV'.

Portanto, se a > 0, os representantes de av tém todos o mesmo sentido que os
representantes de v. Se a < 0, os representantes de av tém todos o sentido contrario
ao de v.

Proposicao 1. Sejam ¢ = (vy,v2) um vetor e a € R um nidmero real. O comprimento

do vetor at € |a| vezes o comprimento do vetor v.
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Demonstracgao 2.

ladl| = v/(av1)? + (av)? = y/a?v? + a?v3 = |a| \/vi + 03 = |al ||7]

O que conclut a demonstracao.

Atividade 2.9. 1. Sejam 4 = (2,1) e U = (—1,2) dois vetores. Determine os vetores:
a=2u;b=30ec=ad+b.

2. Abra o Geogebra:

e No campo de entrada, digite: u= (2,1) ev = (—1,2).

e No campo de entrada, digite: a =2u, b=3v ec=a+b.

3 operagdes com vetores.ggh | ]
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Ju:(g) ]
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Entrada +

Figura 2.15: Operagoes com vetores

Observacao 3. Por padrao, o Geogebra, escolhe para o resultado das operagoes entre

vetores, o representante com inicio na origem do sistema cartesiano. Se por exemplo
— —

tivermos os vetores AB e AC, com A = (=2,3), B = (3,2) e C = (1,5) e desejarmos

— —
obter o vetor W =AB + AC, o Geogebra fornece o representante w = (8,1), como mostra

a Figura 2.16

Proposicao 2. Se u, v, W sao vetores no plano e a,b € R, entdo valem as sequintes
propriedades:

(i) [Comutatividade] @ + v = U + ;
(ii) [Associatividade] (i + ¢) + @ = @ + (U + W);

(iii) [Elementro Neutro] O vetor 0 = (0,0), chamado vetor nulo é o tnico vetor tal
que U+ 0 = u;

(iv) [Simétrico] O vetor —i = (—1)u, chamado simétrico de i, é o unico vetor tal
que U + (—u) = 0;
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Figura 2.16: Representante da soma de vetores com origem na origem do sistema

(v) [Distributividade] a(u + ¥) = a@ + av;
(vi) [Distributividade] (a + b)@ = a@ + bii;
(vii) [Associatividade] (ab)ud = a(bi);
(viii) [Elemento Neutro] 14 = @

Observacao 4. Através do aspecto geométrico da soma de vetores, observamos que as
propriedades comutativa e associativa mostram que para somar vdrios vetores, precisamos
apenas colocd-los, em qualquer ordem, sequidos um do outro e a sua soma estard ligando
a extremidade inicial do primeiro a extremidade final do ultimo.

— — — — —
Atividade 2.10. 1. Considere os vetores ©u =AB, v =BC, w =CD, zZ=DFE, a =FF e
— —
b=FG, onde, A= (1,3), B=(3,4), C =(6,5), D =(8,3), E = (11,5), FF = (12,3) e
G = (13,1). Determine o vetor 7’ = U+ U+ W+ Z+a+b e represente-o geometricamente.
2. Abra o Geogebra:

e Com o botao Novo Ponto ou digitando no Campo de Entrada, crie os pontos A =

(1,3), B=(3,4), C = (6,5), D = (8,3), E = (11,5), F = (12,3) ¢ G = (13,1).

Com o botao Vetor Definido por Dois Pontos, clique na sequéncia em: A e B; B e
C;CeD;DeFE;EeF;F eG.

No Campor de Entrada, digite: ‘r =u+v+w+z+a+b .

Com o botao Vetor Definido por Dois Pontos, clique sobre A e G.

Com o botao Relagao entre Dois Objetos, clique sobre os vetores c e r (Figura 2.17).

4Lembre que o Geogebra fornece o representante com inicio na origem do sistema, cartesiano.
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Figura 2.17: Soma de varios vetores
—
Fixemos um ponto P = (pj,p2) e um vetor ¥ = (vy,vs), ou seja, ¥ =0V, sendo

V = (v1,13). Localizando o vetor ¥ em P, obtemos o representante PQ. Assim, temos
que Q = (p1 + vi,p2 + v2). Com efeito,

— — — — .
OQ=0P + PQ=0P +0 = (p1 +v1,p2 + v3) = Q = (p1 + v1,p2 + V2)

nessas condicoes, obtemos o seguinte resultado.

— —
Proposicao 3. Sejam P = (p1,ps2) e U =0V um vetor de coordenadas (v1,vy). Se ¥V =PQ),
entdo QQ = (p1+v1, p2+v2) = P+ V. Em outras palavras, o representante de U que comega
em P, termina em Q = P+ V. Potanto, V = Q) — P determina as coordenadas do vetor

—

—PQ).

Existem dois vetores especiais no plano, que sao conhecidos como base canénica.
Eles sao indicados por ie j, ou alternatlvamente sem usar setas acima, e e ey. Eles sao
os vetores dados por e =1 = (1,0) e e; = j = (0,1) (Figura 2.18).

Seja um vetor ¢ qualquer, o mesmo pode ser escrito como combinc¢ao linear dos vetores
1 e j, como mostra a

Proposicao 4. Se v = (vy,v9), entao
U= U1;+ Ugj
Demonstracao 3. De fato,

vyl + U2j= v1(1,0) +v2(0,1) = (v1,0) + (0,v2) = (v1,v2) =V
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Figura 2.18: Base Canonica

Defini¢ao 7. Dados dois vetores do plano i = (uy,uz) € ¥ = (v1,v2) chama-se produto
escalar entre 4 e U ao nimero

(u,v) = uvy + Ugvy
Observacao 5. Também é usada a notacao u.v para indicar o produto escalar dos vetores
U eu.

Observacao 6. Denominamos vetor normal a um determinado objeto (reta, plano, etc.),
ao vetor perpendicular a este objeto.

Observagao 7. Vemos que para todo vetor v # 0 vale (v,v) > 0 e que ||v|| = /(v,v),
para todo vetor v. Firzando-se também o angulo entre dois vetores u e v como sendo
0 <0 <m temos que

(u,v)

[l [ |v]]
Em particular dizemos que dois vetores i e U no plano, sao ortogonais, ou perpendiculares
entre si, se (u,v) =0, o que equivale a termos 0 = 7.

cosf =

Atividade 2.11. 1. Considere os vetores i = (2,1) e ¥ = (—3,6):
a) Determine o produto escalar de @ por U;
b) Determine o dngulo entre U e U;
¢) Os vetores i e U sao ortogonais? Justifique.
2. Abra o Geogebra:

e No Campo de Entrada, digite: w= (2,1) e v = (—3,6).
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e No Campo de Entrada, digite u v ®.

e No Campo de Entrada, digite Angulo[u,v). (Renomei o dngulo com a letra 6).

2 GeoGebra . = o
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Figura 2.19: Angulo entre dois vetores

2.8 Coordenadas no espaco

Seja E o espago euclidiano tridimensional. Um sistema de coordenadas (cartesianas)
em F consiste em trés eixos OX, OY e OZ, com a mesma origem O, tais que qualquer
um deles ¢ perpendicular a cada um dos outros dois. O sistema ¢é indicado com a notacao
OXYZ.

Uma vez fixado o sistema OXYZ, chamaremos de Il,,, IL,, e II,. os planos
determinados pelos eixos OX e OY, OY e OZ, OX e OZ, respectivamente.

A escolha do sistema OXY Z faz com que se possa associar a cada ponto P do espaco
um terno ordenado (z,y,z) de nimeros reais, chamados as coordenadas do ponto P
relativamente a esse sistema.

Para obter a coordenada x do ponto P fazemos passar por esse ponto um plano
II, paralelo a II,.. A coordenada, no eixo OX, da interseccao II N OX é o nimero x.
Analogamente, y é a coordenada, no eixo OY, da interseccao deste eixo com o plano IT',
paralelo a II,,, passando por P. Finalmente, z é a coordenada, no eixo OZ, da interseccao
II"NOZ, onde I1” é o plano paralelo a 11, passando por P. do

As coordenadas (z,y, z) do ponto P no sistema OXY Z (Figura 2.20) podem também
ser obtidas assim: a reta paralela ao plano OZ passando pelo ponto Pcortao plano II;, no
ponto Fy. Sejam (x,y) as coordenadas de Fy no sistema OXY do plano II,, ,. Estas sdo as
duas primeiras coordenadas de P. Por sua vez, a reta paralela ao eixo OX passando por
P corta o plano II,, no ponto P;. Sejam (y, z) as coordenadas de P, no sistema OY Z. O
nimero y é o mesmo ja obtido e z é a coordenada restante do ponto P. Usa-se a notacao
R? para representar o conjunto cujos elementos siao os ternos (r,y,z) de nimeros reais.

50 Geogebra interpreta o comando u * v, como o produto escalar dos vetores i e ¥
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O ntmero z é a primeira coordenada do terno (z,y,z), y é a segunda e z é a terceira.
Dois ternos (x,y, z) e (2',y/, 2') sdo iguais se, e somente se, x =2/, y =1y e z = 2.

Figura 2.20: Ponto P no espaco tridimensional

O sistema OXY Z determina uma correspondéncia biunivoca £ — R3 que a cada
ponto P do espagco associa o terno (z,y, z) de coordenadas desse ponto no sistema dado.
Estando claro o sistema OXYZ que nos referimos, escreveremos P = (z,y,z) para
significar que x,y e z sao as coordenadas do ponto P.

As coordenadas da origem sao O = (0,0,0). Os pontos dos planos IL,,, I, e II,, tém
coordenadas (z,v,0), (0,y,2) e (z,0,y), respectivamente.

Um plano chama-se vertical quando contém o eixo OZ ou é paralelo a ele. Um plano
diz-se horizontal quando é perpendicular ao eixo OZ. Todos os pontos de um plano
horizontal tém coordenadas (z,y, c), onde a constante ¢ é a coordenada no eixo OZ, da
inteseccao do plano dado com esse eixo. diz-se entao que z = ¢ é a equacao do referido
plano. De modo analogo, os planos perpendiculares aos eixos OX e OY tém equacoes do
tipo x = a e y = b, respectivamente.

Evidentemente, um plano horizontal é paralelo a, ou coincide com, o plano II,.

Atividade 2.12. 1. Marque no espago cartesiano R?® os pontos A = (1,0,0), B =
(2,—1,4) e C = (0,3,2).
2. Abra o Geogebra:

o No menu exibir marque a opcao: Janela de visualiza¢cao 3D
e No Campo de Entrada, digite: A= (1,0,0), B=(2,—1,4) e C = (0,3,2)

Como fizemos para o R?, podemos somar ternos e multiplicar ternos por um nimero
real. Temos assim, as seguintes

Definicao 8. Se A = (aj,as,a3) e B = (by,b2,b3) a soma de A com B, indicada por
A+ B, € o terno
A+ B= (&1 —|—b1,a2+b2,a3+b3)
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Defini¢ao 9. Se A = (a1,az2,a3) e a € R o produto de A pelo nimero real a, indicado
por aA, € o terno
aA = (aay, aas, aas)

Atividade 2.13. 1. Dados os pontos A = (1,0,0), B = (2,1,—-1) e C = (0,1,2),
determine os pontos D = A+ C, E = (2A+ B - C).
2. Abra o Geogebra:

e No menu exibir marque a op¢ao: Janela de visualizacao 3D.
e No Campo de Entrada, digite: A= (1,0,0), B=(2,1,—1) e C =(0,1,2).
e No Campo de Entrada, digite: D = A+ C, F = (2A+ B —C).
Como para o R?, vale a seguinte proposicao.
Proposicao 5. Se A, B,C € R? e a,b € R, entdo valem as sequintes propriedades:
(1) [Comutatividade] A+ B = B + A;
(11) [Associatividade] (A+B)+C =A+ (B+C);

(177) [Elementro Neutro] O terno O = (0,0,0), chamado terno nulo é o dnico terno
tal que A+ O = A;

(iv) [Simétrico] O terno —A = (—ay, —ag, —az), chamado simétrico do terno A, é o
anico terno tal que A+ (—A) = O;

(v) [Distributividade] a(A+ B) = aA + aB;
(vi) [Distributividade] (a + b)A = aA + bA;
(vii) [Associatividade] (ab)A = a(bA);
(viii) [Elemento Neutro] 14 = A

As nocoes de segmentos orientados e vetores no plano que estudamos pode ser
facilmente estendida para o espaco. SO precisamos ajustar a no¢ao de segmentos com
o mesmo sentido.

Dados dois pontos do espago R3, digamos A = (aj,as,a3) e B = (by,by,0b3), 0
segmento orientado AB é o segmento de reta ligando A e B, nesta ordem. Como
conjunto de pontos, os segmentos orientados AB e BA sao iguais. Entretanto, eles
representam segmentos orientados diferentes: BA serda chamado segmento orientado
oposto de AB.

Dado um segmento orientado AB, A = (a1, a,a3) e B = (b1, by, bs), a diferenca

B-A= (bla b2>b3) - (al,a2,@3) = (bl —ai, by —a, by — as)

serd fundamental para o que faremos a seguir.
Inicialmente definimos o comprimento de AB, que coincide com a distancia entre A
e B, indicado por HAB , que é dado por

B = v/ (b1 = a1)? + (b2 = a2)? + (bs — a3)?
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Atividade 2.14. 1. Dados os pontos A = (2,1,0) e B = (0,5,—1), determine o
comprimento do segmento orientado AB.
2. Abra o Geogebra:

e No menu exibir marque a opcao: Janela de visualizacao 3D.
e No Campo de Entrada, digite: A= (2,3,3) e B=(3,5,—1).
e No Campo de Entrada, digite: DistancialA,B].

Dois segmentos orientados AB e C'D tém a mesma direcdo se sio paralelos, isto é, se
estao contidos em retas paralelas. (Observe aqui que duas retas r e s sdo paralelas se sao
coplanares e nao se cruzam). Em termos das diferencas B — A e D — C, isso significa que
existe um nimero real nao-nulo a tal que B — A = a(D — (). Agora, se tal nimero a é
positivo, diremos que os segmentos AB e C'D tém o mesmo sentido®.

2.9 Vetores no espaco

Seguindo as mesmas ideias do caso plano, vamos definir vetor, agora no R3. Sejam
AB, CD, segmentos orientados dados pelos pontos A = (ay,ay,a3), B = (b, by, bs),
C = (¢1,¢9,¢3) € D = (dy,dy,d3). Vamos supor que eles tenham o mesmo sentido e o
mesmo comprimento. Logo,

B—A:(bl—al,bg—ag,bg—ag) :a(d1—cl,dg—CQ,d3—03):a(D—C’), a>0

e

\/(bl — CL1)2 + (bg — a2)2 + (bg - a3)2 = \/(dl — 61)2 + (dQ — 02)2 + (dg — 03)2
Comparando essas duas igualdades, vem que a = 1 e, portanto, B— A= D — C'. Isto
nos leva a seguinte definicao, que poderia ser adotado em qualquer caso.

- —
Definicao 10. Dado o segmento orientado AB, o vetor AB € definido como sendo o
@junto de todos os segmentos orientados que tém o mesmo sentido e comprimento que
AB. Em outras palavras,

AB={PQ:Q-P =B A

—
A Figura 2.21, mostra alguns representantes do vetor @ =AB. Dentre esses,
*)

observemos o vetor OV, com extremidade inicial, na origem do sistema e a outra no
ponto digamos V' = (v, ve, v3). Assim, temos:

OV=AB=V =B — A

_>
Se @ =AB, o terno B— A = (b; — a1, by — as, b3 — a3) serd chamado coordenadas do
vetor .

6Obviamente, essa forma de definir mesmo sentido, vale para o caso plano.
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Figura 2.21: Representantes do vetor # no espacgo

—
Definicao 11. Como os representantes de um vetor © =AB tém o mesmo comprimento,

a saber, a distincia de A a B, esse valor comum serd chamado comprimento ou norma

—
do vetor @ =AB, o que indicaremos por ||@||. Em particular, se tomarmos o representante

-
OU, U = (uy,us,u3), temos
|dl] = \/u? + u3 + ul.

Atividade 2.15. 1. Considere os vetores u = (4,4,3) e v = (3,2,—1). Detemine suas
normas.
2. Abra o Geogebra:

e No menu exibir marque a op¢ao: Janela de visualizacao 3D.
e No Campo de Entrada, digite: v = (4,4,3) ev = (3,2, —1).

e No Campo de Entrada, digite: Comprimentofu] e Comprimento[v].

Observe os valores dos nimeros a e b na janela algébrica da Figura 2.22, os mesmos
representam as normas dos vetores da Atividade 2.15.

Definicao 12. Sejam @ = (uy, us, u3) e U= (v1,v2,v3) dois vetores. A soma de i com U
€ definida como sendo o vetor

U+ T = (uy + vy, us + v, uz + v3)

Definicao 13. Sejam v = (vy,v9,v3) um vetor e a € R um nimero real. O produto de
a por U, € definido como sendo o vetor

av = (avy, ave, avs)
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Figura 2.22: Normas dos vetores u e v

Atividade 2.16. 1. Considere os vetores u = (4,4,3) e v = (3,2, —1). Determine:
a) u+wv
b) 3u—2v
2. Abra o Geogebra:
e No menu exibir marque a op¢ao: Janela de visualizacao 3D.
e No Campo de Entrada, digite: uw= (4,4,3) ev = (3,2, —1).
e No Campo de Entrada, digite: v+ v e 3u — 2v.

A base canodnica do R? tem trés vetores. Eles sdo os vetores dados por e; = i =
(1,0,0), 2 =7 =(0,1,0) e e3 =k = (0,0, 1).

Proposicao 6. Se v = (v, vy, v3), entao
U= v15+ Ugj—’— Uglg
Demonstracao 4. De fato,
07+ va] + w3k = v1(1,0,0) + v2(0,1,0) + v3(0,0,1) = (v1,0,0) + (0,v2,0) + (0,0, ,v3)

=
V11 + V) + vsk = (v1,v2,v3) = U

Definigao 14. Dados os vetores i = (uq,us,u3) e U = (vy,v9,v3). O produto esclar
ou (interno) de @ por U, indicado por @.V, ou por {u,v), é o nimero real dado por

U.U = U U] + Uy + U3V3.
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Observacao 8. Assim como para vetores no plano, temos também que, o dngulo entre
dois vetores u e v no espaco R® é dado por

{u, v)

cosf) = ———.
(]| {J]]

Em particular dizemos que u e v sdo ortogonais, ou perpendiculares entre si, se (u,v) =0,
0 que equivale a termos 6 = 7.

Atividade 2.17. 1. Sejam u = (1,2,—1) e v = (0, -2, —1) dois vetores. Determine o
produto escalar de u por v.
2. Abra o Geogebra:

e No menu exibir marque a op¢ao: Janela de visualizacao 3D.
e No Campo de Entrada, digite: w=(1,2,—1) e v = (0,—2,—1).

e No Campo de Entrada, digite: u *v.

2.9.1 Produto Vetorial

Imaginemos o seguinte problema: Dados dois vetores nao paralelos @ e v como podemos
encontrar um vetor w perpendicular aos dois vetores dados?

Note que, esse problema nao possui uma tnica solucao. De fato, se encontrarmos um
vetor w satisfazendo as condices acima, qualquer vetor A\ também satisfara.

A esse vetor W chamaremos de produto vetorial de 4 e U e denotaremos por W =

U x .

Deﬁnlgao 15. Chama-se produto vetorial de dois vetores U = 210 + yJ+ Z1E e v =
Tol + Ya2J + sz tomados nesta ordem, e se representa por U x 7 ao vetor

-

V4 ;
1 J +

'92 22

—

r 2
T2 29

1 %
To Y2

U XV = k

Observemos que o segundo membro da expressao cima, pode ser obtida do desenvol-
vimento segundo o Teorema de Laplace, de

(]
1 Y1 21
T2 Y2 %2

ol

Isso sugere a notacgao

i 7k
U XV = rr Y1 A

T2 Y2 Z2

Observacao 9. O simbolo a direita na expressao acima, nao € um determinante, pois a
primeira linha contém vetores em vez de escalares. No entanto, usaremos esta notacao
pela facilidade de memorizacdo que ela propicia no cdlculo do produto vetorial.

Atividade 2.18. 1. Determine o produto vetorial dos vetores © = (3,—2,6) e U =
(2,—4,5)
2. Abra o Geogebra:
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e No menu exibir marque a opcao: Janela de visualizacao 3D.

e No Campo de Entrada, digite: 4 = (3,—2,6) e U = (2,—4,5).

e No Campo de Entrada, digite: u® v’ (Figura 2.23).

%7 produto vetorial.ggh

= | B S
Arquivo Editar Ex!brrf{)pgﬁﬁs Finarimas\]ﬂewudai 777777 -
BB % REEr IO HEE T o
» Janela de Algebra A

) 3
¢ Janela de Visualizagdo 3D
= Vector3D

63]
3\ T
-0 u = =2 | - -
[ i 7 : :

Low=( -4

N
5

Entrada:

Figura 2.23: Produto vetorial de v e v

2.10 Distancia entre dois ponto no espaco

Observamos inicialmente que se, num dado sistema OXY Z, os pontos P = (a,b, )
e @ = (a,b,7') tém as duas primeiras coordenadas iguais, entdao d(P,Q) = |z — 2’| pois
esta é a distancia entre dois pontos no eixo formado por todos os pontos (a,b, z), z € R.

Um resultado analogo vale, evidentemente, para a primeira e terceira, ou para a segunda
e terceira coordenadas.
Dados P = (x,y,2) e P' =

(2,9, 2'), a distancia entre esses, é dada por

AP, P) = /oo P T (g =g+ (= 7]
Em particular, a distancia do ponto P = (z,y, z) a origem O = (0,0,0) é dada por
d(P,0) = /22 + y* + 22

Atividade 2.19. 1. Dados os pontos P = (2,1,3) e Q = (1,4, —1), determine a distincia
eles.
2. Abra o Geogebra:

e No menu exibir marque a opcao: Janela de visualizacao 3D.

e No Campo de Entrada, digite: P =(2,1,3) e Q = (1,4,—1).

"No geogebra, u ® v indica o produto vetorial de i por ©.
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e No Campo de Entrada, digite: Distancia[P, Q).

Como no caso do plano, podemos caracterizar o perpendicularismo dos segmentos O A
e OA’ em termos das coordenadas dos pontos A = (a,b,c) e A" = (', V', ).
Com efeito, o angulo AOA’ é reto se, e somente se, vale

A(A, A')? = d(O, A)? + (O, A')2,

ou seja,
(a—a)2+b-0)V +(c—d)P=a®+*++ad?+V?+ 72
desenvolvendo os quadrados e, simplificando, obtemos a relagao

aa +bb' +cd =0,

que fornece a condigao necessaria e suficiente para que sejam perpendiculares os segmentos

OAeOA, onde A= (a,b,c) e A = (d',V,c).

Atividade 2.20. 1. Sejam A = (2,-6,2) e A" = (1,2,5). Verifique que os segmentos
OA e OA’, sao perpendiculares.
2. Abra o Geogebra:

o No menu exibir marque a op¢ao: Janela de visualizacao 3D.

e No Campo de Entrada, digite: O = (0,0,0), A=(2,-6,2) e A’ = (1,2,5).
e Com o botdao Segmento definido por Dois pontos, clique em: O e A; O e A’.
e Com o botao Angulo, clique, na sequéncia, sobre: A, O e A'.
2 ativi b il S
Arquivo Editar Exibir Opcoes Ferramentas Janela Ajuda
KE NN SN IR E e Tl @
B EECL D REE D s
» Janela de Algebra ~ Janela de Visualizagéo 3D 3]
= Angle3D =21 - |
@ a=90°
= Point3D
-9 A=(2,6,2)
5 A'=(1,2,5)
@ 0=(0,0,0) s
= Segment3D = 2
=2 a=6.63
2 b=548
L 1
Entrada: 3] 3@

Figura 2.24: Angulo entre os segmentos OA e OA’
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Capitulo 3

Estudo da reta utilizando o Geogebra

3.1 Equacao da Reta

Teorema 2 A toda reta r do plano cartesiano esta associada uma equacao da forma
ar+by+c=0
onde a, b e ¢ sao nmimeros reais, a # 0 ou b # 0, e (r,y) representa um ponto de r.

Demonstracao 5. Sejam @ = (z1,y1), R = (x2,y2) dois pontos distintos do plano
cartesiano e v a reta definida por esses. Se P = (x,y) € um ponto de r, entao os pontos
P, Q) e R sao colineares. Logo, pelo visto na Segcao 2.5, temos:

1 oy 1
T2 y2 1]=0
z3 yz 1

Desenvolvendo esse determinante pela regra de Laplace, teremos:

(Y1 — o). + (z2 — 1)y + (212 — T2y1) = 0

Fazendo yy —yo = a, o — 1 = b e x1y2 — x2y1 = ¢, decorre que todo ponto P € r deve
verificar a equagao
ar+by+c=0

chamada equacao geral de r.

3.1.1 Comentarios

1. Ficou provado que toda reta tem equacao geral.

2. Convém notar que a mesma reta r admite infinitas equacdes gerais, isto é, esta
associada a um conjunto de equacoes equivalentes entre si.

3. Os coeficientes a e b nao podem ser simultaneamente nulos pois:
a=0=y—yp=0=y =y

b=0=21—22=0= 11 = 29

Dessas duas igualdades, concluimos que ) = R, porém, () # R por hipo6tese.
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Atividade 3.1. 1. Obter a equacdo da reta que passa por Q = (4,3) e R = (0,7).
2. Abra o Geogebra e:

e Crie os pontos Q = (4,3) e R = (0,7).

e Com o botao Reta Definida por Dois Pontos, clique sobre os pontos () e R.

_ nﬁg
itar Exibir Disposicies fes Ferramentas Janela Ajuda
. er
ione Um ou mais objetos (Esc) &
EEE
= Objetos Livres aly
e Q=(4,3)
9 R=(0,7) =
= Objetos Dependentes e
Pa:-x-y=-7
6
a
4
Q
3
2
1
o x
8 7 5 5 4 3 2 1 ] 2 3 4 5 3 7 8 9 0 1 12 13
-1
2
Entrad ©

Figura 3.1: Reta que passa por R e ()

Teorema 3 A toda equacao da forma ax + by +c¢ = 0, com a,b,c € R, a # 0 ou
b # 0, estd associada uma tnica reta r do plano cartesiano cujos pontos P = (x,y) sdo as
solugoes da equacao dada.

Demonstracao 6. Faremos a demonstracdo apenas para o caso geral a # 0 e b # 0.
Sejam Py = (x1,11), Py = (x2,y2) € Py = (x3,y3) trés pontos dois a dois distintos que
satisfazem a equacao dada. Entao temos:
ar1+byy +c=0=ax; = —-by; —c
axs +by+c=0= ary = —by; —c
axrs+bs+c=0= ar3 = —by; —c

Além disso

r3—1x1  arz—ar;  —bys—c—(=byr—c) —bys+by

Ty — T3 avy —axrs —bys —c— (—bys —c)  —bys + bys

Seque que
Ts—T1 _Ys— W

Tg — I3 Y2 — Y3

Portanto Py, P, e P3 sao colineares.

Esta provado que todo ponto P3 (variavel), que satisfaz a condicdo ax + by + ¢ = 0,
pertence necessariamente a reta Py P, (que existe e é iinica) a qual denominaremos de reta
T.
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3.1.2 Comentarios

e O Teorema 3 mostra que, dada a equacao ax + by + ¢ = 0, o conjunto dos pares
(x,y) que a satisfazem é uma reta.

e O Teorema 3 mostra também que s6 os pontos que satisfazem a equacao azx + by +

¢ = 0 pertencem a reta, portanto, um ponto esta sobre uma reta somente se suas
coordenadas verificam a equacao dada.

Atividade 3.2. 1. Construir o grdfico dos pontos que verificam a equacao x+2y—6 = 0.

2. Abra o Geogebra e no Campo de Entrada, digite x + 2y — 6 = 0. O resultado é
mostrado na Figura 3.2.

7 GeoGebra

Arquivo Editar Exibir Disposiches Opcbes Ferramentas Janela Ajuda

-
B = e . L D
AR PONE lbeE (5] ot o sasaons o s ees e

LEc-
\(m)

(6, 0)

Figura 3.2: reta x +2y — 6 =0

Atividade 3.3. 1. Verificar se os pontos A = (2,2), B=(4,1) e C = (7,—1) pertencem
a reta r de equacao x + 2y — 6 = 0.
2. Abra o Geogebra:

e No Campo de Entrada, digite: A= (2,2), B= (4,1) e C = (7,-1).
e No Campo de Entrada, digite: v : x + 2y — 6 = 0.

Observe, na Zona Grdfica, que os pontos A = (2,2) e B = (4,1) estao sobre a reta r, mas
que o mesmo nao ocorre com o ponto C' = (7,—1).

A relacao entre os pontos A, B e C' e a reta r, poderia ser feita, com o uso do botao
Relagao entre Dois Objetos, clicando sobre: A e r; B e r; C e r. Por exemplo, clicando
sobre a reta r e sobre o ponto C, o Geogebra, apresenta a resposta, dizendo: “Ponto C'
nao pertence a Reta r (verificado numericamente)”, como mostra a Figura 3.3.
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Figura 3.3: Relacao entre os pontos e a reta

Atividade 3.4. 1. Determinar as equacoes das retas suportes dos lados do tridngulo
cujos vértices sio A = (0,0), B=(1,3) e C = (4,0).
2. No Geogebra, realize 0s sequintes procedimentos:

e Com o botao Novo ponto ou digitando no Campo de Entrada, crie os pontos A =

(0,0), B=(1,3) e C = (4,0).

e Com o botao Poligono crie o tridngulo ABC.

—

<
e Com o botao Reta definida por dois pontos, crie as retas AB, BC e AC.

Observe as equacoes obtidas na Janela Algébrica.
3. Abra o Geogebra e realize as sequintes operagoes:

e Com o botao Novo ponto ou digitando no Campo de Entrada, crie os pontos A =

(0,0), B=(1,3) e C = (4,0).
e No Campo de Entrada, digite: reta [A, B], reta [B, C| e reta [A, C]

Observe as equacoes obtidas na Janela Algébrica.

3.2 Interseccao de duas retas

Todo ponto de interseccao de duas retas tem de satisfazer as equacoes de ambas as
retas, pontanto, obtemos o ponto comum P = (zo, yo) a duas retas concorrentes resolvendo
o sistema formado pelas suas equagoes:

riax+biy+c =0
S:ax +boyy+co =0

Atividade 3.5. 1. Obter a interseccio das retas: r:x+2y=3es:2x+3y=>5
2. Abra o Geogebra e realize as sequintes operagoes:

39



e No Campo de Entrada digite: r:x+2y=3es:2x+3y=2>5

e Com o botao Interseccao de Dois Objetos, clique sobre as retas v e s na Janela

G'rdfica

e Clique com o botao direito sobre o ponto A, interseccio das retas r e s, em
propriedades, na guia bdsico, em Fxibir Rotulo, selecione Nome Valor.

¥ GeoGebra =RRal X
Arquivo Editar Exibir Disposicies Opcdes Ferramentas Janela Ajuda
5 . 9 4— \-_ Mover &)
at '/7 Bl |2 ®_, ) sl e =2 (L2 )| Araste ou setecions um ou mais bietos s
[Janela de Algebra ()& [Janela de Visualizagdo [DEE]
= Objetos Livres y
FOrnx+2y=3
2 8:2x+3y=5
= Objetos Dependentes
SoA=(1L,1)
I
A=(11
X
Entrada; )

Figura 3.4: Interseccao das retas r e s

O ponto de interseccao' das retas r e s pode ser obtido, digitando, no Campo de
Entrada o comando Intersegaolr, s|.

3.3 Posicoes relativas de duas retas

Dadas duas retas r e s cujas equacoes sao

riax+biy+c =0
S:asr+byy+co=0

elas podem ocupar apenas trés posicoes relativas no plano cartesiano. Essas posicoes sao
definidas com base no ntimero de pontos comuns as retas, isto é:

r e s concorrentes < um Unico ponto em comum, isto é, r N's # ¢
r e s paralelas e distintas < nenhum ponto em comum, ou seja, r s = ¢
r e s coincidentes < infinitos pontos comuns, isto é, r = s

Vejamos pois, as condicoes que devem ser satisfeitas, para cada um desses casos.
Resolvedo o sitema

ax +by+c =0 N a1byx + biboy + bycy = 0
Ao + bgy +Cco = 0 —agblx — blbgy — b102 =0

= (a1b2 — a2b1>$ + b201 — blcg =0

1Observe que esse ponto ndo pode ser descolado, por se tratar de um objeto dependente.
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= (CleQ — Qle)l' = bicy — byy
Por outro lado,
ar+biy+c1=0 N —aa1x — asb1y — asc; =0
asx + by +co =0 a1a2x + a1boy + a1co =0
(albg — agbl)y + a1Cy — A9C1 = 0

= (a162 — agbl)y = A92C1 — A1C9

Fazendo:
a; b
&1[)2 — (Zgbl = CL; b; =D
| bhoa|
b1C2 — b2C1 = ' b2 ¢ = D1
as ¢
a9C1 — A1Co = CL? C? = D2
O sistema fica reduzido a:
Dx = Dl
Dy = D,

Sao trés casos possiveis:

1. D # 0 < tem uma tnica solu¢ao r N's # ¢

2. D=0e Dy (ou Ds) # 0 < nao tem solucao < rnNs= ¢

3. D= D; =Dy =0< tem infinitas solucoes < r = s
Atividade 3.6. 1. Determinar a posicao relativa dos sequintes pares de retas:
a)r:2r—y+3=0es:2—2y+3=0
b)t:2r—y+5=0cu:2r—y+3=0
c)v:zx—06y+3=0ez:3x—18y+9=0

2. No Geogebra, realize as sequintes operacoes:
a) No Campo de Entrada, digite:

er:2x—y+3=0
e s:x—2y+3=0
e t:2xr —y+5=0
o u:2r—y+3=0
e v:x—6y+3=0
e 2:3z—18y+9=0

b) Cliqgue com o botao direito sobre qualquer umas equagoes, na quia Propriedades,
selecione Cor, escolha uma cor para cada reta.

c) Com o botao Interseccdo de Dois Objetos, clique, na sequéncia, sobre as retas: r e s;
teu, vez.

Observe os valores que aparecem na Janela Algébrica.
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3.4 Formas Da Equacao da Reta

3.4.1 Forma Geral

Vimos, pelo Teorema 2, que dada uma reta r, podemos determinar pelo menos uma
equacao do tipo
ar+by+c=0

denominada equacao geral da reta r, a qual é satisfeita por todos os pontos P = (z,y)
pertecentes a reta 7.

Atividade 3.7. 1. Determinar a equagio geral da reta que passa pelos pontos A = (1,2)
e B=(—-4,-2).
2. Abra o Geogebra:

e Digitando no Campo de Entrada ou com o botao Novo Ponto, crie os pontos A =
(1,2) e B=(—4,-2)

e Com o botao Reta definida por Dois Pontos, clique sobre os pontos A e B.
e No Campo de Entrada, digite Reta[A,B].

Observe e compare as equagoes que surgem na Zona Algébrica.

3.4.2 Forma Reduzida

Considere uma reta r, de equagao geral ax + by + ¢ = 0, com b # 0, assim

a c
by=—ar —c=y= (—E)x+ (—E)

_ a _ Cc .
fazendo m = —¢ e ¢ = —7, temos:

Yy =mx+q

que é denominada equacao reduzida da reta r, em que m é o coeficiente angular, isto é, o
valor da tangente do angulo que a reta faz com o eixo das abscissas e o nmero g ordenada
do ponto onde a reta r corta o eixo y, ¢ o coeficiente linear da reta. Desse modo se m
é negativo o angulo formado pela reta e o eixo x é maior do que 90 graus o que implica
dizer que a reta é decrescente. Por outro lado, se m é positivo, entao o angulo é menor
do que 90 graus, logo a reta é crescente.

Atividade 3.8. 1. Determinar a equacao reduzida da reta AB quando A = (—=1,1) e
B = (2,10).
2. Abra o Geogebra:

e Crie os pontos A= (—1,1) e B = (2,10).
e Com o botao Reta definida por Dois Pontos, clique sobre os pontos A e B.

e Na Janela Algébrica, clique com o botao direito sobre a equacao obtida e selecione
a opcao y = ax + b (Figura 3.5).
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Figura 3.5: FEquacao reduzida da reta

3.4.3 Calculo do coeficiente angular

Consideremos a reta r que passa pelos pontos A = (z1,y1) e B = (22, y2), com 1 # g,
e que forma com o eixo x um angulo de medida «.

Se « é agudo, isto é, 0° < a < 90°, entao pela Figura 3.6,

sendo o triangulo ABC' retangulo em C, temos:

CB Y2— Y1
tga = — = tga = ———
& AC & To — Xq

Por outro lado, se a é obtuso, isto ¢, 90° < a < 180° entao pela Figura 3.7, no
triangulo retangulo ABC, temos:

B Y2 — Y Y2 —
tg(180° — o te(180° —a) = 27U e =270
g( a) CA g( ) 1 — T2 g 1 — T2

tga = Y2~
To — X1

Portanto, para os dois casos, temos:

Y2 — 1
To — I

m =

Atividade 3.9. 1. Determine o coeficiente angular da reta que passa pelos pontos A =
(1,1) e B=(5,7).
2. Abra o Geogebra:

e Com o botao Novo Ponto ou digitando no Campo de Entrada, crie os pontos A =
(1,1) e B=(5,7).

e Com o botao Reta definida por Dois Pontos, clique sobre os pontos A e B.

e No Campo de Entrada, digite: Inclinagao [af.
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Figura 3.7: dngulo o obtuso

3.4.4 Forma Segmentaria

Seja r uma reta que intersecta o eixo x no ponto P = (p,0) e o eixo y em @ = (0, q),
com p # 0 e ¢ # 0, como mostra a Figura 3.8:
Uma equagao de r é:

=0=pq—qr—py=0=qr+py=pq

o 8
Qo
— =

Dividindo ambos os membros da tltima equacao por pg # 0, obtemos:

E—l-y:l
p q

que é denominada equagao segmentaria de r.
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o

Figura 3.8: Reta por P e @)

Note que p e q sdo as medidas algébricas, respectivamente, dos segmentos OP e OQ,
dai o nome de equacgao segmentaria.

Consideremos uma reta r de equagao geral ax +by+c=0coma #0,b#0e ¢ # 0,
tal que P = (p,0) e @ = (0,q), pertengam ambos a r.

A equacao segmentéria da reta r é obtida da seguinte maneira:

b
ax+by+C=0:>ax—|—by:—c:>ix+—y:1:>
—C —C

Por outro lado, como P = (p,0) € r e @ = (0,q) € r por hipotese, temos:

a.p—i—b.O—i—c:0:>p:—E
a

e
a$.0+bg+c=0=q= —g
Segue que
x
Ty
p q

Além disso, se na figura 3.8 tracarmos o segmento P(), temos, pelo Teorema de

Pitagoras, que o
PQ=vp*+¢

VPRt e

representa a distancia entre os pontos de contatos da reta com os eixos coordenados.

isto é, a expressao
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No Geogebra, afim de transformarmos a equacao geral de uma reta na forma
segmentaria, tracamos o grafico da mesma e, observamos os pontos de contatos com
os eixos coordenados.

Atividade 3.10. 1. Obter a equacao segmentdria da reta 2z + 3y — 12 =0
2. Abra o Geogebra:

e No Campo de Entrada, digite 2x + 3y — 12 =10

e Com o botao Interseccao de Dois Objetos, clique sobre: a reta e o eizo x; a reta e
0 eizo y, renomeando-os® para P e Q respectivamente.

7 GeoGebra | o
|| Arquivo Editar Exibir Disposigbes Opgies Ferramentas Janela Ajuda
ry NNElErE \ i Mover Janela de Visualizagio @
R Ul /,H |l CJ7 | ‘ SR il | T e visualizagdo ou um eixo (Sift - Arrastar)
Janela de Algebra )] [vanela de Visualizagio E®
= Objetos Livres %
-3 0=(0,0)
3 a:2x+3y=12
= Objetos Dependentes
3 P=(6,0)
~2Q=(0,4)
2 b:0.17x+0.25y =1
Q
3
2
1
i} P X
] B 7 6 5 4 3 2 T oglo 7 2 3 4 5 6 H [ 9 i
-1
-2
-3
Entrada: 3

Figura 3.9: FEquagao segmentdria

ite s —% N —
e No Campo de Entrada, digite: @ T 5o = 1

Por padrao o Geogebra apresenta o resultado, com os ntimeros na forma decimal. O
resultado dessas operagoes ¢ mostrado na Figura 3.9 e, de acordo com a mesma, a equacao
segmentaria da reta é:

x
6 4
3.4.5 Forma Parameétrica

Até o momento, mostramos que as equagoes geral, reduzida e segmentaria de uma reta
relacionam diretamente entre si as coordenadas de x e y.

Porém, podemos escrever a equacao de uma reta em funcao de uma terceira variavel
A, denominada parametro.

As equacoes abaixo sao denominadas equacoes paramétricas da reta.

ZE:J]1+I{71/\

y—y+k)\ ()\GR,k'l?éOOqu#O)
— Y2 2

Para obtermos a equacgao geral de uma reta definida por equacoes paramétricas, elimina-
mos o parametro A das duas equagoes.

2Para renomear um objeto, clique com o botdo direito sobre o mesmo e, escolha a op¢io renomear
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Por outro lado, desenhemos, por exemplo, o grafico da reta que passa pelos pontos
A=(1,3) e B=(—1,—1). Clique com o botao direito sobre a reta, em Propriedades,
na aba Basico, marque Exibir Roétulo e selecione Nome & Valor. Em seguida, na
Zona Algébrica, clique com o botao direito sobre a equacao e selecione a opcao Forma
Parameétrica (Figura 3.10).

£ GeoGebra ol S
Arquivo Editar Exibir Disposicies Opcoes Ferramentas Janela Ajuda

A3 ol Lazel]|| s || Mover )
B [ () = | Amaste ou selecione um ou mais abjetos (Esc)
lizagio

= Objetos Livres y
SO A=(1,3)
5B=(4,) 6
= Objetos Dependentes
5 arX=(1,3)+A(-2, 4) 5

aX=(1,3)+A(2,-4)

Entrada )

Figura 3.10: Fquac¢do paramétrica da reta por A= (1,3) e B=(—1,-1)
Dado um ponto P = (x,y) e um vetor v = (a,b), existe uma tnica reta que passa
por A e tem a direcao do vetor v.

Definicao 16. Se uma reta r passa por um ponto P e tem a direcao de um vetor v, entao
uma de suas equacoes pode serr: P + A.v , onde A\ € um niumero real.

A pergunta que surge é: Como obter o vetor v?

O vetor diretor, possui extremidade inicial na origem do sistema cartesiano e
extremidade final dada pela diferenca entre as coordenadas de dois pontos quaisquer
da reta.

No nosso exemplo, temos:

v=(-1,-1)—(1,3) = v=(-2,-4)
e de acordo com a figura 3.10, a equacao paramétrica é:
X =(1,3)+ A.(—2,—4)

O nuamero real A\, na expressao r : P + A\.v, indica que todas as retas paralelas a reta
r tém o mesmo vetor diretor, variando apenas o ponto por onde ela passa.

Atividade 3.11. 1. Determinar a equacdo paramétrica da reta que passa pelos pontos
A=(1,2) e B=(2,1).
2. Abra o Geogebra e:

e Com o botao Novo Ponto ou digitando no Campo de Entrada, Crie os pontos A =
(1,2) e B=1(2,1).

e Com o botao Reta definida por Dois Pontos, clique sobre os pontos A e B.

e Na Zona Algébrica, clique com o botao direito sobre a equacdo da reta e escolha a
op¢ao Forma Paramétrica (Figura 3.11).
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Arquivo Editar Exibir Opcdes Ferramentas Janela Ajuda

\ﬂ\ﬂ\ﬂ\ﬂ\g\ﬂ‘ﬁ‘ﬁ\ﬂ\ﬂ\ﬂ D\nrcr'::tre ou selecione um ou mais objetos (Esc) \:,,‘ &

» Janela de Algebra &[> Janela de Visualizacdo &3]
= Ponto ! y
o A=(1,2) a X=(1,2)+A(1,-1)
2 B=(21)
= Refa
5 oazX=(1,2)+A4,-1)

Entrada )

Figura 3.11: Equacao Paramética da reta por A e B

3.5 Equacao dareta que passa por um ponto P = (xg, yo)
e tem coefeiciente angular m

Consideremos, no plano cartesiano, as retas que passam por um mesmo ponto P =
(0, %0):

e a reta perpendicular ao eixo z tem por equagao x = zy (Figura 3.12);

b P=(x; ¥y)

Figura 3.12: Reta Perpendicular

e cada uma das outras retas tem um coeficiente angular m e sua equacao reduzida é
y = maz + q, com a condi¢do de P pertencer a ela (Figura 3.13) .

48



Figura 3.13: Reta por P = (xo,Yo)

Logo:
Yo = Mo+ q = q = Yo — Mo

Substituindo em y = mx + ¢, vem:

Yy =mz+yy— mzy =y — Yy =m(x — x)

Portanto:

A equagao de uma reta que passa por P = (xg, o) é:
y—yo = m(x — x0) ou x = x

Atividade 3.12. 1. Determine a equacio da reta que passa pelo ponto P = (2,5) e tem
wnclinacao de 45°.
2. Abra o Geogebra:

e Digitando no Campo de Entrada ou com o botao Novo Ponto, crie o ponto P =
(2,5).

e Com o botao Controle Deslizante, crie o dngulo a.
e No Campo de Entrada, digite y —y(P) = tg(a)(z — xz(P))3

Observe, na Zona Algébrica, a equacao obtida.

3.6 Condicao de Paralelismo

Teorema 4 Duas retasr : y = m,x + ¢q- € S : Yy = msx + ¢, nao verticais, sao
paralelas entre si se, e somente se, possuem a mesma inclinacao e cortam o eixo 0Y em

pontos distinto, isto é:

T s<em.=mseq #qs
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Figura 3.14: Retas paralelas

Demonstracao 7. Considere a Figura 3.14. Sejam y = m,x + q. € y = msx + ¢ as
equacoes reduzidas de v e s respectivamente. As retas r e s dadas sao paralelas quando
nao existe um ponto P = (x,y) comum a ambas, ou seja, quando o sistema

Y =m,T + qr
Y = msT + qs

nao possut solucao. Ora esse sistema € equivalente a

{ y —mx =g,

(mr - ms)x =dq4s — Qqr

o qual € desprovido de solu¢ao se, e somente se, m, = ms € G, 7 (s.
O que conclui a demonstracao.

Observacao 10. Na secao 3.3 vimos que: duas retas r : a1z + by +c¢; = 0 e s :
as + by + co = 0 sao paralelas se, e somente se,

a; b

D= a9 bQ

=0

Nos casos em quer e s nao sao verticais, vamos provar que as condicoes de paralelismo
D =0 em, =mg sio equivalentes. Lembrando que by # 0 e by # 0, temos:
ay as
D=0& a1by —aby =0 a1by = asby & — = —
by b
= My = My
Nos casos em r || s || Oy sd vale a condi¢io D = 0 pois nao existem os coeficientes
angulares m, e myg.

3Na versdo 4.2, que é a que estamos utilizando nesse trabalho, a tangete de um angulo o, é obtida
digitando no Campo de Entrada, o comando tan(«).
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Atividade 3.13. 1. Determinar a equagdo da reta s que passa por P = (6,—5) e €
paralela a reta r: 5r ++7y+1=0.
2. Abra o Geogebra:

No Campo de Entrada digite r : bx +Ty+1=10

Com o botao Novo Ponto ou digitando no Campo de Entrada, crie o ponto P =
(67 _5)

Com o botao Reta Paralela, clique sobre a reta r e em sequida sobre o ponto P.

e Renomear a reta assim obtida, denominando-a reta s.

I i i—

Arquivo Editar Exibir Disposi¢gdes Opgbes Ferramentas Janela Ajuda

G

Janela de Algebra &) [Janela de Visualizagio [S[E]E)

= Objetos Livres

@ P=(6,-5)
Irbx+Ty=-1

= Objetos Dependentes
Ps:5x+Ty=-5

Entrada: M

Figura 3.15: Reta s paraela a r por P

Vimos na secao 3.4.2 que a equagao reduzida de uma reta r é

Yy=mz+q

a

onde m = —7 ¢ o coeficiente angular de r ¢ ¢ = —7 ¢ a ordenada do ponto onde a reta
corta o eixo Oy.

Supondo m constante e ¢q variavel, a equagao reduzida passa a representar um conjunto
de retas paralelas (mesma inclinacao), iso é, um feixe de retas paralelas.

Assim, por exemplo, y = 2x + ¢ é a equacao do feixe de retas paralelas com coeficiente
angular 2. A Figura 3.16, mostra algumas dessas retas, com ¢ € —3,—2,—1,0,1,2,3

3.7 Condicao de Perpendicularismo
Definicao 17. Dadas no plano duas retas r e s, dizemos que r € perpendicular a s, que s

€ perpendicular a r ou, ainda, que r e s sdo perpendiculares quando r e s tiverem um
ponto comum e formarem dngulos de 90°
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€7 Retas paralelas com.ggh locsn o0 e S

Arquivo Editar Exibir Disposicbes Opgies Feramentas Janela Ajuda

A .
A .
Janeia de Algebra JEI] [Janela de 2] [GEE]

= Objetos Livies
@ ay=2x+3
O by=2x+2

-

B cy=2x+1
- @ diy=2x

@ fy=2x-2 g
0 gy=2x-3
Objetos Dependentes

Entrada: A

Figura 3.16: Feize de retas paralelas

Teorema 5 Duas retas r e s, nao verticais, sao perpendiculares entre si se, e somente
se, o produto de seus coeficientes angulares é -1.

rlsem.m,=-—1
Demonstragao 8. Mostremos inicialmente que
rls=m,ms;=-—1

No tridngulo retdngulo da Figura 3.17, uma vez que o dngulo externo € igual a soma dos
mternos nao adjacentes, temos:

Figura 3.17: Retas Perpendiculares

T 7y
as=§+aT:>tgas=tg(§+a,,>
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Mas

- T COS Qv
e (T rar) = i (T 0) = oty = -
2 2 Sm Qv
=t (W + ) ! !
J— O[T- = —— = —
°2 e tew
Logo,
1
tga, = — = my = ——
gy my
Portanto
my.mg = —1

Por fim, mostremos que vale a reciproca, isto é:
m,ms=—-1=1r_Ls

Considere o triangulo da Figura 3.18:

Figura 3.18: Relas r e s, tais que m,.mg = —1
1
my.mg=—1=m, = ——
ms
18to €,
m, # mg

as retas sao concorrentes e formam um dngulo 0 tal que

as =a, +0
Além disso,
1 1
my = —— = tga, = — = tgay = —cot . =
m, tgo,
7r
= tga, = tg (§ + ar> =

s
:>OJS:§+CVT
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Comparando as duas igualdades, temos:

ar+9:g+0zrz>0:g:>rJ_s

o que conclui a demonstracgao.

Atividade 3.14. 1. Verifique a posicao relativa das retas r : 3x +2y —1 =0 e s
dr — 6y +3 =0.
2. Abra o uso do Geogebra.

e No Campo de Entrada, crie as retas r e s, digitando: r : 3x +2y —1 = 0 e
s:4x — 6y + 3 = 0, respectivamente.

e No Campo de Entrada, digite: inclinacdo [r] * inclinagdo [s].
Observe o valor encontrado na Zona Algébrica.

Observacao 11. Podemos verificar que as retas r € s sao perpendiculares de um outro
modo bastante conveniente, a saber:

e Apds a criacao das retasr e s, com o botao Relacao entre Dois Objetos, clique sobre
as mesmas. Feito isso, o Geogebra, mostra o resultado, dizendo que “Reta r e Reta
s sao perpendiculares (verificado numericamente)”, como mostra a Figura 3.19.

€ GeoGebra | = BN 53
Arquivo Editar Exibir Disposicies Opgdes Feamentas Janela Ajuda
A . . o -1{,_ X 2 BT Relagdo entre Dois Objetos D
\ S { . 2
LA /{_ ! ®7 d LNl .| '%'7 Selecione dois objetos
Janela de Algebra D@ [Janela de Visualizagio OS]

= Objetos Lives g
@ rixe2y=1
2 SiAX-By=-3

= Objetos Dependentes
w0 a=A

3

GeoGebra - Relagio ==

I"’ | RetareRetas sao perpendiculares

= (verificado numericamente)

Entrada i} E@

Figura 3.19: Reta r perpendicular a reta s
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Atividade 3.15. 1. Dada a reta r de equacao 2o —y +5 = 0 e o ponto P = (3,5),
determine a equacao da reta s que passa por P e é perpendicular a reta r.
2. Abra o Geogebra

e No Campo de Entrada, digite: v : 2x —y + 5 =0, criando assim a reta r.
e No Campo de Entrada ou com o botao Novo ponto, crie o ponto P = (3,5).
e Com o botao Reta Perpendicular, clique sobre a reta r e sobre o ponto P = (3,5).

e Clique com o botdao direito sobre reta construida apds o passo anterior e renomeia,
chamando-a de reta s.

3. Determinar as equacgoes das alturas do tridngulo ABC' e provar que eles concorrem
no mesmo ponto H (Ortocentro). Dados: A= (0,—3), B=(—4,0) e C' = (2,1).

e No Campo de Entrada, crie os pontos A = (0,—=3), B = (—=4,0) e C = (2,1) e,
com o botao Poligono, clique na sequéncia em A, B, C' e novamente em A (Figura

£3 #rea do tridnguloZggh C=Sros X
Arquivo Editar Exibir Disposicoes Opcoes Ferramentas Janela Ajuda
R . el e sl -2 ‘ Mover )
M\ihd \d\g@‘\gw\_—,l ] ‘%’7 Arraste ou selecione um ou mais objetos (Esc)
Janela de Algebra EEE |Janela de Visualizagio EEE
= Objetos Livres y
Lo A=(0,-3) s
> B=(4,0)
e C=(2,1) 4
= Objetos Dependentes
i~ a=6.08 3
Y b=447
~0c=5
2 pol1 =11 2
C
! ﬁ
& 5 o1 2 3 4 5 3 7 8 9 0 o1 12 13
-4
5
= G

Figura 3.20: Criando o tridangulo ABC

Com o botao Reta Perpendicular, crie as retas perpendiculares aos lados BC, AC
e AB, clicando sobre: a reta BC e em A; a reta AC' e em B e por iltimo sobre a
reta AB e em C, respectivamente.

e Renomei as respectivas retas do item anteior, para hy, hy € he, clicando com o botao
direito sobre cada uma delas e usando o comando Renomear (Figura 3.21).

Com o botao Interseccao de Dois Objetos, clique sobre as retas hy e hy, e renomeio,
chamando-o de ponto H.

Com o botao Relacao entre Dois Objetos, clique sobre: o ponto H encontrado no
item anterior e a reta h,.

Apds o passo anterior, o Geogebra, mostra o resultado, dizendo que “Ponto H
pertence a Reta h. (verificado numericamente)” (Figura 3.22)
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Figura 3.21: Alturas dos tridngulos
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Figura 3.22: Relacao entre o ponto H e a reta h,

Observacao 12. Podemos determinar a intersecgao das retas hy e hy, bem como a relacao
entre o ponto H e a reta h., respectivamente, assim:

1. Digitando no Campo de Entrada: Interseccaolhq, hy).

2. Digitando no Campo de Entrada: Relag¢ao[H, h,].

3.8 Angulos entre duas retas

A Figura 3.23 mostra duas retas l; e [y, nao perpendiculares entre si e de coeficientes
angulares m; e msy, respectivamente.

Indicamos por 6 a medida do angulo formado pelas retas [y e [.

No APAB, Pela propriedade do angulo externo, temos:

oz2:0+041:Qzag—alﬁtgHZtg(ag—al)

tgan — tgay

=>tg = ———
& 1 +tga2.tga1
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Figura 3.23: Angulo entre duas retas

Como, por hipotese, [; e [, nao sao perpendiculares entre si, ha duas possibilidades
para 6, a saber:

e Se 0 for agudo, entao tg > 0
e Se 0 for obtuso, entao tg < 0

Assim, escrevemos:
théQ — thél

1+ théQ.thkl

tgh = ‘
Como tgas = msy e tgay = mq, temos a expressao:

tg¢9:’ Mg — My

14+ momy

Caso particular
Um das retas é vertical.
No APAB, Pela propriedade do angulo externo, temos:

04 a; =90° =0 =90°— oy = tgh = tg(90° — ay)

= tgh = cot a; = tgh =
tgay

No triangulo da Figura 3.24, 6 é necessariamente agudo, a sua tangente é positiva. Por
outro lado, niao sabemos o sinal de m;* (pode ser positivo ou negativo). Dai, escrevemos:

tgh =

1
my

4A reta {; pode esta & direita de Is.
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Figura 3.24: Angulo entre duas retas quando wma delas é vertical

Atividade 3.16. 1. Determine o dngulo agudo formado pelas retasr:2x —y+1=0¢
s:3x+y—2=0.
2. Abra o Geogebra.

e No Campo de entrada, digite: r: 2z —y+1=0es:3x+y—2=0.

e Com o botao Interseccao de Dois Objetos, clique sobre: o eixo x e a reta r; o eizo
x e a reta s e por fim sobre as retas v e s. Assim sao criados os pontos A, B e C
respectivamente.

e Com o botio Angulo, clique na sequéncia em: A, C' e B.

Observacao 13. Na Atividade 3.16, apds ser criada as retas r e s, o dngulo entre elas,
poderia ser encontrado com o uso do botao dngulo, clicando na sequéncia sobre a reta r e
em sequida sobre a reta s.

3.9 Distancia de ponto a reta

Consideremos um ponto P = (z,,y,) e uma r de equagao az +by+c = 0. A distancia
entre P e r é a medida do segmento perpendicular a r passando por P, como na Figura
3.25.

Essa distancia é dada pela expressao:

_ lax, + by, + |

Va? +b?

Demonstracao 9. Observamos que a formula é vdlida quando o reta € vertical, isto €,
quando b = 0. Logo podemos supor b # 0.

d(P,r)
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Consideremos a Figura 3.26, onde P # r. Se chamarmos de B o pé da perpendicular
baixada de P sobre a reta r, teremos a distdncia do ponto P a reta r iqual a distdncia do
ponto P ao ponto B. Logo:

APBC = cosa = i—g = PB = PC.cosa

d(P,r) = PC.cosa
Como o ponto C = (x,,y.) pertence a reta r, temos:
ar+by+c—0=ax, +by.+c=0= by, = —azr, — c

—ax, —c

9=

rax+by+c=0
P=(xq¥g)

diPr)

/

Figura 3.25: Distdancia de Ponto a reta

rax+hy+c=0

Figura 3.26: Distancia de P a r
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Mas PC = |y, — ye| = PC = |y, + “2=| = PC =
ou, entao:

axp+byp+c
b

lax, + by, + |
0]

PC =

Além disso,
a a
tga = —tgh = tga = — <——) = tgay = —

b b
2
a
2
tga = —
b2
2 _ 1 2 _1 2 ., _ _b?
Mas cos O = g = COS a—mécos Q=

b2

o

cosa =

Seque dai que:

lax, + by, + ¢| b
d(P,7r) = PC.cosa = d(P,r) = .
(P,r) COoS (v (P,r) 0 e

_ lax, + by, + |
Va? +b?

Atividade 3.17. 1. Calcule a distdncia entre o ponto P = (0,2) e a retar : 2e+3y—10 =
0

d(P,r)

2. Abra o Geogebra

e No Campo de Entra, digite: v : 2z + 3y — 10 =10
e Crie o ponto P = (0,2) com o botao Novo Ponto ou digitando do Campo de Entrada

e No Campo de Entrada, digite: DistdncialP,r/

Observacao 14. Por padrao, o Geogebra mostra na Janela Algébrica, um valor apro-
zimado®, para a distdncia entre um ponto e um objeto. Afim de comparar os valores
encotrados nos itens 1 e 2 da Atividade 3.17, faca o sequinte:

1. Clique em Ezibir e no comando Planilha.

2. Em qualquer célula da Planilha, digite: 4 /sqrt(13).

A distancia d €, em qualquer caso, um nimero real ndo negativo, isto €, d > 0 quaisquer
que sejam P e r, sendo:

e Se Per, entao d=0.

o Se P #r, entao d > 0.
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3.10 Area do Triangulo

Calculemos a area do tridngulo cujos vértices sdo A = (z1,y1), B = (22,42) e C =

(1'3, 93)
Considere o triangulo ABC' da Figura 3.27, onde AH é a altura relativa ao lado BC:"

Lembremos, da Geometria Plana, que se um triangulo ABC possui altura AH relativa
ao lado BC entao, a sua area S é dada por:

S = %.BC.AH

Por outro lado,

BCO = /(23 — 22)% + (y3 — 12)?

e a equacao geral da reta BC' é:

z y 1
Ty Yo 1| =0= (42 —y3)z + (¥3 — 22)y + (T2ys — 23y2) = 0
r3 yz 1
fazendo:
Yo — Y3 =a, T3 — Ty = b e Tays — T3y = ¢
temos:
ar+by+c=0
Além disso, a distancia do ponto A a reta BC' é dada por:
q— | +by; + ¢
Va? + b?
entao:
r y 1
T2 Y2 1
AH = d — (y2 — y3)21 + (73 — 22)y1 + (V243 — T3y2) _ r3 ys 1

V(s — 22)2 + (Y2 — y3)? V(s — 22)% + (y2 — y3)?

5quando ndo for um niimero inteiro ou decimal exato

Figura 3.27: Area do Tridngulo ABC
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x y 1

Indicando: Dagc = | 2 y2 1 |, temos:
r3 yz 1
1 1 D
S = EBCAH = 5\/(1’3 - IL'2)2 + (yg — y3)2. | ABCl

V(s —22)% + (Y2 — y3)?

donde vem a férmulas )
S — 5 |DABC|

Atividade 3.18. 1. Determine a drea do tridngulo ABC no qual os vétices sao
respectivamente as intersecg¢oes das retas: y=xr —3 ey=0;,y=x—3 ey = —x +5;
y=—x+5ey=0.

2. Abra o Geogebra.

No Campo de Entrada, digite: y=2x—3,y=0ey=—x+5

Com o botao Interseccao de Dois Objetos, clique, na Zona Algébrica sobre as retas:
y=0ey=az—-3;y=r—-3ey=—ax+5;y=—x+5ey=0.

Com o botao Poligono, cliqgue em: A, B, C e novamente em A, criados no item
anterior.

No Campo de Entrada, digite: Area[A,B,C].(Figura 3.28) ¢

£7 GeoGebra
Arquivo Editar Exibir Disposicdes Opcdes Ferramentas Janela Ajuda

. o Poligono
\ : ABC 0%0
\ Selecione todos os vértices e, entdo, clique novamente no vértice inicial ad
= =

Janela de Algebra Janela de Visualizagio ] EEE
= Objetos Livres y
“oaty=x-3

(el . S|

= Objetos Dependentes
FOA=(3,0
5B=(4,1)
2 C=(5,0)
@ a =141
Lab,=2
@ e =141
bd=1
=@ pol=1

Enirada: @ &
=

Figura 3.28: Area do Tridngulo

6Ao fim do terceiro passo, o Geogebra mostra na Zona Algébrica, o valor poll = 1, dizendo assim que
“o valor da area do tridngulo ABC' é 17, ndo sendo necessario, pois o quarto passo.
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3.11 Inequacoes do 1° grau com duas variaveis

Uma Inequacao do 1° grau nas variaveis reais x e y é um relacao de uma das formas

abaixo:
{ ar+by+c>0,ax+by+c<0

ar +by+c>0,ar+by+c<0

onde a, b e ¢ sao numeros reais conhecidos, com a e b nao-simultaneamente nulos.

Uma inequacao do 1° grau com duas varidveis admite infinitas solugoes. Ou seja,
existem infinitos pontos do plano cartesiano cujas coordenadas satisfazem a inequacao
dada.

Exemplo 3.1. (0,0), (1,1), (-2,1) sdo algumas solugdes de x + 2y — 4 < 0, pois
0+20-4<0,1+21—-4<0, (—2)+2.(1) —4 <0 sdo verdadeiras.

Para descobrir as solucoes de uma inequacao linear com duas variaveis, vamos estudar
os semiplanos com sua fronteira, que é a reta.

Semiplanos

Seja a reta r de equacao ax + by + ¢ = 0.

Temos dois casos a considerar:

1. r é perpendicular ao eixo z, isto é, b =0

Nesse caso r tem equagdo r = —<, logo todo ponto a direita de r tem abscissa
r > —< e todo ponto a esquerda de r tem abscissa ¥ < —£.

Paraa >0, temos x > —£ S ar+c>0ex < -2 S ar + ¢ <.
Paraa <0, temos x > —£ < ar+c<l0ex < —2 & ar+c¢>0.
Assim, para os semiplanos determinados por r : ax + ¢ = 0, temos:
Se a > 0, entao temos a Figura 3.29:

¥

ax+ec<0 ax+c=0

ax+c=0
Figura 3.29: Semiplanos com a > 0

Se a < 0, entao temos a Figura 3.30:

2. r nao-perpendicular ao eixo z, isto é, b # 0.
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ax+c=>0 ax+c<0

ax+c=0

Figura 3.30: Semiplanos com a < 0

Nesse caso, r tem equacao reduzida:

a c
= ——r — —
YT

Assim, todo ponto do semiplano acima de r : y = —7x — { satisfaz a condigao:
- a c
__l‘ —_—
A

e todo ponto do semiplano abaixo de r satisfaz a condicao:

< a C
__x _
I=73" 7%

Para b > 0, temos:
y>—r—isartby+c>0ey<—gr—37sar+by+c<0.
Para b < 0, temos:
y>—r—isartby+c<ley<—gr—3isar+by+c>0.
Portanto para os semiplanos detrminados por r : ax + by + ¢ = 0, temos:
Se b > 0, entdo teremos um grafico como o da Figura 3.31:

Se b < 0, entdo entao teremos um grafico como o da Figura 3.32

Atividade 3.19. 1. Resolva graficamente a inequacao 2z —y —4 > 0
2. Abra o Geogebra:

e No Campo de Entrada, digite: 2v —y —4 > 0
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Figura 3.31: Semiplanos definidos por
r nao-vertical e b > 0

Figura 3.32: Semiplanos definidos por
r nao-vertical e b < 0

3.12 Bissetrizes de duas retas

Definicao 18. Dado um dngulo /AOB7, a bissetriz de /AOB ¢ a semirreta O—é’ que o
divide em dois dngulos iquais.

Consideremos, no plano cartesiano, duas retas concorrentes l; e lp (Figura 3.33),
definidas por:

li:ax+biy+ci=0ely: ax+by+co=0

O lugar geométrico dos pontos que equidistam de ambas é formado pelas bissetrizes
b1 e bg.

Logo:
larx + by + 1] |asw + bay + ¢

"/ AOB indica angulo AOB e AOB indica medida do angulo AOB. Notagoes usadas em [7]

diy = dy =
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Figura 3.33: Bissetrizes

Eliminando os médulos, obtemos as equacgoes das retas by e by suportes das bissetrizes:
mxr + by + +a2:r; + by + 2
a? + 07 Va3 + 03
x4+ by + _a2x+b2y~|—02

a? + b} a3 + b3

Note que as retas b, e by sao perpendiculares.

Atividade 3.20. 1.Determine as equacoes das bissetrizes dos dngulos formados pelas
retasr:x—y=0es:x+y=0.
2. Abra o Geogebra:

e No Campo de Entrada, digite: r:x —y=0es:x+y=0.

e No Campo de Entrada, digite: Bissetriz|r, s

{2 GeoGebra —

= | G -
Arquivo Editar Exibir Disposicdes Opcdes Ferramentas Janela Ajuda
DEENRoERNEERE @
LI /J =0 L) ®7 4] 4% \/ o —) ‘%'7 Arraste ou selecione um ou mais objetos (Esc) 3
Janela de Algebra EE |Janela de Visualizagio EEE
= Objetos Livres v
O rX-y=0 P o 5
~@ gIx+y=0 N
= Objetos Dependentes
~@a:x=0 g
@b:y=0
4
3
2
1
b x
9 8 7 6 5 4 3 2 1 2 3 a 5 6 7 8 9
-1
2
3
4
Tniciar | i@

Figura 3.34: Bissetrizes das retas r e s

Observe na Zona Algébrica as duas equacoes que aparecem, sendo as mesmas, as
bisstrizes das retas em questao.
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Capitulo 4

Retas e planos no espaco

4.1 A reta

4.1.1 Equagao vetorial da reta

Consideremos um ponto A = (z1,y1,21) e um vetor nao-nulo ¥ = (a,b,c). So existe
uma reta r que passa por A e tem a direcao de v. Um ponto P = (z,y, z) pertence a r

-
se, e somente se, o vetor AP é paralelo a ¥ (Figurad.1), isto é,

—
AP=\v
para algum real .
Dessa igualdade, vem que
P—A=)X\u
ou
P=A+M\d

ou em coordenadas
(x,y,2) = (z1,y1,21) + A(a, b, ¢)

Qualquer uma dessas formas é denominada equacao vetorial de r.
O vetor ¥ é chamado vetor diretor da reta r e A é denominado parametro.

Z )

Figura 4.1: Reta no espago
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Atividade 4.1. 1. Determine a equacao vetorial da reta que passa por A = (1,—1,4) e
tem a diregao do vetor v = (2,3,2)
2. Abra o Geogebra:

e No menu exibir marque a opcao: Janela de visualizacao 3D.
e No Campo de Entrada, digite: A= (1,—1,4) e v = (2,3,2).

e No Campo de Entrada, digite: Reta[A,v].

3 stividade 40.9gb . = )
Arquivo Editar Exibir Opcbes Ferramentas Janela Ajuda

50 S Y IS AN T D) e

» Janela de Algebra & [ » Janela de Visualizacio 3D &
= Line3D T

9 a:X=(1,-1,4)+A(2,3,2)
= Point3D
~0 A=(1,-1,4)
= Vector3D

MW N

@y = | |

Entrada B

Figura 4.2: Reta que passa por A e tém a direcao de v

4.1.2 Reta Definida por Dois Pontos

A reta definida pelos pontos A e B é a reta que passo por A (ou B) e tem a diregao

—>
do vetor ¥ =AB

Atividade 4.2. 1. Determinar a equagdo da reta r que passa por A = (3,—1,-2) e
B =(1,2,4).
2. Abra o Geogebra:

e No menu exibir marque a op¢ao: Janela de visualiza¢ao 3D.
e No Campo de Entrada, digite: A= (3,—1,—-2) e B=(1,2,4).

e No Campo de Entrada, digite: Reta[A, B] (Figura 4.3) .

!Por padrao, o Geogebra, mostra a equacdo da reta em sua forma vetorial
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2 GeoGebra o —

. et - o) e
Arquivo Editar Exibir Opcdes Femamentas Janela Ajuda
[2-[ ][ =5[] @] &[] [ <]~ s

5
b Janela de Algebra » Janela de Visualizagio 3D
= Line3D T
5 @X=(3,-1,2)+A(2,3,6)
= Point3D
@ A=(3,1,-2)
@ B=(1,2,4)

Figura 4.3: Reta definida por A e B

4.1.3 Retas Paralelas aos Planos Coordenados

Uma reta é paralela a um dos eixos Oy, xOz ou yOz se seus vetores diretores forem
paralelos ao correspondente plano. Neste caso, uma das componentes do vetor € nula.

Exemplo 4.1. A Figura 4.4 mostra a retar (r || xOy) que passa pelo ponto A = (—1,2,4)
e tem vetor diretor v = (2,3,0) (a 8% componente € nula porque U || xOy).

Observagao 15. Como todos os pontos de r sao do tipo (x,y,4), todos eles distam J
unidades do plano xOy e por isso r || ©Oy. Por outro lado, sendo P, = (x1,y1,4) e

H
Py = (x9,y2,4) pontos distintos de r, o vetor diretor PyPo= (13 — x1,y2 — 11,0) lerd
sempre 3% componente nula.

Figura 4.4: Reta paralela ao plano xOy
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Comentario idéntico fariamos para os casos de uma reta ser paralela aos outros dois
planos.

4.1.4 Retas Paralelas aos Eixos Coordenados

Uma reta ¢ paralela aos eixos Oz, Oy ou Oz se seus vetores diretores forem paralelos
ai=(1,0,0) ouaj=(0,1,0) ouak = (0,0,1). Neste caso, duas das componentes do
vetor sao nulas.

Exemplo 4.2. Seja a reta v que passa por A = (2,3,3) e tem a direcdo do vetor v =

(0,0,3). Como a dire¢ao de U é a mesma de k, pois U = 3k, a reta € paralela ao eizo Oz
(Figura 4.5)

o]
3

Figura 4.5: Reta paralela ao eixo Oz

4.1.5 Angulo de Duas Retas
Definicao 19. O dngulo 0 entre duas retas r1 e ro se difine da sequinte maneira:
e 0 =0° ser; ery sao coincidentes;

e Se as retas sao concorretes, isto €, r Nry = {P}, entdo 0 € o menor dos angulos
positivos determinado pelas retas no plano que as contém.

Em particular 0° < 6 < 90°.
o SeriNry= ¢, temos duas situacoes a considerar:

— sery || re, entao 6 = 0°
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— se ry e ry nao sao paralelas e nao se intersectam, dizemos que as retas sao
reversas. Neste caso, seja P € ry e seja ry a paralela a ro que passa por P.
Entao as retas my e 1) sao concorrentes e definimos 6 como sendo o dngulo
entre 1 e rh.

Além disso, pelo paralelismo, o dngulo 0 independe do ponto P escolhido.

Sejam U7 e U3 0s vetores diretores de ry e rq, respectivamente Figura 4.6. Entdo,

cosf = M,
[[o1]] vzl

com 0 <0< 3.
De fato, pela definicao geométrica de produto escalar,

@.% = ||| |5]| cos 0
assim,
V1.V
o1 ]| [lva]|”

Como cos > 0 quando 0 < 0 < 7, o niimerador da expressao acima deve ser positivo,

cosf =

logo

cosf = _?’11—?12_|)
o1l vzl

Figura 4.6: Angulo de duas retas

Atividade 4.3. 1. Consideremos os pontos A = (1,2,3) e B = (2,1,2) e os vetores
v=(1,1,1) eu=(2,2,2). Determine o dngulo entre as retas r que passa por A e possui
direcao de U e s que passa por B e tem direcao de 1.

2. Abra o Geogebra:

e No menu exibir marque a opc¢ao: Janela de visualizacao 3D.

e No Campo de Entrada, digite: A = (1,2,3), B = (2,1,2), v = (1,1,1) e u =
(2,2,2).
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e No Campo de Entrada, digite: Reta[A,v] e Reta|B,u.
e Renomei as retas do item acima, para r e s respectivamente.

o No Campo de Entrada, digite: Angulo|r, s]

7 atividade42.996 E=SEos
Arquivo Editar Exibir Opcfes Ferramentas Janela Ajuda
. > >
) 5 Y 5 e e 0%
=

» Janela de Algebra » Janela de Visualizagéo 3D

= Line3D o
S0 X=(1,2,3)+A(1,1,1) R

9 8:1X=(2,1,2)+A(2,2,2) PR
= Point3D ~

5 A=(1,2,3)
-9 B=(2,1,2)
= Vector3aD

HEH NNN

Entrada

Figura 4.7: Angulo entre as retas 7 e s

4.1.6 Retas Ortogonais

Sejam as retas r; e o com as direcoes de vy e vy, respectivamente.

Entao,
rLry e 01.09=0

Figura 4.8: Retas ortogonais a r

Observacao 16. Duas retas ortogonais podem ser concorrentes ou nao. Na Figura 4.8,
as retas v e ro sao ortogonais a r. Porém, ro e r sao concorrentes. Neste caso, diz-se

que sao perpendiculares.
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Atividade 4.4. 1. Consideremos os pontos A = (2,-2,3) e B = (1,1,2). Sejam ainda
0s vetores ¥ = (1,—2,4) e i = (=2,1,1). Verifique se as retas r que passa por A e tem a
direcao de U e s que passa por B e tem direcao de U sao ortogonais.

2. Abra o Geogebra:

o No menu exibir marque a opcao: Janela de visualizacao 3D.

e No Campo de Entrada, digite: A = (2,-2,3) e B = (1,1,2), v = (1,-2,4) e
w=(-2,1,1).

e No Campo de Entrada, digite: Reta[A,v] e Reta|B,u].
e Renomei as retas do item acima, para r e s respectivamente.

e No Campo de Entrada, digite: vy * vs.

De acordo com o valor encontrado no iltimo passo, o que se pode concluir a respeito?

4.2 Plano

4.2.1 Equacao Geral do Plano

Sejam A = (x1,y;,21) um ponto pertecente a um plano 7 e 7 = (a,b,c), 7 # 0, um
vetor normal (ortogonal) ao plano (Figura 4.9).

.L_______——MP
Figura 4.9: Plano =

Como 1 L m, n é perpendicular a todo vetor representado em 7. Entao um ponto
—

P = (x,y, z) pertence a 7 se, e somente se, o vetor AP é ortogonal a i, isto &,

n.(P— A) =0,

ou

(a,b,¢).(x —x1,y —y1,2 —21) =0
ou

a.(r—x1)+b(y—wm)+c(z—2)=0

ou, ainda

ar +by+cz—axy —by; —czy =0
Fazendo

—axry — by — cz = d,

obtemos

ar +by+cz+d=0

Esta é a equacao geral do plano .
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Observacao 17. Sendo um vetor i = (a,b, c) normal a um plano 7, temos:
e Qualquer vetor ki, k # 0, é também vetor normal ao plano.
e (s trés coeficientes a, b e ¢ da equacgao
ar +by+cz+d=0,
representam as componentes do vetor 1.

Além disso, para obtermos pontos de um plano dado por uma equagao geral, basta atribuir
valores arbitrdrios a duas varidveis e calcular o valor da outra na equacao dada.

4.2.2 Equacao Vetorial e Equacoes Paramétricas do Plano

Seja A = (z0,Yo,20) um ponto pertencente a um plano 7™ e 4 = (ay,by,c1) e ¥ =
(a9, by, co) dois vetores paralelos a m (Figura 4.10), porém # e U ndo-paralelos. Para todo

Figura 4.10: Plano 7

—
ponto P do plano, os vetores AP, i e ¥ sdo coplanares. Um ponto P = (z,y, z) pertence
ao plano 7 se, e somente se, existem nimeros h e t tais que

P—A=hu+tv
ou
P=A+ hu+tv
ou em coordenadas
(,y,2) = (%0, Yo, 20) + h(a1, b1, ¢1) + t(az, ba, c2)
Esta equacao é denominada equagao vetorial do plano w. Os vetores « e U sao os
vetores diretores de 7.
Da equacao vetorial do plano em coordenadas, obtém-se
(flﬁ, Yy, Z) = (.fo + CLlh + Clgt, Yo + blh —+ th, 20 + Clh + Cgt)
que, pela condicao de igualdade, vem
r=x9+ arh+ ast
y=y0+b1h+b2t ,
z=2zy+ crh + cot

com h,t € R.
Estas equacoes sao chamadas equacgoes paramétricas de 7w, onde h e t sdo varidveis
auxiliares denominadas parametros.
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4.2.3 Angulo de Dois Planos

Sejam os planos m; e Ty com vetores normais 71, e 7y , respectivamente (Figura 4.11).
Chama-se dngulo de dois planos m, e m 0 menor angulo que um vetor normal a m; forma

Figura 4.11: Angulo de dois planos

com um vetor normal a m,. Sendo 6 esse angulo, tem-se
cosf = 7175 ,
[[71]] |2l

com 0 <0< 7.

Como o numerador da expressao acima deve ser positivo, razao pela qual tomou-se o
produto escalar em modulo, pois que este podera ser negativo quando o angulo entre os
vetores for o suplementar de 6.

Atividade 4.5. 1. Determinar o dngulo entre os planos my : 2 +y —2+3 = 0 e
T T +Y— 4 =0
2. Abra o Geogebra:

o No menu exibir marque a op¢ao: Janela de visualizacao 3D.
e No Campo de Entrada, digite: m :2x +y—2+3=0em:z+y—4=0.

o No Campo de Entrada, digite: Angulo[m, )

4.2.4 Planos Perpendiculares
Consideremos dois planos m e my e sejam 7; e 7ip vetores normais a m; e o
respectivamente. Pela (Figura 4.12) concluimos imediatamente:
7T1J_7T2<:>T_i1J_ﬁ2<:>ﬁl.ﬁ2:O

Atividade 4.6. 1. Verificar se os planos m : 3x +y—4z+2=0em: 20 +6y+32 =0
sao perpendiculares.
2. Abra o Geogebra:

e No menu exibir marque a op¢ao: Janela de visualizacao 3D.
e No Campo de Entrada, digite: m :3x +y—424+2=0 e my: 2x + 6y + 32z = 0.
No Campo de Entrada, digite: ny = (3,1, —4) e ny = (2,6, 3).

No Campo de Entrada, digite: nq * no
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Figura 4.12: Planos perpendiculares

4.2.5 Paralelismo e Perpendicularismo entre Reta e Plano

Sejam uma reta r com a dire¢ao do vetor ' e um plano 7, sendo 77 um vetor normal a

. Temos que
r| <= vLn<= vn=0, (Figurad.13)
er L n<<= 0| 7n<= U=an, para algum o € R (Figura4.14)

[ ]

2
Figura 4.13: Reta paralela ao plano

Atividade 4.7. 1. Uma reta r tém vetor diretor v = (2,—3,1). Verifique que a reta é r
paralela ao plano my : Sx+2y—4z—1 = 0. Verifique também que a mesma € perpendicular

ao plano mo : 4o — 6y + 22 — 5 = 0.
2. Abra o Geogebra:

e No menu exibir marque a opcao: Janela de visualizacao 3D.
e No Campo de Entrada, digite: 7 : bx +2y—42z—1=0emy : 4o —6y+22—5 = 0.

e No Campo de Entrada, digite: ny = (5,2, —4) e ny = (4, —6,2) 2.

2Esses sao os vetores normais a m; e my respectivamente.
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Figura 4.14: Reta perpendicular ao plano

e No Campo de Entrada, digite: v = (2,-3,1).
e No Campo de Entrada, digite: nq * v.
e No Campo de Entrada, digite:

N =

Nnoy.

Verifique os resultados dos dois ultimos itens e, tire suas conclusoes.

4.2.6 Interseccao de Dois Planos

O terno (z,y, z) € R chama-se uma solugao do sistema

ax+by+ciz+d =0
asT + boy + coz +dy = 0

quando suas coordenadas x, y, z satisfazem ambas equacoes.

Fixando um sistema de coordenadas OXY Z no espaco, as equagoes acima representam
planos 7; e my que sao perpendiculares respectivamente aos segmentos OA; e OA,, onde
A1 = (al, bl,Cl) [§] A2 = (CLQ, bQ,Cg).

Os planos m; e my podem ser paralelos, podem ser coincidentes ou podem intersectar-se
segundo uma reta. Correspondentemente a estas altenativas, o sistema acima pode ser
impossivel, no primeiro caso, ou indeterminado no segundo caso.

O sistema acima da origem as duas matrizes abaixo. A primeira é chamada a matriz
do sistema e, a segunda, a matriz aumentada:

aq b1 C1 ay bl C1 dl

as bQ Co a9 b2 Co d2
Os vetores I} = (ay,b1,¢1) e lo = (a, by, o), em R3, sdo as linhas da matriz do sistema.
Para falar dos vetores-linha

L1 = (a1,b1,¢1,dy) e Ly = (ag, by, c2, ds)

da matriz aumentada, diremos algumas palavras do espaco R*.
Os elementos do conjunto R?* sdo as listas ordenadas de quatro ntimeros reais, como

v = (21,%2,23,74) € W= (Y1, Y2, Y3, Ys). Eles sdo chamados os vetores do espaco a quatro
dimensoes R*.

Para esses vetores, poem-se as seguintes defini¢oes:
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v+ w = (21 + Y1, Ta + Y2, T3 + Y3, Ty + Ya);
a.v = (axy, axse, arg, ary), a € R;
V= (-X1, =T, —T3, —T4);

0=(0,0,0,0).

Ficam assim introduzidas em R* operacoes anilogas que conhecemos para vetores no
plano e no espaco tridimencional. Em particular, uma expresso do tipo ayv; + - - - + vy,
onde o, - ,q, sdo ndameros reais e vy,--- ,v, € R* chama-se uma combinacdio linear
dos vetores vy, -+, Up.

Assim, os planos 7 e my definidos pelas equagoes do sistema acima, coincidem se, e
somente se, existe um nimero real k # 0 tal que as = kay, by = kby, co = kcy e dy = kd;.
Isto equivale a dizer que

a1b2 — CLle = A1C2 — A9C1 =

= a1dy — asdy =

= blcg — b261 =
- b1d2 - bgdl -
= C1d2 - Cle =0

Também podemos exprimir esse fato dizendo que os vetores-linha L, e Lo da matriz
aumentada sao miltiplos um do outro:

Ly =kL,.

Os planos 7 e 79 definidos pelas equagoes do sistema acima, sao paralelos se, e somente
se, existe k #£ 0 tal que ay = kay, by = kby, co = kcy mas dy # kd;. Isto quer dizer que
os vetores-linha da matriz do sistema sao miltiplos um do outro (ly = kly) mas isto ndo
se da com os vetores-linha L, Lo da matriz aumentada. Tem-se portanto a;by — asby =
a1Cy — agC1 = b102 - bgCl = (0 mas ao menos um dos a1d2 - CLth bldz - b2d1 ou Cldz — Cle
é diferente de zero.

Finalmente, os planos 7 e m, se intersectam segundo uma reta quando nao coincidem
nem sao paralelos. Para que isto aconteca é necesséario e suficiente que pelo menos um
dos ntimeros a1by — asby, aico — ascy ou bicy — bacy seja diferente de zero. Esta condicao
equivale a dizer que os vetores-linha iy = (a1, by, 1) e [ = (ag, be, ¢2) da matriz do sistema
nao sao colineares (multiplos um do outro). Nesse caso, o sistema acima é indeterminado.

O sistema acima também ¢é indeterminado quando suas equacoes definem o mesmo
plano m; = m,. Mas ha uma diferenca entre as duas situacoes: quando m; = w9, as
solucoes do sistema dependem de dois parametros livres; quando 7, N7y é uma reta, essas
solucoes sao expressas em funcao de um tnico parametro livre.

No caso da interseccao entre m; e 7y ser uma reta r, para determinarmos uma equagao
da reta r de interseccao entre os dois planos, devemos resolver o sistema

ar+biy+ciz+d =0
asT + boy + coz +dy = 0

Uma outra maneira de determinarmos uma equacao da reta r ¢ determinar um de seus
pontos, digamos A = (z1,y1,21) e um vetor diretor. Como um vetor diretor ¥ = (a, b, ¢)

78



de r é simultaneamente ortogonal a 71y = (ay, by, ¢1) e iy = (ag, by, ¢2), normais aos planos
m € o, 0 vetor U pode ser dado por

i 7k
S =
T=nixny=|a b ¢
az by o
Assim, uma equacao vetorial de r é, pelo visto na Secao 4.1.1

(z,y,2) = (z1,y1,21) + A(a, b, ¢).

Atividade 4.8. 1. Obtenha a interseccao dos planos bxr—y+z—5=0e [ : v4+y+2z—7 =

0.
2. Abra o Geogebra:

e No menu exibir marque a opc¢ao: Janela de visualizacao 3D.
e No Campo de Entrada, digite: 5x —y+2—5=0ef:x+y+22—7=0.

e No Campo de Entrada, digite: Intersec¢aol, 5] (Figura 4.15)

Arquivo Editar Exibir Opcdes F Janela Ajuda

CA AP elolalN =] +] o5

|| » Janela de Algebra ~ Janela de Visualizacéio 3D
/= Line3D Llos-00@8| & @
9 €1 X=(0.79,1.36, 2.43) + A (-0.24, -0.71, 0.47)
= Plane3D
@ a:6x-y+z=5§

@ B:x+y+2z=7

Entrada: 3 @

Figura 4.15: Intersec¢ao dos planos a e
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4.2.7 Interseccao de Reta com Plano

Dado um plano 7 e uma reta r temos trés possibilidades:
e a interseccao de r e m é vazia. Nesse caso a reta r é dita paralela a .

e a interseccao de 7 e r é um tnico ponto. Nesse caso dizemos que a reta r é tranversal
a .

e a interseccao de 7 e r tem pelo menos dois pontos. Nesse caso temos que todos os
pontos da reta r pertencem ao plano 7 e dizemos que a reta r estd contida em 7.

Uma reta r é transversal a 7 se, e somente se, o vetor diretor dessa reta nao ¢ paralelo
ao plano m. Ou equivalentemente, se o vetor diretor dessa reta nao é ortogonal ao vetor
normal ao plano.

Colocando em coordenadas, obtemos que o plano 7 : ax + by + cz = d e a reta r de
equacao

(x,y,2) = (x0, Yo, 20) + A(v1, V2, v3)

sao transversais se, e somente se,

(CL, ba C)'(Uh Vg, U3) 7é 07

ou seja,
avy + bvg + cvg # 0.

Reescrevendo esta condigdo utilizando o vetor normal 7 = (a, b, c) e o vetor diretor ¥ =
(v1, v, v3) obtemos o seguinte critério.
A retar: X = P+ v\ é transversal ao plano 7 de vetor normal 77 se, e somente se,

v.n # 0.

Caso r nao seja transversal a 7, nos restam duas opcoes: ou r ¢é paralela ou esta
contida em 7. Para decidirmos qual é o caso basta tomarmos um ponto qualquer da reta
e verificarmos se este pertence ao plano. Se isso ocorrer a reta esta contida no plano, caso
contrario a reta é paralela.

Atividade 4.9. Encontre o ponto de interseccao da reta a que passa pelos pontos A =
(=2,—1,1) e B=(1,—2,2) com o plano « de equagio v +y —z — 2 = 0.
2. Abra o Geogebra:

e No menu exibir marque a op¢ao: Janela de visualiza¢ao 3D.

No Campo de Entrada, digite: A = (—2,—1,1) e B=(1,-2,2).

No Campo de Entrada, digite: Reta[A, B].

No Campo de Entrada, digite: o :x +y —2—2=0.

No Campo de Entrada, digite: Intersegaola, o
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Arquivo Editar Exibir Opgdes F

Janela Ajuda

PN =

» Janela de Algebra

~ Janela de Visualizagéo 3D

= Line3D
a:X=(2,-1,1)+A(3,41,1)

= Plane3D

@ aix+y-z=2

= Point3D

S0 A=(2,1,1)

-2 B=(1,-2,2)

=1 R R

Entrada: |

Figura 4.16: Interseccao da reta a com o plano «

81




Consideracoes Finais

Iniciamos o nosso trabalho apresentando um breve histérico do Geogebra, seguido de
como utilizar alguns comandos, visto que entendemos ser isso necessario, pois assim, o
leitor terd ferramentas para desenvolver o uso de tal software.

Além disso, ao longo do trabalho, optamos por desenvolver a parte teérica do conteido,
seguida de atividades, em que sao sugeridas a resolu¢ao das mesmas primeiramente sem
o uso do Geogebra seguida da mesma atividade a ser resolvida com o software, pois
entendemos que assim o aluno ficara, mas motivado, na sequéncia em usar o mesmo.

As atividades propostas tém como objetivo auxiliar os professores na preparacao de
suas aulas, com o intuito de estimular a pesquisa por parte dos alunos de técnicas para
resolver as mais variadas situacoes problema no que diz respeito em particular aos que se
referem a questoes que envolvam o estudo de retas e planos.

Dessa forma, espera-se auxiliar os alunos nas resolugoes de problemas e despertar um
interesse maior pelos contetdos que foram abordados, contribuindo no desenvolvimento
do processo de ensino-aprendizagem.

Ao término desse trabalho, espera-se que as atividades aqui propostas sirvam para
que os professores constatem a importancia da utilizacdo de softwares matemaéticos,
em particular o Geogebra, j& que nem sempre os alunos tém a oportunidade de assim
desenvolvé-los.

Deve-se ter em mente o que se espera dos alunos: serem meros repetidores de conceitos
ou cidadaos criticos, que usem o raciocinio e que vejam a Mateméatica como uma forma de
ajudé-los a resolver seus problemas. Sabe-se que nem sempre os alunos conseguem aplicar
os conhecimentos adquiridos tao logo estes sejam aprendidos, mas ¢ bom que saibam que
poderao utiliza-los, sempre que necessarios e que softwares matemaéaticos devem facilitar
esse uso e aprendizagem.
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