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RESUMO

Neste trabalho é apresentada uma abordagem dos temas estudados na Geometria Analitica
do Ensino Basico. Destinado a professores e alunos de iniciacao cientifica do Ensino Médio
tem por finalidade transpor a nossa limitada visualisacao das formas e relagoes geométricas
vistas na Geometria Analitica basica, estudando-as a luz de uma visao n-dimensional.
Usa-se como suporte tedrico a Algebra Vetorial, que nos possibilitarda o entendimento de
como funciona no espaco euclidiano R™ os elementos da Geometria Analitica. Inicial-
mente sao apresentados alguns elementos da Algebra Vetorial que nortearao o estudo no
referido espaco, encontrados na literatura. Apresenta-se as condigoes para a colinearidade
e coplanaridade de pontos. Bem como o calculo da distancia entre pontos, entre ponto e
reta, entre retas e entre ponto e hiperplano, as posicoes relativas entre retas, entre reta e
o hiperplano e entre hiperplano e hiperesfera.

Palavras-chaves: Espaco Euclidiano. Hiperplano. Hiperesfera.



ABSTRACT

In this work a wider approach of the topics studied in the Analytical Geometry of
Basic Education will be presented. For teachers and high school students, aims to over-
come our limited visualization of geometric shapes and geometric relationships seen in
the Analytic Geometry Basic, studying the light of an n-dimensional view. Is used as the
theoretical support the Vector Algebra, which will enable us to understand how it works
in the Euclidean space R" elements of analytic geometry. Initially some elements of Vec-
tor Algebra that will guide the study in Euclidean space. It presents the conditions for
collinearity and coplanarity of points. As well as calculating the distance between points,
between point and the straight, between straights, between point and hyperplane and
the relative positions between straights, between straight and hyperplane and between
hyperplane and hypersphere.

Keywords: Euclidean space. Hyperplane. Hypersphere.
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INTRODUCAO

No Ensino Médio estudam-se elementos da Geometria Analitica, numa abordagem nao
vetorial, tais como as formulas de distancia entre pontos e entre pontos e retas, posicoes
entre retas e entre retas e circunferéncias, equacoes de retas e circunferéncias através de re-
presentagoes algébricas no R? (IEZZI, 2005). Da mesma forma na graduagao o académico
de matematica estuda esses elementos numa abordagem vetorial tanto no plano como
no espaco. Mas como seria a representacao desses elementos em dimensoes maiores que
37 Entao esse questionamento nos levou a estudar os referidos elementos geométricos
no espago euclidiano R™. Observou-se entao que esse objeto de estudo encontrava-se de
forma fragmentada na literatura, como, por exemplo em (LIMA, 2005) e (SANTOS, 2007).

Esta dissertacao tem como objetivo reunir todos esses elementos seguindo a mesma
sequéncia diddtica encontrada em livros do Ensino Médio como por exemplo (IEZZI,
2005), representando esses elementos estudados no Ensino Médio para o Espago Euclidi-
ano R"™. Proporcionando assim, uma visao mais ampla da Geometria Analitica estudada
na Educagao Basica, bem como o acesso da teoria por estudantes do Programa de Iniciacao
Cientifica no Ensino Médio (PICEM) e da Licenciatura em Matemética, e finalmente por

professores.

O estudo para a elaboracao desta dissertacao desenvolveu-se de forma bibliografica re-
ferente ao tema. Apds esse levantamento comecou-se a estudar a teoria, e posteriormente
comecgamos a pesquisar e desenvolver as demonstracoes necessarias para a representacao
dos elementos da Geometria Analitica do Ensino Médio, vistos em (Iezzi, 2005), para o
espago euclidiano R"™ definido em (Lima, 2005) e discutidos em (Santos, 2007). Exemplos
das definicoes e resultados sao apresentados, resgatando assim a Geometria Analitica do

Ensino Médio.

No capitulo um sera apresentada a teoria que servira de suporte tedrico para o trabalho,
onde definiremos o Espago Euclidiano R", seus elementos e a férmula da distancia entre
pontos no R™. No capitulo dois apresentaremos as equagoes, paramétricas e simétricas, da
reta no R". O Teorema de Pitagoras para vetores no R", encontrado em (HONIG, 1976

p. 191) , e o cédlculo da distancia entre ponto e reta. No capitulo trés serd apresentado



a equacao do hiperplano e estudaremos a distancia entre ponto e hiperplano, posigoes
relativas entre retas, distancia entre retas paralelas e posicoes relativas entre reta e o hi-
perplano. No capitulo quatro serd apresentado a equacao da hiperesfera, bem como um

estudo sobre as posigoes relativas entre hiperplano e hiperesfera.

Observamos que alguns dos resultados apresentados neste trabalho, salvo engano, nao

se encontram na literatura do referido campo de estudo.



Capitulo 1

PRELIMINARES

Nesse capitulo construiremos a teoria suporte do desenvolvimento do trabalho. Na
primeira se¢ao definiremos o espago euclidiano R™ apresentando alguns exemplos parti-
culares usados no ensino médio. Na segunda secao definiremos igualdade de potos no
R™ e a relagao entre vetores e pontos no R”. Na secao trés definiremos as operacoes de
soma de vetores no R"™, bem como o produto de vetor por escalar e demosntraremos uma
proposicao de simetria entre vetores do R™. Na secao quatro definiremos produto interno
e norma de vetores no R” e apresentaremos algumas propriedades relacionadas bem como
a Desigualdade de Cauchy-Schwarz. Na segao cinco chegaremos a férmula da distancia

entre dois pontos do R". Na secao seis discutiremos a colinearidade de pontos.

1.1 O Espaco Euclidiano R"

Apresentaremos a seguir a definigdo de Espaco Euclidiano R™. Mostraremos como é
apresentado ponto e vetor no R” e a relacao de igualdade. Em seguida serao apresentados

alguns exemplos para o R", quandon = 1,2 e 3.

Definigao 1.1.1 (Defini¢do de Espaco Euclidiano R™). Chamamos de Espa¢o Euclidiano

n-dimensional o produto cartesiano de n fatores iguais a R, isto é;

RP=RxRxRx..xR, n>1

n fato?es de R

(LIMA, 2005, p. 1).

Dessa forma os pontos do R" sao todas as n-uplas P = (z1, xa, ..., T,,) cujas coordena~

das x1, 9, ..., T, SA0 numeros reais.
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Exemplo 1.1.1. De acordo com a defini¢do (1.1.1), podemos conhecer algumas estrutu-

ras euclidianas conhecidas como:
i) R =R € a reta, ou seja, o conjunto dos miimeros reais.

ii) R? € o plano ou seja o conjunto dos pares ordenados (x,y), onde x ey sio nimeros

reqis.

iii) R3 € o espaco euclidiano tridimensional da Geometria Analitica, cujos pontos sio

as ternas ordenadas P = (z,y,2), onde x, y e z sdo reais.

1.2 Coordenadas e vetores no R"

Os elementos de R™ serao as vezes chamados pontos e as vezes vetores. Geometrica-
mente, considerar x € R™ como vetor significa imaginar a seta que tem origem no ponto
0 e extremidade em z. (LIMA, 2005, p. 2)

Geometricamente, considerar x € R"” como vetor significa imaginar um segmento ori-
entado com origem no ponto 0 e extremidade no ponto z. Isto é, o vetor x = Ox =
(r1 — 0,29 — 0, ...,x, — 0). Desta forma é como se o vetor z fosse o segmento orien-

— . .
tado Ox, com origem no ponto 0 = (0, 0, ..., 0) e extremidade em = = (x1, 29, ..., z,).
Com isso, o vetor v = Ag, onde A = (ay,as,...,a,) € B = (by,bs,...,b,), é dado por

V= (bl — al,bg — ag, ,bn — an).

De acordo com o discutido em Lima (2005), apresentaremos a seguinte definicao.

Defini¢ao 1.2.1 (Igualdade entre dois pontos no R"). Sejam A = (ay,aq,...,a,) e B =
(b1,bg,...,b,), pontos do R™. Desse modo temos que A = B quando, a; = bj,ay =

bg, vy Ay = bn

Por essa definicao suponhamos dois pontos quaisquer A = (ay,aq,...,a,) ¢ B =
(b1, ba, ..., b,), por exemplo. Entdo A = B quando suas respectivas coordenadas sao iguais,

isto é, a; = b;, parat=1,2,...,n.
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Exemplo 1.2.1.

1) Sejam A = (a1,as) e B = (by,by), pontos do R? ( plano ), entio para A = B temos

alzbl eagzbg.

2) Sejam A = (a1, as,a3) e B = (by, by, b3), pontos do R® ( espaco ), entao para A = B

temos a1 = by, as = by e az = bs.
1.3 Operacao de Soma e Produto por escalar em R"

Nessa secao apresentaremos a definicao de soma e produto de vetores por escalar no R"
bem como a simetria entre pontos no R™ de acordo com Lima(2005), de modo a organizar

melhor nossa construcao matematica.

Defini¢ao 1.3.1. Dadosx = (x1,%2, ..., Tp), Yy = (Y1, Y2, .-, Yn) vetores do R™ e um nimero

real o, definimos a soma x +y e o produto o - x como:

Z) x+y = <$1 +ylax2+y27"'axn+yn)

i) a-x = (a0 T, T, ..., Ty)

Observacao 1.3.1. O elemento neutro para a adigdo é o 0= (0,0,...,0). e o simétrico

de © = (T1,%9, ..., T,) € —x = (=1, — T2y ..., —Ty), pois x + (—z) = 0.

e

Proposicao 1.3.1 (Simetria). Sejam = = (z1,2Z2,....,2,) €y = (Y1,Y2,--,Yn), Y € 0

simétrico de x se, e somente Se, Y1 = —T1, Y2 = —T2, ..., Yo = — L.

Demonstra¢ao. (=) Suponha y simétrico de x, isto é, z +y = 0. Assim,

(.%'1,ZL’2, ,.fn) + (yby?a 7yn) - (0707 "'70)7

isto é,
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(131 + Y1y -5 Tn + yn) = (O, ,O)

Logo z; + y; = 0, para todo 1 < ¢ < n. Somando ambos os membros por —z; temos

(—ZEZ') + (l‘z + yz) = —x;+ 0
(—zitm)+y = —w
Oty = —u
Yi = —%
Desse modo temos
y=(Y1,Y2, s Un) = (=1, =T, ..., =) = (=1) (21, 22, ..., T,) = —T

(«<=) Suponha y; = =21,y = —Za, ..., Yo = —Tp, iStO &,

Y= (—21,..., —p).
Entao,
r+y = (T14+y1, T2+ Yo, s Ty + Yn)
= (z1+ (—21),22(—x2), ..oty + (—14))
= (0,0,...,0)
= 0.
Logo y é o simétrico de x. O que prova a proposigao. [

Para o ser humano é possivel fazer uma representacao geométrica apenas para R!, R?
e R3, enquanto que para o R” com n > 4 a tinica representacao que temos é a algébrica.
Portanto, em se tratando do espaco euclidiano R" todas as argumentacoes serao feitas

lancando mao da algebra vetorial.

Quando estudamos as operagoes de vetores no plano como por exemplo a soma defi-

nida anteriormente, que pode ser representada da seguinte forma: seja v = O‘g eu= ﬁ
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a soma € representada pelo segmento orientado (ﬁ . Como na figura abaixo:

Figura 1.1:

Fonte: HEFEZ (2012, p. 194)

Observando o paralelogramo temos que v = 0?, U= B?, vtu = (ﬁ eque u—v = J_ﬁ
Além disso, podemos observar que u = 03 Concluindo esse fato temos que a soma de
dois vetores ¢ a diagonal maior do paralelogramo cujos lados sao formados pelas setas que
representam os vetores, e a diferenca entre eles é representado pela diagonal menor desse

paralelogramo.
Trazendo esse fato para o caso do espaco euclidiano R", se considerarmos os pontos

P = (1,29, ....;xn) € Q = (y1,Y2,...,Yn) € 08 vetores u e v tais que; u = [7?’ ev = (Té,

onde 0 é o vetor nulo. Dessa forma v —u = P

1.4 Produto interno e norma no R"

Apresentaremos aqui as definigdes de norma e produto interno para vetores no R, mos-
traremos algumas propriedades e uma demonstracao para o Teorema de Cauchy-Schwarz

apresentado em Lima (2005).

Usaremos a defini¢ao dada por Lima (2005) para o produto interno candnico.

Definigao 1.4.1 (Produto Interno ). Dados dois vetores x = (x1,T9,...,T,) € Yy =

(Y1, Y2, -y Yn), 0 produto interno de x ey é dado por:

(T, y) = 1y1 + ... + Tpyy

Para esse produto interno vale também as seguintes propriedades:
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Proposicao 1.4.1. Sejam, © = (1, ...,2,),y = (Y1, .., Yn) € 2 = (21, ..., 2,) vetores do R"

e a € R entao

i) (z,y) = (y,z)

i) (x+z,y) = (x,y) + (z,9);

iii) (ax,y) = o (z,y);a €R

w) x # 0, entdo (x,x) >0

Demonstracao.
i)

<.Z',y> = X211+t ... T2y Yy
= Y11+ ...t Yn " Th
= (y,z)

ii)

(x+2zy) = (x14+21) -1+ ..+ (@n+20) YUn
= Ti i t2 it T Y+ 2 Yn
= (1 -+ .tz y)+ (1 v+ o+ 20 Yn)
= (z,y) +(zy)

iii)

(a-zyy) = a -z Y1+ ...+ 2y Yy
= a-(z1 -y 4. +TnYn)
= OZ(ZL‘,y>, aeR

iv) Se x = (1, ..., 7,) # 0, entdo existe pelo menos um z; # 0; 1 <k < n. Assim



16

(x,7) = 23+4..+20+ ..+

Desse modo, para x;, # 0 temos que z7 > 0 qualquer que seja rx; 1<k <n.
Portanto (x,z) > 0.

“H4 uma infindade de normas que se pode considerar no espaco euclidiano R". A
norma euclidiana é motivada pela férmula do comprimento de um vetor no plano em
coordenadas cartesianas, ...” (LIMA, 2005).

Diante disso, vamos considerar para esse estudo a norma euclidiana definida a seguir.

Definigao 1.4.2 (Norma). Dado x € R" a norma de x € definida por:

]l = v/, ),

1sto €,
|zl = \/a% + ... + 22.

Observagao 1.4.1.

1 Tem-se ||z||* = (x, ), de modo que ||z|| = 0 se, e somente se, v =0 e ||z| > 0 &

x # 0.

2 O nimero ||x|| chama-se norma euclidiana ou comprimento do vetor x € R™ (LIMA,

2005, p. 4).

Definigao 1.4.3 (Vetores ortogonais). Dois vetores x,y € R™ sao ortogonais quando
(x,y) = 0.

Um fato direto é que 0 é ortogonal a todos os vetores de R™. Também e; é ortogonal

a e se i # j, enquanto que (e;,e;) = 1.
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Lema 1.4.1. Dados x e y vetores do R", com y # 0 e a = {(x,y)/||y|[*>, o vetor
z=x —ay € ortogonal ay.

Demonstragcao. Dados z,y € R" e z = z — ay, entao

Figura 1.2:

y
|
|

ay y

Fonte: LIMA (2005, p. 5)

= (z,y) —aly,y)
= (z,y) —ally|
= (z,y) — (z,y)
= 0.

]

Teorema 1.4.1 (Desigualdade de Cauchy-Schwarz). Para quaisquer z,y € R", tem-se
[z, y)| < ||z|| - |ly]]. Vale a igualdade se, e somente se, um dos vetores x,y é um multiplo

escalar do outro.

Demonstracao. A desigualdade é verificada para y = 0. Se, porém, y # 0, poremos
a = (z,y)/||y||>. Como acabamos de ver o vetor z = x — ay ¢é ortogonal a y. Segue-se daf

que



l=[l* =

Dai temos,

Iz + -yl
(z+ ay, z + ay)
(z,z+a-y)+{a-y,z+a-y)

(z,2) + (z,0y) +{a -y, 2) + (a-y,a-y)

(z,2) +a-(zy) +a-(y,2) + o (y,y)

lzl|* + o - ||lyl|* +2a - (z,y), (z,9) =0 pois z e y sdo ortogonais

2017 + o - [ly|I*

lz[* > a®[lyll* = (z,5)*/llyll*, ou seja,

Iz [Plyl* > (2,y)°

\Y
B}
<

)% - llyl®

Vil Vilyl? = [z, )]

)l -yl = [z, y)

Se z=0,entao r —ay =0 = = = ay.

Logo tome

18



lz* vl = layl®[ly]?
= (ay,ay)(y,y)
= aa(y,y)(y,y)
= aly,y)(y,y)
(ay, y)(oy,y)
= (ay,y)’
(x, )%

Portanto a igualdade acontece se, e somente se, z = 0, ou seja, r = « - y.

A norma euclidiana ||z|| = y/(x, x) goza das seguintes propriedades:

Proposicao 1.4.2. Dados x,y € R" ea € R

Ll +y|| < |zl + |yl (desigualdade triangular);
2. |- x| = |a|-||z||, onde |a| significa o valor absoluto de c.

3. x2#0=|z[| >0 elz]| =0<= 2 =0.

Demonstracao. Prova de 1.

Sejam = = (x1, X2, ..., T,) € Yy = (Y1, Y2, --., Yn) vetores do R™. Assim

[ +yll = V(z+y,z+y).

Elevando ambos os membros da igualdade acima ao quadrado obtemos:

lz+yll” = (z+y,2+y)
= (z,z+y) +{y.z+y)
= (z,2) +(z,y) + (y,2) + (v, y)
= lz|* + lyl* + 2(z, y).

19

(1.1)

(1.2)
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Como ||z + y||* > 0 entdo (x,y) > 0.

Do teorema de Cauchy-Schwarz temos que |(z,y)| < ||z| - ||y||. Logo

1 + llyll* + 2z, m) < Ml + llyll* + 2[] - [yl

< (=l + llyl)?
Entao
lz+yl* < (lzll+lyl)?
lz+yll < [z + [yl
Prova de 2.

Seja a um nuamero real, logo

la-z| = VH{a-z,0-z)

= a? - (x,x)
= Va2. (x,x)

= laf- =]

Prova de 3.
Se x = (x1, ..., ;) # 0, entdo pela proposicao 1. 4. 1 (z,x) > 0, logo como

Entao
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Observe que: [lz —y| = || = (z —y)|| = [ly — =]l
Observamos que a norma no espago euclidiano R” ¢ uma fungao real | || : R" — R.
O que nos leva ao fato de que a norma no espaco euclidiano R™ da origem a uma nocao

de distancia em R" da seguinte forma:

Dados x,y € R", a distancia de x e y é definida por

d(z,y) = [z = yll

Exemplo 1.4.1.

1 Dados xz,y € R, d(x,y) = |z —y| = /(z — y)2.

2 Dados Py = (z1,11) € Py = (22, y2) pontos do R?, temos que Py — Py = (1 —y1, T2 —
y2). Entdo

d(P, P) = [P — P

= \/<(3:1 — Y1, T2 — Ya), (T1 — Y1, T2 — Y2))
= V(z1— 1)+ (12 — 12)

1.5 Distancia entre pontos do espaco euclidiano

De acordo com a definicao de norma no R", discutiremos a formula para o calculo da
distancia entre dois pontos do R™ conforme apresentada por Santos (2007).
Seja P = (x1,...,2,) e Q@ = (y1, ..., yn) pontos do R", tais que os vetores v = 07% eu= @

Dessa forma temos

v=0P= (¢1 —0,...,2, —0) = (21, ..., xy) = P

w=00 = (41— 0,cesyn = 0) = (Y1, ) = Q.
(1.4)
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Entao,
d(P,Q) = d(v,u)
= flv—u]
= ||(l’1 — Y1,y T — yn)H
= \/((231 — Yty T — yn)> (.171 — Y1,y Tp — yn)>
= V(z1— 1)+ (20— yn)?.
Seque que,

d(P,Q) = /(z1 — )2 + ... + (2n — yn)2. (1.5)

Observagao 1.5.1. Utilizando essa formula no cdlculo da distancia entre dois pontos no

plano temos:

Sejam A = (x1,22) e B = (y1,y2) pontos do plano, entio

d(A,B) = (x1— )2+ (22 — 12)?

a formula usada no Ensino Médio para calcular a distancia entre dois pontos no plano.

1.6 Colinearidade de pontos

Sabemos que trés pontos no espaco sao colineares se eles pertencem a mesma reta.
Como funciona isso no R™? Vamos estudar a colienaridade de pontos no R™ usando veto-

res. Para isso, consideremos a seguinte defini¢ao.

Definicao 1.6.1. O vetor x é maultiplo do vetor y quando existe A € R tal que © = \y.
Observacao 1.6.1.

(a) Todo vetor é maltiplo de si prdprio, basta tomar A = 1.

(b) O vetor 0 é maltiplo de qualquer vetor. De fato, dado um vetor qualquer x, temos

0 = 0x. Em contrapartida nenhum vetor nao nulo pode ser multiplo do vetor 0.
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. . 1
Pois se x # 0 e x = \y, entdo \ # 0 ey =7

Assim, x € maltiplo de y se, e somente se, y € multiplo de x, quando x e y sao

vetores nao nulos.

(¢) Quando dois vetores sao multiplos dizemos que eles sGo Linearmente Dependentes.
Vejamos, se 1v = Au onde A # 0, entdo 1lv — Au = 0. Por outro lado se os vetores

nao sao multiplos entao eles sao Linearmente Independentes.

O resultado a seguir encontra-se para o caso n = 3. Para o caso n > 3, salvo engano,

nao se encontra na literatura.

Proposicao 1.6.1. Sejam u = (uy,ug, ..., u,) € v = (v1, Vg, ..., v,) vetores do R", u e v

sao multiplos um do outro se, e somente se,

upv; —ujv =0, paral <k <j <n.

Demonstra¢ao. (=) Suponhamos v e u miltiplos, entao existe A € R tal que v = Au.

Logo, v = (v1,vg, ..., Uy) = AUy, Usg, ..., Up) = (Aug, Aug, ..., Auy, ), ou seja,

v; = Au; para todo 1 < k < j < n.
Tome agora as seguintes igualdades: vy = Auy e v; = Au;, para 1 < k < j < n.
Multiplicando a primeira por u; e a segunda u; temos que,
VpU; = )\UkUj = VjU = VU = VpU; = VU — VpU; = 0

paral <k <j <n.

(«<=) Reciprocamente, suponhamos que

Uglly — Vg =+ = Vjlp — Upllj = **+ = UplUp_1 — Up_1Uy = 0

l<k<j<n

Se u = 0 entao u = Ov, logo u é multiplo de v.

Tomemos entao u # 0 assim, sem perda de generalidade, podemos supor que u; # 0.

Entao,
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U1
VU1 — V1Uy = 0= Vg = — Uy
Uy
U1
v — nug = 0 = v, = —ug
Uy
U1
VU — Uy = 0 = v, = —Uy.
Uy
U1 -
Tome A = — entao vy = Aug, onde 1 < k < n.
Uy
Dai,
(U1, V9, ey Uy) = (Aug, Mg, ...y Ay,
(U1, V9, ey V) = AU, Ugy ey Uy,
(1.6)
V= A\U.
Portanto v é multiplo de u. O

Definicao 1.6.2. Dois vetores nao nulos u e v do R", sao colineares quando um deles é

maltiplo do outro.

Dessa forma, dados trés pontos A, B,C € R", entao eles sao colineares quando os

vetores 1@ e 1@ sao multiplos um do outro, isto é

mzk-zﬁparatodo)\e]&



Capitulo 2

A RETA

Nesse capitulo iremos desenvolver a equagao paramétrica da reta e a equacao simétrica
da reta. Em seguida discutiremos a perpendicularidade entre retas no R™ e como calcular
a distancia entre um ponto e uma reta no R". O caso para n = 2 encontra-se na literatura

matematica do Ensino Médio, e o caso n = 3 no curso de Licenciatura em Matematica.

Proposicao 2.0.2. Um ponto P, pertence a reta r que passa pelos pontos A e B se, e

somente se, existe A € R, tal que
AP = \AD.

Demonstra¢ao. (=) seja P um ponto pertencente a reta r que passa pelos pontos A e

B e seja

Se o sentido de percurso de A para P coincidir com o sentido de A para B, entao
ﬁ = )\E, onde A = «, pois o ponto P é o unico ponto da semireta de origem em A
que passa por B tal que d(A, P) = ad(A, B) (ver figura 2.1).

Se o sentido de percurso ao longo de r, de A para P, for oposto ao sentido de A para
B, entao ﬁ = )\1@, onde A = —a, pois o ponto P é o inico ponto da semireta de origem
em A oposta a semireta de origem A que passa por B tal que d(A, P) = a-d(A, B) (ver
figura 2.1).
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Figura 2.1:

Fonte: Autor

(«<=) Dados trés pontos A, B e P tal que exista um A € R, onde

AP — \AB.

Pela definicao 1.6.1 o vetor ﬁ ¢ multiplo do vetor 1@ e da definicao 1.6.2 os vetores
ﬁ e @ sao colineares. Logo os pontos A, B e P sao colineares. Dai temos que P

pertence a reta r que passa pelos pontos A e B. O]

2.1 Equacao paramétrica da reta que passa por dois

pontos

Sejam A = (aq, as, ...,a,), B = (b1, bs, ..., b,) pontos do R™ e r uma reta que passa pelos
pontos A e B. Considere um ponto P = (x1, T, ..., ;) qualquer de r. Pela proposigao
2.0.2 existe A € R tal que ﬁ = Aﬁ, isto é

(x1 —ay, v —ag, .., @y —a,) = Aby —ay, by —ag,...,b, —ay)

(1 — a1, 3 — agy ..ty —a,) = (A(by —ay), AM(ba — az), ..., \(b, — a,)

Pela igualdade de pontos temos:

ry = a1+ /\(bl — CL1>
To = Qo + /\<b2 - CLQ) (2 1)

T, = a, + A(b, — a,), para algum A € R.

Essa é a equacao paramétrica da reta no R™.
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Exemplo 2.1.1.

i) Equagdo paramétrica da reta no R?:
Sejam A = (ay,as), B = (b1, bs) pontos do R* e r uma reta que passa pelos pontos A
e B. Considere um ponto P = (x1,x5) qualquer de r, entdo a equagdo paramétrica

da reta r no plano € dada por.

(2.2)

{ 1 = aq —f-)\(bl —al)

xo = as + N(by — ay), para algum X\ € R.

i) Equagdo paramétrica da reta no R®: Sejam A = (a1, as, a3), B = (by, by, bs) pontos do
R3 e r uma reta que passa pelos pontos A e B. Considere um ponto P = (1, T2, T3)

qualquer de r, entao a equacao da reta v no espaco € dada por

r1 = a1+ )\(bl — CL1>
To = a9 + )\(bg — GQ) (23)
x3 = az + A(bs — a3), para algum X € R.

iii) Equagdo paramétrica da reta no R*: Sejam A = (a1, as,as3,a4), B = (b1, by, b3, a4)
pontos do R* e r uma reta que passa pelos pontos A e B. Considere um ponto

P = (x1, 29, x3,24) qualquer de r, entdo a equagdo da reta r no espago é dada por

x1:a1+)\ bl—al

(2.4)
x3:a3—|—)\ b3—a3

(

Ty = a2+)\(bg — a2
(

Ty = a4+)\(b4 — Q4

~— Nt N

, para algum X\ € R.

Definicao 2.1.1. Dizemos que um vetor v # 0 € paralelo a uma reta v, quando para

qualquer dois pontos A, B € r, o vetor 1@ é multiplo do vetor v. Nesse caso, escrevemos

v//r.
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Com base nessa definicao construiremos outra forma da equacao paramétrica da reta

para o espaco euclidiano n-dimensional.

Considere um vetor v = (v, g, ..., ;) € R™, paralelo a reta r que passa pelo ponto

A= (ay,as, ...,a,) do R". Seja P = (1,3, ..., x,) um ponto qualquer do R".

Pers ﬁ ¢ multiplo de v. Entao existe A € R tal que

ﬁ:)\v

(x1 — a1, @2 — agy ...y Ty — ay) = Aag, g,y ...y )

(1 — a1, 0 — A9,y ooy T — @) = (A, Aag, ..., Aay,)

Pela igualdade de pontos no R™ temos:

r1 —ap = )\CYl

To — Ay = )\OZQ

Ty — Ap = Ay, para algum X € R.

Ou seja,

roxp—ar =My, 1<k<n

Portanto a equagao paramétrica da reta r paralela ao vetor v = (ay, ...

nesse caso que v é o vetor diretor de r) que passa pelo ponto A = (ay, as, ...

representada pela forma:

xR = ap + Aoy,
para todo 1 < k < n.

Exemplo 2.1.2.

(2.5)

, ) (dizemos

, @), pode ser

1. Sejam v = (ay, az) um vetor do R* (plano) e A = (ay, ...,a,) um ponto do R? . A

equacao da reta r no plano, paralela ao vetor v que passa pelo ponto A € dada por:
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= A
. T1 = a; + Aoq (2.6)
Ty = ag + Ao, para algum A € R.

2. Sejam v = (ay, ag, as) um vetor do R® (espago) e A = (a1, as,as3) um ponto do R3.

A equacao da reta r no espaco, paralela ao vetor v que passa pelo ponto A € dada por:

T = a1+ /\a1
T To = ag + Aag (2.7)
x3 = az + Aag, para algum A € R.

2.2 Equacao simétrica da reta

Outra equacgao da reta pode ser obtida no caso em que «; # 0, para todo 1 < i < n. Para

tanto, basta isolar o parametro A nas equagoes em (2.5), obtendo-se

Ir1 — ap To — A9 J,’n—an_)\

o @ @,

Portanto, a equacao da reta r é dada por

Ty —a T — Q2 Tpn — Qp

o s an,

e é denominada equacao simétrica da reta.

Exemplo 2.2.1. Vejamos como fica a equagdo simétrica da reta no R?, no R3 e no R*.

1 Seja v = (a1, ) um vetor do R? onde a; e ay sao ambos diferentes de zero e
A = (a1,as) um ponto do R?. A equagao simétrica da reta no plano, paralela ao

vetor v que passa pelo ponto A é dada por:

T —ay To — Q2

aq 6%)
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2 Sejam v = (ay, a, a3) um vetor do R? onde oy, ay e az sao ambos diferentes de zero
e A = (ay,az,a3) um ponto do R3. A equagao simétrica da reta no plano, paralela

ao vetor v que passa pelo ponto A é dada por:

T —aq To — Q2 xr3 — as
T = = .
(651 (%) a3

3 Uma aplicagao disso pode ser obtida estabelecendo um paralelo a teoria relativa
de Eisten do espaco tempo, de modo que as trés primeiras coordenadas se refere
ao espago e a quarta coordenada ao tempo. Assim sejam v = (v, ve,v3,v4) UM
vetor do R* (espaco tempo) onde vy, vy, v3 € vy sdo ambos diferentes de zero e
A = (9,0, 20, o) um ponto do R*. A equacio simétrica da reta, paralela ao vetor
v que passa pelo ponto A é dada por:

rT—To Y—Y Z—2 _t—1o

T ey fr— oy
U1 (% U3 (o

2.3 Retas Perpendiculares

Como um dos elementos da geometria analitica estudado em Iezzi (2005), apresenta a

idéia de retas perpendiculares. Faremos esse estudo para retas no R"™, propondo o seguinte.

Proposicao 2.3.1. Sejam r e s retas distintas no R" e A um ponto do R" tal que

rNs={A} eu,v € R" os vetores diretores de r e s respectivamente.
rls<e (u,v)=0

Demonstragao. Tome r e s duas retas distintas tais que rNs = A = (ay, ..., a,). Tome os

vetores u,v € R™ os vetores diretores de r e s respectivamente.
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Figura 2.2:

Fonte: Autor

(=) Suponhamos r_Ls. Tome um ponto B em r e um ponto C' em s, logo temos que:

I ER: AC = Mue T €R: AB = M.

Temos por hipotese que os vetores ﬁj_@ , logo

(AC. AB)
(AMu, \v) =
A Az {u, v)

)

o o o o

<

<u7

(«<=) Suponhamos que (u,v) = 0. Tome novamente B em r e C' em s, logo
I ER: AC = Mue 3y €R: AB = Ay

1 1
u:)\—zﬁev:)\—ﬁ,com)\l%(), A2 # 0.
1 2

Assim temos,

1 1 .
(u,v) = <)\—1/@, )\—2%@> =0= (@,E) = 0, pois N # 0.

Logo, z@lz@ Como zﬁ estd em r e 1@ estd em s entao rLs. O]
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Dessa forma, podemos determinar a perpendicularidade de duas retas no espaco eu-

clidiano R™. Para isso vamos tomar as equacoes:

r1 = a1 + Aoy

To = Q9 +>\C¥2

Tn = ap + Ay, para algum A\ € R.

r1 = a1+ 76
To = Gz + Y2

Tp = an + Y0y, para algum v € R.

Se tivermos os vetores o # 3 entao r_Ls se, e somente se,

i a;f3; = 0.
i=1

2.4 Distancia entre um ponto e a reta

Iniciaremos a se¢ao com a versao do Teorema de Pitagoras para o espaco euclidiano
R" segundo (HONIG, 1976, p. 191) e proposto como exercicio em (SPIVAK, 2003, p. 6).
Depois apresentaremos a definicao de distancia logo apds, iremos apresentar uma forma

de calcular a distancia entre ponto e reta no R".

Teorema 2.4.1 (Teorema de Pitadgoras no R™). Sejam A, B e C pontos do R" tais que,

? = /@ B? Entao,

AB L BC & |AC|? = ||AB|)® + | BC|>

Demonstracao. Sejam A, B e C pontos do R" e sejam 1@ = u, @ =ve 1@ = w tais

quew=u+veu L.



33

Figura 2.3:

v

Fonte: Autor

Entao,
Hw[|2:|]u+vH2 = (u+v,u+wv)

|lwl]* = (u+wv,u+v)

Jw|*> = (u,u+v)+ (v,u+v)

Jwl* = (u,u) + (v,u) + (v,u) + (v, v)

Jwl* = (u,u) +2(v,u) + (v,0)

Jwl* = full®+[Jv]* + 2(v, u).
Portanto,

u L v <= |AC|? = |AB|? + | BC|

Corolario 2.4.1. Sejam A, B e C, pontos do R"™, tais que 1@ = zﬁ + B? e @J.B?
Entao

IAB|| < |AC| e | BC| < | ACY.

Demonstra¢ao. Como 1@ = 0 entao pelo Teorema 2.4.1,

|AC|? = |BC|? = |AC| = || BC.
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Analogamente, se B? = 0 entao,
IAC|? = | AB|)? = |AC| = | 4B

Vejamos agora o caso em que os vetores A§ e B(% nao sao nulos.

Se 1@ 1 B? pelo Teorema 2.4.1 temos que

|ACIP = | AB|? + | BCIP = | AC|> > | AB|]? = ||AC| > | AB].

Analogamente, | AC|| > || BC]|. O

Corolario 2.4.2. Sejam A, B e C, pontos do R™ tal que C' # B, 1@ = ﬁ + B? e
ABLBC. Entio d(A, B) < d(A, C).

Demonstragao. Como d(A, B) = H@H, d(A,C) = Hﬁ”, AB 1L BC e C # B, entao
pelo corolario 2.4.1 temos que d(A, B) < d(A, C). O

Defini¢ao 2.4.1. Sejam P um ponto e r uma reta no espago R"™. A distancia d(P,r) do

ponto P a reta r é a menor das distancias de P a pontos de r, isto €,

d(P,r) = min{d(P,Q)|Q € r}

No Ensino Médio estuda-se a distancia entre ponto e reta. La é apresentado uma
formula caracteristica para o calculo dessa distancia. Porém como queremos apresentar

uma forma para o calculo dessa distancia no R"™, apresentaremos a proposi¢ao a seguir.

O resultado a seguir encontra-se para os casos n = 2 e n = 3. Para o caso n > 3, salvo

engano, nao se encontra na literatura.

Proposicao 2.4.1. Dados uma reta v do R™ e um ponto P do R™ tal que P nao perten-
cente a r. Entao a distancia do ponto P a reta r € dada por
d(P,r) = PP,

!/ 4 /
onde PP’ € um vetor ortogonal a r e P € r.
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Demonstra¢ao. Sejam r uma reta do R™ e P um ponto do R™ tal que P ¢ r.

Tomemos dois pontos distintos P’ e () pertencentes a r, tal que PP L P’a) e
— —
P(f} = PP + P'Q).

Logo pelo Coroldrio 2.4.1 temos que ||[PP'| < ||P@H qualquer que seja ). Portanto

—
d(P,r)=d(P,P)=|PP|.

2.5 Uma aplicacao da equacao paramétrica da reta

Uma boa aplicagao do que vimos nesse capitulo é a representacao do deslocamento
retilineo uniforme de uma particula no plano e no espago, através da equagao paramétrica
da reta, que nos permite determinar a posicao de uma particula ao longo do seu desloca-

mento.
Primeiro vejamos como se d4 a variacao da posicao de uma particula no plano R2.

A posicao de uma particula no plano é dado pelas coordenadas x e y do ponto P
que representa essa posicao. Assim considere uma particula que se encontra na posicao
Py = (x0,90) inicialmente. Quando a particula se move suas coordenada variam du-
rante um certo tempo. Assim a particula sai da posicao P, para uma outra posicao

P = (z(t),y(t)). Dessa forma o deslocamento da particula ¢ dado por

AP =DBP =P — Py = (2(t) — 0, y(t) — o).

De forma andloga a do plano podemos estudar a posicao de uma particula no espaco
euclidiano R3. Neste caso a posicao da particula é dada pelas coordenadas z, y e z do ponto
P que representa sua posi¢ao. Quando a particula se desloca do ponto Py = (x¢, Yo, 20)
para o ponto P = (x(t),y(t), 2(t)) durante um certo tempo, dessa forma o deslocamento

sera dado por

AP =PByP =P — Py = (a(t) — 0, y(t) — yo, 2(t) — 20).
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Se uma particula sofre um deslocamento AP em um intervalo de tempo ¢, entao sua

velocidade média v é dada por

P = Pytuv-t (2.10)

1) A representacao do deslocamento retilineo uniforme de uma particula no plano R?.

Suponhamos uma particula que se desloca do ponto Py = (zg,¥y) para o ponto

P = (z(t),y(t)) no plano, como mostra a figura 2.4.
Figura 2.4:

Trajetoria

Fonte: Autor

v/ v1 é a velocidade do deslocamento de z( para 7(;) no eixo O;

v/ w2 é a velocidade do deslocamento de y, para y) no eixo Oy.

Logo pela equagao (2.10), obtemos uma parametrizagao da equagao da velocidade.

Assim

%(t) =20+ vt (2 11)
y(t) =yo+ vy -t '
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Ou seja, para cada intervalo de tempo t teremos uma posicao diferente para a
particula. Dessa forma podemos verificar que a trajetéria dessa particula descreve

uma reta que é gerada pelo vetor velocidade v = (v, v2) e que passa pelo ponto Fj.

v/ A representagao do deslocamento retilineo uniforme de uma particula no espago R3.

Suponhamos uma particula que se desloca do ponto Py = (g, Yo, 20) para o ponto

P = (x(t),y(t), 2(t)) no espago, como mostra a figura 2.5.

Figura 2.5:

~ Trajetoria

Fonte: Autor

v/ 1 é a velocidade do deslocamento de zg para z(t) no eixo Ox;
Vv 2 é a velocidade do deslocamento de gy, para y(t) no eixo Oy;

\/ vs é a velocidade do deslocamento de z, para z(t) no eixo Oz.

Parametrizando a equacao (2.9) para o R®. Logo

x(t) =zo+ vy -t
y(t) =yo+va-t (2.12)
2(t) = zo + v3 - t.

Portanto a trajetéria da particula descreve uma reta representada pela equacao

(2.10) e gerada pelo vetor v = (vy, v9,v3) € que passa pelo ponto Fy.



Capitulo 3

O HIPERPLANO

Tanto Santos (2007) quanto Lang (2003) falam do hiperplano e apresentam a equagao
do hiperplano que passa por um ponto e é normal a um vetor do R". Usaremos a de-
finigdo de Santos (2007) e mostraremos um teorema que determina a condigdo para que
um ponto pertenga a um hiperplano determinado por outros trés pontos. Na primeira
secao apresentaremos a equacgao do hiperplano que passa por um ponto e é normal a um
vetor do R™. Na segunda secao estudaremos a distancia entre ponto e hiperplano. Na
terceira secao estudaremos as posicoes relativas entre retas no R". Na quarta segao estu-
daremos a distancia entre duas retas paralelas. E finalmente na quinta secao estudaremos

as posicoes relativas entre reta e o hiperplano.

Definicao 3.0.1. Dizemos que os vetores U = 1@,7 = 1@ e W = zﬁ nao $ao
multiplos um do outro se os pontos A, B, C' e D ndo sao coplanares, isto €, nao perten-

cem a um mesmo plano.

Ou equivalentemente:

Os vetores U = B,? = 1@ e W = E sao maltiplos um do outro, entdao, os pontos
A, B, C e D sao coplanares.

Definigao 3.0.2 (Hiperplano). Seja v # 0 um vetor do R™. O Hiperplano que passa pelo
ponto A do R™ e € normal ao vetor v €, por definicao, o conjunto I' dos pontos do R", tal
que

(P—A),v)=0.

(SANTOS, 2007)
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Teorema 3.0.1. Sejam A, B e C pontos nao colineares no espagco R™ e seja I' o hiperplano

que eles determinam. O ponto D pertence a 1" se, e somente se, existem x,y € R tal que

zﬁ:x@—l—yz@

Demonstracao. Dados A, B e C pontos do R™, nao colineares e I' um hiperplano que passa
por A, Be C.

—>) Queremos mostrar que se D € I' entdo, existem z,y € R tais que

zﬁ:mwﬁ—ky-z@.

Como A, B e C sao pontos nao colineares e pertencem a ' entao zﬁ e 1@ perten-

cem a [,

Suponha D € I' e tomemos

r; uma reta gerada por 1@ que passa por D;

ro uma reta gerada por E que passa por D;

Zﬁ uma reta gerada por B que passa por A;

jﬁ uma reta gerada por 1@ que passa por A. Veja a figura 3.1.

Logo 7"1//28 e 7’2//1@ onde 7, NAB = {D:1} e ry NAC = {D,}.

Assim A, B e D; séo colineares, entao A—l)1> =x- @ tal que x € R.

De forma analoga A, C' e Dy sao colineares, entao A—D; =y- z@ tal que y € R.

— —
Como 1@//7’1 entdo ADy//r; e como E//TQ entdo AD;//ry. Logo temos que
1 - DD
ABCD é um paralelogramo, onde AD; = Dy D. Assim temos
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Figura 3.1:

Fonte: Autor

AD = ADy+ DyD
_ AD.+ AD,

= .%'zﬁ—f-y’z@
<) Queremos mostrar agora que se@zx-@%—y-/@; r,y € R, entao D €T

Sem perda de generalidade vamos supor o hiperplano I' = {(z1,...,2,-1,0) €

R™ x1,...,x,—1 € R} e vamos considerar A = (0, ..., 0).

Logo

ﬁ = a:-@—l—gy@
) = z-(B-A)+y-(C—-4)

(s oorydy 1, dy) = - (bry oo bu1,0) + 4 - (1s s En1, 0)
) = (z-by,.ce,x - bp1,0)+ (Y- 1y ey ¥ - €1, 0)
) (x-by+y-cryey®by1+y-cp,0).

Entao pela igualdade de pontos temos d,, = 0. Portanto D = (dy, ...,d,_1,0) € T".

O
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3.1 Equacao do Hiperplano

De acordo com a definicao 3. 0. 2 apresentaremos aqui a equacao do hiperplano.

Seja v = (v1, v, ...,v3) # 0 um vetor do R". Lembramos que o hiperplano que passa
pelo ponto P do R™ e é normal ao vetor v é, por definicao, o conjunto I' dos pontos

X = (21, 29, ..., z,) do R™ que satisfaz a equacao

(X — P),v) = 0. (3.1)

Figura 3.2:

"

Fonte: Adaptado de SANTOS (2007, p. 99)

Seja T' o hiperplano que passa pelo ponto P = (py, ..., p,) € R™ e é gerado pelo vetor
normal v = (vq,...,v,) € R". Dado X = (z1,...,z,) € I'. Temos que

(X — P,v) =0.

Como X — P=(x1 —p1,...,Tn — pp) e v L (X — P), entao

<(x1_plw”axn_pn)7<vla'~7vn>> = Ul(xl—p1)+._,+vn($n—17n)

= U1T1 + ... + Up%p — P1U1 — ... — PpUnp.
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Entao,

mry + ... + vx, — prv1 +d =0,

onde d = p1v1 — ... — PpUn.

Esta é a equacao do hiperplano I' que passa pelo ponto P e é normal ao vetor v =

(U1, ey Up).

3.2 Distancia entre um ponto e o hiperplano

Defini¢ao 3.2.1. A distancia entre um ponto P do R™ e um hiperplano ', onde P ¢ T’

€ dada como a menor das distancias de P aos pontos de I', ou seja,

d(P,T') = min{d(P,Q);Q € T'}.

O resultado abaixo encontra-se para os casos n = 2 (plano) e n = 3 (espago). Para o

caso n > 3, salvo engano, nao se encontra na literatura.

Proposicao 3.2.1. Sejam I' um hiperplano, P um ponto do R™ tal que P ¢ T, e v o
-
vetor normal o I'. Entdo d(P,I') = d(P, P") onde P' €' e PP'//v.

; =5 .

Demonstrag¢ao. Queremos mostrar que dados P ¢ I'e P’ € I" se PP’/ /v entao d(P, P') <
—

d(P’, Q) qualquer que seja @ € I'. Como PP’//v entao PP’ é ortogonal a P'Q) para todo

Q#P.
Assim pelo corolario 2.4.2 temos que d(P, P') < d(P’, Q).
Portanto de acordo com a defini¢ao 3.2.1, d(P,I") = d(P, P') O

Exemplo 3.2.1.

a) O hiperplano em R? € a reta v do plano, dessa forma senndo P um ponto P do
plano, entao d(P,r) = d(P,Q) tal que @ Lronde@é€r.
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b) Sejam o hiperplano em R3 o plano w e o ponto P do R?, entdo d(P,w) = d(P,Q)
tal que Pﬁ L 7w, onde Q € .

3.3 Posicao relativa entre retas

Analizaremos como identificar, usando a equacao paramétrica da reta, quais as posigoes

relativas entre duas retas, se sao paralelas, coincidentes ou concorrentes.

Sejam r; = {A+tv;t € R} e ry = {B + sw; s € R} duas retas no espago R". As retas
r1 e 9 podem ser coplanares ou nao. Se r; e ry nao sao coplanares, entao dizemos que

elas sao reversas. Neste caso r; Nry = . Se elas sao coplanares, r; e ry podem ser:
(1) coincidentes: 1 = ro;
(2) paralelas: r| Nry = &;

(3) concorrentes: 1 Nry = {P}.

Estuda-se no Ensino Médio as posicoes relativas entre retas no plano. Onde suas
posicoes sao determinadas resolvendo o sistema composto pelas duas equacoes das retas
comparadas. Aqui porém devido a complexidade apresentaremos a proposicao abaixo
para a determinagao das posigoes relativas entre duas retas no R", que encontra-se ja
para os casos n = 2 como ¢ estudado no Ensino Médio e n = 3. Para o caso n > 3, salvo

engano, nao encontra-se na literatura.

Proposicao 3.3.1. As retas ri e ry sao:

(a) coincidentes se, e s6 se, v e w sdo multiplos e B € 11 (ou A € 13);
(b) paralelas se, e s6 se, v e w sao multiplos e B ¢ 11 (ou A ¢ r3);

(c) concorrentes se, e sd se, v e w nao sao miltiplos e ri Nry # &;
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(d) reversas se, e sé se, v e w ndo sao miltiplos e 1y N1y = .

Demonstracao. Suponhamos que os vetores v e w, nao nulos, sao multiplos, isto €, existe

A # 0 € R tal que w = \v.
Vamos mostrar que se v e w sao multiplos, entao r = ry quando B ¢ ry e r1 N1y = .

. . - =5 -
Consideremos os pontos A" € ry e B' € ry tais que AA = v e BB' = w. Entao,
BB = \AA

—
Suponhamos também que B € ry. Seja ty € R tal que ﬁ =tgAA’. Se P é um ponto
R
da reta ry, entao ﬁ = tBB’, para algum t € R. Portanto, P € r; pois

L

—
= (to+ At)AA'

~

AP — AB + BB = tyAA + BB — toAA + MAA

Assim ry C ry. Logo, r1 = 7.
Se B ¢ ry, entao A, A’ e B sao pontos nao colineares. Seja I' o plano que os contém e

— — —
seja C o ponto tal que A—C>7 = BB'. Como BB’ = MAA’, segue que 1@ = MAA’. Portanto,
-
o ponto C pertence a reta r; e é diferente de A, pois z@ = BB’ # 0. Assim

rlz{A—l—tﬁ;tER} e TQZ{B—F&@;SER}.

As retas r; e r9 nao se intersectam. De fato, se existisse P tal que ﬁ = t/@ e

B?: 31@, teriamos
Ezﬁ—l—ﬁ:(t—s)z@ﬁBEm,

o que é uma contradigao.

As retas 1 e ro sao coplanares. Com efeito, um ponto P pertence ao plano I se, e s6

se, existem s,t € R tais que
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/ﬁ:sBﬁLt/ﬁ

Se P € rq, entao ﬁ = toﬁ = 0.1@ + toﬁ, para algum ¢ty € R. Logo P €T

Se P € ry, existe t; € R tal que ﬁ = tlﬁ. Assim, ﬁ = E—Fﬁj = 1.1ﬁ+t1A—C}',

e, portanto, P € I'. Como r; e ry sao coplanares e nao se intersectam, obtemos que r; e

ro sao paralelas.
Provaremos agora que se r; e 73 sao coincidentes ou paralelas, entao v e w sao multiplos.

Se r1 = ry, entao B, B’ € r; e, portanto, existem tg,t; € R tais que f@ = tov e
— — = - o .
AB' = tyv. logo, BB' = BA+ AB' = —tgv + t1v = (t1 — to)v, isto é, w = BB’ e v sdo

multiplos.

Se 1 e ry sao paralelas, existe um unico plano I' que as contém.

!

Seja C' o unico ponto do plano I' tal que C@ =v=AA.
? S5 o~ o~ e ~
Suponhamos que os vetores v = CB e w = BB’ nao sao miiltiplos. Entao, os pontos
B, B’ e C nao sao colineares e I' é o tnico plano que os contém. Como A € I', existem
. BA— 1+ B0+« B
to, So € R tais que BA = tqBC + soBB'.

: — N

Sejam o ponto P = A —|—t0@ = A+tgAA pertencente a r e o ponto Q = B+ soBB’
T -+ 50 BB + 1,55

pertencente a ry. Sendo P_C)Q = AB + soBB’ + toBC' = 0, obtemos que P = ). Logo,

r1 N1y # &, uma contradicdo. Provamos assim, que se r; e 9 sao paralelas, entdao v e w

sao multiplos.
Se 1 e ry sao concorrentes ou reversas, entao v e w nao sao multiplos.

De fato, se v e w fossem multiplos, teriamos, pelo provado anteriormente, que 71 e 79

seriam coincidentes ou paralelas.

E reciprocamente, se v e w nao sao multiplos, entao r; e ry sao concorrentes ou reversas,
pois caso contrario, r; e ro seriam coincidentes ou paralelas e pelo, provado acima, v e w

seriam multiplos.

]



46

3.4 Distancia entre retas paralelas no R”

Estudaremos nessa secao como calcular a distancia entre duas retas paralelas no R".

Apresentaremos logo a seguir a definicao de distancia entre retas no R™.

Definicao 3.4.1. A distancia d(ry,r2) entre duas retas ry e ro é dada por:
d(r1,me) = min {d(P,Q)|P € r1 e Q € ra}.

Se pensarmos em retas coincidentes ou concorrentes chegaremos as seguintes con-

clusoes:

i) Sejam r; e ry retas coincidentes, logo pela proposicao 4.2, se tomarmos um ponto P
qualquer em 7; esse ponto também estd em ry, pelo fato de os vetores que determi-
nam 7 e ry serem multiplos. portanto a menor distancia entre ry e ro é d(P, P) = 0,

qualquer que seja P;

ii) Sejam ry e 7y retas concorrentes, logo pela proposigao 3.3.1, existe um ponto P tal
que r1 Nry = {P}. Por esse fato vamos ter que a distancia entre 71 e 15 nesse ponto

é zero. Portanto a menor distancia entre r e ry é zero.

Os casos mais interessantes ocorre de duas retas serem paralelas ou reversas.

Apresentaremos a seguir uma proposi¢ao para calcular a distancia entre duas retas
paralelas no R™. Esse resultado encontra-se para os casos n = 2 estdado no Ensino Médio
como por exemplo em (IEZZI, 2005) e n = 3. Porém para o caso n > 3, salvo engano,

nao encontra-se na literatura.

Proposicao 3.4.1. Dadas duas retas paralelas r1 e ro no R™. A distancia entre essas

retas € dada por

g
d(ri,m2) = ||PP,
— —
onde P € ry e P' € ry, tal que PP' 1.y e PP" L rs.

Demonstragao. Sejam ry = {Ay+tvy,t € R} e ryg = {Ay+svy, s € R} duas retas paralelas
do R”, dai temos que v; = Avg; A € R.
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Mostraremos inicialmente que existe uma reta perpendicular as retas r; e ry e que as
intersectam nos pontos P e P’ respectivamente. Depois mostraremos que P é o ponto de

r1 mais préximo do ponto P’, reciprocamente P’ é o ponto de r, mais proximo de P.

Depois mostraremos que qualquer ponto () que vocé pegar em uma das retas paralelas

o ponto mais proximo de ) é um ponto )’ na outra reta que é projecao ortogonal de )
e que d(Q,Q") =d(P, P).

Tome r3 = {As + kvs; k € R} de modo que r3 Nry = {P}ersNry={P'}.
Suponha r3 L 71 logo (v3,v1) = 0, como v; = Avg; A # 0 € R temos,

<U3, /\UQ) = A<U3,’U2> =0=

<’U3,1}2> = 0= 93 L v.
i , . , . .
Como r; L r3, entao PP' 1L r; logo P’ é o ponto de ry mais préximo de P assim,
d(P',ry) =d(P,P). (3.2)
i , . , . .
Como ry L r3, entao PP" 1L ry logo P é o ponto de r; mais proximo de P assim,
d(P,ry) = d(P, P') (3.3)

—
Sejam () um ponto quaquer de r, tal que Q@' é perpendicular as retas r; e r5 onde Q' €
r9. Vejamos o que ocorre quando passeamos o ponto ) por toda a reta ri, analogamente

Q' passeia por toda a reta rs.

Figura 3.3:

Fonte: Autor
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Vejamos, Q = P teremos Q' = P’ e |PP'|| = ||QQ'|| = d(P, P") = d(Q, Q).

Observamos agora que qualquer () # P neste caso teriamos:

||P@||2 |P'BI2 + | PG| = | PO - ||PP||2 PG| (3.4)
IPQI? = PO + Q1P = 1PN - 1QQ |2 = | POI. (3.5)

Por outro lado temos,

PG| = HP’QH2+HQQ!!2 (3.6)
IPQIP = IPPIP + |P'Q (3.7)

Comparando (3.4) com (3.5) temos,

: > — —
IP'QI* = [PPII* = [ PQ'|I* — |QQ"]I*. (3:8)

Substituindo (3.6) e (3.7) em (3.8) temos,

; ; — — — ——
PP+ |QQ'|I> = IP'PI* = [PP|*+ | P'Q|* - |QQ|°
2 SN2
20QQ||° = 2||PP|
g = , ,
1QQ|| = PP = d(QQ") =d(PF"). (3.9)

Logo quando ) e ' percorrem respectivamente as retas r; e ro temos sempre que a
menor distancia entre (Q e a reta ro é sempre igual a distancia entre Q" e r1. Portanto de

(3.8) concluimos que

d(r1,12) = d(Q, Q') = d(PP') = | PP

3.5 Posicoes relativas entre reta e o hiperplano

Definig¢ao 3.5.1. Sejam r = {A+tu;t € R} uma reta que passa pelo ponto A = (ay, ..., ay)
e € paralela ao vetor u = (uy,...,u,) e L' : vixy + ... + v,x, = d um plano normal ao vetor

v = (v1,...,0,). Vamos considerar trés possibilidades:

i) NI = & ou seja a reta r € paralela ao hiperplano T';
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it) TN # & neste caso a reta pode ser coincidente se todos os pontos da reta pertencer

ao hiperplano;

iii) TN = {P} € um unico ponto, neste caso dizemos que a reta intersecta o hiperplano

em um ponto.

O resultado a seguir encontra-se para o caso n = 3. Para o caso n > 3, salvo engano,

nao encontra-se na literatura.

Proposicao 3.5.1. Sejam r = {A + tu;t € R} uma reta que passa pelo ponto A =
(a1, ...,a,) e € paralela ao vetor u = (uy,...,u,) e I' : vy21 + ... + v, 2, = d um hiperplano

ev = (vy,...,v,) 0 vetor normal a T
a. v € coincidente ao hiperplano I' se, e s6 se, u L veAel.
b. r € paralela ao hiperplano T se, sé se, u L v e A¢T.

c. r NI consiste de um unico ponto se, so se, u nao € ortogonal ao vetor v.

Demonstrag¢ao. Suponhamos que o vetor u é ortogonal ao vetor v. Seja P = (py,...,pp) =
A+ tu um ponto de r. Entao, ﬁ = tu logo

((p1 — a1, e, P — an), (V1, ..., Uy ﬁ (tu,v) =0

ou seja

szvz = Zaivi (310)

i=1

Se além disso A € I', temos Z a;v; = d. Logo por (3.10) Zpivi =d,
i=1 i=1
ou seja, para todo P € r, P € I portanto r C T'.

n

Mas, se A ¢ T, Zaivi # d. Portanto Zpivl- # d para todo P € r. Neste caso,
=1
rNI'= g, ou seja, r ¢ uma reta paralela ao hlperplano Ir.

Suponhamos agora que u nao é ortogonal a v, ou seja, (u,v) # 0.

Seja P = A+ tu = (a1 + tuy, ...,a, + tu,) € r. Entdo, P € I" se, e somente se,
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vi(ay + tuy), ..., vp(an + tu,) = d

= t(vuy, oy UyUy) = d— (v1G1), ..., (Vpay).

Como (u,v) = viuy, ..., vyu, # 0, obtemos que

d— (viay + ... + vpay)

to =
0 (viug + ... + vuuy)

E o tnico parametro t € R para o qual o ponto P = A + tu pertencga ao hiperplano I'.
Assim, r N[ = {R}, onde Py = A + tyu.

Reciprocamente, suponha que » C I'. Entao, u L v e A € T', pois, caso contrario,
terfamos u L v e A ¢ I' ou u ndo ortogonal a v. No primeiro caso teriamos pelo provado
acima, que r N I' = & e, no segundo caso, I' N r consistiria de um unico ponto, uma

contradicao.

Anélogamente, podemos verificar que se rNI' = &, entdou L ve A ¢ 'equeserNl

consiste de um nico ponto, entao u e v nao sao ortogonais.

]

Observamos que no caso do plano, as posicoes relativas serao entre retas, pois como
citado, no caso do plano o hiperplano é uma reta, isto é, r : ax+by+d = 0, onde v = (a, b)

é o vetor normal a (7).



Capitulo 4

A HIPERESFERA

Em (STEWART, 2007, p. 1030) é sugerido um projeto para se calcular o hipervolume
de uma hiperesfera de raio r no espaco n-dimensional R™ usando uma integral de n-upla.
Tranquilos em relacao a essa nomeclatura, apresentaremos nesse capitulo a definicao de
hiperesfera e a equagao da hiperesfera no R", particularizando para n = 1,2 e 3. Na pri-
meira secao estudaremos as posicoes relativas entre o hiperplano e a hiperesfera e veremos

os casos particulares no R? e no R3.

Definicao 4.0.2. Uma hiperesfera no R"™ de raio r > 0 e centro C' € R™ é o conjunto
S"=1(C) = {X € R";d(C, X) =r}. (ANDRADE, 2010)

Como na equagao d(C, X) = r, a distancia e o raio s@o nao negativos, esta equacao,
em termos de coordenadas dos pontos X = (z1,...,z,) e C = (¢1,...,cn), é equivalente a
2

(r1— )+ (rs— )+ .o+ (Tn— )2 =7

é a equacao da esfera de centro C' e raio r, no R".

Lima (2005) define bola aberta de centro num ponto a € R™ e raio r > 0 como o

conjunto dos pontos € R" tal que d(a,z) < r, isto é,

B(a;r) ={x e RY ||z — a|| < r}.

E analogamente define bola fechada Bla; x] e a esfera S[a;r], ambas com centro em a

e raio r como,
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Bla;r] ={x e R"; ||z —a|| <1} e Sla;r] = {z € R ||z —al| = .

Podemos redefinir esses conceitos tomando ||z — al| = d(z, a), dai temos:
i) B(a;r) = {x € R";d(z,a) < r} bola aberta de centro em a € R" e raio r;
ii) Bla;r] = {z € R";d(x,a) <1} bola aberta de centro em a € R" e raio r;

iii) S%(a) = {x € R";d(x,a) = r}, a hiperesfera de centro a € R" e raio r.

Exemplo 4.0.1. Para n =1 temos:

6.1.1 A bola aberta B(a;r) = {x € RY; ||z —a| < r} na reta R é o intervalo aberto
(a —r,a+r);

6.1.2 A bola fechada Bla;r] = {x € RY;||lx — a|| < r} na reta R € o intervalo fechado

l[a—ra+r7|;

6.1.3 A hiperesfera S(a) = {z € RY; ||z — a|| = r} na reta R € dada pelo conjunto dos
pontos {a —r,a+r};

Exemplo 4.0.2. Para n = 2, obtemos os elementos da Geometria Analitica do Ensino
Médio.

6.2.1 A bola aberta B(a;r) = {p = (z,y) € R?%||p — a|]| < r} no plano R? € o disco de

centro a = (ay,az) dado pela inequagio (v — a1)* + (y — ag)* < r;

6.2.2 A bola fechada Bla;r] = {p = (z,y) € R%||p — a|| < r} no plano R* € o disco de

centro a = (ay,as) dado pela inequagio (v — a1)? + (y — az)? < r;

6.2.3 A hiperesfera St(a) = {(x,a) € R?%; ||z — a|| = r} no plano R? é o circulo centro

a = (ai,as) e raio v > 0 dado pela equagio (v — ay)* + (y — a2)* =r;
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4.1 Posicoes relativas entre hiperplano e hiperesfera

No Ensino Médio estudamos as posicoes relativas entre reta e circunferéncia, no caso a
reta como vimos anteriormente ¢ um hiperplano no R e a circunferéncia é uma hiperesfera

no R. Dessa forma estudamos essas posicoes relativas para o R”.

O proéximo resultado encontra-se para os casos n = 2 (plano) e n = 3 (espago). Porém

o caso n > 3, salvo engano, nao encontra-se na literatura.

Proposicao 4.1.1. Seja I' um hiperplano que passa pelo ponto P = (p1,...,p,) do R"
ev = (v1,...,0,) um vetor normal a T, e seja S"'(C) uma hiperesfera de centro C' =

(C1y.oeyCn) € Taio r >0,
a) d(C,T) > r se, e somente se, T NS 1(C) = &;

b) d(C,T) = r se, e somente se, T NSI1(C) = {Py}. Neste caso dizemos que o

hiperplano é tangente a hiperesfera;

c) d(C,T) < r se, e somente se, ST (C)NT" ! = S’\wa(@). Onde S’\L/Zfﬁ(@) é

a hiperesfera contida no plano I'™™' que tem raio v/r2 — k2 e centro no ponto de

interseccdo do plano T™! com a reta | normal a T ! que passa pelo centro C da

hiperesfera ST1(C) e k = d(C,T™1).
Demonstracao. Sem perda de generalidade vamos considerar

i) A hiperesfera S*' = {(z1,...,2,) € R"2? + ... + 22 = r?}, com centro C' =

0,0, .., 0);

ii) O hiperplano I' = {(z1, ..., zp_1,k) € R"; 2y, ...,x,_1, k € R, com k constante }.

a)

— ) Como d(C,T') > r, entao pela proposicao (3.2.1), existe P’ € I tal que
—
CP LT ed(C,T")=d(C,P")>r,onde C = (0,...,0).

Logo d(C,Q) > d(C, P") > r para todo @ € T.

Dai Q ¢ S"7'(C) para todo Q € I'. Portanto, S"'NT = @.



b)

o4

ﬂ Como d(C,T") = r, entdo pela proposigao (3.2.1), existe @y € I' tal que
CQY 1T e d(C,T) = d(C, Qo), logo Qo € S21(C).

Dado B € I" entao d(C, B) > d(C, Q). Logo para todo B € I' — {Q)y}, temos que
B ¢ St1(C). Portanto T NSPH(C) = {Qo}-

—) Como d(C,T") < r, entdo pela proposi¢ao (3.2.1) existe um ponto Py € T’
—

tal que d(C,T") = d(P,,C) onde CPy L T" e Py € [, onde [ uma reta gerada por

er = (0,...,0,1) logo Py = (0,...,0, k).

Como d(T',C) < r entao d(Py,C) = k < r, logo r* — k* > 0.
Podemos considerar S%(Po) ={P eTd(P,P) = Vr?—k?}.

Dado (x1,...,xn_1,k) € Sf/;f_im(Po) entao,

d(P, Py) = V12 — k2
V(e =02+ .+ (2o — 02+ (E— k)2 = Vr2 — k2

x%—i—...—l—xn,l = 22

i, R =

Concluimos que (xy, ..., T, 1, k) € SP1

Portanto, o ponto (z1, ..., Zn_1,k) € S"-2_(Py)) C S*! e como S"~2 __ C T entédo
Vr2—k? r VrZ—k2

SV (Po) CS;TINT. (4.1)
Conclufmos assim que S"'NT # @. Sendo S 'NT # &, entdo dado P € S 'NT

isto é, PeT e P eS"! ou seja,

o4 k=7

2 2 2 2
Zlf1—|—...+$n_1 - T _k:
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Logo, P € S"2__(P,), e portanto

r2 k2<

rnstcsv2 _(P) (4.2)

De (4.1) e (4.2) concluimos que T NS = S%(PO).

Vamos provar que se ' NS"~! = &, entao d(C,T') > r, ou equivalentemente, que se
d(C,T) <r,entao I NR™! £ &. Mas isto segue de (b =) e (c =).

Se d(C,T') = r de (b =>) temos que T NS"™! = {P} # @.

Se d(C,T') < r de (¢ =) temos que TNS" ! = S:fokz(}jo) # @&, onde k = d(C,T).

Portanto se ' NS~ = &, entao d(O,T') > r,onde O = (0,0, ...,0).

Vamos provar agora que se 'NS"~! = {P}, entao d(C,T') = r, ou equivalentemente

se d(C,T) # r entao ' NS’ ndo é um tinico ponto.
Para d(C,T") # r temos dois casos: d(C,I') > r ou d(C,I") <r
No caso em que d(C,T) > r, de (a =) temos I NS~ ! = &;

No caso em que d(C,T') < r, de (¢ =) temos ' N S* S%(F );

Portanto se ' N S"~! = {P}, entao d(C,T) = r.

Queremos mostrar agora que se I' N S*~! =S 2 (P ) entao d(C,I") < r, ou equi-

valentemente que se d(C,I") > r, entdo ' NS~ 1 7& S’\’/W(P ).

Se d(C,T) = r pelo provado em (b =) temos que I NS~ ! = {Ry}.
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Se d(C,T) > r pelo provado em (a =) temos que T NS"~! = &.

Portanto se T NS~ = S’\‘/ﬁsz(Po), entao d(C,T') < r.

Exemplo 4.1.1. Vejamos as posi¢oes relativas entre hiperplano e hiperesfera para o caso
n = 2 a qual é estudada no Ensino Médio e apresentada aqui dentro da visao da pro-
posicio anterior. Sejam 'V uma reta e S' uma circunferéncia unitdria com centro na

origem. Logo:

a) d(O,T) > 1 <= T NS =g, isto é T nao toca na circunferéncia S*. Veja a figura
5.1:

Figura 4.1:
P
il

vy~

|

S1(0)

Fonte: Autor

b) d(O,T) =1 <= I'NS! = {P}, isto é, T € tangente a circunferéncia S'. Veja a
figura 5.2:
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Figura 4.2:
P r

S1(0)

Fonte: Autor

c) d(O,T) <1 <= TnS' =8, isto ¢, S° = {P,, P}, onde P, = (—k, P) e P, = (k, P)
tal que k = /1 — (d(O, P))2. Veja a figura 5.5:

Figura 4.3:

P mpz -
@)

S1(0)

Fonte: Autor

Exemplo 4.1.2. Vejamos as posi¢coes relativas entre hiperplano e hiperesfera para o caso

n=3.

Sejam T'? um plano no espago e S* uma esfera unitdria com centro na origem. Logo:

a) Sejam d(O,Q) > 1 entdo o hiperplano T? ndo toca a hiperesfera S*, como mostra a
figura 5.4:
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Figura 4.4:

Fonte: Autor

b) Sejam d(O,Q) =1 entao o hiperplano T'? é tangente a hiperesfera S*, no ponto P,

como mostra a figura 5.5:

Figura 4.5:

Fonte: Autor
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¢) Sejam d(O,Q) < 1 entio o hiperplano T? secciona a hiperesfera S* formando uma
circunferéncia S' de raio \/1 — (d(O, Q))?, como mostra a figura 5.6:

Figura 4.6:

Fonte: Autor



CONSIDERACOES FINAIS

Esse trabalho foi desenvolvido tomando-se como eixo central a Geometria Analitica do
Ensino Médio, estudando os seus principais elementos e generalizando-os para o espaco
euclidiano R", dese modo reunimos alguns elementos da Geometria Analitica no espaco
euclidiano R™ que se encontram distribuidos de modo fraguimentados na literatura. Al-
guns resultados que nao se encontram na literatura, salvo engano, foram apresentados.
Conseguimos apresentar: a férmula para o célculo da distancia entre dois pontos e a co-
linearidade de pontos; as equacoes paramétrica e simétrica da reta; perpendicularidade
entre retas; Teorema de Pitagoras para vetores no R", um método de calcular a distancia
de um ponto a reta. Apresentou-se também: a definicao de Hiperplano; a equagao do hi-
perplano; as posigoes relativas entre retas e as posigoes relativas entre reta e hiperplano no
R"™ bem como a distancia entre ponto e hiperplano e a distancia entre retas paralelas. A
hiperesfera e suas posi¢oes relativas ao hiperplano foram apresentadas. Em cada capitulo
buscou-se fazer uma relacao através de exemplos e particularidades com a Geometria
Analitica do Ensino Médio. Outros elementos podem ser estudados usando como base
esta dissertacao, como por exemplo: métodos pra calcular a distancia entre retas reversas
no R”, distancia entre hiperplanos, posicoes relativas entre hiperplanos, angulos formado
por retas no R™ e angulos formado por hiperplanos. Esperamos que este trabalho venha
contribuir como fonte de pesquisa, relacionando esses resultados de forma particular com
a Geometria Analitica do Ensino Médio, proporcionando ao professor desse nivel, fazer
uma reflexdo em relacao a esse conteido ampliando seu conhecimento e compreensao. E
aos alunos do PICEM e da Licenciatura em Matematica uma referéncia no estudo da
Matematica e mais particularmente da Geometria Analitica, construindo o saber e fa-
zer matematico, mostrando que a matematica nao é estatica, mas sim uma construcao

dinamica.
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