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RESUMO

Esta pesquisa apresenta propostas para o uso de materiais didaticos no
ensino de Geometria Espacial, com foco na resolucédo de problemas trazendo
para cada um destes um material para auxiliar na sua resolugdo. As sugestbes
agui apresentadas tém como base as teorias de Van Hiele e Gutierrez, tendo
como finalidade desenvolver as habilidades de visualizacdo e de resolucdo de

problemas.

Palavras-chave: Resolucédo de Problemas - Material concreto - Visualizacao



ABSTRACT

This research presents some proposals on using didatic materials to
teach Spatial Geometry, focusing in problem solving and bringing for each one
of these problems one material to help solving them. Suggestions made here
are based on Van Hiele and Gutierrez theories, aiming to develop visualization
and problem resolutions abilities.

Keywords: Problem solving — Concrete Materials - Viewing
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INTRODUCAO

Ha uma forte relagdo entre a Geometria e o0 mundo em que vivemos.
Podemos identificar, em nosso cotidiano, diversas das formas espaciais que
estudamos em Geometria. No entanto, isto ndo € aproveitado em sala de aula.
Em geral, tal disciplina € ensinada de forma mecanica e abstrata, dissociada do

conhecimento de que o aluno ja dispde.

Além disso, no campo da Geometria Plana ndo nos deparamos com tan-
tos obstaculos quanto na Geometria Espacial. E notavel a dificuldade do aluno
de “ver’ no espago. Conseguir visualizar um solido através de sua planificagéo,
ou até mesmo, compreender as figuras geométricas espaciais que Sao expos-

tas no quadro néo é tarefa facil.
De acordo com Kaleff (2003, p.16):

Especificamente no contexto geométrico, a habilidade da visuali-
zagao assume importancia fundamental. Ao visualizar objetos ge-
ométricos, o individuo tem possibilitado o controle sobre o conjun-
to das operagfes mentais basicas exigidas no trato da Geometria.

Diante dessas consideracdes, apresentamos neste trabalho propostas
para o uso do material concreto na resolucédo de problemas de Geometria Es-
pacial, com o objetivo de levar o aluno a resolver exercicios, através da mani-
pulacdo desses materiais, além da estimulacdo da visualizacdo mental. Para
isso, sugerimos trés problemas de Geometria Espacial, direcionadas para tur-
mas do 2° ano do Ensino Médio, com a finalidade de analisar que elementos
entram em questédo no contato do aluno com esses objetos e que tipo de asso-

ciacdo os mesmos estabelecem.

Para iniciar o nosso estudo, no capitulo 2 faremos uma apresentagéo
sobre a visédo da neurociéncia acerca do aprendizado em Geometria Espacial.
Em seguida, abordaremos as teorias de Van Hiele e Gutierrez. No capitulo 3,
faremos um breve histérico sobre o ensino da Geometria no Brasil e apresenta-
remos ainda, alguns métodos ludicos existentes bem como a visdo dos Para-
metros Curriculares Nacionais do Ensino Médio sobre o Ensino de Geometria.

Logo apds, no capitulo 4, falaremos sobre a importancia da resolugcéo de pro-



blemas como método de ensino e exibiremos algumas propostas de problemas
de Geometria Espacial, assim como o tipo de material que pode ser utilizado

para tais exercicios.

Este trabalho conta também com a colaboracdo da pesquisa feita pela
aluna Fabiana Chagas de Andrade com o tema: Jujubas: Uma proposta ludica
ao ensino de Geometria Espacial no Ensino Médio. O material apresentado
pela aluna pode ser utilizado para resolver problemas que envolvam a utiliza-

cao de arestas ou mesmo para a simples visualizac&o.

Acreditamos que, dessa forma, a Geometria Espacial pode ser abordada
de uma maneira diferente da tradicional, despertando um interesse maior do
aluno em aprender conteudos matematicos que, até entdo, eram dificeis de

serem compreendidos.

E por fim, esperamos que o material aqui trazido possa contribuir para o

aprendizado de Geometria Espacial.
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1 ENSINO E APRENDIZAGEM EM GEOMETRIA

Neste capitulo buscamos fundamentar nosso estudo nas mais novas te-
orias de aprendizagem, baseadas na Neurociéncia e na Teoria das Inteligén-
cias Mdltiplas (TIM). Utilizamos como base de nosso trabalho os niveis de Van

Hiele e de Jaime Gutiérrez no aprendizado em Geometria Espacial.

1.1 Neurociéncia e aprendizagem Matemética

Com o objetivo de potencializar o aprendizado, cada vez mais os educa-
dores buscam, nas bases da Neurociéncia, um meio de reafirmar suas teorias

de aprendizagem.
Segundo Marta Relvas (2012, p.27)

“Neurociéncia € um conjunto de disciplinas que permeiam os es-
tudos do sistema nervoso e originou-se das bases cerebrais da
mente humana.”

Recentes estudos mostram que existe uma inter-relacéo entre o sistema
nervoso, as funcdes cerebrais, mentais e 0 meio ambiente. Isto mostra que a
aprendizagem e o comportamento comeg¢am no cérebro e sdo mediados por
processos neuroguimicos, o que motivou a criacdo do termo Neuropedagogia
que, segundo Marta Relvas, tem como objetos de estudo a Educacéo e o cére-
bro, entendido como um érgédo social que pode ser modificado pela préatica pe-

dagdgica.

O objetivo da Neuropedagogia €é reestruturar a pratica docente e discen-
te em fungéo de novas descobertas sobre o funcionamento do aparelho cogni-

tivo humano.
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1.1.1 A estrutura do aparelho cognitivo:

O encéfalo é o complexo que forma o aparelho cognitivo. Podemos divi-
di-lo em trés partes (Fig. 1):

1. Cerebelo: E a parte responsavel por estruturar comandos mecanicos
do corpo. E este sistema que recebe instru¢cbes como andar de bicicleta, que
programam a rede de neurdnios e que depois de implantadas ndo sao posteri-

ormente esquecidas.

2. Sistema limbico: Se comp®&e de hipotalamo, talamo, amigdalas e hi-
pocampo. E responsavel pelos instintos basicos como medo e decis&o de lutar
ou correr diante de uma ameaca (amigdalas e hipotdlamo). J& o hipocampo
perfaz a memoria que faz um registro dos dados colhidos durante o dia e os
copia para o cortex. Depois, este registro é apagado para que novas informa-

¢Oes sejam armazenadas no dia seguinte.

3. Cortex: E onde se registra definitivamente o que foi aprendido durante
o dia. A noite, durante os sonhos, o cortex grava as informacées colhidas pelo
hipocampo durante o dia e armazena para o resto da vida. Ao contrario do ce-
rebelo, que escolhe as informacgfes a serem gravadas, no cortex essa escolha
€ inconsciente. Na verdade, a escolha do que se copia € feita pela "profundida-
de" das marcas deixadas no hipocampo. Esta profundidade é dada pela emo-
cdo associada a informacédo ou pelo estudo, pois o esforco empregado na a-
prendizagem atribui um status de importante a informacéo e o copia para o cor-

teX. Pré-Frontal

" [Corpo Caloso |
‘|Talamo

Hipotalamo
Lobo Frontal

Amigdala’

Hipocampo Cerebelo

Figura 1: Estrutura do encéfalo*

! Disponivel em:< http://www.psiqweb.med.br/site/?area=NO/LerNoticia&idNoticia=292. Acesso em
Dezembro de 2013. >



http://www.psiqweb.med.br/site/?area=NO/LerNoticia&idNoticia=292
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Com base nessa informagédo, para um melhor aprendizado o ideal € que
o aluno estude o conteudo no mesmo dia em que assistiu a aula, para que a
informacéo adquirida tenha status de importante e seja transferida para o cor-

tex e gravada para o resto da vida.

A Neuropedagogia relata que o ensinar implica em maximizar o funcio-
namento do cérebro através de praticas pedagodgicas que estimulem areas es-
pecificas do mesmo. Para promover este estimulo, John Locke sustentou que o
conhecimento e a aprendizagem s&o obtidos por meio de experiéncias sensori-
ais, pois ao nascer o ser humano € uma folha de papel vazia, que vai sendo
preenchida através das experiéncias, as quais chegam ao sistema nervoso

central sob a forma de estimulos sensoriais.

1.1.2 A Teoria das Inteligéncias Mdltiplas (TIM)

Segundo Marta Relvas, para garantir que as informacdes sejam proces-
sadas e aprendidas, as aulas devem estar baseadas na preparacédo, expectati-
va, emocdo e atencado, pois a memaoria humana é seletiva e armazena experi-
éncias atreladas as emocdes positivas e negativas. Cabe ao educador inserir
em suas praticas pedagodgicas atividades que estimulem a emocao pelo lado
positivo e consequentemente, a armazenagem do conteudo pretendido na

memoria, construindo as inteligéncias.

Mas o que seriam, de fato, inteligéncias? O cérebro € um érgdo extre-
mamente complexo, e 0 conceito de inteligéncia ndo se baseia mais na hipéte-
se de que possuimos apenas uma inteligéncia, a dos testes de Q.l., que avali-
am, principalmente, a linguistica e o raciocinio l6gico mateméatico. Desde a dé-
cada de 80, Howard Gardner vem desenvolvendo a Teoria das Inteligéncias
Multiplas (TIM), que se apoia has mais recentes descobertas da Neurociéncia,

gue explicam memdria, aprendizagem, consciéncia e inteligéncias em geral.

A prova de que a mente humana abriga diferentes inteligéncias pode ser

compreendida ao observar pacientes com leséo cerebral, na qual se perdem
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elementos especificos de uma ou mais inteligéncias, conservando intactos os

demais.

A TIM defende o estimulo cerebral nas escolas, que devem ser “centros
estimuladores das inteligéncias”, e que o ser humano deve ser compreendido
em sua amplitude através de cada uma das inteligéncias: Linguistica, Légico
Matemética, Espacial Criativa, Sonora, Cinestésico-corporal, Naturalista e E-
mocional. Através delas, pode-se perceber o aluno de forma integral, por sua

inteligéncia em determinada area e dificuldade em outra.

Segundo Celso Antunes (2001, p.19), especificamente, a inteligéncia
Légico Matematica compreende a capacidade para discernir padrées légicos
ou numeéricos e a percepcdo de grandeza, peso, distancia e outros elementos.
As areas cerebrais de sua acdo sao o lobo parietal esquerdo e pontos no he-
misfério direito. Ja a Inteligéncia Espacial esta ligada aos soélidos geométricos.
Associa-se a compreensdo do espaco e a orientacdo aos seus limites. As a-
reas de acao sao regides posteriores do hemisfério direito. Observa-se que a
Geometria Espacial envolve as duas inteligéncias, e os lados direito e esquerdo
do cérebro, o que pode explicar a natural dificuldade na aprendizagem por par-

te dos alunos.

De fato, a TIM apenas confirmou as experiéncias dos educadores
qguando relatavam que alguns alunos tinham facilidade ou dificuldade com Ge-
ometria. E por compreender o aluno como um ser humano integral, que pode
ou ndo possuir a inteligéncia l6gico-matematica e espacial, que nos motivamos
a utilizar a Neuropedagogia, que € baseada na aprendizagem sensorial e na
emocdao, para desenvolver um método para a aprendizagem em Geometria

Espacial.

Para estimular a aprendizagem em Geometria Espacial através da TIM,

devemos propor atividades que:

e reconhecam objetos diferentes, permitindo associagdo, comparacao,
padrdes e relacionamentos entre eles;

e utilizem simbolos abstratos para representar objetos concretos;
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e usem pecas para resolver desafios que envolvam a construcao de obje-
tos, estimulem a formac&o do pensamento matematico e formulacdo de

modelos.

O novo caminho do professor sera de reconhecer e despertar as inteli-
géncias, através de conexdes afetivas e emocionais do sistema limbico. E atra-
vés das conexdes, que serdo liberadas substancias naturais como serotonina e
dopamina, pois estdo relacionadas a satisfacdo, ao prazer e ao humor. Ja o
estresse da sala de aula provoca a liberacdo de adrenalina e cortisol, substan-
cias que agem como bloqueadores da aprendizagem e que alteram a fisiologia
do neurdnio, interrompendo as transmissfes das informacdes das sinapses

nervosas.

Este trabalho foi concebido com base nas propostas acima, ao se estu-
dar as mais recentes teorias de aprendizagem baseadas nos avancos da Neu-
ropedagogia e os estimulos a diferentes areas do cérebro, através do uso de
materiais manipulativos no ensino de Geometria Espacial, que estimulam os

sentidos e inserem a emoc¢ao no ambiente escolar.

1.2 O modelo de Van Hiele e Gutiérrez

Estudos sobre visualizacéo espacial e aprendizagem levaram alguns es-
tudiosos a formulacao de teorias que identificam fases do aprendizado em Ge-
ometria. Dentre esses estudos, podemos destacar o modelo de Van Hiele na

Geometria Plana e a teoria de Gutiérrez na Geometria Espacial.

A teoria de Van Hiele concebe diversos niveis concebe diversos niveis
de aprendizagem geomeétrica (ou pensamento geometrico) (KALEFF, 1994, p.
25 e 26) (Fig. 2):

0. Nivel Reconhecimento (Visualizacdo): Avaliacdo das figuras apenas

pela sua aparéncia. Reconhecimento, comparacéo e nomenclatura.
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1. Nivel Andlise: Avaliacao das figuras em relacdo a seus componentes,
reconhecimento de propriedades e uso das propriedades na resolucao de pro-

blemas.

2. Nivel Percepcao: Ordenacdo das propriedades e construcédo de defi-

nicoes.

3. Nivel Deducdo: Dominio do processo dedutivo e das demonstragoes,
reconhecimento de condicbes necessarias e suficientes e demonstracdo de

algumas propriedades.

4. Nivel Rigor: Capacidade de compreender demonstracdes formais,

comparacao e estabelecimento de teoremas em diversos sistemas.

4. RIGOR

2. PERCEPCAD

1. ANALISE

Figura 2: Modelo de Van Hiele

Ao analisar o modelo de Van Hiele, observa-se que as aulas de Geome-
tria Espacial no 2° ano do Ensino Médio contemplam apenas os trés primeiros
niveis, e muitas vezes nao ha a constru¢do da aprendizagem através de cada
nivel. O que ocorre é a apresentacdo do contetdo de forma expositiva, o que
resulta numa memorizacdo dos solidos geométricos que é posteriormente es-

guecida pelos alunos.

O uso de materiais manipulativos permite a constru¢cdo do conhecimento
através dos trés niveis iniciais e permite que o aluno alcance o quarto nivel

(deducao).
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CROWLEY(1994) destacou o papel do professor em cada nivel de Van
Hiele, e observa-se que este papel difere em muito do modelo de aulas exposi-

tivas no quadro bidimensional que a maioria dos professores utilizam.

1. Informacéao: O professor e aluno dialogam sobre o material de estudo,
e o professor deve perceber quais sdo os conhecimentos prévios do aluno so-

bre o assunto a ser estudado.

2. Orientacao Dirigida: Os alunos exploram o assunto de estudo através
do material selecionado pelo professor (no caso deste trabalho o manipulativo),
e as atividades deverao proporcionar respostas especificas e objetivas.

3. Explicacao: O papel do professor é o de observador do aluno, que es-

t4 construindo um conhecimento inicial sobre o assunto.

4. Orientacdo Livre: O professor propde tarefas constituidas de varias
etapas, possibilitando diversas respostas, a fim de que o aluno ganhe experi-

éncias e autonomia.

5. Integracdo: O professor auxilia no processo de sintese, fornecendo
experiéncias e observagdOes globais, sem apresentar novas e discordantes i-

déias.

O mais importante na teoria de Van Hiele é a descoberta de que o aluno
nao alcanca um nivel a frente sem passar pelos anteriores, ou seja, ha uma
hierarquia de conhecimento. Cabe ao professor adequar sua linguagem a me-

dida que o aluno avanca nesses niveis.

Alguns estudos tém procurado adaptar os niveis de Van Hiele para além
das figuras no plano, estendo-os as figuras 3D e transformacdes geométricas.
Dentre estes, destacamos o de Angel Gutiérrez, 1990, para quem a visualiza-
cao em Geometria é “um tipo de raciocinio baseado no uso de elementos visu-
ais e espaciais, tanto mentais quanto fisicos, desenvolvidos para resolver pro-
blemas ou provar propriedades”. A visualizagao integra-se a quatro elementos
principais: imagens mentais, representacdes externas, processos de visualiza-

¢éo e habilidades de visualizacdo. De acordo com esse autor:
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[...] uma imagem mental € qualquer tipo de representacdo cogniti-
va de um conceito matematico ou propriedade, por meio de ele-
mentos visuais ou espaciais; [...] uma representacdo externa per-
tinente a visualizacdo é qualquer tipo de representacao grafica ou
verbal de conceitos ou propriedades incluindo figuras, desenhos,
diagramas, etc, que ajudam a criar ou transformar imagens men-
tais e produzir raciocinio visual; [...] um processo de visualizacdo é
uma acdao fisica ou mental, onde imagens mentais estdo envolvi-
das. Existem dois processos realizados na visualizagao: a “inter-
pretacao visual de informacgdes” para criar imagens mentais.
(Gutiérrez, 1996, p. 9-10)

Em relacdo as habilidades de visualizacdo espacial, Gutierrez (1996,

p.10) define os diferentes segmentos:

Percepcao de figura base: habilidade de identificar uma figura es-
pecifica isolando-a de um fundo complexo.

Constancia perceptual: habilidade de reconhecer que algumas
propriedades de um objeto (real ou em uma imagem mental) sdo
independentes do tamanho, cor, textura ou posicédo, e permane-
cer ndo confuso quando um objeto ou figura é percebido em dife-

rentes orientagoes.

Rotacdo mental: habilidade de produzir imagens mentais dinami-

cas para visualizar uma configuracdo em movimento.

Percepcédo de posi¢cdes no espaco: habilidade de relacionar um

objeto, figura ou imagem mental em relagdo a si mesmo.

Percepcéo de relacdes espaciais: habilidade de relacionar varios
objetos, figuras e/ou imagens mentais uns com 0s outros ou Si-

multaneamente consigo mesmao.

Discriminacao visual: habilidade de comparar varios objetos, figu-
ras e/ou imagens mentais para identificar semelhancas e diferen-

¢as entre eles.

Dentre as habilidades de visualizagdo, observa-se que os alunos tem

maior dificuldade em constancia perceptual e rotacdo mental, o que observa-se

guando ao resolver exercicios envolvendo prismas, o aluno confunde as faces

laterais com a base pelo fato de a figura ter sofrido uma rotacao (Fig. 3).
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‘X'F’ Q

Figura 3: Prisma Rotacionado

Encontrar alternativas de ensino que atuem na construgdo da aprendi-
zagem através dos niveis de Van Hiele e das habilidades de visualizacédo es-
pacial de Gutiérrez € uma discussdo necessaria para melhorar o rendimento

dos alunos do Ensino Médio em Geometria Espacial.

1.3 A visualizagdo na Geometria Espacial

A importancia da visualizacdo tem sido apontada em muitas pesquisas

nos ultimos anos na area de Educacdo Matematica.
De acordo com Marcelo Becker (2009,p.27):

Gutiérrez (1992) afirma que quando se trabalha Geometria Espa-
cial, é fundamental que se tenha em mente a visualizagdo. A ca-
pacidade de visualizacdo é uma habilidade basica nesse campo
de conhecimento. Uma pessoa que tem dificuldades em visualiza-
¢éo tera problemas em entender contextos graficos apresentados
nos livros e apresentara dificuldades em expressar suas préprias
ideias.

Sabemos que os alunos encontram bastante dificuldade na habilidade
de visualizagcdo e podemos perceber essa dificuldade durante nossa atuacéo
em sala de aula. Se decidirmos pesquisar um pouco mais, perceberemos que
esse problema ja persiste ha algum tempo, e ndo precisamos ir tdo longe para
constatar este fato. Analisando os Relatérios Pedagogicos do Exame Nacional

do Ensino Médio (ENEM)? nos anos de 2005 & 2008, notamos que no que se

? Relat6rios com informacdes sobre as provas do Enem. Esses relatérios podem ser encontrados no site do
INEP.
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refere ao campo de Geometria, questdes que tratavam do campo de visualiza-

¢cdo obtiveram um indice muito baixo de acertos.

O material manipulavel vem contribuir para o desenvolvimento da capa-
cidade de visualizacdo. E importante o professor ter em maos modelos que
representem os solidos que estdo sendo estudados, para que os alunos se fa-
miliarizem e formem uma imagem dos mesmos. Uma outra alternativa para
desenvolver essas imagens mentalmente, é utilizar embalagens que se asse-
melhem a essas figuras espaciais, até mesmo para que os estudantes bus-

guem uma relacdo com o mundo em que vivemos.

Um outro ponto essencial para se trabalhar a visualizacdo sao as planifi-
cacoes dos sdlidos. Este material € crucial para fazer a conexao entre os ele-
mentos do plano e do espaco. Além de trabalhar a ideia de superficie do sélido

e a representacao do préprio solido.
Marcelo Becker (2009,p.20) afirma:

Segundo Gutiérrez (1991), é fundamental que o aluno adquira e
desenvolva habilidades que o permitam entender e interpretar di-
ferentes tipos de representacdes bidimensionais de objetos tridi-
mensionais, ou seja, habilidades que permitam ao aluno criar, mo-
ver, transformar e analisar imagens mentais de objetos tridimensi-
onais geradas por uma informagéo dada através de um desenho
plano. Os tipos de atividades propostas nos livros ndao permitem o
desenvolvimento dessas habilidades por nao oportunizarem aos
alunos a experiéncia e a possibilidade da criagdo de suas proprias
hipéteses.

Ainda neste campo, podemos identificar dificuldade em diferenciar mo-
delos do plano e do espaco. E muito comum ouvir um aluno identificar um te-
traedro como um tridngulo ou até mesmo um octaedro como um losango. Além
disso, outro problema € a representacao grafica em vistas diferentes, pois outro
fato que ocorre bastante é a confusdo da base de um prisma se visto de uma

perspectiva diferente.

A utilizacdo de modelos concretos permite que a figura geomeétrica pos-
sa ser observada em varias posi¢cdes e angulacdes, tornando o registro da i-
magem mental mais dinAmico e com isso o aluno podera explorar melhor as

propriedades do objeto, fazer conjecturas e tirar conclusdes sobre 0 mesmo.



20

Segundo Kaleff, deve-se ressaltar que ndo podemos confundir tal habili-
dade com a percepcao visual. A segunda refere-se a representacdo concreta
do que esta se vendo, isto €, a apreciacdo do objeto através da visdo, enquan-
to que a outra trata da imagem mental, que € construida a partir do contato e

da manipulacdo do mesmo. A autora afirma (2003, p.16):

Criangas pequenas percebem o espa¢o a sua volta por meio do
conjunto de seus sentidos, isto €, o conhecimento dos objetos re-
sulta de um contato direto com os mesmos. E a partir deste conta-
to com as formas do objeto, a textura e as cores do material de
gue ele é composto, bem como da possibilidade de sua manipula-
¢do, que tem origem a constru¢cdo de uma imagem mental, a qual
permitird evocar o objeto na sua auséncia. Assim € que a crianga
vai formando um conjunto de imagens mentais que representam o
objeto, as quais sao envolvidas no raciocinio. A partir deste ponto,
ela podera vir a representar com sucesso 0 objeto observado, a-
través da elaboracdo de um esbocgo grafico ou de um modelo con-
creto.

Deste modo, a fim de desenvolver a visualizacdo mental € necessario
dar o estimulo visual para que ocorra a constru¢cao das imagens mentais e o

uso do material concreto irdo nos auxiliar positivamente nesta tarefa.
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2 O ENSINO DE GEOMETRIA NO BRASIL

Neste capitulo faremos um historico sobre o ensino de Geometria no
Brasil, em especifico a Geometria Espacial e versaremos sobre as diretrizes
norteadoras do ensino de Geometria no Ensino Médio, destacando sua impor-
tancia. Ademais, mostraremos 0s principais materiais concretos utilizados no

ensino deste conteudo.

2.1 Hist6ria da Geometria no Brasil

Segundo Valente (2008), os primeiros registros histéricos sobre o ensino
da Matemética no Brasil remontam o ano de 1669, quando a Coroa Portuguesa
viu a necessidade de treinar melhor seus militares e, para isto, criou a Aula de
Artilharia e Fortificagdes. No inicio houve dificuldades em sua implementacéo,
pela falta de livros adequados, e em 1710 o curso ainda néo havia iniciado.
Apenas em 1738, depois que o militar portugués José Fernandes Pinto Alpoim
chegou ao Brasil, as aulas tiveram inicio e foram consideradas obrigatorias a
todo oficial. Alpoim foi o autor dos dois primeiros livros didaticos de Matematica
escritos no Brasil, que ensinavam conceitos de Geometria e Aritmética: Exame
de Artilheiros (1744) e Exame de Bombeiros (1748). Com isto podemos conclu-
ir que o ensino de Matematica no Brasil iniciou-se com a necessidade de defe-

sa da coldnia por parte dos militares, incentivada pela Coroa Portuguesa.

Com a independéncia do Brasil, houve a necessidade de se criar a pri-
meira Universidade Brasileira. Entdo, em 1827 séo criados os Cursos Juridicos,
cujo acesso era dado por um exame que continha, dentre outras disciplinas, a
Geometria. Por conta deste exame, surgem 0S cursos preparatorios com a dis-
ciplina Geometria, que perduram por cerca de 100 anos, e a partir desta época,
0s conhecimentos matematicos deixam de ser um conteddo que servia apenas
ao comércio e aos militares, e sdo promovidos a categoria de cultura geral.
(VALENTE, 2008, p. 15)
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Com a criagéo do Colégio Pedro Il, em 1837, iniciam-se as tentativas de
exigéncia do diploma do secundario seriado para ingresso nas faculdades. De-
pois de varias reformas, segundo Ferreira (2005, p. 95),foi elaborado um plano
gradual de estudos, com Geometria, Algebra e Aritmética, no qual o aluno era

promovido por série e ndo mais por disciplinas.

Segundo Valente (2008), nos anos 30 surgem as faculdades de filosofia
que formavam professores, e com isso alguns livros didaticos comegcam a ser
publicados. A partir da reforma Francisco Campos, no primeiro governo de Ge-
tulio Vargas, ha a primeira reestruturacdo de ensino, que extingue 0S cursos
preparatorios e faz surgir a disciplina Matematica, unindo Geometria, Algebra e
Aritmética.

Em 1929, Euclides Roxo langa o livro Curso de Mathematica Elementar,
numa tentativa de unir as 3 grandes areas da Matemética. Seu livro ensinava,
através da Geometria, conceitos de Algebra e Aritmética, sendo adotado pelo
Colégio Pedro Il em 1930. Este autor propde o uso do material concreto, pois
ao ensinar o conceito de reta, por exemplo, solicitava que os alunos verificas-
sem arames, bordas de papel, etc. Nessa mesma época surgem ginasios e
liceus publicos, e a educacédo, antes exclusiva da elite, passa a ter adesao da

classe média.

J& na década de 60, surge o movimento da Matematica Moderna, onde
a mesma é ensinada com rigor e formalidade. Segundo Pavanello (1993), a
partir desse movimento a geometria assume posi¢cdo secundaria no ensino,
pois perde seu carater intuitivo e pauta-se na demonstracdo e no formalismo.
Assim, o0 ensino dos conhecimentos geométricos inicia-se “pela nogao de figura
geométrica e de interseccao de figuras como conjunto de pontos do plano, ado-

tando-se, para sua representagao a linguagem da teoria dos conjuntos.”

A Lei de Diretrizes e Bases do ensino do 1° e 2° graus (5692/ 71) contri-
bui para o abandono do ensino da Geometria ao permitir que cada professor
monte seu programa de ensino. Assim, muitos alunos do 1° grau deixam de
aprender Geometria, pois os professores das quatro séries iniciais limitavam-se
ao ensino de Aritmética e no¢des de conjunto. Logo, os alunos tinham aulas de

Geometria no 2° grau, onde chegavam sem ter os conhecimentos prévios ne-
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cessarios, ja que o Desenho Geométrico havia sido substituido pela Educacéo
Artistica. (PAVANELLO, 1993, p. 13).

Com isso observa-se que a Geometria perdeu espagco com 0 movimento
da Mateméatica Moderna, e a relutancia por parte dos professores em ensinar
este conteudo contribuiu para que os alunos apresentassem baixo rendimento
neste assunto. Porém, a partir da década de 80, surgem as teorias da Neuroci-
éncia e aTeoria das Inteligéncias Multiplas, que promovem o ensino de Geome-
tria com base na experimentacdo sensorial dos alunos. Acreditamos que ha
uma tendéncia ao resgate da Geometria como posicdo de destaque, pela di-

versidade de materiais concretos que vém sido utilizados pelos professores.

2.2 Parametros Curriculares Nacionais do Ensino Médio

Os Parametros Curriculares Nacionais do Ensino Médio sdo propostas

que norteiam e organizam o conhecimento no Ensino Médio.

Esses conjuntos de parametros afirmam que no Ensino Médio, a Mate-
matica devera apresentar novas informacdes e além disso deveréa oferecer ins-
trumentos necessarios para que o aluno continue aprendendo. E ainda ressalta
a importancia de que a Educacdo esteja voltada para o desenvolvimento da
capacidade de comunicacdo. Com relacao aos objetivos gerais da Matematica,
ndo podemos deixar de destacar o desenvolvimento da capacidade de racioci-
nio e a resolucédo de problemas para aprimorar o entendimento de conceitos
matematicos. Deste modo, a fim de que se cumpram essas metas, trazemos a

proposta do uso do material manipulavel.

Sabemos que a Matematica se faz presente no mundo e tem relagdo em
diversas areas do conhecimento contribuindo diretamente para a evolugcéo da
humanidade. Sendo esta uma disciplina muito importante para o desenvolvi-
mento do raciocinio, os PCNEM destacam nesta direcdo as habilidades de ar-
gumentacao logica e no que se refere ao campo geométrico, citam o desenvol-

vimento das habilidades de visualizacdo e desenho. Os PCN'’s afirmam que:
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Essas competéncias sdo importantes na compreensao e am-
pliacdo da percepcao de espaco e construcdo de modelos para
interpretar questbes da Matematica e de outras areas do co-
nhecimento. De fato, perceber as relagbes entre as representa-
¢Oes planas nos desenhos, mapas e nha tela do computador
com os objetos que lhes deram origem, conceber novas formas
planas ou espaciais e suas propriedades a partir dessas repre-
sentacbes sdo essenciais para a leitura do mundo através dos
olhos das outras ciéncias, em especial a Fisica. (BRASIL, 2006,
p.44)

Por outro lado, se buscarmos um olhar mais critico para o Ensino
da Matemética, perceberemos que este vem sendo feito ainda com muita for-
malidade dentro da sala de aula. E ainda tem se observado um baixo rendi-

mento nesta disciplina em avaliacdes como ENEM, por exemplo.

Visando a melhoria do ensino de Matematica e da atuacédo do professor
em sala de aula, o deputado Stepan Nercessian elaborou o Projeto de Lei N°
5.218, de 2013 que estabelece a obrigatoriedade da existéncia do Laboratorio
de Matemética nas escolas. Tal processo ainda estd em tramitacéo, em fase de

andlise para aprovagao.
De acordo com Sérgio Lorenzato (2006,p.7)

O Laboratério de Ensino de Matematica (LEM) pode ser um espa-
¢o especialmente dedicado a criagdo de situagBes pedagogicas
desafiadoras e para auxiliar no equacionamento de situagfes pre-
vistas pelo professor em seu planejamento mas imprevistas na
pratica, devido aos questionamentos dos alunos durante as aulas.
Nesse caso, o professor pode precisar de diferentes materiais
com facil acesso. Enfim, o LEM, nessa concepc¢do, € uma sala-
ambiente para estruturar, organizar, planejar e fazer acontecer o
pensar matematico, € um espaco para facilitar, tanto ao aluno co-
mo ao professor, questionar, conjecturar, procurar, experimentar,
analisar e concluir, enfim, aprender e principalmente aprender a
aprender.

Acreditamos que com o LEM poderemos trabalhar melhor essas habili-

dades citadas anteriormente nos PCNEM. Porém, é preciso que o professor

conhecga seu laboratério.
Sérgio Lorenzato (2006,p.23, 24) afirma que:

A atuacao do professor é determinante para o sucesso ou fracas-
so escolar. Para que os alunos aprendam significativamente, ndo
basta que o professor disponha de um LEM. T&o importante
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quanto a escola possuir um LEM é o professor saber utilizar corre-
tamente os materiais didaticos, pois estes, como outros instrumen-
tos, tais como o pincel, o revélver, a enxada, a bola, o automovel,
0 bisturi, 0 quadro-negro, o batom, o sino, exigem conhecimento
especifico de quem os utiliza.

Para que Laboratério de Matematica funcione, existe uma série de fato-
res determinantes, porém o docente é a chave fundamental para utilizar essa

ferramenta de maneira correta e ampliar os conhecimentos dos alunos.

2.3 Alguns materiais concretos existentes para o Ensino de Geometria
Espacial

Nas ultimas duas décadas, observa-se uma preocupacao por parte dos
educadores em inserir materiais concretos no ensino de Geometria Espacial.
Na internet, principalmente, ha diversos exemplos de materiais que podem ser
utilizados em sala de aula. Nessa linha de pesquisa, destaca-se o trabalho de
Ana Maria Kaleff, da Universidade Federal Fluminense — UFF. Em seu livro,
"Vendo e Entendendo Poliedros”, ha diversas sugestbes de materiais, ndo a-
penas para Geometria Espacial, como para Geometria Plana. Kaleff € coorde-
nadora cientifica do LEG (Laboratério de Ensino de Geometria), laboratorio iti-
nerante criado pelo Departamento de Geometria da UFF. Desde 2009, o LEG
tem adaptado seus materiais didaticos para deficientes visuais, aplicando-o0s no
Instituto Benjamin Constant (IBC). Abaixo relacionamos alguns métodos base-
ados em esqueletos de poliedros:

Garrote e varetas:

O método consiste em construir esqueletos de poliedros com garrotes

(material hospitalar) como vértices e varetas como arestas (Fig. 4).

Figura 4: Poliedros com garrotes e varetas®

3 Disponivel em:< http://www.youtube.com/watch?v=YVnOxcUbfM4 > Acesso em Dezembro de
2013.
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Massa de modelar e palitos

Massa de modelar e palitos O método consiste em utilizar massa de

modelar como vértices e palitos como arestas (Fig 5).

D

—

Figura 5: Hexaedro de palitos e massa de modelar?
Criat-ima

E um kit composto por imés e hastes plasticas, vendido por empresas de
materiais didaticos manipulaveis (Fig. 6).

Figura 6: Poliedro estrelado construido com criat-im&®

Canudos e linha

Neste método de montagem de esqueletos de poliedros, a linha passa

pelo interior dos canudos com auxilio de uma agulha, unindo-os para formar os
poliedros (Fig. 7

Figura 7: Tutorial de construgao do tetraedro regular com canudos e linha.®

* Disponivel em:< http:/mathiassantanna.blogspot.com.br/2008_06_01_archive.html>. Acesso em De-
zembro de 2013.

> Disponivel em:< http://produto.mercadolivre.com.br/MLB-523718653-brinquedo-magnetico-criat-im-
kit-56-pecas-colorido-_JM>. Acesso em dezembro de 2013.



http://mathiassantanna.blogspot.com.br/2008_06_01_archive.html
http://produto.mercadolivre.com.br/MLB-523718653-brinquedo-magnetico-criat-im-kit-56-pecas-colorido-_JM
http://produto.mercadolivre.com.br/MLB-523718653-brinquedo-magnetico-criat-im-kit-56-pecas-colorido-_JM
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Dobradura, guebra-cabecas e outros

E importante ressaltar que existem outros materiais concretos que levam
em consideracdo apenas o formato dos poliedros, e ndo o seu interior, como
dobraduras, maquetes, solidos em madeira, quebra-cabecas etc. E importante
destacar que cada material tem a sua utilidade e devemos levar em considera-
cao o tipo de trabalho que iremos realizar e qual material se adéqua melhor a

atividade que esta sendo realizada.(Fig. 8, 9, 10)

Figura 10: Quebra-cabeca de papel cartdo

® Disponivel em:< http://www.oocities.org/br/jaymeprof/tg/Platao/varetas.htm>. Acesso em dezembro de
2013.

’ Disponivel em:< http://origamimat.blogspot.com.br/2009/02/poliedros-de-platao-1-curiosidades.html>.
Acesso em Dezembro de 2013.

® Disponivel em:<http://www.pititi.com/shop/product-info.php?15poliedros-pid1339.html>. Acesso em
Dezembro de 2013.



http://www.oocities.org/br/jaymeprof/tg/Platao/varetas.htm
http://origamimat.blogspot.com.br/2009/02/poliedros-de-platao-1-curiosidades.html
http://www.pititi.com/shop/product-info.php?15poliedros-pid1339.html
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Figura 11: Pecas do quebra-cabeca
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3 USO DO MATERIAL CONCRETO NA RESOLUCAO DE PROBLEMAS

Neste capitulo encontra-se o centro do nosso estudo. Aqui, apresenta-
remos trés propostas para o uso de diferentes materiais na resolugao de exer-
cicios. Abordaremos também a importancia da resolugcédo de problemas no en-

sino de Matematica, com foco na Geometria Espacial.

3.1 Aimportancia daresolucéo de problemas como método de ensino

Sem duvidas, a tarefa de ensinar ndo é nada facil. Segundo George Pol-
ya (1985):
Ensinar € uma acdo complexa que depende em grande parte das
personalidades envolvidas e das condi¢des locais. Nao existe, ho-
je, uma ciéncia do ensino propriamente dita e ndo havera nenhu-
ma em um futuro previsivel. Em patrticular, ndo existe método de
ensino que seja indiscutivelmente o melhor, como ndo existe a
melhor interpretagdo de uma sonata de Beethoven. Ha tantos

bons ensinos quanto bons professores: o ensino € mais uma arte
do que uma ciéncia.

Consequentemente, ensinar matematica, torna-se ainda mais dificil por
ser uma disciplina em que poucos tém afinidade. Segundo Ariana Bezerra de
Sousa (2005, p.1)

O ensino e a aprendizagem da Matematica sem a resolucédo de
problemas é um dos fatores do insucesso escolar. Com frequéncia
encontramos pessoas que manifestam averséo a disciplina e os
motivos referem-se a dificuldade para realizar desde as atividades
mais simples do cotidiano e até associadas a atividades profissio-
nais.

Se analisarmos a Matematica historicamente, n&o teremos dificuldade
em perceber que o seu surgimento se deve principalmente a resolugcéo de pro-
blemas. George Polya afirma em seu artigo, O Ensino por Meio de Problemas,
que a resolucdo de problemas é a espinha dorsal do ensino de Matematica
desde a época do papirus Rhind. Estudos afirmam ainda que a origem da Ma-
tematica vem da civilizacao egipcia. A necessidade de buscar solu¢des de pro-

blemas do cotidiano, como, por exemplo, a perda de parte de um terreno devi-
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do as cheias do rio Nilo, contribuiu fortemente para o desenvolvimento da Ma-
tematica. Deste modo, podemos observar a importancia que tem a resolucdo

de problemas em tal ciéncia.

Nota-se hoje uma deficiéncia muito grande por parte dos alunos em Ma-
tematica. E percebe-se ainda que os mesmos nao querem mais pensar. Uma
pergunta que quase sempre ocorre em sala de aula quando estamos introdu-
zindo um determinado contetdo, através de algum exemplo, é: “E sempre as-
sim?”. Acreditamos que isto tem acontecido devido ao fato do ensino ter se tor-
nado um pouco mecanico, o habito de fazer o aluno pensar nos parece que

ficou em algum lugar no passado.

Desta forma, a proposta para se ensinar Matematica € ensinar o aluno a
pensar, raciocinar, investigar. E este objetivo podera ser atingido através da
resolucéo de problemas. George Polya (1985) diz:

A Matematica ndo € um esporte para espectadores: nao pode ser
apreciada e aprendida sem participacdo ativa, de modo que o
principio da aprendizagem ativa é particularmente importante para
nés, matematicos professores, tanto mais se tivermos como obje-

tivo principal, ou como um dos objetivos mais importantes, ensinar
as criancas a pensar.

Para isto, o professor deve ter em mente que existem problemas que
servem para assimilar o conteddo e outros em que o aluno, antes de aplicar o
que foi aprendido, devera fazer uma série de descobertas até chegar ao objeti-

Vo.

Para ficar mais claro, como estamos tratando de Geometria Espacial,

apresentaremos dois problemas dentro deste assunto:

o Num prisma triangular regular, a aresta da base mede 4cm e a
aresta lateral mede 9 cm. Calcule a area lateral e a area total do

prisma.

Area Lateral: Al = 3 X (4 X 9) = Al = 108 cm?

, 2
Area da base: Ab = 2 z@ = 4+/3 cm?

Area total: At = 2 x 4v/3 + 108 = At = 4(2V3 + 27)cm?
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Como podemos observar, este exercicio trata-se apenas da aplicacdo de
férmulas do contetdo dado. O aluno ja sabe o que é um prisma e para resolver
ele precisa apenas aplicar o conteddo sem necessariamente pensar muito. Tra-

ta-se de problema mecanico.

o Petroleo matou 270 mil aves no Alasca em 1989. O primeiro e
mais grave acidente ecoldgico ocorrido no Alasca foi provocado
pelo vazamento de 42 milhdes de litros de petroleo do navio tan-
gue Exxon Valdez, no dia 24 de marco de 1989. O petroleiro co-
mecou a vazar apos chocar-se com recifes na baia Principe Willi-
an. Uma semana depois 1300km?2 da superficie do mar ja esta-
vam cobertos de petréleo. Supondo que o petréleo derramado se
espalhasse uniformemente nos 1300km? da superficie do mar, a
espessura da camada de Oleo teria aproximadamente:

Primeiro, vamos transformar o volume para m®e a area da superficie pa-

ram
V =42 x 10°%litros = 42 x 103m3
Ab = 1300km? = 13 x 108m?

Considerando a forma da mancha de petréleo proxima de um prisma re-

to,podemos estimar a espessura da mancha:
V=AbXh
42x103=13x108xh

_42% 103
" 13 x 108

h=32x10"°

Podemos notar que para resolver este problema, deveremos imaginar a
situacdo antes para perceber que estamos buscando a altura de um prisma.
Este exemplo n&o se trata de simples aplicacdo de conteudo, para resolvé-lo

deveremos buscar algum conhecimento em nossa memdaria, assim como con-
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teddos anteriores. Sabemos que no mundo onde estamos inseridos existem
muitos exemplos de prismas, piramides, cilindros entre outras formas geométri-
cas. Enfim, o nosso cotidiano é rico em formas, que nem sempre sao perfeitas
e em muitos casos, temos que trabalhar através de estimativas. Através deste

problema, podemos discutir a atuagdo da matemética na nossa realidade.

Devemos ressaltar que n&do estamos tratando de um ou outro tipo de
problema, os dois aqui apresentados sao ferramentas importantes para o ensi-
no de Matematica. Porém, nosso objeto de estudo esta vinculado ao uso do

material didatico para solucionar problemas.

3.2 Uma proposta de aula para o uso do material concreto na Resolugéo

de Problemas

As propostas aqui apresentadas tém por objetivo utilizar os diversos ti-
pos de materiais concretos existentes para resolver problemas. E esta ideia
surgiu pelo fato de muitos alunos apresentarem dificuldade na visualizagéo es-

pacial. Ana Kallef (2003, p.15) afirma que:

Nas ultimas décadas, diversas pesquisas em Educacdo Matemati-
ca apontaram para a importancia de se incentivar nos meios edu-
cacionais o desenvolvimento pelo educando da habilidade de vi-
sualizar tanto objetos do mundo real, quanto, em nivel mais avan-
¢ado, conceitos, processos e fenbmenos matematicos. Para al-
guns pesquisadores, esta habilidade é tdo ou mais importante do
gue a de calcular numericamente e a de simbolizar algebricamen-
te. Além disso, os educadores matematicos, comecaram a tomar
consciéncia da importancia assumida pelo entendimento das in-
formacdes visuais em geral, tanto para a formagdo matematica do
educando quanto para a sua educacéo global.

As atividades aqui apresentadas sao indicadas para alunos do Ensino
Médio que tenham um conhecimento prévio de Geometria Plana. Na rede es-
tadual de ensino, os conteudos aqui destacados sao trabalhados em turmas do
2° ano do Ensino Médio. Para esta finalidade, apresentaremos trés problemas,

gue seréo resolvidos utilizando trés tipos de materiais diferentes.
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3.2.1 Proposta para a utilizacdo das dobraduras

Neste topico iremos apresentar uma proposta para trabalhar com mate-
rial construido a partir de dobraduras. Para a sua confeccao, iremos utilizar tri-
angulos equilateros iguais e pecas de conexdo® (Fig.12), além de quadrados

com abas construidos com dobraduras (Fig.13).

Figura 12:Tridangulos e pegas de Figura 13: Faces quadradas
conexao feitos com dobraduras feitas com dobraduras

Para este problema®®, é recomendado que o professor trabalhe previa-
mente com seus alunos na producao do material. Sugerimos, inicialmente, que
sejam confeccionadas as figuras planas que funcionardo como faces nas figu-
ras espaciais. Para iniciar a atividade pedimos que sejam construidos sélidos
mais simples, como, por exemplo, tetraedros, cubos, piramides de base qua-
drada, entre outros, para que o aluno conquiste confianca e familiaridade com o
material. Em um segundo momento, o professor podera sugerir a construcéo
de poliedros com uma gquantidade maior de faces diversas (triangulos e qua-

drados).

O ponto que estamos destacando neste material refere-se a montagem
de poliedros convexos para poder trabalhar a relagdo de Euler. Durante a mon-
tagem do material, o professor devera questionar seus alunos acerca das
quantidades de faces, da forma das mesmas, da quantidade de pecas de co-
nexao, entre outros pontos que considerar importantes. No primeiro momento,
o objetivo a ser alcancado pelo educador consiste em levar seus alunos a con-
jecturar uma expressao que permita calcular o nimero de arestas de um polie-

dro. Em seguida, pretende-se que 0os mesmos cheguem a formula de Euler.

% pecas construidas com dobraduras para unir triangulos e quadrados
10 Esta atividade foi baseada em uma atividade na obra Vendo e entendendo Poliedros de Ana Maria M.R.
Kaleff
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Para a realizacdo desta atividade, recomendamos que sejam levados
modelos concretos dos soélidos pedidos para que o aluno possa ampliar a sua
visdo espacial. Ao final deste trabalho disponibilizamos em anexo os esquemas

para a confeccéo das pecas feitas com dobradura.

Através desta atividade estamos proporcionando uma aula atrativa ba-
seada em expectativa e emocéo, atribuindo assim o status de importante, fa-

zendo com que a informacado seja armazenada no cortex.

A proposta aqui apresentada esta de acordo com a Teoria das Inteli-
géncias Mudltiplas quando trabalha com a construcdo dos sélidos geométricos,
estimulando a formacdo do pensamento matematico e a formulacdo de mode-
los concretos. Além de permitir que o aluno possa comparar diferentes modelos

permitindo que o educando faga diferentes associagdes entre eles.

Além disso, esta atividade contempla os niveis de Van Hiele e as habili-
dades de Gutierrez, ja que o aluno tera em maos o material podendo assim

explora-lo.

O aluno entra em contato com os niveis de visualizagdo, anélise e per-
cepcao de Van Hiele no momento em que ele entra em contato com as pecas
de dobraduras que irdo compor os sélidos envolvidos nas atividades. E o nivel

de deducao pode ser atingido com a chegada a Formula de Euler.

As habilidades de Gutierrez ganham destaque quando comeca explora-
cdo das figuras espaciais. No momento em que os sélidos sdo montados, 0
educando podera desenvolver qualquer uma das habilidades propostas por
Gutiérrez. E uma dessas a qual podemos destacar, é a habilidade de rotacéo
mental ja que o aluno poderd movimentar o s6lido em maos gerando assim

modelos que ele podera imaginar mais tarde.

Embora, a atividade ndo aborde uma situacdo do cotidiano, as varias e-
tapas da atividade desenvolvem e estimulam o raciocinio do educando através
da resolucdo de problemas fazendo assim com que o0 mesmo aprenda a pen-

sar.
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Proposta de aula para trabalhar material com dobradura

e Objetivos: Identificar vértices, faces e arestas nos sélidos geométricos,
deduzir e utilizar a Relagdo de Euler para resolver problemas.

e Pré-requisitos: Ponto, reta e plano no espaco. Posi¢cdes relativas entre

retas, perpendicularidade e paralelismo.
e Duracéo: 2 tempos (aproximadamente 1h40min)

e Materiais: Pecas feitas com dobradura, sélidos de madeira, acrilico,

canudos etc, marcador, quadro e papel.

o Problema 1: Observe os sélidos das figuras abaixo:

Figura 14:Tetraedro**  Figura 15: Cubo™ Figural6: Piramide™’

) Agora, construa cada um dos soélidos com as pecas de dobradu-

ras gue vocé recebeu.

1 Disponivel em:< http://www.mundoeducacao.com/matematica/tetraedro-regular-1.htm> Acesso em
janeiro de 2014

“Disponivel em:<http:/en.wikipedia.org/wiki/Necker _cube> Acesso em janeiro de 2014

3 Disponivel em:< http://educacao.uol.com.br/matematica/poliedro.jhtm> Acesso em janeiro de 2014



http://www.mundoeducacao.com/matematica/tetraedro-regular-1.htm
http://en.wikipedia.org/wiki/Necker_cube
http://educacao.uol.com.br/matematica/poliedro.jhtm
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1)) Preencha o quadro com informacgdes de cada solido.

. n°de Fa- | n°de Ares- | n° de Vérti-
Solid F+V-A
ofido ces (F) tas (A) ces (V)

Tetraedro

Hexaedro

Piramide
de base

guadrada

Tabela 1: Contagem do numero de faces, arestas e vértices

O que vocé percebeu na ultima coluna da tabela? Como podemos es-
crever matematicamente uma relacao para as quantidades de aresta, vértices e

faces?

1)} Um poliedro convexo possui 8 faces triangulares e 18 faces qua-
dradas. Determine 0 numero de vértices e de arestas desse poli-

edro. (Utilize a relacdo encontrada no item 2)

Solucdo: Apls a atividade | com as dobraduras, o aluno devera perce-
ber que cada aresta é formada pela unido de dois lados de poligonos distintos.
Deste modo, ele sera capaz de determinar facilmente o nimero de arestas de
qualquer poliedro desde que ele conheca a forma das faces e a quantidade de
cada tipo de face. No momento em que ele inicia a atividade I, ele sera condu-
zido a encontrar a Relacdo de Euler e a partir dai ele podera desenvolver a ati-
vidade Il sem necessariamente utilizar o material. Assim, apés a atividade Il a

tabela ficara preenchida deste modo:
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n°de Fa- | n°de Ares- | n°® de Vérti-
Sélid F+V-A
ondo ces (F) tas (A) ces (V)

Tetraedro 4 6 4 2
Hexaedro 6 12 8 2
Piramide

de base 5 8 5 2
quadrada

No item Ill temos : Como séo 8 faces triangulares, entdo: 8 X 3 = 24

E como séo 18 faces quadradas, temos: 18 X 4 = 72

Portanto, teremos 24 + 72 = 96 arestas, como estamos contando duas vezes

cada aresta, temos: 96 +~ 2 = 48 arestas.

Como o poliedro é convexo, podemos utilizar a relacéo de Euler:

V+F=A+2

V+26=48+2

V =50-26

V=24

3.2.2 Proposta para a utilizagdo de modelos com canudos

O material apresentado a seguir € confeccionado com canudo e linha e

esses modelos, apesar de nao revelarem as faces de um determinado soélido

geometrico, tém sua finalidade. Através dele podemos enxergar facilmente as

arestas que compdem a figura espacial. Além disso, 0os esqueletos de canudi-

nho servem para que os alunos possam enxergar dentro dos sélidos. De acor-
do com Kallef (2003, p. 123)

tem se observado que alguns professores estranham a introducéo
deste tipo de construcédo e representacdo de poliedros por meio
das arestas, pelo fato de tal representa¢do néo privilegiar o apare-
cimento do interior das faces dos sélidos, ndo dando a ideia real
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das mesmas. Todavia, a experiéncia tem revelado que a constru-
¢do dos esqueletos ndo sé € muito indicada para as primeiras sé-
ries escolares, como para o ensino médio, pois o aluno pode “ver’
a parte interna da figura formada, enxergando por entre as ares-
tas. Por outro lado, esse material também proporciona ao aluno a
possibilidade de construir concretamente diversos elementos ge-
ométricos tais como: diagonais, alturas, secbes planas etc.

Por meio destas consideracdes, percebemos a importancia dos materi-
ais construidos com canudos ndo s6 na construcdo das arestas de um solido
qualquer mas também na representacao de outros elementos importantes para

o estudo de Geometria Espacial, como apotemas, diagonais, alturas etc.

Para este estudo, o material ndo precisara ser construido pelo discente.
Indicamos que o préprio docente realize a confeccdo do seu material antes de
propor a atividade para seus alunos. Consideramos importante que sejam des-
tacados os elementos principais envolvidos no problema, por este motivo € in-
teressante utilizar canudos de cores diferentes para dar destague a estes obje-

tos.

Quando destacamos os elementos envolvidos fica mais facil ver figuras
planas importantes como triangulos equilateros e triangulos retangulos que, na
maioria das vezes, sao pecas fundamentais para a resolucédo de problemas na

Geometria Espacial.

De acordo com TIM para estimular a aprendizagem em Geometria Es-
pacial devemos propor atividades que utilizem simbolos abstratos para repre-
sentar objetos concretos. Ao representarmos a piramide com os canudos, es-
tamos colocando isso em pratica. E, ainda nesta direcdo, o aluno ainda podera
fazer comparactes do modelo com o objeto real (que pode ser mostrado atra-
vés de uma foto), buscando padrfes e relacdes entre eles. Além de desenvol-
ver também a habilidade de Constancia perceptual, quando ele identifica que

os dois objetos tratam da mesma piramide.

Quando o aluno identifica as caracteristicas da piramide, entendendo,
por exemplo, que a base da mesma € um quadrado e que as suas faces late-

rais sdo triangulos isosceles, ele desenvolve a capacidade de discriminagdo
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visual, definida por Gutiérrez. E, ao mesmo tempo, quando ele percebe essas
figuras ele esta avancando para o nivel de analise de Van Hiele.

O problema também aborda uma situagdo real e estimula o pensamento

e raciocinio légico.

Proposta de aula para trabalhar material com canudos

e Objetivos: Determinar a area da base de uma piramide.

e Pré-requisitos: Geometria Plana, Areas de figuras planas, Teorema de

Pitagoras, Piramide.
e Duracéo: 1 tempo (aproximadamente 50min)

e Materiais: Piramide feita com canudo, sélidos de madeira, acrilico, etc,

marcador, quadro e papel.

o Problema 2*: A grande piramide de Quéops, antiga construcéo
localizada no Egito, € uma piramide regular de base quadrada,
com 137 m de altura. Cada face dessa piramide é um triangulo i-
sésceles cuja altura relativa a base mede 179 m. A area da base

dessa piramide, em m2, é:
a) 13272 b) 26544 c) 39816 d) 53088 e) 79432

Solucédo: Em primeiro lugar, seria importante o educador fazer uma lei-
tura do problema interrogando aos alunos o que esta sendo pedido, o que se
deseja determinar e 0 que é preciso para resolver a questdo. Apos essas inda-
gacOes, o professor podera apresentar o modelo confeccionado com canudi-
nhos e solicitd-los que identifique cada elemento que compde a piramide. E
indicado que os canudos que representem elementos diferentes no sélido em

questdo sejam de cores diferentes para uma melhor percepcdo. ApdOs esse

% Quest#o do vestibular da UFF retirada da pagina do Professor Walter Tadeu.
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momento, podera ser dado inicio a resolu¢éo do problema destacando as figu-

ras importantes para a sua solucao.

Note que a utilizacdo do material (Fig.17 e 18) facilita a visualizagao do
triangulo isésceles composto por duas alturas de faces laterais opostas (g) e
pelo segmento formado pelos pés destas que estdo representados, respecti-
vamente, pelos canudos de cores vermelha e amarela. Podemos perceber

também que a altura (h) desta piramide representa a altura desse triangulo.

Fiaura 17: Pirdmide de canudos Figura 18: Pirdmide de canudos

Pelas informagdes do problema, temos: h = 137me g =179 m

Como queremos determinar a area da base e a base € um quadrado,

entdo o seu apétema medird a metade da aresta desta. SejaL a medida da

z L
aresta da base. Logo o ap6étema m = >

Pelo teorema de Pitagoras:

2

(179)% = (g) 4 (137)2

12
il 32041 — 18769

12
— = 13272
4

L? =4 x 13272

L?> = 53088
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3.2.3 Proposta para a utilizacao de quebra-cabecas

Daremos destaque nesta sessdo a outro tipo de material que sao os
guebra-cabecas espaciais. Existe uma infinidade destes que podem ser con-
feccionados com madeira, papel cartdo, acetato, entre outros materiais. Para
confeccionar o modelo do nosso problema, sugerimos utilizar papel cartdo por

ser um material facil de ser encontrado e de baixo custo.

Para esta atividade, recomendamos 2 tempos de 50 minutos, para que

os alunos possam explorar o material.

Com este tipo de material ndo sé podemos trabalhar a criatividade do
educando como também a sua visualizagdo através de cortes de planos além

da relagéo entre volumes de sélidos geomeétricos.

Outro ponto importante no uso de quebra-cabecas esta relacionado aos
diversos tipos de solidos que podem aparecer na composicdo de outro apos
serem aplicadas diversas secdes planas. Além disso, pode ser trabalhada tam-

bém a intersecao de planos com o sélido.

Para o problema®® apresentado a seguir sugerimos um quebra-cabeca
composto de 5 pecas: 4 piramides de base triangular e um tetraedro regular. As
pecas desse quebra-cabeca compdem um cubo. Observe que com este mes-
mo guebra-cabeca podemos trabalhar o volume dos outros sélidos envolvidos
como, por exemplo, o do prisma triangular, entre outros. Basta o professor i-

maginar e criar novos desafios. (Fig. 19,20 e 21).

-3

Figura 19: Pecas Quebra-cabeca Figura 20: Pecas quebra-cabeca

>0 problema foi criado com base em uma quest&o do Enem de 2011.
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Figura 21: Quebra-cabeca montado

Nesta atividade, além do quebra-cabeca que desperta a curiosidade, es-
tamos trazendo uma situacao cotidiana, que podera despertar maior interesse
do aluno. Trata-se neste problema de uma investigacao. A sua resolugéo con-
siste em varias etapas a fim de descobrir como sera o objeto final. Antes de
aplicar qualquer formula, tera que relacionar os sélidos descartados e fazer
comparacoes de alturas, de arestas entre outros pontos necessarios para a sua
resolucdo. Estamos diante de um problema com um grau mais elevado de ra-

ciocinio.

Na manipulacdo do material envolvido, o educando podera desenvolver
assim como na primeira proposta de aula, todas as habilidades definidas pelo
modelo de Gutierrez. Uma habilidade importante que pode ser trabalhada aqui
€ a percepcao da figura base, através das figuras semelhantes colocadas em
orientacdes diferentes no quebra-cabeca.

Proposta de aula para trabalhar com quebra-cabeca

e Objetivos: Identificar e classificar diferentes tipos de poliedros, determi-

nar aresta lateral e volume da piramide e volume desperdicado.

e Pré-requisitos: Geometria Plana, Areas de figuras planas, Teorema de

Pitagoras, poliedros, prismas, cubos e piramides.
e Duracdo: 2 tempos (aproximadamente 1h40min)

e Materiais: quebra-cabeca de papel cartdo, sélidos de madeira, acrilico,
etc, marcador, quadro e papel.
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Problema 3: Uma fabrica produzir4 chaveiros, para a divulgagéo de sua
marca, no formato de piramides quadradas. Para isto, um cubo macico, feito de
niquel, sera seccionado a partir de quatro cortes. Os quatro cortes saem de O
em direcdo as arestas AD, BC, AB e CD, nesta ordem. Apds os cortes, sédo
descartados quatro solidos. Considere a aresta do cubo com medida igual a 10

cm e determine o que se pede: 5

|

|

|

I
P
s 0 C

A B

Figura 22 : cubo™®

) Identifique e classifique os poliedros descartados.

Il) Determine a medida da aresta lateral da piramide quadrada.

[I1) Qual é o volume de niquel de um chaveiro?

IV) Qual é o volume de niquel desperdicado para produzir um chaveiro?

Solucéo: As dificuldades por parte dos estudantes com relacdo ao corte
de figuras espaciais sdo varias, muitos ndo conseguem enxergar a posicao do

plano ou da secédo plana formada com a figura geométrica espacial.

Antes de apresentar as pecas do quebra-cabeca o professor podera a-
presentar a situacao-problema a seus alunos para que pensem a respeito, po-
dendo questionar sobre as figuras, o que eles acham sobre a relagdo dos vo-
lumes e outras perguntas que considere pertinentes. Apds esse momento, 0
professor podera apresentar o quebra-cabeca e desafiar seus alunos na sua

construcéo e em seguida, resolver o problema.

) Com os cortes, obtemos: 2 prismas triangulares congruentes e 2
tetraedros néo regulares congruentes.(Fig. 23 e 24)

16 (: .

Disponivel
em:<http://download.inep.gov.br/educacao_basica/enem/provas/2011/05  AMARELO GAB.pdf> Acesso
em: janeiro de 2014
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sy 9

Figura 24: Tetraedros congruentes Figura 23: Prismas congruentes

1)) Seja o triangulo composto pela altura, pelo apotema da piramide e

pelo apétema da base, representado abaixo pelo triangulo verde.

A B

Figura 25: Piramide inscrita no cubo

Sejam h, g e m altura da piramide, geratriz e apétema da base, respecti-

vamente. Pelo teorema de Pitdgoras, temos:

g2=h2+m2
10\?
=0 ()
g + >
g% =100+ 25

g* =125
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Considere a face lateral OBC da piramide. Temos que o triangulo OBC é
isésceles (Fig. 26):

Figura 26: Triangulo OBC

Vamos determinar a medida da altura desse triangulo. Seja L a medida

do lado OB do triangulo. Pelo teorema de Pitagoras, temos:

BC\*
2 _ A2 -
=g +<2>

L? =125+ 25
L? =150
L=5V6

[l) A base da piramide é o quadrado de lado L = 10. (Fig. 25)
Logo a area da base sera dada por:
Ab =100

A piramide também possui altura h = 10. Portanto o seu volume sera

dado por:

100 x 10
Vpirémide = T



1000
Voiramide = 3

IV)Temos que V .y, = 1000 € Vietraedro =

1000

- Logo:

1000

Vaesperdicado = 1000 —

2000

Vdesperdigado = 3

3
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4 CONSIDERACOES FINAIS

Com base no trabalho que desenvolvemos diariamente em sala de aula,
podemos notar com clareza que as dificuldades dos alunos em Geometria Es-
pacial sdo muitas. Isto nos faz perceber a importancia do presente trabalho,
que apresenta nao sé a abordagem do material didatico bem como a aplicagédo
direta a problemas envolvidos no dia-a-dia da sala de aula. E de suma impor-
tancia que os materiais tenham uma conexao com o exercicio proposto. O ma-
terial por si s6 ndo basta e vice-versa. Porém, este serve apenas como apoio
para gue o aluno desenvolva seu processo de raciocinio até que ndo seja mais

necessario 0 seu uso.

Para o desenvolvimento de atividades com o mesmo cunho deste traba-
Iho, existe uma infinidade de materiais. Cada um destes pode ser aplicado de
formas diversas. Nao existe material que atenda a um so tipo de exercicio e
nem problema que possa ser solucionado por um so6 tipo de material. Como
exemplos, temos as dobraduras que também podem ser Uteis para exercicios
de areas laterais e também os esqueletos de canudo que servem igualmente
para trabalhar a relacdo de Euler. O mais importante neste sentido € adequar o
material de acordo com as davidas dos alunos, tentando sempre deixar o en-

tendimento mais claro.

Sabemos gue os alunos se interessam por abordagens novas, diferentes
do que estao habituados a ver na escola, e é ao encontro desse interesse que
devemos ir, tentando fazer um estudo interessante, para que 0S mesmos cons-
truam o préprio conhecimento através da experiéncia pratica. Sabemos que
nem sempre os resultados obtidos serdo satisfatérios, porém podemos dizer
que sempre se pode modificar ou readaptar o material de acordo com as duvi-
das que v&o surgindo nas diferentes aplicacdes. E importante também o pro-
fessor estar bem preparado para lidar com as duavidas de suas turmas e saber
gue em cada uma novas duvidas surgirdo e, a partir dai, poderemos aprimorar

cada vez mais as atividades e, assim, melhorar o seu desempenho.

Esperamos com esse trabalho levar docentes a pensar em aulas moti-

vadoras para resgatar o interesse dos seus alunos e, além disso, que o conte-
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udo de Geometria Espacial se torne algo mais agradavel de ser ensinado e de
ser aprendido.
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ANEXO : ESQUEMAS DE CONSTRUCOES DE FACES

Construcgao da face triangular:

Segue a figura escaneada do livro Vivendo a matematica — geometria das do-

braduras de Luiz Marcio Imenes:

Construcdo da face triangular

A face triangular é elaborada a partir de um papel

quadrado.
@, pr s M e ] @
T
} ,
‘l dobre de mo-
| do que o pon-
B to indicado
/‘;—t\ - ?‘Z,-ngbre .
ldobre e desdo-| / B g
pre, marcando .
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desdobre
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OB%ERVE QUE E9TE
TRIANGULO FINAL TEM
UM BOLSO EM CADA

UM DO% 3 LADOS.
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ENCAIXADAS AS PEGCAS
PE CONEXAD QUE WRAO dobre, colocando dentro
UNIR A% FACET DO da aba
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Construcao da peca de conexao:

Segue a figura escaneada do livro Vivendo a matematica — geometria das do-
braduras de Luiz Marcio Imenes:

Construcdo das pecas de conex&do

As pecas de conexdo também serdo confeccionadas
a partir de um papel quadrado. Mas preste atencédo pa-

P 1
ra um detalhe: a drea desse quadrado corresponde a vy
da area do papel utilizado para construir as faces. Ou
seja, pegue um papel do mesmo tamanho que o usado
para as faces e divida-o em quatro partes:

encaixe
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Construcao da face quadrada:

Segue a figura escaneada do livro Vivendo a matematica — geometria das do-
braduras de Luiz Marcio Imenes:

Construindo um cubo

Jé vimos que existem muitos poliedros cujas faces
sdo tridngulos equilateros iguais. H4 um Gnico poliedro
cujas faces sdo quadrados: o cubo.

Sl

6 faces quadradas

Para construir um cubo com dobraduras, vamos co-
mecar pelas faces, que, ao todo, s&o seis. Utilizaremos
papel quadrado.

dobre e desdobre,
marcando o vinco

A face esté pronta. Neste caso, os encaixes ja estdo
ligados as faces. E s6 montéa-las.

EYTE QUADRADO
YERN A ¥ACE

EYTE TRIANGULO
2ERVIRA DE

ENCAIXE PARA
lm\a[l'm FACES,



