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Resumo

Este trabalho trata dos conceitos fundamentais dos niimeros reais com a
finalidade de desenvolver as principais técnicas do céalculo diferencial. Apresenta
o conceito de limite através do estudo de sequéncias e faz uma breve secdo sobre
topologia da reta. Continuidade, derivadas e algumas de suas aplicagbes também
sdo estudadas. Além disso, exibe, em apéndice, um plano de aula dirigido a alunos
do ensino médio onde apresenta os nimeros irracionais no fato de que, utilizando
somente os nimeros racionais, nao conseguimos realizar todas as medi¢bes. Em
particular, a medicao da diagonal do quadrado tomando como unidade de medida
seu lado.

Palavras-chaves: Numeros Irracionais. Numeros Reais. Limites. Célculo Diferen-
cial.






Abstract

This dissertation deals with the fundamental concepts of real numbers aim-
ing to develop the fundamentals of differential calculus. It introduces the concept
of limit through sequences and does a brief section about topology on the real line
where the Dedekind Axiom is the most important theoretical aspect to be considered
. Continuity, derivatives, and some of its applications are also studied. Furthermore,
in the appendix there is a class plan aimed to high school classes, there the irrational
numbers are introduced and it is shown that using only the rational numbers we
can not measure all the segments. In particular, it is shown that the measure of the
diagonal of a unit square is irrational.

Key-words: Irrational Numbers. Real Numbers. Limits. Differential Calculus.
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Introducao

No segundo semestre de 2013, durante a disciplina Fundamentos do Cdlculo do 2°
ano do curso de Mestrado Profissional em Matematica - PROFMAT - UFSC, constatei
que quando chegamos no contetido Teorema do Valor Médio, um dos teoremas necessarios
a sua demonstracgao, a saber, o Teorema de Weierstrass, tem sua demonstracao omitida
na maioria dos livros de Célculo por necessitar de algumas nocoes de topologia da reta,
contetdo dos livros de Introducao a Analise. Este foi o ponto de partida para o presente
trabalho. Sem exagero de rigor e forte carater intuitivo, o contetdo parte dos Numeros
Racionais e Irracionais, Numeros Reais passando por Sequéncias Numéricas, Limites,
Limites de Fungoes e Derivadas, finalizando com a Formula de Taylor. Uma secao dedicada
a Topologia da Reta foi imprescindivel. Nocoes sobre conjuntos e Fungoes, bem como
algumas aplicagdes de Derivadas foram omitidas. No apéndice consta um plano de aula,
dirigido a alunos do ensino médio, sobre niimeros reais tendo como ponto de partida o
problema classico de medir a diagonal do quadrado de lado 1, seguido dos conceitos de
infimo e supremo bem como o Postulado de Dedekind dando suporte a existéncia dos
numeros irracionais. Embora o conteiido ntimeros reais faca parte do curriculo do ensino
médio, sua abordagem nao se aprofunda e, por isso, a aula proposta foi elaborada de

modo acessivel a esse alunos com uma breve introducao ao Postulado de Dedekind.
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1 Nidmeros Racionais e Irracionais

1.1 Nuimeros Racionais

a

5, onde a e d sdo inteiros e d

Definicao 1. Um numero racional é um nimero da forma

nao € zero.
Com respeito a esta definicao, faremos algumas observacoes:

e A representacao § nao ¢ unica. Por exemplo: 1 = %; s =

e A palavra fracdo, sozinha, significa apenas uma expressao algébrica com um nume-

rador e um denominador. Por exemplo:

V5 19 2%+ ?
3" y Y2+ 2%

sao fragoes, mas nao necessariamente nimeros racionais.

V20
e —— ndao estd na forma 2 onde a e d sao niimeros inteiros e d nao é zero mas, através

V5 d

de manipulagoes algébricas,obtemos:

V20 VA5 VA

5 )

e

V20
Logo, —= ¢ um nuimero racional.

V5

J4, por exemplo:

/o VI3 Vi3
BT Y

nao ha como representd-lo na forma 4 onde a e d sio numeros inteiros e d nao ¢

zero e, portanto, ndo é um numero racional.

Mais adiante, demonstraremos que v/2 ndo é um nimero racional.
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1.2 Representacées Decimais

Representacdes Decimais Finitas

EXlste uma outra representacdo do nimero racional 2 5 que ¢ diferente das for-

6
mas 7, =

nuameros sao finitas.

9 etc, a saber, a representacao decimal 1,5. As representagoes decimais de alguns

1 3 1
E lo1l. - =0,25; - =0,6; — =0,02.
xemplo 4 ) ’ 5 I 50 )

Outros nimeros racionais tém uma representacao decimal infinita.

2 1 4
E lo 2. - =0,2857...; — =0,0142...; — =0,1333...
Xemp o 7 Y ) 70 Y ) 30 )

Em geral, podemos considerar a representacao decimal de um nimero r, de parte

inteira N e parte nao inteira aq, as...a,..., da seguinte maneira:

=N il ... =N+ —+4+—
r ,a103...a ou r + 10+ 102 + .o+ = 10

Examinemos mais um exemplo:

5 7 5 575 23
E lo 3. 0,575 =0+ — — =
XEmPpIo "0 102 T 1P " 1000 40
O exemplo ilustra que qualquer fragdo decimal finita pode ser escrita sob a forma
5, basta tomarmos como numerador o niimero formado pelos algarismos, sem a virgula, e
como denominador os numeros 10, 100,1000 etc, enfim, a poténcia de 10 igual ao nimero
de casas decimais.

575
1000

bem como 1000, tém somente dois fatores primos: 2 e 5.

Se simplificarmos a forma irredutivel, obteremos Repare que o inteiro 40,

Se tivésssemos comecgado com qualquer fragdo decimal, ao invés de 0,575, a fracao
irredutivel correspondente teria a mesma propriedade. Isto é, os fatores primos do deno-
minador poderiam ser 2 ou 5, mas nenhum outro, pois o denominador é sempre fator de

alguma poténcia de 10 = 2.5.

Proposi¢ao 1. Um nimero racional, na forma irredutivel 5, tem uma representagdo

decimal finita se, e somente se, d ndo tiver outros fatores primos além de 2 e 5.

Note que d nao precisa, necessariamente, ter os fatores primos 2 ou 5; pode ser que

tenha um deles ou nenhum deles; d s6 nao pode ter primos além de 2 e 5. por exemplo:

=0,2; 1—0125' 3—30
— Yo 4 8 - Y 9 1 -
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Para mostrarmos a outra parte da proposi¢do, vamos supor uma fracao irredu-
tivel & e que d tenha, no maximo, os fatores 2 e 5, e demonstrar que a fragao decimal

correspondente é do tipo finito.

Demonstracdo. Suponhamos que d seja da forma 2™.5" com m e n inteiros positivos ou
nulos. Temos duas possibilidades: n < m ou n > m.
1° caso( n < m)

Multiplicando o numerador e o denominador da fragdo por 5™ ", temos:

a a a.5m " a.5m " a.bm

d_ompr  9mpngm-n  gmgm  {Qm

H™M=" & inteiro.

Como n < m, entao m —n ¢é positivo ou nulo e 5™~ "¢ inteiro e, portanto, a.

a _ _c

d ~— 10m-°

Fazendo a.5™™" = ¢, temos

Note que c dividido por 10™ gera uma representacao decimal finita com a virgula

em seu devido lugar.
2° caso(n >m)

Multiplicando o numerador e o denominador por 2"~ temos:

a a a2 a2 a2
d 2mp5n  2mEn2n-m - gnfno o 1(n
Como n > m, entao n — m ¢ inteiro. Fazendo a.2"™™ = t, temos:§ = 18"'

Como o denominador é uma poténcia de 10, o resultado segue.

Representacdo Decimal Infinita e Periddica

Separamos os numeros racionais em dois tipos: os que tém uma representacao
decimal finita e os que tém uma representacao decimal infinita. Demonstraremos que
os que tém uma representacao decimal infinita possuem um grupo de algarismos que se

repete indefinidamente. Por exemplo:

209

700 = 0,29857142857142857142 . .. ou 0,29857142

onde a barra, acima dos algarismos 857142, significa que estes se repetem.

O divisor sendo 700, sabemos que os possiveis restos sao os numeros 1, 2, ..., 699.
(O resto zero nao é considerado, pois nao estamos examinando nimeros com representa-
¢ao decimal finita.). Portanto, podemos estar certos de que algum resto aparecerd uma

segunda vez, ainda que precisemos, talvez, efetuar muitas divisdes antes que isto ocorra.
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No caso geral ¢, se o inteiro a for dividido pelo inteiro b, os tinicos restos possiveis
serao: 1, 2, 3..., b—2, b — 1 e, portanto, podemos ter certeza de que havera repeticao no
desenrolar da divisao. Quando a repeticao ocorrer, um novo ciclo se iniciara e o resultado

serd uma representacao decimal infinita e periddica.

Proposicao 2. Um numero é racional se, e somente se, a representacao decimal é finita

ou infinita e periodica.

Demonstracdo. A primeira parte da proposicao: se um numero é racional entdo a repre-

sentacao decimal é finita ou infinita e periddica; foi discutida com os exemplos ja citados

3
= 1,5
2 )
209 —
== 2 142
700 0,29857

Ja a segunda parte, a reciproca da proposicao, trata de dois tipos de fragoes decimais: as

finitas e as infinitas periddicas.
Exemplos:

5 7 5
0,575 =0+ 15 + 755 + 105

Note que 0,575 é uma soma de niimeros racionais e, portanto, um nimero racional.
4,323232... =4+ 0,323232....

E possivel transformarmos a parte decimal infinita que se repete em um nimero racional.

Seja x = 0,323232...

r = 0,323232...
100z = 32,323232...

99x = 32
32
99
_ 32 428
L 4,32 =14 =44+ —=—.
0go 4, + + 99 99
Portanto, 4,323232... é um namero racional.
Generalizando:

Seja x uma dizima periédica na forma:
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x = 0,a1as...a:b1bs...b;.
Note que ajas...a; nao é um produto, e sim os algarismos da parte nao periddica e bybs...b;
os algarismos da parte periddica.
Se multiplicarmos z por 10°™ e depois por 10% e subtrairmos os resultados, obte-
remos:
108+t.l’ = alag...asblbg...bt + 0, blbg...bt

10°.2 = alag...as+0,b1b2...bt

(10°7" - 10°).2 = aiay...asbibs...b; — ayas...a,

de modo que

alag...asblbg...bt — a1a2...0g
105+t — 108

Portanto, x é racional.

Representacdo Decimal Infinita e ndo Periddica

Podemos conceber ntimeros cuja representacao nao ¢é finita nem infinita periodica.
Esses sdo os chamados nimeros irracionais. E facil produzir irracionais; basta inventar-
mos uma regra de formacao que nao permita aparecer periodo. Exemplos: 0,202002000...;
0,353553555...

Um outro exemplo de nimero irracional é o niimero /2 = 1,4142135623...

O fato de néo vermos perfodo nas aproximacoes de v/2, por mais que aumentésse-
mos essas aproximacoes, nao prova que v/2 seja irracional, pois é concebivel que o perfodo

tenha muito mais algarismos.

O Ndmero Irracional v/2

—_a

Suponhamos que v/2 fosse um némero racional, isto é, v/2 7 com a e b inteiros,

e ¢ uma fracao irredutivel, ou seja, a e b primos entre si. Note que a e b ndo sao ambos

pares, pois, assim, a fracdo nao seria irredutivel. Elevando ao quadrado a equagdo e

simplificando-a, obtemos:

2= — a’® = 2b?

2

O termo 2b? representa um inteiro par, de modo que a? ¢ um inteiro par e, portanto, a ¢

um inteiro par, digamos a = 2¢, onde ¢ ¢é inteiro. Substituindo a por 2¢ , obtemos:
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(2¢)? = 2v?, 4c* = 20%, 2¢% = b?

O termo 2¢? representa um inteiro par, de modo que b? é um inteiro par e, portanto, b é
um inteiro par. Temos, entdo, a e b pares. Contradi¢ao, pois supomos a e b primos entre

si. Logo néo é possivel escrever v/2 na forma 7, ou seja, v/2 é um ntmero irracional.
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2 O Corpo dos Nimeros Reais

Trataremos do conjunto dos ntimeros reais, agora, sob a denominagao de corpo dos
nimeros reais onde as operagoes de adi¢ao e de multiplica¢ao sdo bem definidas (isto é,
a cada par de elementos x e y de um corpo F' corresponde um tnico elemento de F' que

se designa por x + y ou zy) e satisfazem as propriedades que seguem.

1. Leis comutativas: * +y =y + x, vy = yx.
2. Leis associativas: (x +y) + 2z =2+ (y + 2), (zy)z = z(y2).
3. Existéncia de um zero: existe um elemento 0 € F' tal que x+0 = x para todo x € F.

4. Existéncia de inversos: dado = € F, existe —x € F tal que x + (—z) = 0, e dado

x€F, x#0,existe 27! € F tal que vz~ ! = 1.
5. Lei distributiva: (z +y)z = 2z + y=.

Observacgao. Para todo a,b € R temos:
1. a.0 =0
2. —a.b=—(a.b)
3. (—a).(=b) =a.b

Demonstragao. (1)

a0+a0 = a.(0+0)

= a.0
Somando —a.0 em ambos os lados da equacao, temos a.0 = 0. O]
Demonstragao. (2)
—a.b+ab = [—(a)+alb
= 0.0
= 0.
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Demonstracio. (3) Note que

(—a).(=b) + [-(a.b)] = (—a).(=b) + (—a).b = (—a).[(=b) + b] = (—a).0 = 0.
Somando (a.b) em ambos os lados, temos:
(—a).(=b) = a.b.

O

Um corpo F' é ordenado se contiver um subconjunto P, formado por elementos

positivos de F', com as seguintes propriedades:

l.ze P,ye Pimplicaz+ye Pexy e P,

2. dado x € F, entao uma, e somente uma, das trés possibilidades ocorre: z € P,
—x€P,z=0

Em um corpo ordenado F', podemos introduzir uma ordem estrita entre seus elementos,

do seguinte modo:
r>ysexr—yeP
Vejamos outras propriedades:

lLLza>y=—ar<—y
2. x>y, t >0real =tz >ty
3. x>y, t <0real = tr <ty
1 1 o
4. x >y = — < —; x e y positivos.
oy

5. O "<"é uma relacio de ordem em F, isto é:

a) x <z, para todo = € F' (reflexividade);
b) x <yey <z =z =y (anti-simetria);

c) x <y,y<z=z <z (transitividade).

Demonstragao. (1)

r>y=c—-y>0=>—(r—y)<0=—-2+y<0=—x<—y. ]

Demonstragao. (2)

r>y=c—y>0=tlr—y)>0=ter—ty>0=te>ty. O
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Demonstracio. (3)

r>y=>c—y>0=tlr—y)<0=>tr—ty <0=tz <ty O

Demonstracao. (4)

T > y:>x.x_1 > y.m_l =1> y.x_l =>y_1.1 > y_ly.a:_l :>y_1 >z = ; <
- ]
y
Demonstragio. (5)

z < z. Imediata.

r<y,y<zr=z—-y<0e—(r—y)<0=z—-—y=0=>z=y.

r<yy<zr=r—-y<0,y—2<0=z—-—y+y—2<0=z<z

]

2.1 Infe Sup

Para entendermos o conceito de infimo e de supremo de conjunto, precisamos das

nogoes de cota inferior e cota superior de um conjunto.

Cota Superior

Seja ' um corpo ordenado e A um subconjunto de F. Um elemento x € F' é uma

cota superior de A se x > y, para todo y € A.

Cota Inferior

Um elemento x € F é uma cota inferior se x < y, para todo y € A. Um sub-
conjunto A de um corpo ordenado F' se diz limitado inferiormente se ele possui cota

inferior.

Supremo de um Conjunto Limitado Superiormente

Seja F' um corpo ordenado e A C F' um subconjunto limitado superiormente. O
supremo do conjunto A, que designamos por sup A, é definido como a menor das cotas

superiores de A.

Infimo de um Conjunto Limitado Inferiormente

Seja F um corpo ordenado, e A C F', um subconjunto limitado inferiormente.
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O infimo de um conjunto A, que designamos por inf A, é definido como a maior

das cotas inferiores.

De posse dessas defini¢oes, agora, definimos o conjunto R dos niumeros reais, como

sendo um corpo ordenado onde se verifica a propriedade a seguir.

2.2 Postulado de Dedekind

Todo subconjunto nao-vazio de R, constituido de elementos positivos, tem um

infimo.

Proposicao 3. (1) Se um conjunto A de R é limitado inferiormente, entao A tem inf.

Demonstracio. Como A é limitado inferiormente, A tem uma cota inferior, digamos m.
Tome d = m — 1. Considere, agora, o conjunto B ={z € R: x =a—d,a € A}. Note que
B é um subconjunto de R nao-vazio e constituido apenas de elementos positivos. Logo,
pelo Postulado de Dedekind, B tem inf. Como B é o conjunto A transladado por —d,
entdao A tem inf. ]

Proposicao 4. (2) Se um conjunto A de R ¢é limitado superiormente, entao A tem sup.

Demonstragao. Utilizando a proposi¢ao (1), tome o conjunto —A com a cota superior

—m. Como A tem inf, —A tem sup = — inf A. O]

O Ndmero Real /2

Considere o seguinte subconjunto dos racionais
A={z€Q:2?>2,z>0}.

Mostraremos que A nao tem inf (em Q).

Seja
B={reQ:2><2,z >0}

Como nao existe racional tal que z? = 2, segue-se que dado um racional positivo

r, entdo r € A ou r € B. Em primeiro lugar, provamos:

1. sex € A= existe y € A tal que y < x.

2. se x € B = existe z € B tal que z > .
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Para provar (1), escrevemos « = p/q. A ideia é procurar um inteiro n tal que

y = (np — 1)/nq pertenca a A. Isso ocorre se (np — 1)*/n?¢* > 2, isto é:

(*) (p* — 2¢*)n* —2pn + 1 > 0.

Como z € A, temos p? — 2¢*> > 0. Logo, (*) se verifica para n suficientemente grande. De
modo andlogo, provamos (2). A seguir, suponhamos que A tenha infimo, que designamos
por xo. Entdo o < z para todo z € A. A vista de (1), zp ndo pode pertencer a A, pois, de
outro modo, haveria y € A tal que y < xg, o que seria absurdo. Logo, z¢ deve pertencer
a B. A vista de (2), existe, entdo z € B tal 2o < z. Como 2% < 2, segue-se que z é cota
inferior para A. Isso, porém, contradiz o fato de xg ser o inf de A. Portanto, A nao tem

inf.

Agora, olhemos o conjunto A como um subconjunto dos niimeros reais. Em virtude
do Postulado de Dedekind, A tem um infimo b. Sabemos que b nao é racional. Eis, entao,
um exemplo de um ntmero irracional; esse nimero é designado por v/2. A justificativa

esta no seguinte resultado:
"A equacao 2 = 2 tem uma e s6 uma solucao real positiva'.

Esse é um resultado sobre a existéncia e unicidade de solugao para uma equacao.
A unicidade é facilmente provada, supondo que existam duas solugoes reais positivas a e
b. Segue que a® = 2 e b? = 2, o que acarreta a®> — b* = 0, ou seja, (a —b)(a+b) = 0. Como

a>0eb>0,temos a+b >0, oque implica a — b =0, ou seja, a = b.

A existéncia de solucdo real positiva para 22 = 2 é obtida provando-se que b = inf A

satisfaz & equacdo: b?> = 2. Basta mostrar que b? < 2 ou b > 2 nao sdo verdadeiras.

Primeiro suponha que b*> < 2. Como

12 % 1 %+ 1
(b+> D < 2
n n n n

1 2
vé-se que (b + ) < b%> = 2 para um certo n.
n

Isso mostra que b—i—% é uma cota inferior do conjunto A; portanto, b ndo poderia ser
o infimo de A. Por outro lado, suponha que b > 2. E f4cil de ver, como se fez acima, que
se n € N for tomado adequadamente, teremos (b — %)2 > 2. Em virtude da densidade
(veremos este conceito mais adiante) de Q em R: dados dois niimeros reais quaisquer
a < b, existe um racional r tal que a < r < b, ou seja, existe r € QQ tal que b — % <r<b.
Como (b — %)2 >2er > (b - %)2, logo 72 > 2. Portanto, 2 < r? < b?, o que contradiz o

fato de b ser o infimo de A.
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v/2 obtido como o Supremo de um Conjunto Limitado Superioremente

Tomemos o conjunto B, citado acima, e mostraremos que B nao tem sup em Q.

Vamos supor que B tenha sup = xy em Q, ou seja, xo > x € B. Note que zo € B
ou xyg € A. Por (2), zo ¢ B, pois existe y € B com y > x para todo z € B. Contradigao:

xo = sup B. Entao, zy deve pertencer ao conjunto A.

Por(1), existe y € A tal que y < z para todo z € A. Logo existe y < 5. Como

y? > 2, y é cota superior de B. Pelo fato de y < zg, 2o nao é sup. Contradicao.

Conclusao: B nao tem sup em Q. Mas como B é um subconjunto de R nao-vazio
e formado por elementos positivos, B tem sup (Postulado de Dedekind). Nao em Q, mas

em R. Como este supremo nio é racional, entdo ele é irracional. Mais precisamente v/2.

2.3 Modulo, Desigualdades e Intervalos
Designemos por R, o conjunto dos elementos positivos do corpo ordenado R. o
conjunto R, contém todos os racionais positivos.

O médulo ou valor absoluto de um niimero real a, que se designa por |al|, é definido

do seguinte modo:

Definicao 2.
a, se a>0
la| =

—a, se a<0.

Note que, em geral, temos para qualquer real a:
la| = [ —q

Seja @ um ntimero real positivo. Observamos anteriormente que a equacao z? = a
tem uma tinica solucao positiva, isto é, existe b € R, tal que b* = a. Este valor é chamado

a raiz quadrada positiva de a sendo representada por /a.

Teorema 1. Seja ¢ um nimero real. Entdo |c| = v/ c2.

Demonstragio. Imediata, se ¢ > 0. Se ¢ < 0, entdo ¢ = |c|? e, portanto, V2 = /|c|? =
|c|. O

Teorema 2. Sejam a e b reais positivos, tais que a < b. Entao \/a < V.
Demonstragio. Escrevamos = y/a e y = Vb. Daf 22 = a e y> = b. Como a < b, entdo

2?2 < y? Isto é,y®> —2? > 0, 0u (y —x)(y+ ) > 0. Sendo z e y positivos, temos que y +
é positivo. Segue-se que y — z > 0. Logo = < y. Portanto, \/a < Vb. O
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Temos as seguintes propriedades do mdédulo:

1. Jab] = ally
2. la+b| < |a| + |b|(desigualdade do tridngulo)

3. |a| —[b] < [la] =[]} < |a — 0]

quaisquer que sejam os reais a e b.

(1) Note que a® = |a|?, pois |a| é um dos elementos a ou —a e vale a®> = (—a)?.
Logo |a.b|* = (a.b)? = a®.b* = |a|*.|b|*> = (]al.]b])?. Segue-se dai que |a.b| = +|a].|b]. Como

la.b| e |a|.|b] sdo ambos positivos, concluimos que |a.b| = |a|.|b|.

(2) Observe que —|a| < a < a| e —[b] < b < |b|, donde, por adi¢ao, —(|a| + |b]) <
a+ b < la| + |b|. Isto significa que |a + b| < |a] + |b].

(3) Em virtude de (2), temos |a| = [(a —b) +b| < |a —b| + |b], 0 que d& |a| — |b] <
la — b|. Pelo mesmo motivo, temos |b| = |a| < |b — a|. Note que |b —a| = |a — b|.
Concluimos que |b] — |a| < |a — b|. Assim, valem, simultaneamente, |a — b| > |a| — |b] e
la —b| > —(|a|] — |b]). Portanto, ||la| — |b]| < |a — b|. A outra desigualdade é imediata.

O conjunto R, é chamado a semirreta positiva. Por analogia, o conjunto
{r € R:z < 0} é a semirreta negativa. Em geral, uma semirreta é um conjunto de uma

das formas seguintes:

(a,00) ={x € R: x> a}, (—o0,b) ={r €eR:2z < b}
la,00) ={z € R:z > a}, (—o0,b] = {z € R: 2z <b},

onde a e b sdo reais quaisquer. Nos dois primeiros casos, a semirreta nao inclui a extremi-
dade e, entao, é chamada semirreta aberta. Nos dois 1ltimos casos, ela inclui a extremidade

e, entdao, é chamada semirreta fechada.

Dados dois ntimeros reais a e b, com a < b, um conjunto de uma das quatro formas

abaixo é chamado um intervalo:

(a,b) ={r € R:a < x < b}, [a,b] ={z € R:a <x < b}
[a,b) ={zx €R:a <z <b}, (a,b] ={z €eR:a<z<b}

O intervalo (a,b) nao inclui suas extremidades e é chamado um intervalo aberto.

O intervalo [a, b] inclui suas extremidades e ¢ denominado fechado.

O interior de um intervalo de um dos quatro tipos acima é, por defini¢do, o inter-
valo aberto (a,b). Vemos que o interior do intervalo pode ou nao coincidir com o préprio

intervalo.
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Por uma questao de uniformidade na nomenclatura, as semirretas e a reta inteira

sao chamadas também intervalos ou, mais precisamente, intervalos ilimitados.

Definimos interior de um intervalo ilimitado de modo analogo a interior de um

intervalo limitado. Por exemplo, o interior de [a, o0) é (a, o00).

Intervalos também podem ser descritos em termos do modulo.

Exemplo 4. (—a,a) ={z € R: |z| < a}
[—b,0] = {z € R: |z] < b}.

Nestes exemplos, o centro do intervalo (o ponto médio do intervalo) é a origem 0
da reta. Mostraremos agora que intervalos, nao necessariamente com centro na origem,

também podem ser descritos, usando-se o moédulo. Por exemplo, consideremos o conjunto
A={zeR:|z—-1| <2}
Pela definicdo de moédulo, ha duas possibilidades:

e r — 1> 0. Neste caso, x € A se, e somente se, v — 1 < 2. Estas duas desigualdades

dado z > 1 e x < 3. Logo x pertence ao intervalo[1, 3).

e x — 1 < 0. Neste caso, x € A se, e somente se, —(z — 1) < 2. Estas desigualdades

dizem que z < 1 e x > —1. Logo z pertence ao intervalo (—1,1).

Juntando os dois casos, vemos que A é precisamente a uniao dos intervalos, ou

seja, o intervalo(—1, 3).

O comprimento de um intervalo com extremidades a < b é, por defini¢do, o nimero
real positivo b—a. A metade do comprimento é chamada o raio do intervalo. Por exemplo,
no intervalo [1,5], o centro é 3 e o raio é 2. Em geral, se a e r sdo reais quaisquer, com

r > 0, entao

{reR:|z+a|<r} = (—a—r,—a+r)
{zeR:|xz+a|<r} = [—a—r,—a+r7]
{reR:|z—al<r} = (a—ra+7r).

Dados dois ntimeros reais a e b, dizemos que |a — b| é a distancia entre eles. Tal
conceito tem um significado geométrico evidente, se lembrarmos a correspondéncia entre
os numeros reais e os pontos da reta. O comprimento de um intervalo é, entao, a distancia

entre suas extremidades.

Teorema 3 (Intervalos Encaixados). Dada uma sequéncia decrescente Iy D 1o D ... D
I, D ... de intervalos limitados e fechados I, = [a,,b,], existe pelo menos um nimero

real ¢ tal que c € I,, para todo n € N.
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Demonstracao. As inclusoes I,, D I, significam que a1 < as < ... <b, < ... < by <by.
O conjunto A = {ay,as,...,an,...} é portanto, limitado superiormente. Seja ¢ = sup A.
Evidentemente, a, < ¢ para todo n € N. Além disso, como cada b, é cota superior de A,

temos ¢ < b, para todo n € N. Portanto ¢ € I,, qualquer que seja n € N. O

2.4 Sequéncias Numéricas e Limites

Uma sequéncia numérica ¢ uma funcao s : N — R, definida no conjunto dos
numeros inteiros positivos tomando-se valores reais. Assim, a cada n € N corresponde
um real a,,. Observamos que os a,,’s nao sao necessariamente diferentes. Os elementos a,,
sdo chamados os termos da sequéncia, e a notagao (a,) é usada para designar a sequén-
cia. Quando nos referirmos ao conjunto formado pelos termos da sequéncia, usaremos a

notacao {a,}.

Definicao 3. Dizemos que um niumero real ¢ é um ponto de acumulacdo da sequén-
cia (a,) se, para cada € > 0 dado, existir um nimero infinito de inteiros n tais que

la, —c| <e.
Exemplo 5. A sequéncia 2, 2, ... tem um unico ponto de acumulagdo: 2.

Exemplo 6. A sequéncia 1, 1/2, 1, 1/3, 1, 1/4, ... tem dois pontos de acumulagio: 1 e
0.

Exemplo 7. A sequéncia 1, 2, 1, 3, 1, 4, ... tem um ponto de acumulagdo: 1.

Definigao 4. Uma sequéncia (a,) converge para um nimero real v, se, para qualquer real

€ > 0 dado, existir um niumero natural ny tal que
la, —r| <,
para todo n > ny. Neste caso, denotamos lim(a,) = 7.

Na verdade, ao testar a convergéncia de uma sequéncia, estamos interessados so-
mente no que acontece para valores pequenos de €. Isso porque, se |a, — r| < € se verificar
para um dado ¢y > 0, ela necessariamente se verificard para todo € > €. O nimero r é
chamado o [imite da sequéncia, e toda sequéncia que converge é denominada convergente.

Usamos as notacoes a, — r, e r = lim a,,.

Proposicao 5. Se uma sequéncia for convergente, digamos para r, entdo o limite é unico.

Demonstracao. Suponha, por contradi¢do, que r nao seja unico, isto é, que exista s € R

tal que |a, — s| < € com r # s.

Tome € = |s — r|/2. Entdo, existem nimeros naturais n; e ny tais que
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la, —r| < € paran >ny, e

la, — s| < € para n > na.

Seja n > max{ni,ns}. Como |a, —r| = |r — a,| e pela desigualdade do tridngulo:

Ir —an + a, — s| < |a, —r|+ |a, — |, temos:
Ir —s| <|an — 7|+ |an — s| < 2e,

Como 2¢ = |r — s], segue que |r — s| < |r — s|. Absurdo. Portanto o limite de uma

sequéncia convergente ¢ inico. ]

Exemplo 8. A sequéncia 1, 1/2, 1/3, ..., 1/n, ... converge para 0. De fato, dado um

e > 0, tomaremos um ng > 1/€. Entao, para todo n > ng, teremos n > 1/¢, o que implica

1
I/n<eou|-—0]<e
n

Exemplo 9. A sequéncia 1, 3, 1/2, 8, 1/3, 3, 1/4, 3, ... nao converge, visto que, por um
lado, ha termos iguais a 3, para n tdo grande quanto se queira e, por outro lado, os termos
a, para n impar convergem para . Formalizando, seja dado € = 1; entdo, qualquer que
fosse o real r, o intervalo{x € R : |x — r| < 1} ndo poderia conter o nimero 3 e algum

termo a, para n impar.

Quando uma sequéncia nao converge, dizemos que ela diverge e ela é, entao, cha-
mada divergente. Uma sequéncia, ao divergir, pode fazé-lo de modo que os termos a,, se
tornem "arbitrariamente grandes'ou ter varios pontos de acumulagao. Formalmente, dado
qualquer real M > 0, existe ng tal que para todo n > ng, temos a,, > M. Neste caso,

dizemos que a sequéncia (a,) tende para +oco. Exemplo: 1,2,3/4...

Uma sequéncia pode divergir sem que seus termos se tornem arbitrariamente gran-
des, como é o caso da sequéncia 1, 3, 1/2, 3, 1/4, 3, .... A divergéncia, neste caso, decorre

do fato dos termos se acumularem a dois pontos diferentes: 3 e 0.

Seja A = {n; < ny < ...} um subconjunto infinito de N. A restricdo s|A de uma
sequéncia s : N — R (s: 6§ = ap,) a A é chamada subsequéncia. Portanto, a subsequéncia

s5|A é uma sequéncia definida do seguinte modo: a cada j € N corresponde 5(d) = @y, .

Teorema 4. Toda sequéncia convergente é limitada.

Demonstragio. Seja a = lim(a,). Tomando € = 1, vemos que existe ng € N tal que
n>mny = a, € (a —1,a+ 1). Sejam b o menor e ¢ o maior elemento do conjunto finito
{ai,...,an,a — 1,a + 1}. Todos os termos a, da sequéncia estdo contidos no intervalo

[b, c], logo ela é limitada. O

Teorema 5. Se lim a, =0 e (b,) é uma sequéncia limitada (convergente ou nao) entdo
lim(anby,) = 0.
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Demonstragio. Existe ¢ > 0 tal que |b,| > ¢ para todo n € N. Dado arbitrariamente
e > 0, existe ng € N tal que n > ng — |a,| < €¢/c. Entdo n > ng = |a,b,| = |an||bs] <
(e/c).c = €, logo lim(a,b,) = 0. O

Teorema 6. Se lim a,, = a e lim b, = b entdo:

1. lim(a, +b,) =a+0b

2. lim(a,b,) = ab.

Demonstragao. 1. Dado arbitrariamente € > 0, existem nq, ny € N tais que n > n; =
la, —a| < €/2 en>mny = |b, —b| < €/2. Seja ng = max{ny,ny}. Entdao n > ng = n > nl
en > ny, logo |(an+b,) —(a+b)| = [(an, —a)+ (b, —b) > |a, —a|+|b,—b| < €/2+¢/2 =€
Portanto lim(a,, + b,) = a +b. O

Demonstragao. 2. Temos apb, — ab = a,b, — a,b + a,b — ab = a,(b, — b) + (a, — a)b.
Pelos teoremas acima, (a,) ¢é limitada e lim(b, — b) = lim(x, — a) = 0. Segue-se que

lim(a,b, — ab) = lim[a, (b, — b)] + lim[(a, — a).b] = 0, donde lim(a,b,) = ab. O

Teorema 7 (Bolzano-Weierstrass). Toda sequéncia limitada (a,) contém uma subsequén-

cia convergente.

Demonstragdo. Definimos um conjunto B de reais do seguinte modo: "z € B, se existir
no maximo um numero finito de indices n tais que a, seja maior do que z'. Como o
conjunto {a,} é limitado, pois a sequéncia (a,) é limitada, segue-se que existe k > 0 tal
que |a,| < k para todo n. Logo, —k é uma cota inferior para o conjunto B. Portanto,
pelo Postulado de Dedekind, B tem infimo; seja m tal infimo. Agora vamos construir uma
subsequéncia (ay,,) de (a,) tal que a,; — m. O intervalo (m — 1, m+1) contém termos da
sequéncia (a,) para uma infinidade de valores de n, pois, de outro modo, m — 1 estaria
em B e, portanto, m nao seria o infimo de B; tome um desses termos de a,,, digamos a,,,,
entdo, |a,, —m| < 1.

O intervalo (m — 1/2,m 4 1/2) contém termos da sequéncia (a,) para uma infinidade
de valores de n, o que se prova do mesmo modo que no caso precedente; seja a,, um
tal termo e tal que ny > ny. Entdo: |a,, —m| < 1/2. Assim por diante, tomamos a,, €
(m —1/j,m + 1/j) e tal que n; > n;_; > ...ny > ny. Deste modo constréi-se uma
subsequéncia (a,,) de (a,) tal que a,; — m, quando j — oo, pois |a,;, —m| < 1/j, o que

completa a demonstracao do teorema.

]

Definicao 5. Uma sequéncia de nimeros reais é denominada uma sequéncia de Cauchy

se, dado € > 0, ezistir ng tal que |a, — a,,| < € para todos n, m > ny.
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Teorema 8. Uma sequéncia é convergente se, e somente se, ela € uma sequéncia de

Cauchy.

Demonstra¢ao. Suponhamos, primeiramente, que (a, ) seja convergente e seja r seu limite.
Entéao, dado € > 0, existe ng tal que |a, —r| < €/2 para n > ng. Logo, se n e m sao maiores

que ng temos, usando a desigualdade do triangulo:
|y — am| < lan — 71|+ |am — 7] < €/24+€/2 =€

Reciprocamente, suponhamos que a condicao do teorema seja satisfeita e provemos
que (a,) é convergente. Devemos, entdao, descobrir o limite r. Pela hipétese, dado € = 1,

existe ng tal que |a, — a,| < 1, para n, m > ng. Logo, |a, — a,,| < 1, para n > ny.
Da desigualdade do tridngulo: |a, < |an,| + [@n = @n| < 14+ |ay,,| para n > ny.

Seja k" o maior dos ntimeros |ai], |az|, . . ., |an, _, |, e seja k o maior dos dois niimeros,

ke 1+ |ay,|. Portanto, |a,| < k, para todo n.

Aplicando o Teorema de Bolzano-Weierstrass, segue-se que (a,) contém uma sub-
sequéncia convergente (ay,), e seja r seu limite. Logo, dado € > 0, existe ny € N tal que

|an, — 7| < € para n; > ng.

Por outro lado, em virtude da hipotese, temos que, dado € > 0, existe nj € N tal

que |a, — an,| < € para n, m > n{. Agora, pela desigualdade do tridngulo, temos
|\, — 1] < |ty — an| + |a, — 7|

para quaisquer termos a, e a,, de (a,). Logo, se na tltima desigualdade tomarmos m >

max(ng,ng) € n =n; > max(ng, ng) temos
|, — 7] < e+ € =2,

0 que prova a convergéncia de (ay,). O

Sequéncias Monétonas

Uma sequéncia (a,) é mondtona nao-decrescente se a; < as < .... Analogamente,

(an) € mondtona nao-crescente se a; > as > .. ..

Teorema 9. Toda sequéncia mondtona e limitada é convergente.

Demonstra¢io. Suponha que (a,) seja mondétona nao-decrescente. Como ela é limitada
superiormente, existe um supremo, em virtude do Postulado de Dedekind, o qual cha-
memos de m. Provaremos que (a,) converge para m. Pela definicdo de supremo, dado

e > 0, existe um elemento do conjunto {a,}, digamos a,,, tal que a,, > m — e¢. Como a
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sequéncia é mondtona nao-decrescente, segue-se que a,, > m — € para todo n > ng. Logo,
la, —m| < € para todo n > ng, o que prova que a sequéncia (a,) converge para m. Para

(a,,) ndo-crescente, a demonstragao é anéloga.

O

2.5 Topologia da Reta

Conjuntos Abertos

Diz-se que o ponto a é interior ao conjunto X C R quando existe um numero
e > 0 tal que o intervalo aberto (a — €,a + €) estd contido em X. O conjunto dos pontos
interiores a X chama-se o interior do conjunto X e representa-se pela notagao int X.
Quando a € int X diz-se que o conjunto X é uma vizinhanca do ponto a. Um conjunto
A C R chama-se aberto quando A = int A, isto é, quando todos os pontos de A sao

interiores a A.

Observacgao (1). Todo ponto ¢ do intervalo aberto (a,b) é um ponto interior a (a,b).
Os pontos a e b, extremos do intervalo fechado [a,b] nao sao interiores a [a,b]. Note que
intla,b] = (a,b). O intervalo fechado [a,b] ndo é uma vizinhanga de a nem de b. Um

intervalo aberto € um conjunto aberto. O conjunto vazio é aberto.

Observagao (2). O interior do conjunto Q dos nimeros racionais é vazio. De fato, o
intervalo aberto (a — €,a + €) nao estd contido em Q, pois existem nimeros pertencentes

a este intervalo que nao pertencem a Q, por menor que seja €.

Observagao (3). O limite de uma sequéncia pode ser reformulado em termos de conjuntos
abertos: tem-se a = lim x,, se, e somente, se para todo conjunto aberto A contendo a existe

ng € N tal que n > ng = x, € A.

Teorema 10. Dados os conjuntos A1, As,...ay abertos e todos contidos em A, a uniao

destes conjuntos é um conjunto aberto.

Demonstracio. Se x € A entao existe \ tal que x € A,. Como A, é aberto, existe € > 0

tal que (z — €,z +¢€) C Ay C A, logo todo ponto = € A é interior, isto é, A é aberto. [

Conjuntos Fechados

Diz-se que um ponto a é aderente ao conjunto X C R quando a é o limite de
alguma sequéncia de pontos z, € X. Note que todo ponto a € X ¢é aderente a X, basta

tomar a sequéncia constante.
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Chama-se fecho de um conjunto X ao conjunto X formado por todos os pontos
aderentes a X. Tem-se X C X. Se X C Y entdo X C Y. Um conjunto X diz-se fechado

quando X = X, isto é, quando todo ponto aderente a X pertence a X.

Observagao (1). Seja X C Y. Diz-se que x é denso em'Y quandoY C X, isto é, quando
todo b €Y € aderente a X.

Exemplo 10. Q ¢ denso em R.

Vejamos a densidade de Q em R da seguinte maneira:

Proposicao 6. Dados dois nimeros reais quaisquer a < b, existe um racional r tal que
a < r < b. Isto é dado um intervalo aberto (a,b) qualquer em R, existe um nimero

racional em (a,b).

Demonstracao. Como b — a > 0, ou seja, b — a ¢ um nimero positivo, entao existe n €
N,n # 0 tal que n(b — a) > 1. Em outras palavras, podemos tomar o nimero b — a e
multiplicad-lo por um certo natural n de modo a ser maior do que o niimero 1. Segue
que b —a > 1/n. Considere, agora, o conjunto A € R da forma A = {m € Z;™ > b}.

Como A é formado por inteiros, conseguimos tomar seu menor elemento. Seja mg o menor

mo—1

== < b. Afirmamos que

elemento de A. Temos b < ™¢. Note que mg — 1 < my, entao

a < mOT_l < b. Se nao fosse assim, teriamos mOT_l <a < b < 7 que significa que o intervalo

mo—1 mo—1

n Y

(a, b) esté contido no intervalo (

, ™) e isto implicaria em b—a < 2 — ou seja, o
n n

mo—l’ %>

Com isso, teriamos b — a < % Contradicao. Portanto existe um racional mOT_l entre a e

b. ]

comprimento do intervalo (a,b) é menor ou igual ao comprimento do intervalo (

Corolario 1. Q =R. (O fecho de Q ¢ o conjunto R dos niimeros reais.)

Demonstracdo. Sejam a,b € R tais que 0 < b—a < 1. Pela proposi¢ao, existe um racional
r1 tal que a < r; < b. Analogamente, existe 1o tal que a < r; < ry < b. Prosseguindo com
este raciocinio, teremos uma sequéncia de niimeros racionais (r,) crescente e limitada, que
pelo Teorema 9 da pagina 34 converge. Vimos, no capitulo 1, que um nimero irracional
é o limite de uma sequéncia de racionais, ou seja, temos que os irracionais sao os limites
destas sequéncias (r,,) e formam um conjunto de pontos aderentes a Q. Como R é a unido

do conjunto dos ntimeros racionais com o conjunto dos nimeros irracionais, entao, R é o

fecho de Q. H

Teorema 11. Um ponto a € aderente ao conjunto X se, e somente se, toda vizinhanca

de a contém algum ponto de X.

Demonstracao. Seja a aderente a X. Entao a = limx,, onde x,, € X para todo n € N.

Dada uma vizinhanga qualquer V, temos x,, € V para todo N suficientemente grande
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(pela definigdo de limite), logo V' N X # (). Reciprocamente, se toda vizinhanca de a
contém pontos de X podemos escolher, em cada intervalo (a —1/n,a + 1/n),n € N, um

ponto x, € X. Entao |z, —a| < 1/n, logo limz,, = a e a é aderente a X. O

Teorema 12. Um conjunto F' C R € fechado se, e somente se, seu complementar A =
R — F' ¢ aberto.

Demonstragio. Sejam F fechado e a € A, isto é, a ¢ F. Pelo teorema anterior, existe
alguma vizinhanca V' que nao contém pontos de F', isto é, V C A. Assim, todo ponto
a € A é interior a A, ou seja, A é aberto. Reciprocamente, se o conjunto A é aberto e o
ponto a é aderente a FF = R — A entao toda vizinhanca de a contém pontos de F', logo
a nao ¢é interior a A. Sendo A aberto, temos a ¢ A, ou seja, a € F. Assim, todo ponto a

aderente a F' pertence a F', logo F' é fechado. O

Observacao (2). Seja X C R, nao-vazio. Entio a = inf X e b =sup X sdo aderentes
a X. Com efeito, para todo n € N, podemos escolher x, € X com a < x, < a+ 1/n,
logo a = lim x,,. Analogamente, vé-se que b = limy,,, y, € X. Em particular, a e b sao

aderentes a (a,b).

Observagao (3). Uma cisao de um conjunto X C R é uma decomposi¢io X = AU B tal
que ANB =0 e AN B =0, isto é, nehum ponto de A ¢é aderente a B e nehum ponto de

B € aderente a A. A decomposi¢io X = X U chama-se cisdo trivial.

Exemplo 11. Dado um nimero irracional o, sejam A = {x € Q;x < a} e B = {x €

Q;x > a}. A decomposi¢io Q = AU B é uma cisao do conjunto Q dos racionais.

Teorema 13. Um intervalo da reta sa admite a cisao trivial.

Demonstragdo. Suponhamos, por absurdo, que o intervalo I admita a cisao nao trivial
I = AU B. Tomemos a € A, b € B, digamos com a < b, logo [a,b] C I. Seja ¢ o ponto
médio do intervalo [a, b]. Entaoc € Aouc € B.Sec € A, poremosa; = ¢, by =b. Sec € B,
escreveremos a; = a, by = ¢. Em qualquer caso, obteremos um intervalo [a1,b1] C [a, b],
com by —a; = (b—a)/2 e a; € A, by € B. Por sua vez, o ponto médio de [ay,b1] 0
decompde em dois intervalos fechados justapostos de comprimento (b — a)/4. Um desses
intervalos, que chamaremos [ag, by| tem as € A e by € B. Prosseguindo analogamente,
obteremos uma sequéncia de intervalos encaixados|a, b] D [a1,b1] D ... D [an, by ... com
b, —a, = (b—a)/2", a, € A e b, € B para todo n € N. Pelo Teorema 3 na pégina 30,
existe d € R tal que a,, < d < b,, para todon € N. O ponto d € I = AU B nao pode estar
em A pois d = lim b, € B, nem em B pois d = lim a,, € A. Contradicao. O
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Ponto de Acumulacdo de um Conjunto

Diz-se que a € R é ponto de acumulacao do conjunto X C R quando toda vizi-
nhanga de a contém algum ponto de X diferente do proprio A. Ou seja, para todo € > 0
tem-se (a —€,a+¢€) N (X — {a}) # 0. Indica-se com X’ o conjunto dos pontos de acumu-
lagcao de X.

Se a € X nao é ponto de acumulacao de X, diz-se que A é um ponto isolado de X. Isto
significa que existe € > 0 tal que a é o inico ponto de X no intervalo (a—¢€,a+¢€). Quando

todos os pontos do conjunto X sao isolados, X chama-se um conjunto discreto.

Teorema 14. Dados X C R e a € R, as sequintes afirmagoes sao equivalentes:

1. a é um ponto de acumulacao de X ;
2. a € limite de uma sequéncia de pontos x,, € X — {a};

3. Todo intervalo aberto de centro a contém uma infinidade de pontos de X.

Demonstragao. Supondo (1), para todo n € N podemos achar um ponto z,, € X, z,, # a,
na vizinhanca (a—1/n,a+1/n). Logo lim z,, = a, o que prova (2). Por outro lado, supondo
(2), entdo, para qualquer ng € N, o conjunto{xz,;n > ng} é infinito porque do contrario
existiria um termo z,, que se repetiria infinitas vezes e isto forneceria uma sequéncia
costante com limite x,,, # a. Pela defini¢do de limite, vé-se portanto que (2)=-(3). Final-

mente, a implicacao (3)=- (1) é imediata. O

Conjuntos Compactos

Um subconjunto dos Reais chama-se compacto quando ¢ limitado e fechado.

Por exemplo: Todo conjunto finito é compacto. Um intervalo do tipo [a,b] é um
conjunto compacto. Por outro lado, (a,b) é limitado mas nao é fechado, logo nao é com-

pacto.

Teorema 15. Um conjunto X C R € compacto se, e somente se, toda sequéncia de pontos

em X possui uma subsequéncia que converge para um ponto de X.

Demonstracao. Se X C R é compacto, toda sequéncia de pontos de X é limitada, logo
pelo Teorema 7 da pagina 33 possui uma subsequéncia convergente, cujo limite ¢ um
ponto de X (pois X é fechado). Reciprocamente, seja X C R um conjunto tal que toda
sequéncia de pontos x, possui uma subsequéncia que converge para um ponto de X. Entao
X é limitado porque, do contrario, para cada n € N poderiamos encontrar x,, € X com
|z,| > n. A sequéncia (z,), assim obtida, ndo possuiria subsequéncia convergente. Além

disso X é fechado, pois do contrario existiria um ponto a ¢ X com a = lim z,, onde cada
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x, € X. A sequéncia (x,) nao posuiria, entao, subsequéncia alguma convergindo para um

ponto de X, pois todas suas subsequéncias teriam limite a. Logo X é compacto. O

Observagao. Se X C R é compacto entio, pela observagao (2) sobre conjuntos fechados,
a = inf X e b = sup X pertencem a X. Assim, todo conjunto compacto contém um
elemento minimo e um elemento maximo. Ou seja, se X é compacto entao existem x,

r1 € X tais que xg < x < x1 para todo x € X.
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3 Limites de Funcoes

A nocao de limite, vista no caso particular de sequéncias , sera agora estendida
a situacao mais geral onde se tem uma funcao f : X — R definida num subconjunto

qualquer X C R.

3.1 Definicao e Propriedades

Sejam X C R um conjunto de nimeros reais, f : X — R uma fungao real cujo

dominio ¢ X ¢ a € X’ (conjunto dos pontos de acumulagido de X).

Definigao 6. Diz-se que o nimero real L € o limite de f(x) quando z tende para a, e
escreve-se ligl f(z) = L, quando, para todo ¢ > 0 dado arbitrariamente, pode-se obter
r—a

d > 0 tal que se tenha |f(x) — L] < € sempre que x € X e 0 < |z —a|] < 9.

Informalmente, glcll)r}l f(z) = L significa que se pode tornar f(z) tao préximo de L
quanto se queira, desde que se tome x € X suficientemente préximo, porém diferente, de

a.

A restricdo 0 < |z — a| significa © # a. Assim, no limite L = lim f(x) nao é
permitido & varidvel x assumir o valor a. Portanto, o valor f(a) ndo tem importancia
alguma quando se quer determinar L. O relevante é o comportamento de f(x) quando x

se aproxima de a, sempre com T # a.

Na definicao de limite é essencial que a seja um ponto de acumulacao do conjunto

X, mas é irrelevante que a pertenca ou nao a X, isto é, que f esteja ou nao definida no

ponto a. Num dos exemplos de limites, a saber, a derivada, estuda-se lign q(z), onde a
x a

fungao q(z) = f(x) — f(a)/(z — a) nao estd definida para = = a.

Teorema 16. Sejam f: X - R ea € X'. A fim de que :lvlgéf(x) = L € necessdrio e

suficiente que, para toda sequéncia de pontos x, € X — {a} com limz, = a, tenha-se

lim f(x,) = L.

Demonstracao. Suponhamos, primeiro, que ill)r(ll f(z) = L e que se tenha uma sequéncia
de pontos z,, € X — {a} com limz, = a. Dado arbitrariamente ¢ > 0, existe 6 > 0
tal que z € X, 0 < |[xr —a| < § = |f(z) — L| < e. Existe também ny € N tal que
n>ng = 0 < |x,—a| < §. Por conseguinte, n > ng = |f(z,)—L| < ¢, logo lim f(x,) = L.
Reciprocamente, suponhamos que z,, € X —{a} e limz,, = a implique em lim f(z,) = Le
provemos que se tem glcl_rg f(z) = L. Com efeito, negar esta igualdade implicaria em afirmar

a existéncia de um ntmero € > 0 com a seguinte propriedade: qualquer que seja n € N
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podemos achar z,, € X tal que 0 < |z,, — a| < 1/n, mas |f(x,) — L| > €. Entao terfamos
z, € X —{a}, limz,, = a sem que fosse lim f(x,) = L. Esta contradigdo completa a

demonstracao. ]

Corolério 2 (Unicidade do Limite). Sejam f: X — R ea € X'. Se lim f(z) = L e
};ﬂf@) = M entao L = M.

Com efeito, basta tomar uma sequéncia de pontos z,, € X — {a} com limz, = q,
o que é assegurado pelo teorema 14 da pagina 38. Entao teremos L = limf(z,) e M =

limf(x,). Pela unicidade do limite da sequéncia (f(x,)), vem L = M.

Corolario 3 (Operagoes com Limites). Sejam f,g: X — R, a € X', com lim f(x) = L

e lim g(x) = M. Entao o
lim(f() + g(@)] = L+M;
lim[f(e).g(e)] = LM

Além disso, se 1i_r>n f(z) =0 e g é limitada numa vizinhanga de a, tem-se
r—a

lim[f(2).9(x)] = 0.

T—ra

De fato, dada qualquer sequéncia de pontos x,, € X — {a} com limx, = a, pelo
teorema 6 da pagina 33, valem lim[f(z,) + g(z,)] = Um(f(z,)) + lim(g(z,)) = L+ M
e lim f(x,).9(z,) = lim f(z,).limg(z,) = L.M. Por fim, se existem uma vizinhanga V'
de a e uma constante ¢ tal que |g(z)| < ¢ para todo = pertencente a V' entdo, como z,,
pertence a V' para todo n suficientemente grande, a sequéncia g(z,) é limitada; logo pelo

teorema similar da segao citada, tem-se lim f(x,).g(z,) = 0, pois lim f(z,) — 0.

Teorema 17. Sejam f : X — R, a € X'. Se existe 91:13% f(z) entdo f é limitada numa
vizinhanga de a, isto €, existem § > 0 ec > 0 tais quer € X, 0 < |[z—a| <0 = |f(z)] < c.

Demonstracao. Seja L = glglgr(ll f(x). Tomando ¢ = 1 na definigdo de limite, resulta que
existe d >0talquex € X, 0< |[z—a| <d=|f(x)—L| <1=|f(z)|=|f(x)—L+L| <
|f(z) — L| + |L| < |L| + 1. Basta entao tomar ¢ = |L| + 1. O

Este teorema generaliza o fato de que toda sequéncia convergente ¢é limitada.

3.2 Limites Laterais

Seja X C R. Diz-se que o niimero real a é um ponto de acumulagdo a direita para
X, e escreve-se a € X', quando toda vizinhanca de a contém algum ponto z € X com
x> a. A fim de que a € X/ ¢é necessério e suficiente que a seja limite de uma sequéncia
de pontos x,, > a, pertencentes a X. Analogamente se define ponto de acumulagio d

esquerda.
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Sejam f : X — R, a € X!. Diz-se que o ntimero real L é limite a direita de
f(z) quando x tende para a, e escreve-se L = 1—i>m+ (z) quando, para todo € > 0 dado

arbitrariamente, pode-se obter § > 0 tal que |f(z) — L| < € sempre que z € X e 0 <
x—a <od.

Analogamente se define o limite a esquerda L = l_i>m_ f(z),nocasode f: X - R
com a € X' : isto significa que, para todo € > 0 dado arbitrariamente, pode-se escolher
d>0talquez e XN(a—4d,a)=|f(xr)—L|<e

Note que, dado a € X/ N X", existe lll)n f(z) = L se, e somente se, existem e sao
a

iguais os limites laterais: xli)rél_’_ flz) = xlgglﬁ f(z)=L.

Uma funcao f : X — R chama-se mondtona nao-decrescente quando para z,y €
X,z <y= f(r) < fly). Sex <y = f(zr) > f(y), diz-se mondtona ndo-crescente. Se
vale a implicagdo mais estrita z < y = f(x) < f(y) dizemos que a fungao f é crescente.

Sex <y = f(x) > f(y), dizemos que f é uma fungio decrescente.

Teorema 18. Seja f: X — R uma funcio mondtona limitada. Para todo a € X', e todo
be X' existem L = lim f(x) e M = lim f(z).
r—a+ r—b—

Demonstragao. Suponhamos f nao-decrescente. Seja L = inf{f(x);z € X,z > a}. Afir-
mamos que al—i>r¢£1+ f(z) = L. De fato, dado arbitrariamente ¢ > 0, L + € nao é cota inferior
do conjunto limitado {f(z);z € x,x > a}. Logo existe § > 0 tal que a +9 € X e
L < f(a+0) < L+e. Como f é nao-decrescente, x € X N(a,a+9) = L < f(x) < L+,
o que prova a afirmacao feita. De modo andlogo vé-se que M = sup{f(z);z € X,z < b}
é o limite a esquerda M = xlgglﬁ f(z). O

Se a € X nao é necessario supor que f seja limitada. De fato, suponhamos que
f seja monétona nao-decrescente e a € X' . Entdo f(a) é uma cota inferior do conjunto
{f(z);z € X,z > a} e o infimo deste conjunto é xllggrf(x) Analogamente, se a € X"
entdo f(a) é uma cota superior do conjunto {f(x);x € X,z < a}, cujo supremo ¢ o limite

a esquerda lim f ().

3.3 Limites no Infinito e Limites Infinitos
Seja X C R ilimitado superiormente. Dada f : X — R, escreve-se Erf flz) =1L,
quando o nimero real L satisfaz a condigao: Ve > 034 > 0;z € X,z > A= |f(z)—L| <e.

De maneira andloga define-se li)r_n f(z) = L, quando o dominio de f for limitado

inferiormente: para todo € > 0 dado, deve existir A > 0 tal que z < —A = |f(z)— L| < e.

Valem os resultados ja demonstrados para o limite quando x — a, a € R, com as

devidas adaptagoes.
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Os limites para r — +00 e x — —o0 sao, de certo modo, limites laterais. Logo
vale o resultado do teorema anterior: se f : X — R é mondtona limitada entao existe
lim f(z) se o dominio X for ilimitado superiormente e existe lim f(z) se o dominio
T—r+00 r——00
de f for ilimitada inferiormente.
O limite de uma sequéncia é um caso particular de limite no infinito: trata-se de

1_131 f(z), onde f: N — R é uma fungao definida do conjunto N dos niimeros naturais.

Diremos que glcl_rg f(z) = 400 quando, para todo A > 0, existe 6 > 0 tal que
0<|z—al <dxe X = f(xr) > A. Por exemplo, lim 1/(z —a)* = +o0, pois dado A > 0,
tomamos § = 1/v/A. Entao 0 < |z —a| <6 =) < (z —a)? < 1/A=1/(x —a)® > A.

De modo semelhante, definiremos ;lclg(ll f(z) = —oo. Isto significa que, para todo
A > 0, existe § > 0 tal que x € X,0 < |r —a|] < 6§ = f(z) < —A. Por exemplo,

. 2 _
lim —1/(z — a)* = —oc.
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4 Funcoes Continuas

Definicao e Propriedades

Uma funcao f : X — R, definida no conjunto X C R, diz-se continua no ponto
a € X quando, para todo € > 0 dado arbitrariamente, pode-se obter 6 > 0 tal que z € X
e |z — a|] < d implique em |f(x) — f(a)] < e.

Diz-se que f : X — R é uma fung¢do continua quando f é continua em todos os

pontos a € X.

Se a é um ponto isolado do conjunto X, entao toda funcao f : X — R é continua
no ponto a. Em particular, se X é um conjunto discreto, como Z por exemplo, entao toda

fungao f: X — R é continua.

Se a € X é um ponto de acumulagao de X, entao f : X — R é continua no ponto

a se, e somente se, lim f(z) = f(a).

Ao contrario do caso de limite, na definicdo de funcao continua o ponto a deve
pertencer ao conjunto X e pode-se tomar x = a pois, quando isto se da, a condicao

|f(z) — f(a)| < € torna-se 0 < ¢, o0 que é imediato.

Teorema 19. Sejam f,g: X — R continuas no ponto a € X, com f(a) < g(a). Existe
d >0 tal que f(x) < g(x) para todo x € X N (a —6,a +9).

Demonstragio. Tomemos ¢ = [g(a) — f(a)]/2 e ¢ = g(a) — c = ¢ — f(a). Entdo e > 0 e
f(a) + €= g(a) — € = c. Pela defini¢do de continuidade, existem d; > 0 e d > 0 tais que
reX,|Jt—a| <0 = fla)—e< f(z) <cex € X,|t—a|] <dy=c<gx)<gla)+e
Seja d o menor dos dois nimeros d; e do. Entao x € X, |z —a| < § = f(zx) <c < g(x), 0

que prova o teorema. ]

Corolario 4. Dadas f,g : X — R continuas, sejam Y = {x € X;f(z) < g(x)} e
Z ={x e X; f(x) <g(x)}. Existem A CR aberto e ' C R fechado tais que Y = X N A
e Z =X NF. Em particular, se X € aberto entio'Y € aberto e se X ¢ fechado entio Z
¢ fechado.

De fato, pelo teorema anterior, para cada y € Y existe um intervalo aberto I, de
centro y, tal que {y} C X NI, C Y. Dal resulta que a unido de todos {y} esta contida
na unido de todos (X N 1,) que, por sua vez, estd contida em Y. Pondo A igual a unido
de todos I,, o teorema 10 da péagina 10 assegura que A ¢ um conjunto aberto. Além
disso, de Y € X N A C Y concluimos que Y = X N A. Quanto ao conjunto Z, temos
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Z =X —{z € X;g(x) < f(x)}. Pelo que acabamos de ver, existe B C R aberto tal que
Z=X—(xNnB)=XN(R— B). Pelo teorema 12 da pagina 37: Um conjunto ¢ fechado
se, e somente se, seu complementar é aberto. Temos que F' = R — B é fechado, portanto

Z = X N F como se pretendia mostrar.

Teorema 20. A fim de que a funcio f: X — R seja continua no ponto a € necessdrio e

suficiente que, para toda sequéncia de pontos x,, € X comlimx, = a, se tenha lim f(x,) =

f(a).

A demonstragdo & andloga a demonstragao do teorema 16 da péagina 41. Basta

trocarmos L por f(a).

Observacao. Considerando as somas e produtos de sequéncias e limites de sequéncias,
temos que se f,g : X — R sao continuas no ponto a € X entdo sao continuas nesse

mesmo ponto as fungoes f+ g, f.g: X — R.

4.1 Funcoes Continuas num Intervalo

Teorema 21 (do Valor Intermediario). Seja f : [a,b] — R continua. Se f(a) < d < f(b)
entio existe ¢ € (a,b) tal que f(c) =d.

Demonstragio. Consideremos os conjuntos A = {z € [a,b]; f(x < d} e B = {z €
[a,b]; f(x) > d}. Pelo coroldrio anterior, A e B sao fechados, logo ANB = ANB = ANB,
onde A é o fecho do conjunto A. Além disso, é claro que [a,b] = AU B. Se for AN B # ()
entdo o teorema estd demonstrado porque se tem f(c) = d para qualquer ¢ € AN B. Se,
entretanto, fosse AN B = ) entdo [a,b] = AU B seria uma cisao nao trivial (porque a € A

e b € B), o que é vedado pelo teorema 13 d4 pagina 37. O]

Corolario 5. Se I C R é um intervalo e f : [ — R é continua entdo f(I) é um intervalo.

Demonstracio. E imediato se f é constante. Caso contrario, sejam o = inf f(I) =
inf{f(z);z € I} e p = sup f(I) = sup{f(z);x € I}. Se f(I) for ilimitado, tomare-
mos a = —oo e/ou = +o0. Para provar que f(I) é um intervalo cujos extremos sdo «

e [, tomemos d tal que a < d < 3. Pelas defini¢des de inf e sup, existem a,b € [ tais
que a < f(a) < d < f(b) < B. Pelo Teorema do valor Intermediério existe ¢ € [a, b], logo
c e, tal que f(c) =d. Assim d € f(I). Isto prova que (o, 8) C f(I). Como a é o inf e /3
é o sup de f(I), nenhum niimero real menor do que a ou maior do que /3 pode estar em

f(I). Portanto, F'(I) é um intervalo cujos extremos sao « e f.
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4.2 Funcoes Continuas em Conjuntos Compactos

Muitos problemas em Matematica e nas aplicagoes consistem em procurar pontos
de um conjunto X nos quais uma certa funcao real f : X — R assume seu valor maximo

ou seu valor minimo. E necessario saber sob quais condigoes tais pontos existem.

Teorema 22. A imagem f(X) de um conjunto compacto X C R por uma fungao continua

f: X — R éum conjunto compacto.

Demonstracao. Ja vimos que um conjunto X C R é compacto se, e somente se, toda
sequéncia de pontos em X possui uma subsequéncia que converge para um ponto de X.
Ora, para cada n € N temos y,, = f(z,), com z,, € X. Como X é compacto, a sequéncia
(x,) possui uma subsequéncia (z,) que converge para um ponto a € X. Sendo f continua
no ponto a, de lim z,, = a concluimos que, pondo b = f(a), temos b € f(X) e, além disso,

limy, = lim f(z,) = f(a) = b, como queriamos demonstrar. O

Teorema 23. (de Weierstrass) Seja f : X — R continua no conjunto compacto X C R.
Ezistem xg,x1 € X tais que f(xo) < f(z) < f(x1) para todo x € X.

A fungao assume seu valor maximo e minimo, ou seja, existem os pontos de maximo

e minimo no dado intervalo.

Demonstragio. Pelo teorema anterior, f(X) é um conjunto compacto, logo possui um
menor elemento e um maior elemento. Digamos: f(xg) e f(z1). Isto quer dizer que existem
xo,x1 € X tais que f(xo) < f(z) < f(x;) para todo z € X. O
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5 Funcoes Derivaveis

5.1 Razao Incremental

Considere uma curva que seja o grafico de uma fungdo f. Sejam a e f(a) as
coordenadas do ponto P, onde desejamos tracar a tangente. Consideremos um outro
ponto @ do gréfico de f, cuja abscissa representamos por a + h (incremento de a); entao,

a ordenada de @ é f(a+ h). O declive da reta secante PQ) é dado pelo quociente

flath) = fla) _ flath)—f(a)
(a+h)—a h

chamado razdo incremental.

Reta Tangente

fla+h)

Jlath)=f(a)

J(@)

z

Figura 1 —

Vamos imaginar agora que, enquanto o ponto P permanece fixo, o ponto Q(mével)
se aproxima de P, passando por sucessivas posicoes (01, ()2, @3... Logo, a secante P() assu-
mird as posigoes PQq, PQs, PQs...(Figura 1). O que se espera é que a razao incremental,
que é o declive da secante, se aproxime de um determinado valor m, a medida que o
ponto @ se aproxima de P. Isso acontecendo, definimos a reta tangente a curva no ponto
P como sendo aquela que passa por P e cujo declive ou coeficiente angular ¢ m. O modo
de fazer () aproximar-se de P consiste em fazer o nimero h cada vez mais proximo de
zero na razao incremental. Dizemos que h estd tendendo a zero e escrevemos "h — 07.
Observe que h pode assumir valores positivos e negativos. E claro que, se imaginarmos h
assumindo valores exclusivamente positivos, entao o ponto () estara se aproximando de P

pela direita. Mas podemos também imaginar que h esteja assumindo exclusivamente valo-
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res negativos e, neste caso, o ponto () estara se aproximando de P pela esquerda.(Figura
2)

Y

Figura 2 —

A Derivada no Ponto

Quando fazemos h — 0 e razao incremental aproxima-se de um valor finito f’(a),

dizemos que f’(a) é a derivada de f no ponto a e escrevemos:

f'(a) = lim

h—0

fla+h) = fla)
h

5.2 Limite e Continuidade

Diz-se que uma funcao f é continua num ponto xy quando as seguintes condi¢oes

estao satisfeitas:
a)f esta definida em xo;

b) f(z) tem limite com z — xq e esse limite é igual a f(xo), isto é, lim f(z) = f(xg).
T—x0
Dizemos que f é continua num dominio D se ela for continua em cada ponto desse

dominio.

Continuidade e Valor Intermediario

A defini¢ao de continuidade esta intimamente ligada a ideia geométrica, segundo a
qual concebemos como continua uma funcao cujo grafico nao apresenta quebra ou ruptura.
Alids, a maneira mais intuitiva de exprimir esse fato geométrico em linguagem analitica
consiste em dizer que uma func¢ao continua num intervalo assume todo e qualquer valor

compreendido entre dois outros valores assumidos pela funcido. Mais especificamente, se
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f for continua num intervalo, do qual a e b sdo pontos quaisquer, entdo f(z) assume
qualquer valor r compreendido entre f(a) e f(b) para algum ¢ conveniente entre a e b.
Observe que pode haver um ou mais valores ¢ nessas condigoes, e a Figura 3a ilustra uma

situagao com trés valores ¢, c, ¢”, tais que f(c) = f(¢) = f(¢”) =r.

A propriedade que acabamos de descrever segue da continuidade e é conhecida

como Teorema do Valor Intermedidrio. Sua demonstracido sera tratada mais a frente.

Y Y

0)
fla)t- N

0| a c g et b = fla) |-~

Figura 3 —

Teorema 24 (do Valor Intermedidrio). Seja f uma fungao continua num intervalo, do
qual a e b sao pontos quaisquer. Entao, dado qualquer nimero r, entre f(a) e f(b), existe

pelo menos um nimero ¢ entre a e b, tal que r = f(c).

Corolario 6. Seja f uma fungao continua num intervalo, do qual a e b sao pontos onde

a funcao assume valores de sinais contrarios. Entdo existe pelo menos um ponto entre a
e b onde [ se anula.(Figura 3b)

Em geral, as fun¢des com que lidamos no Calculo sdo continuas em seus dominios.

z2—16
rx—4

nao é continua em r = 4 porque nao esta definida nesse ponto. Mas, se é apenas por

Por exemplo, a funcdo g com a lei g(x) = , ¢ continua para todo = # 4. Ela s6
isso, por que nao estender a fungao, definindo-a em = = 4 como sendo igual a 87 Isso é
perfeitamente natural e é o que se costuma fazer; sempre que uma funcao f tiver limite
L com =z — xg, é natural definir f em xy como sendo L, isto é, f(xg) = L. Assim a
funcao f passa a ser continua em xy. Isso nem sempre é possivel. Depende do tipo de

descontinuidade. Os tipos de descontinuidade nao serdao abordados neste trabalho.

Em muitos casos, as fungoes tém limites, mas ndo estao definidas nos pontos para

onde tende a variavel z.

Exemplo 12. Calcular a derivada da curva f(x) = +/x em x = 2.

Temos de calcular o limite, com x — 2, da funcao
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@)= 12) _ Va3

xr—2 r—2

g(z) =

Vemos que ela nao esta definida em x = 2, onde assume a forma indeterminada

0/0. Com uma certa manipulagao algébrica, obtemos:

m:hmwzhmﬂzhm 1 _ 1
z—2 r—2 z—=2 x— 2 90%2\/5—1—\/5 2\/§

E natural, entfio, definir g(x) em = = 2, como sendo 1/2v/2 : g(2) = 1/2v/2.

Limites Laterais

As vezes uma funcao possui limites diferentes, conforme x se aproxime de zy por
valores maiores ou menores que zy. Nesses casos, dizemos que x se aproxima de x( pela
direita ou que x se aproxima de xq pela esquerda, o que se indica com os simbolos © — zy+
e x — wo—. Esses limites sao chamados limites laterais; mais especificamente limite a
direita e limite a esquerda. Pode acontecer que a func¢ao s6 tenha um ou nenhum limite

lateral.

Exemplo 13. Seja a funcao

f<$>:|x|:{ _1, se x>0,

1, se x<0.

que estd definida para todo x, exceto x = 0. Como ela é sempre igual a 1 para x < 0, €

claro que seu limite a direita, com x — 0, tem esse mesmo valor:

E, de modo andlogo, hI(I)l flz)=—1.
z—0~

Este € um exemplo de fungdo que nunca serd continua em x = 0, qualquer que
seja o valor que se lhe atribua nesse ponto. No entanto, se pusermos f(0) = 1, ela serd

continua d direita em x = 0 (figura 4):
lim f(z) =1= f(0).

r—0+

Analogamente, ela serd continua a esquerda no mesmo ponto se pusermos

f(0) = —=1(Figura 4), visto termos, entao,

lim f(x)=—1= f(0).

r—0—



5.3. Funcao Derivada 53

Figura 4 —

Limites Infinitos e Limites no Infinito

Considere a fungao cuja lei seja f(x) = x% definida para todo x # 0. Quando z se
aproxima de zero pela direita, o denominador também se aproxima de zero, permanecendo
sempre positivo; logo, a fun¢ao cresce acima de qualquer niimero. Dizemos que ela tende

a +o0:

o contrario, se x ~,x° tende a zero, porém sempre por valores negativos, de
A t , — 07, 2% tend , 1 tivos, d
forma que I%, em valor absoluto, tende a infinito sempre negativa. Dizemos, entao, que a

funcao tende a —oo:

lim — = —o0.
z—0— g3

5.3 Funcao Derivada

Sejam f uma fungdo e D um conjunto dos a para os quais f’(a) existe. A fungao
f'+ D — R dada por a — f'(a), denomina-se funcao derivada. Substituindo a por z,

obtemos

_flz+h) - f(z)
/ p—
fo=im=—
Podemos também fazer ©’ = x + h, h = 2’ — x: Entao, fazer h tender a zero é equivalente
a fazer 2’ tender a x:
, PR—
f(x) = lim —f(a:), /()

' —x x —x
ou ainda

x)— f(x
T—rx0 €xr — xo
Até o momento, nada nos garante que uma dada funcao tenha derivada em certo

ponto x ou, como se diz, seja derivdvel nesse ponto. Por exemplo, considere a fungao
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x, se x>0
flz) =zl =

-z, se <0

ilustrada na Figura 5. Sua razao incremental no ponto z = 0 é dada por

1, se />0

f(w’sz(o) _ =l _
x'—0 x _]_7

se 2’ <0.

Vemos, assim, que o limite desta razao incremental é 1 se ' — 0 por valores estritamente
positivos e -1 se ' — 0 por valores estritamente negativos. O limite ndo existe para ' — 0
por valores positivos e negativos ao mesmo tempo. Assim, a funcdo nao é derivavel no

ponto x = 0. Todavia, ela é derivavel para todo x # 0.

Figura 5 —
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Vejamos outro exemplo (Figura 6) onde a fungao é continua, mas nao derivavel

num ponto.

Exemplo 14. Seja
cosx, se x <27

f(x):{ r— 27 —1), se x> 2.

Temos:

f € continua em 2w, pois:

xg%- flx) = :}H?ﬂ cosz = cos2m =1 = f(2m)
mEgﬁ flz) = xlirglwx —2r—1)=2r—-2r+1=1= f(2n)

f nao € derivavel em 27, pois:

f(x+h) = f(x)
- :

Para o limite a esquerda, utilizaremos a notagdo de derivada: }Lirr(l)
—

lim cos(2m + h) — cos(27) _ lim cos(h) — 1 _

h—s0— h h—0— h 0.

(Este dltimo limite é um limite notdvel e omitiremos sua demonstracao).

— f(2 -2 1—-1 -2
lim M: lim v Tt = lim v i

=1
z—2m+ Tr — 27 z—27 T — 27 T2 ¢ — 2T
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0,1
@ 2m1)

Figura 6 —

Continuidade das Funcdes Derivaveis

Vimos, anteriormente, que se uma funcao f é continua num certo ponto xy entao,

lim f(z) = f(xo)

Tr—xTQ

Teorema 25. Toda funcao derivavel num ponto xy € continua nesse ponto.

Demonstragao. Seja f uma fungao derivavel no ponto z, de sorte que a diferenca 7 entre

a razao incremental e a derivada,

n = M — /(o)

T — 2o

tenda a zero com x — xy. Daqui segue-se que

f(x) = f(zo) + (v — 20) f'(20) + (. — 20)7

Quando = — xg, os dois ultimos termos deste segundo membro tendem a zero; logo,

lim f(x) = f(zo)

T—IQ

o que completa a demonstracao. Vale ressaltar que a reciproca desse teorema nao ¢ ver-
dadeira. O
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Derivada da funcao Constante
Dada a fungao f(z) = ¢, ¢ € R, temos:

Ay fla+Ar) - )
Azr Az Az

Ay
/ = _ =
f (l’) o Ax—0 Al‘

Portanto,

F(z) = ¢ — f/(z) = 0

Derivada da Funcdo Poténcia
Dada a fungao f(z) = z", n € N*, temos:

Ay:f(x—l—Ax)—f(x) (x + Az)" — z"

Ax Az Az

Crox™ + ... + Cpn(Az)" — 2"

Ax

Cora™ L + oo+ Cpp(Az)" !

. ) _ _
f@) = fim, 5y = O™ = na™™

Logo,
f(x)=2" — f'(z) =na"*
Exemplo 15. f(z) =5 — f'(z) =0

Exemplo 16. f(z) = 2 — f'(z) = 322

Derivada da Soma

Sejam u = u(z) e v = v(x) duas fungdes derivaveis em I =|a, b[. Provemos que a

fungao f(z) = u(z)+v(z) também ¢é derivavel em [ e sua derivada é f'(z) = u'(x) +v'(z).

Temos:

A= flx+Ax) — f(z) = [u(z + Az) +v(z + Azx)] — [u(z) + v(z)] =
[u(z + Ax) — u(x)] + [v(z + Az) —v(z)] = Au+ Av
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Entao:

I Yy Au+1. Av
Ai:rilo Azr Alg%) Az Agcrilo Az

Como u e v sao fungoes derivaveis, os dois limites do segundo membro sao finitos,

Ay
lim — é finito, isto é, é derivavel em 1.
Az—0 Az

Calculando os limites, temos:

f'(x) = ' (z) + ' (x)

Notemos que esta propriedade pode ser estendida para uma soma de n fungoes.

Assim:

f(z) =ui(z) + ug(z) + ..cup(z) — f(x) = u)(x) + uh(z) + ...ul (x)
Exemplo 17. f(z)=2+1— f(x)=14+0=1

Exemplo 18. f(z) =2?+3 — f'(z) =22+ 0= 2z

Omitiremos as demonstracoes da derivada do produto e da derivada do quociente.

Derivadas Sucessivas

Seja f uma func¢ado continua em um intervalo I e seja I; o conjunto dos pontos de [
em que f é derivavel. Em I, ja definimos a funcao f’, chamada funcio derivada primeira
de f. Seja I3 o conjunto dos pontos de I; em que f’ é derivavel. Em I, podemos definir a

fungao derivada de f’ que chamaremos de derivada sequnda de f e indicaremos por f”.

Repetindo o processo, podemos definir as derivadas terceira, quarta etc. de f.

Exemplo 19. f(z) =32+ 52 +6 — f'(x) =6x+5 f'(z) =6 f"(z)=0

5.4 Estudo da Variacao das Funcoes

Maximos e Minimos

Definig¢ao 7. I) Seja a fungio f : D — R e seja xo € D. Chamamos vizinhanga de x

um intervalo V- =|xg — d, 9 + [, onde § é um nimero real positivo.
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II) Dizemos que xoq € um ponto de mdximo local de f se existir uma vizinhanga V'
de xq tal que para todo v € V = f(z) < f(xo). Neste caso, o valor de f(xy) é chamado

maximo local de f.

III) Dizemos que xo € um ponto de minimo local de f se existir uma vizinhanga V
de g tal que para todo x € V = f(x) > f(xo). Neste caso, o valor de f(xo) é chamado

minimo local de f.

IV) Dizemos que xoq é um ponto extremo se xo for um ponto de mdximo local ou

de minimo local de f. Neste caso, o valor de f(xy) é chamado valor extremo de f.

flxh

A7

Figura 7 —

Na Figura 7, a, xs, x4 € b sao pontos de minimo locais de f, enquanto xy,x3 e x5

sao pontos de maximo locais de f.

Os pontos de maximo ou minimo locais que nao sao extremos do intervalo em que
a funcao esta definida sdo chamados pontos de mdximo ou minimo locais interiores. Na

Figura 6, x5 e x4 sdo pontos de minimo locais interiores.

As nocgoes de maximo e minimo locais referem-se a uma vizinhanga do ponto
considerado. Na funcao representada na Figura 8, existe uma vizinhanca V; de x; em
que f(z) < f(x1) para todo x; por outro lado, existe uma vizinhanca V5 de x5 em que
f(z) > f(xq), para todo x. Isto leva & conclusdo de que x; é ponto de maximo local, x5 é

ponto de minimo local.

Definig¢ao 8. Dizemos que f(xy) é um valor mdzimo absoluto de f se f(xo) > f(x) para
todo = do dominio de f, isto é, f(xo) € o maior valor que f assume. Dizemos que f(xq)
é um valor minimo absoluto de f se f(xo) < f(x) para todo x do dominio de f, isto é,

f(xg) € o menor valor que [ assume.

Voltando a Figura 6 e considerando o dominio [a,b], f(xs) e f(b) sdo, respec-
tivamente, o mdximo e o minimo absolutos de f. Observemos que hd funcoes que tém
maxrimos ou minimos locais mas nao apresentam um mdzrimo ou minimo absoluto. Na
Figura 9, vemos que a e ¢ sao pontos de mdximo local, b e d sao pontos de minimo local,

porém, a fungdo nao tem mdximo nem minimo absoluto.
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flx)
||
||
‘ |
| I
I \
| | !
T T T T
a xi X b x
Figura 8 —
Yy
|
|
|l ‘
Ll
\ b ¢ x

Figura 9 —
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Teorema 26. ' . Se f : D — R é uma funcdio derivdvel no ponto xy € D e xy é ponto

extremo local interior de f, entio f'(xq) = 0.

Demonstracao. Suponhamos que xg seja ponto de minimo local interior de f. Entao, existe

uma vizinhanca V' de z( tal que, para todo x € V, tem-se:

T — Tg
f(zo) < f(z) =
r — X9

Sendo f derivavel em x, existe e é finito o limite:

1o @) = fao)

T—TQ T — X

= ['(20)

que coincide com os limites laterais a esquerda e a direita de xy que,por sua vez, sao iguais

pois o limite existe. Portanto:

lim f(z) = f(xo) _ F(z0) <0
Ty T — 2o , .
_ = f'(%9) =0
lim f(z) = flzo) _ F'(z0) >0
z—)xg T — TIg
Se x( for ponto de maximo local de f, a demonstragdo é anédloga. O]

Interpretacao Geométrica 1. O teorema citado anteriormente, garante que num ex-
tremo local interior de uma funcao derivdvel f, a reta tangente ao grafico de f é paralela
ao eizo dos x. Veja a Figura 10 onde xy é mdzimo local interior e minimo local interior,

respectivamente.

Observemos, porém, que o reciproco do teorema é falso, isto é, existem fungoes f
derivéveis no ponto zy do seu dominio com f’(xy) = 0 e xy ndo é ponto extremo de f. B
o caso, por exemplo da fungao f(z) = (z — 1)* com f’(1) = 0 e 1 ndo ¢ ponto extremo
(Figura 11).

Observemos ainda que o teorema nao exclui a possibilidade de xg ser ponto extremo sem
que se tenha f’(xg) = 0. Isto pode ocorrer se f nao é derivavel em xy. Por exemplo, 0 é

ponto de minimo da fung¢do f(z) = |x| e ndo existe f(0).

L No capitulo anterior vimos o Teorema de Weierstrass, onde afirma que se f é uma funcdo continua

num intervalo fechado[a,b] entdo f possui ao menos um ponto de maximo e ao menos um ponto de
minimo nesse intervalo.
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fx) fix)

, |
b - -

Figura 10 —

w“*/’a

1 X

/

Figura 11 —

5.5 Derivada - Crescimento - Decréscimo

Teorema 27 (de Rolle). : Se f é uma fungdo continua em [a,b] € derivdvel em |a,b| e

f(a) = f(b), entao existe ao menos um ponto xg € la,b| tal que f'(xq) = 0.

Demonstragio. Se f é constante em [a,b] entdo f'(z) = 0 em ]a,b[, isto é, para todo
xo € Ja,b] temos f'(z9) = 0. Se f ndo é constante em |a, b[, entdo existe = €la, b[ tal que
f(z) # f(a) = f(b). Como f é continua em |a,b[, f tem um minimo e um maximo em
[a,b] (Teorema de Weierstrass). Se existe x € |a, b[ tal que f(x) > f(a) = f(b), entdo o
valor f(a) = f(b) ndo é o maximo de f em la,b], portanto, f assume valor méximo em
algum ponto xy €la,b] e, sendo f, derivdvel em |a, b| temos, pelo teorema demonstrado
anteriormente, f'(xo) = 0. Se existe x € |a,b[ tal que f(x) < f(a) = f(b), a prova é

analoga. [
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Interpretacao Geométrica 2. O teorema de Rolle afirma que se uma funcdo é derivdvel
em la,b], continua em |a,b| e assume valores iguais nos extremos do intervalo, entao em

algum ponto de ]a,b] a tangente ao grifico de f € paralela ao eizo dos x.(Figura 12)

Figura 12 —

Teorema 28 (do Valor Médio). Se f é uma fungao continua em |a,b| e derivdvel em

la,b[, entdo existe ao menos um ponto xo € la,b| tal que

f(0) — f(a)

f(b) = f(a)

Demonstragio. Se f(a) = f(b) entao = 0 e, pelo teorema de Rolle, existe

xo € |a,b] tal que f'(xy) =0 = . Se f(a) # f(b), consideremos a fungao

b—a
(@) = f(z) = fla) W.(x — 4) e observemos que:
1. g & continua em ]a, b[ por ser a diferenca entre f(z) — f(a) e W.(x —a)
que sio continuas em Ja, b[:
2. g 6 derivével em ]a, b[ e sua derivada & ¢'(z) = f'(z) — W;
3. nos extremos do intervalo a, b, temos:
o) = fla)~ fta) - LU =TD (0 gy~
o) = 50— fa) - LT gy

portanto, g(a) = g(b) = 0.
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Sendo assim, é valido para g o teorema de Rolle: existe zq € ]a, b[ tal que ¢'(zo) = 0,

isto é,
J(w0) = (o) - LU D g
ou ainda,

]

Interpretacao Geométrica 3. Segundo o teorema do valor médio, se f € fungdo conti-
nua em |a, b e derivdvel em ]a,b|, entdo existe um ponto xy € |a,b| tal que a reta tangente
ao grifico de f no ponto P(xg, f(x¢)) € paralela d reta determinada pelos pontos A(a, f(a))
e B(b, f(b)), por terem declives iguais. (Figura 13)

fx)

Figura 13 —
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Funcdes Crescentes e Decrescentes

Uma das consequéncias do Teorema do Valor Médio é um critério que permite
verificar se uma dada funcao f é crescente ou decrescente, conforme sua derivada seja

positiva ou negativa.

Antes de dar uma demonstracao analitica desse fato, vamos interpreta-lo geome-
tricamente: se a derivada f’ for positiva, como ela é o declive da reta tangente ao grafico
de f, esse grafico deverd estar inclinado a direita e para cima, apresentando um aspecto
ascendente (Figura 14a). Em consequéncia, f(x) cresce a medida que x cresce, ou seja, f
é funcao crescente. Ao contrario, se f’ for negativa, o grafico de f estara para a direita e
para baixo, tendo aspecto decrescente (Figura 14b), de forma que f(x) decresce a medida

que x cresce, e a funcao é decrescente.

(a) (&)

Figura 14 -

Teorema 29. Seja f uma fun¢io continua num intervalo fechado [a,b] e derivdvel nos
pontos internos. Entio f é crescente se f'(x) > 0 e decrescente se f'(x) < 0, para todo

em (a,b).

Demonstragio. Sejam z1 e xo pontos arbitrarios de [a,b], com x; < x9. O Teorema do
Valor Médio, aplicado ao intervalo [z1,xs], nos garante a existéncia de um ponto ¢ em

(1, 2) tal que
f(@2) = f(z1) = f(e) (22 — 21).
Daqui segue-se que, se f for positiva em (a, b), entdo
f(@2) = f(z1) > 0 ou fz1) < f(22)

e a fungao f serd crescente. De igual modo, se f’ for negativa em (a,b), concluimos que

f(z1) > f(xq); logo, f serd decrescente. O
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Testes das Derivadas Primeira e Segunda

Utilizaremos, agora, o teorema anterior para saber se um ponto critico? é de mé-
ximo ou de minimo local. Vamos usar frases como "f’(z) é positiva a esquerda de ",
significando com isto que existe algum intervalo(xy — d, zy), com § > 0, onde f'(x) é posi-
tiva; diremos também " f’(z) é positiva a direita de zo"quando f’(z) > 0 para x em algum
intervalo (xg,xo + J), com § > 0. Frases inteiramente andlogas serdo usadas no caso de

f'(x) ser negativa.

Seja f uma fungdo com ponto critico xzy. Como f’(xy) = 0, a tangente ao grafico
de f no ponto (xg, f(x)) é horizontal. Se f’(z) for positiva a esquerda de z( e negativa
a direita, entdo f(x) estard passando de crescente (a esquerda de zg) a decrescente (a
direita de zy), e xy serd ponto de maximo, como ilustra a Figura 15a. Analogamente, z

serd ponto de minimo se f'(z) for negativa a esquerda e positiva a direita de zo (Figura

TR A

00— & o xzo+ 6 ) ro w9+ 6

Figura 15 —

Outro modo de tirar a mesmas concluses consiste em analisar o sinal de f”(z) (derivada
segunda). Se esta fungao for negativa em zy e num intervalo (zg — 6,29 + d), com § > 0,
entao f’(x) serd decrescente nesse intervalo; como f'(x) = 0, vemos que f’(x) sera positiva
a esquerda e negativa a direita de xq, e este serd um ponto de méximo (Figura 15a). Ao
contrario, se f”(z) for positiva em z( e num intervalo (zg —d,zo+0), f'(x) serd crescente
nesse intervalo; como ela se anula em xy, f'(z) serd negativa a esquerda de xy e positiva

a direita, e xy serd ponto de minimo (Figura 15b).

Observagao. O teste da derivada sequnda € inconclusivo quando f"(z) = 0. Ou seja,
esse ponto pode ser um mdximo, um minimo ou nenhum deles. FEsse teste também falha

quando f"(x) ndo existe. Em tais casos, o teste da derivada primeira deve ser utilizado.
Exemplo 20. f(z) =2* -2z —1

Analisando somente o intervalo [0, 3] (Figura 16), sua derivada, dada pela expressao

() =22 —2=2(x — 1), se anula em = = 1, é negativa a esquerda e positiva & direita
2

Um ponto z que goza da propriedade f'(x) = 0 é chamado de ponto critico.
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desse ponto. Em consequéncia, a reta tangente ao grafico de f tem declive negativo a
esquerda de x = 1 e positivo a direita; logo, pelo teste da derivada primeira, concluimos
que z = 1 é ponto de minimo. Podiamos também chegar a mesma conclusao com o teste
da derivada segunda, notando que f'(1) = 2 > 0. Como x = 1 é o tnico ponto critico,
é claro que ele é também ponto de minimo absoluto, cujo valor é f(1) = —2. O méximo
absoluto s6 pode ocorrer num dos extremos. Como f(0) = —1 e f(3) = 2, vemos que esse

maximo é 2 e ocorre em x = 3.

Figura 16 —

Exemplo 21. f(z)=2% -1

(@

No intervalo [—1, 1] (Figura 17), sua derivada f'(z) = 3z* se anula em z = 0 e

D

positiva para todo x # 0. Em consequéncia, a funcao é sempre crescente e x = 0 nao
ponto de maximo nem de minimo. O méaximo absoluto é zero, atingido em xz = 1: f(1) =

0; e o minimo absoluto -2 ocorre em z = —1: f(—1) = —2.

A mesma func¢ao, considerada em toda a reta, ndo tem maximo nem minimo, pois

ela tende a —oo ou 400 conforme = tende a 400 ou —oo, respectivamente.
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Figura 17 —

O teste da derivada segunda nem sempre ¢é aplicavel.

Exemplo 22. f(z) = 2*/z + 1,2 > —1(Figura 18)

%8+ 9x)

f’(l‘)— 2\/$—H

B 63x* + 11223 + 4822

4x+1)Vr+1

f(z)

Entao, f'(0) = 0, donde vemos que z = 0 é ponto critico; como f”(0) = 0, nao
podemos aplicar o teste da derivada segunda. Mas é facil ver que f'(z) > 0 paraz >0 e
f'(x) < 0logo a esquerda de = = 0, precisamente para —8/9 < x < 0. Entao, pelo teste
da derivada primeira, concluimos que x = 0 é ponto de minimo. Neste ponto a funcao se
anula: f(0) = 0. Note que f tem outro ponto critico em z = —8/9, pois f'(—8/9) = 0.

Como

f'(z) >0 para —1 <z < —8/9

f'(x) <0 para —8/9 <z <0,
o teste da derivada primeira nos diz que z = —8/9 é ponto de maximo. E f4cil ver que
8 8\* 1 4096
/)= (3) = =0
9 9/ 9 19683

Como f(r) — +oo com x — 400, a fungdo f nao tem maximo absoluto. Seu minimo

absoluto é o minimo local zero, atingido em z = 0.
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yA

~1-8/9

Figura 18 —

5.6 Problemas de Maximos e Minimos

Discutiremos nesta secao dois problemas que podem ser resolvidos encontrando
pontos de méximo e minimo, respectivamente. Em geral, temos de lidar com diversas
variaveis, uma das quais deve ser maximizada ou minimizada. Esta variavel deve, entao,
ser expressa como func¢ao de uma unica variavel independente, o que é conseguido por

eliminagao das outras, gracas a certas relagdoes que aparecem no problema.

Exemplo 23. Encontre dois nimeros positivos x© e y, cuja soma s seja dada e cujo

produto p seja o maior possivel.

De x +y = s, tiramos y = s — x. Daqui e de p = zy, obtemos

p=npx)=a(s — ) =sx — 2%
A derivada desta fungdo, p'(z) = s — 2z, se anula em = = xy = s/2. Usando o teste da
derivada segunda, é facil ver que z = xy é ponto de maximo de p(z), pois p”(z) = -2 < 0
para todo x. Entao, os niimeros procurados sdo xo = $/2 e y = yg = s — 19 = $/2, isto é,
To = Yo = S/2.
Exemplo 24. Determine as dimensoes de um cilindro circular reto, de volume dado, de

forma que sua drea seja a menor possivel.

Seja r e h o raio da base e a altura do cilindro, respectivamente. Devemos minimizar

sua area total A, que ¢ a soma da &rea lateral 27rh com as 4reas das bases, 27r2:
A = 2nrh + 27r?

O volume do cilindro é uma constante V', dada por V' = mr2h, relacio esta que utilizamos

para eliminar r ou h na expressao da area. Isso nos da

2
A—27T7’2—|—:/

A derivada desta fungao em relagao a r,
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2 4
A’:47r7’—V:7T<7’3—V),

r2 72 s

se anula quando 7 = ry = (V/27)'/3. Neste ponto, a derivada segunda A” = 47 44V /13 é

positiva; logo, pelo teste da derivada segunda, ry ¢ um ponto de minimo. Como h = V/mr?,

V 1/3
o= (5

a solucao do problema é dada por

h=hy = .

re

Podemos ainda exprimir hy em termos de rg. De fato, da primeira destas duas equagoes,
tiramos V' = 27r3. Daqui e da tltima equagao acima, obtemos hy = 2ry. Vemos, entao,

que o cilindro de volume dado e area maxima tem altura igual ao seu diametro.

5.7 Concavidade, Inflexdao e Graficos

Definicao 9. Seja f uma funcio derivivel num intervalo aberto 1. Se o grifico de f
se situa sempre acima das retas tangentes no intervalo I, dizemos que o grifico tem
concavidade para cima em I. (Figura 19a) Se o grifico de f se situa sempre abaizo

das retas tangentes no intervalo I, dizemos que tem concavidade para baixro em I.

(Figura 19b)

Figura 19 —
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Proposicao 7. Seja f uma funcao duas vezes derivdvel no intervalo aberto I.

1. Se f"(x) > 0 para todo x € I entao o grdfico de f tem concavidade para cima em I.

2. Se f"(x) < 0 para todo x € I entdo o grifico de f tem concavidade para bairo em
I.

Demonstragdo. Iremos provar o item 1 da proposicao. O item 2 é analogo.

Seja f uma fungao duas vezes derivavel em um intervalo I tal que f”(z) > 0 para
todo x € I. Queremos provar que o grafico de f tem concavidade para cima, o que é
o mesmo que dizer que f(z) estd acima da reta tangente passando pelo ponto (a, f(a)),

para qualquer a € I. Portanto, dado a € I, devemos provar que

f(x) > fla) + f(a)(z —a),

para todo x € I, x # a. Vamos fazer isso usando o Teorema do Valor Médio.

Vamos primeiro lidar com o caso x > a. Aplicando o Teorema do Valor Médio no

intervalo [a, x], temos que existe um ¢ € (a, x) tal que

f(z) = fa) = f'(c)(z —a). (5.1)

Como f” > 0 em I, entdo f'(z) é uma fungdo crescente e, portanto, f'(a) < f'(c).

Multiplicando essa equagao pelo fator positivo (x — a), resulta:

f'e)> fila) = [f(o)(z—a)> f(a)(z —a)
= fla)+ f'(0)(z —a) > f(a) + f'(a)(z — a).

Mas pela equagio 5.1, f(z) = f(a) + f'(¢)(z — a), logo
f(x) > f(a) + f'(a)(z — a)

o que mostra que a curva estd acima da tangente em (a, f(a)) para = > a.

O caso x < a é andlogo. Existe ¢ € (z,a) tal que f(z) — f(a) = f'(¢)(z —a) e
f'(e) < f'(a), j& que f" é crescente. Multiplicando pelo fator negativo (x — a), inverte-se

o sinal da desigualdade e

f'le) < fi(a) = f'()(x —a) > fi(c)(z — a) = f(x) = fla) > f'(¢)(x — a)

o que mostra que f(x) > f(a) + f'(a)(x — a). O



72 Capitulo 5. Fungoes Derivaveis

Quando a derivada segunda f” se anula num ponto xg, sendo positiva a esquerda
e negativa a direita de zy, o grafico muda sua concavidade nesse ponto, que é, entao,
chamado de ponto de inflexao (Figura 20a). A inflexdo em xy pode também ocorrer quando

f7 se anula em xy, é negativa a esquerda desse ponto e positiva a direita (Figura 20b).

| () >0 ,f

T > T

[(zo)

(a) (b)
Figura 20 —

As informagoes obtidas sobre pontos de maximo e minimo, intervalos onde ela é crescente
ou decrescente, concavidade, pontos de inflexdo e limites, sdo dados importantes para

esbocar o grafico da funcao.

Exemplo 25. f(x) = 2% — 23 = 23(z — 1)
Calculemos suas derivadas primeira e segunda:

f(z) = 423 — 32% = 42*(x — 3/4)

() = 122% — 6z = 122(x — 1/2)

Vemos que f”(z) se anula nos pontos z = 0 e x = 1/2, sendo positiva para = < 0,
negativa no intervalo (0,1/2) e positiva para = > 1/2. Logo, z = 0 e = 1/2 sdo pontos
de inflexdo, sendo a concavidade para cima nos trechos x < 0 e x > 1/2, e para baixo
quando 0 < z < 1/2. Os pontos criticos sdo x = 0 e x = 3/4, o primeiro de inflexdo e o
segundo um ponto de minimo (Fig.21). Observemos ainda que im f (x) = 400, como
consequéncia da expressdo f(x) = x*(1 —1/xz).

Quando z cresce acima de qualquer nimero, o mesmo acontece com z*, ao passo que
(1 — 1/x) tende a 1; logo, o produto f(z) tende a = oo. O mesmo acontece quando

T — —OQ.
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Figura 21 —

5.8 A Formula de Taylor

Teorema 30 (Férmula de Taylor). Seja f : [a,b] — R wma funcio definida em um
intervalo [a,b]. Suponha que as derivadas sucessivas de [ existam e sejam continuas em

la,b]. Entdo, para cada x € [a, b,z # ¢, existe um ponto & entre x e ¢ tal que:

F() = F0) + Pz =) o 1 [0 = ) + Ry, (52
onde .
R = oy @ =0 (5.3)

Observacao. Note que para n = 0, o Teorema 30 é precisamente o Teorema do Valor
Meédio.

Demonstragio. Consideremos o caso x > ¢ (o caso x < ¢ é anédlogo). O ponto z ficard

fixado durante toda a demonstragao. Definamos a seguinte funcao F': [¢, z] — R:

F(t) = f() = 1(6) = O = 1) = = f 0O (@ )" = gy K =),

onde K é uma constante a ser escolhida posteriormente. Pelas operacoes com funcgoes
continuas, segue-se que F' ¢é continua em [c, z|. Por propriedades da fungoes derivaveis,
segue-se que F' é derivavel em (c, z). Por outro lado, F(x) = 0 e se K for tomado conve-

nientemente, isto €,

(n+1)!

K ={@) = Q) = PO =) == o -} UL 6

entdo F'(c) = 0. Assim, todas as condigoes para a aplicagdo do Teorema de Rolle estdo
satisfeitas. Por conseguinte, existe £ € (¢, z) tal que F'(£) = 0. Calculando a derivada de
F' e simplificando-a, chegamos a
1 1
F'(t) = == f" D () (x = )" + S K(x —t)". (5.5)
n! n!
Logo, de 5.5 e de F'(£) = 0, segue-se

K = f™(g). (5.6)
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Finalmente, 5.4 e 5.6 nos dao as expressoes 5.2 e 5.3 que queriamos demonstrar.

O
Observagao. Se escrevemos
Pa(e) = J() + [ =) oo O — )"
o Teorema 30 nos diz que f(x) difere do polinomio P(x) por R,1, isto é,
f(x) = P(x) = Rpya. (5.7)

Uma relagdo como 5.7 é de grande importancia nas questoes de aproximacgao da
fungao f por polindémios. Por exemplo, a fungao exponencial f(x) = e”, para todo x € R
tem derivadas de todas as ordens e f(™(z) = e® para todo n € N. Logo, nesse caso, se

c=0

Py(z)=1+z+2*/2' 4+ -+ 2"/n!

Ry = 8™ /(n + 1)L

Logo, pelo Teorema 30:
e® — P(x) = es2" ™ /(n + 1)! (5.8)

Se |z| < 1, entdo temos de 5.8
le” — P(x)| <e/(n+1)!

Essa desigualdade mostra que o polindmio P(x) constitui uma aproximagao para
e” com um erro menor que e/(n+ 1)!. Quanto maior for n, melhor serd essa aproximacao,
pois e/(n + 1)! tende a 0.

A féormula 5.2, no caso em que ¢ = 0, é conhecida como formula de Maclaurin.
Vejamos alguns desenvolvimentos de Maclaurin: (£ é um niimero conveniente entre 0 e x;

n é um nimero natural e 7 um ntmero real.)

v’ i x° i (=1)ra®t N (—=1)"senk ,,
sent = T — — 4 — —.-.. 20,
3! b5l (2n —1)! (2n)! ’
cosr = 1—x—2+£4_...+ (=" (=1)"cosk o4y,

21 4l PR
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2 a? (o) (D" a \"
1 1 — . e —
og(l+ ) Y T 31 n! + (n+1)! (1—1-]{:)

n+1
(I1+2) = 1+rz+ 0 IEEPU PP ) R —
2 n n+1)(1+cnti-r

Observe que os polindomios de Maclaurin de seno e cosseno s6 contém poténcias impares
e pares, respectivamente; que os dois primeiros desenvolvimentos sao validos para todo x
real, enquanto que os outros dois s6 para |z| < 1; e que o dltimo, chamado desenvolvimento
binomial, reduz-se ao Binomio de Newton quando r é inteiro.

o

5

4

Figura 22 —

Na figura 22, temos um exemplo de uma funcao f seno uma expansao polinomial
de Taylor de sen x até o 10° termo e uma funcao g = senx. Note que para valores de —m

até m a aproximacao é bastante refinada.

5.9 Derivacao de Funcoes Compostas

Defini¢ao 10 (Defini¢do de Fungao Composta). Sejam f: A - R e ¢ : B — R duas
fungoes reais tais que a imagem f(A) esteja contida em B. A fungio h: A — R definida

por

para todo x € A € chamada a fungdo composta de f e ¢, e se designa por po f.

Teorema 31. Sejam f: A — R e p: B — R duas fungoes reais, tais que f(A) C B.
Suponha que }5119‘3 f(z) = m. Suponha que ¢ seja continua no ponto m. Entdo, a fungdio

composta p o f tem limite no ponto c e
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lim o(f(x)) = ¢(m).

Tr—C

Demonstragio. Seja (x,) uma sequéncia contida em A \ {c} convergindo para c. Pela
hip6tese sobre f, segue-se que f(x,) — m. Como ¢ é continua, ¢(f(z,)) — ¢(m).
Como isso é verdade para toda sequéncia (z,) C A\ {c} convergindo para ¢, o resultado

segue. O

Teorema 32 (A regra da Cadeia). Sejam f: I — R e ¢ : J — R duas fungoes reais
definidas em intervalos I e J, respectivamente, tais que f(I) C J e f(c) é um ponto
interior de J. Suponhamos que f seja derivivel em c e ¢ derivivel em f(c). Entdo, a

fungao composta po f: I — R é derivavel em ¢ e vale a formula:
(o f)(c) =¢(f(c) - f'(0). (5.9)

Demonstracio em um caso particular. Consideremos o caso particular em que a funcao

f tem a propriedade a seguir.
(*) Existe € > 0 tal que f(x) # f(c) para todo x no conjunto
A={zel:0<|z—c|<e}

Para x € A, temos a seguinte identidade:

(0o N — (o N olf@) — olf&) Fla)— (0
. N CENC P (5:10)

Agora, o limite da primeira razao incremental do segundo membro de 5.10 pode ser

determinado do seguinte modo: seja (z,) C A e tal que z,, — ¢; pela continuidade de f,

temos f(x,) — f(c). E entdo, pela derivabilidade de ¢, temos que

p(f(2n)) — (f(c))
fwn) = f(c)

Como isso vale para todas as sequéncias (x,) nessas condigoes, temos que

lim o(f(x)) —p(f(c)
w=e  f(z) — f(c)

Na identidade 5.10, usando propriedades dos limites de funcoes, a relagao 5.11 e a deri-
vabilidade de f, obtemos a relagao 5.9. [

— ¢ (f(c)).

= ¢'(f(c)). (5.11)

A demonstracao anterior realmente requer a restricao feita na funcao f, pois, de
outro modo, nao poderiamos escrever a identidade 5.10. A propriedade (*) nao se verifica,
por exemplo, para uma fungdo constante perto de ¢, isto é, se f(z) é constante para todo
x em intervalo (¢ — 0, ¢+ §). Nesse caso, entretanto, a conclusao do teorema seria trivial,

visto que (¢ o f)(x) seria também constante em (¢ — 0, ¢ + 0) e, portanto, a férmula 5.9
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se verificaria trivialmente, pois ambos os membros se anulariam. Acontece, porém, que a
propriedade (*) também nao se verifica para certas fungdes que nao sao constantes perto

de c. Por exemplo, a funcao f : R — R assim definida:

x%‘en%, para x # 0
flx) =
0, para z =0.
- 1 .
A funcao f se anula para * = — com n = +1, 2, --- . Por outro lado, ela é
nm

derivavel na origem, pois o limite de

1

em z = 0 existe e ¢ igual a 0 (observe que |sen—| < 1). Portanto, para completa genera-
x

lidade, devemos produzir uma demonstragao do Teorema 32 que seja valida mesmo para

fungdes que nao satisfacam a propriedade (*). Provemos antes o resultado a seguir.

Lema 1. Seja f : I — R uma funcao definida em um intervalo I, e seja ¢ um ponto do
interior de 1. Entdo, f € derivdvel em c se, e somente se, existir um numero real r e uma

fungio o : I — R, continua no ponto c, tal que

fx)=flc)+r(x—c)+a(z)(x—c),z el (5.12)
lim o(z) = 0. (5.13)

Demonstracao. Primeiramente, suponhamos que f seja derivavel em c¢. Definamos « :

I — R como
a(x) =q(x) — f'(c), para x#c
(5.14)
a(c) = 0.
De 5.14 segue-se que

f(x) = fle) + ['(e)(x = ¢) + alz)(z = ¢)

Da derivabilidade de f e de 5.14, temos que }UI_% a(z) = 0. Logo, 5.12 e 5.13 se verificam
com r = f'(c).
Reciprocamente, a relagao 5.12 implica

flz) = f(o)

r —C

—r+alz),zec (5.15)

De 5.15 e 5.13 segue-se que a razao incremental de f no ponto z = ¢ tem limite, que ¢é r.

Logo, f é derivavel em x = ce f'(c) = r. ]
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Demonstracio do Teorema 32 no caso geral. Aplicando o Lema 1 a funcao ¢ : J — R e

ao ponto f(c) que estd no interior de J, temos:

o(y) = o(f(c) +¢'(f(e)y — f(c) +aly)y — f(c)), (5.16)
onde
) =0

Agora, pelo Teorema 31, temos

lim a(f(z)) = a(f(c)) = 0 (5.17)

Tr—cC

Usando 5.16 com f(z) em vez de y, temos:

A = A1) _ o DI 500 1) =10,
que, por propriedades de limites de fungoes, da
i AL AT _ 0y /(0) + i a (@) o) (5.18)

Tr—C xr —C r—cC

Finalmente, o ultimo termo do segundo membro de 5.18 se anula em virtude de 5.17.

Assim, o Teorema 32 fica demonstrado no caso geral. ]

Exemplo 26. Seja g : (0,+00) — R a funcdo definida por g(z) = ™™, para todo

x € (0,+00), onde m e n sdo inteiros positivos; g € a composta de duas fungoes

f:(0,400) 2> Rep:R—=R

xr — xl/m y—y™

As derivadas dessas funcoes sdo:
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Conclusao

Ao longo do trabalho alguns fatos se destacaram, como, por exemplo, o niimero
irracional v/2 ser o limite de uma sequéncia de ntimeros racionais ou o supremo de um
conjunto limitado superiormente. Analogamente, infimo de um conjunto limitado inferi-
ormente (R ser o fecho de Q). Estudamos varios conceitos e somente apés um amadu-
recimento, juntamos todos eles. O plano de aula que consta no apéndice é fruto desse
amadurecimento. S6 conseguimos ensinar o que sabemos. Outro fato é o Postulado de
Dedekind. Com ele podemos produzir nimeros reais. Basta tomarmos, por exemplo, infi-
mos de subconjuntos nao-vazios de racionais positivos. Sem os niimeros reais, nao teriamos
Calculo Diferencial. Como pensar "tao pequeno quanto desejarmos'sem a concepg¢ao deles?
Derivadas? J& que a derivada é um limite. Uma das importantes aplicagoes das derivadas,
tratadas no texto, é a possibilidade de uséa-las para calcularmos os pontos de maximo e
minimo de uma funcao, desde que seja derivavel. Saber como sera o grafico antes mesmo
de esboga-lo. A variacdo de uma fungdo poder ser prevista. Créscimo, decréscimo, con-
cavidade, inflexao, maximo e minimo, ou seja, conhecer toda a variagdo com o uso de
limites e derivadas. Passemos, agora, para o Teorema de Weierstrass. E curioso notar a
ordem dos teoremas: Teorema 5.2 da pagina 73, Teorema de Rolle (1652-1719) e Teorema
do Valor Médio, de Lagrange (1736-1813). Weierstrass (1815-1897) é posterior a eles mas
refina o teorema 5.2 da pagina 73 afirmando que se uma funcao f for continua num in-
tervalo fechado [a, b] entdo ela terd ao menos um ponto de maximo e ao menos um ponto
de minimo nesse intervalo. Estaria a Matematica, nos anos de vida de Weierstrass, numa
fase um tanto quanto filoséfica? Sera que uma fungao sempre tera maximo e minimo? Por
fim, acredito que este trabalho tenha se revelado como motivador para a continuidade
de uma pesquisa relacionada ao Calculo, o que pretendo fazer em futuros estudos, agora,

com o conceito de Integracao.
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Apéndice
PLANO DE AULA

ASSUNTO: Nameros Reais
CONTEUDO: Numeros Irracionais
DURACAO: de 40 a 50 minutos

JUSTIFICATIVA

Medir a diagonal de um quadrado é uma situagao comum em nosso cotidiano. Fazemos
aproximagcoes e nem nos damos conta de que muitas vezes estamos lidando com ntimeros
irracionais aproximando-os através de nimeros racionais. A diagonal de um quadrado de
lado 1 é uma situacao concreta da existéncia de niimeros irracionais. Que niimeros sao es-
ses que nao aparecem na régua de medir? Na verdade o que aparece sao as aproximacoes.

Estas sao as motivagoes para a elaboracao desta aula.
OBJETIVOS

e Construcao de saberes matematicos nos niimeros reais.

e Compreender que os niimeros irracionais aparecem em algumas situacoes do cotidi-

ano.

e Abstrair conceitos matematicos referentes ao estudo dos nimeros reais para conhe-

cimentos futuros.

RECURSOS DIDATICOS

Giz e quadro negro.

PROCEDIMENTOS METODOLOGICOS

A metodologia de ensino a ser utilizada buscard conduzir os alunos a compreender o con-
ceito de nimeros irracionais mediante uma situacao-problema (o problema da medigao
da diagonal do quadrado). Durante a solu¢do do problema, alguns conceitos abstratos
serao abordados trabalhando ,assim, a capacidade de abstracao do aluno. Visto que os

numeros racionais nao atendem a solucao do problema proposto, este fato sera mediado
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pelo professor de modo a leva-los a pensar em outros niimeros, que nao os racionais, ou
seja, os numeros irracionais. O fim da aula é marcado pela constatacao de que os niimeros

reais é a uniao do conjuntos dos niimeros racionais com o conjunto dos niimeros irracionais.

AVALIACAO

A avaliacao de carater formativo sera através da observacdo do aluno com relacao a in-
teresse, respeito e participagdo. Com relagao a avaliagdo de carater cognitivo, os alunos
serao avaliados através de atividades (provas, trabalhos, apresentagoes etc.) que busquem

refletir, em notas ou conceitos, o modo proprio de cada aluno compreender os contetdos
trabalhados.

REFERENCIAL TEORICO

DANTE, Luiz Roberto.Matematica: contexto e aplicagoes. Volume tnico 2.ed. Sao
Paulo: Editora Atica. 2005. 624p.

FIGUEIREDO, Djairo Guedes de. Analise I. 2.ed. Rio de Janeiro: LTC. 1996.

NUMEROS REAIS

E fato que os niimeros naturais sdo para contar e os nimeros reais sao para medir. Desde
os tempos de Pitagoras ja era sabido que os niimeros racionais nao eram suficientes para

medir todas as grandezas. Por exemplo:

Quanto mede a diagonal de um quadrado de lado 17

Figura 23 —

Tomando o lado do quadrado como medida, ndo importa em quantas partes iguais se

divida o lado, a diagonal nao contém um ntmero exato de partes iguais a estas divisoes.
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Melhor ainda, se tomarmos o lado do quadrado como unidade de medida, nao existe um
nimero racional ( niimeros naturais e inteiros sao niimeros racionais) que mega a diagonal.
Diz-se, entao, que o lado e a diagonal sao grandezas incomensuraveis com a unidade que
se tomou, que no caso foi o lado do quadrado. Vejamos, agora, alguns subconjuntos de R
chamados de intervalos.

Seja a,b € R tais que a < b, temos:

(a,b) ={r € R:a < x < b}, [a,b] ={z € R:a <z <b}
[a,b) ={zx € R:a <z <b}, (a,b) ={x €eR:a <z <b}

Em [a,b) = {x € R:a <z < b}, dizemos que o intervalo é fechado em a e aberto em b.
De posse dos intervalos, precisamos, neste momento, da nocao de infimo e supremo. A

ideia ¢ a seguinte:

Todo conjunto formado por ntimeros naturais contém um elemento que é menor que

todos os outros. Para os ntimeros reais, isso nao é verdade. Por exemplo:

Se tomarmos o intervalo aberto (1,2), sempre podemos achar um nimero bem préximo a
1 e maior do que ele. Se tomarmos, por exemplo, 1,001 achamos 1,0001 que é menor do
que 1,001 e assim sucessivamente. Note, também, que nao temos um maior elemento, pois
sempre podemos achar um ntimero bem préoximo a 2 que seja menor do que ele. No entanto,
(1,2) é um conjunto limitado entre 1 e 2. E como 1 e 2 fossem o maior e 0 menor elemento

que no caso nao sao, a nao ser que o conjunto fosse fechado ou em 1 ou em 2 ou em ambos.

Dizemos que um conjunto X C R é um conjunto limitado superiormente quando existe
um numero real ¢ tal que x € X = z < ¢, ou seja, todos os elementos de X sao me-
nores ou iguais ao nimero c. Neste caso, ¢ é chamado cota superior de X. Repare que
X nao tem s6 uma cota superior. No exemplo anterior, 2,3,4,... sdo cotas superiores do
conjunto (1,2). De igual modo: X € R é limitado inferiormente quando existe ¢ € R tal

que z € X = ¢ < X. Neste caso, ¢ é cota inferior de X.

Seja X C R limitado superiormente. Um nimero s € R chama-se supremo de X;s =
sup X quando s é a menor das cotas superiores de X.

O exemplo inicial da medi¢do da diagonal do quadrado pode ser escrito da seguinte ma-
neira;:

Pelo Teorema de Pitdgoras, a diagonal (d) ao quadrado é a soma dos quadrados dos

catetos que medem 1. Em simbolos:

d2 — 12+12
& = 1+1
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P = 2

Para resolvermos a equacdo d? = 2, devemos procurar um nimero positivo, pois estamos
lidando com medida, que elevado ao quadrado seja 2.

Se procurarmos entre os nimeros racionais nao encontraremos solucoes. Veja:

(1,3)> = 1,69
(1,4)> = 1,96
(1,41)* = 1,9881
(1,412)*> = 1,990921
(1,413)> = 1,996569
(

(1,415)* = 2,002225
(1,4151)* = 2,00250801
(1,4141)* = 1,99967881

)
)
)
)
)
1,414)* = 1,999396
)
)
)
(1,4142)* = 1,99996164
Entre os niimeros racionais nao encontraremos um que o quadrado seja 2, apenas
aproximagoes. Note que o conjunto {z € Q : 2 < 2} é limitado pelo 1,415, por exemplo,
que é uma cota superior desse conjunto. Se prosseguirmos com o raciocinio acima, vere-
mos que nao existe uma menor cota superior nesse conjunto,um elemento que pertenga ao
conjunto e que todos os outros sejam menores ou iguais a ele, pois dada uma cota superior
sempre podemos encontrar um numero racional maior do que ela cujo quadrado ainda seja
menor do que 2, como foi o caso de 1,413 e 1,414 e outros tanto quanto quisermos. Em
outras palavras, esse conjunto nao possui supremo. Entao em () o nosso problema nao

tem uma solucao. Como resolver essa questao?

POSTULADO DE DEDEKIND

Todo subconjunto nao-vazio de R, constituido de elementos positivos, tem infimo.

Na verdade, para resolver o nosso problema, vamos utilizar este Postulado escrito para
supremo: Todo subconjunto nao-vazio de R limitado superiormente tem supremo. Basta
tomarmos os opostos desses elementos que entao o infimo se tornara o supremo.

2 < 2}. Repare que ele nao é vazio, é formado por

Voltemos ao conjunto {z € Q : z
elementos positvos (estamos lidando com medidas) e limitado superiormente. Logo, pelo
Postulado de Dedekind, esse conjunto possui supremo, ou seja, possui a menor das cotas
superiores que em QQ nao existe, como acabamos de ver, mas existe no conjunto dos niu-

meros reais (R) e seu simbolo é v/2.



87

V2 é entdo a solugao do problema. E a medida da diagonal do quadrado de lado 1. Vimos
que entre os numeros racionais nao foi possivel encontra-lo, encontramos apenas aproxi-
macoes. De fato, v/2 ndo é um ntimero racional. Veja:

Suponhamos que v/2 seja um ntémero racional. Logo podemos escrevé-lo na forma m/n
com m e n inteiros. Suponha, ainda, que m e n sejam primos entre si.

Elevando ao quadrado ambos os membros da equacao, temos:

2

m
2=—=m?=2n
n2

2

Com um certo abuso, podemos dizer que 2 pode estar na fatoracao em primos tanto do
nimero m quanto do ntimero n, se pensarmos em 2° = 1. Agora, se 2 estd na fatoracao
de m? entdo ele aparece em quantidade par, podendo ser 2° elevado ao quadrado que é,
ainda, uma quantidade par de 2.(zero - quantidade nula). Por outro lado, 2 estando na
fatoracao de n, este aparece ao quadrado, que se torna em quantidade impar devido ao 2
de 2n?. Contradicao, pois a fatoracao de dois niimeros iguais, no caso m? e 2n? deve ser

a mesma. Logo, V/2 nao é um nimero racional.

O ntimero v/2 nio é o tnico nimero que nio é racional. Existem outros. Infinitos ou-
tros (v/3, ¥/7, m, etc.). Este foi apenas um exemplo de que eles existem. Como ele nio é
racional, dizemos que ele é irracional. Assim sendo, o conjunto R dos niimeros reais é a

uniao do conjunto dos nimeros racionais com o conjunto dos niimeros irracionais.
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