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RESUMO

Este trabalho tem como objetivo ser uma breve introdugio a Algebra. Na parte inicial foi
introduzido o conceito de permutacdo e sua definicdo como funcdes bijetivas de um conjunto
em si mesmo. Na sequéncia, foi introduzido o conceito de grupo e subgrupo e apresentadas
algumas das propriedades bésicas de tais estruturas. No terceiro capitulo foram expostos e
discutidos os conceitos de homomorfismo e de isomorfismo de modo a pavimentar o caminho
para a demonstragcdo do Teorema de Cayley que foi abordado no capitulo seguinte. Encerrando
o trabalho foi apresentado um plano de aula de modo a sugerir uma aplicacdo do contetido
abordado para uma turma de Ensino Médio.

Palavras-chave: Permutagdes. Teoria de Grupos. Ensino Médio.






ABSTRACT

The main goal of this coursework is to be a brief introduction to Algebra. In the very first part
the concept of permutation was introduced and defined as a bijective function from a group
in itself. After that, the concept of group and subgroup were exhibited and discussed, as well
as their basic properties. In the third part of this work the concepts of homomorphism and
isomorphism were exposed and discussed in order to pave the way for the demonstration of
Cayley’s Theorem, which was studied in the last chapter. To finish the work it was presented an
application of the content covered here in a high school class.

Keywords: Permutations. Group Theory. High School.
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1 INTRODUCAO

O principal objetivo deste trabalho foi criar um material que pudesse ser utilizado por
estudantes de Ensino Médio e alunos de graduaciao que desejem ter um primeiro contato com a
Algebra, mais especificamente com a Teoria de Grupos. Por esse motivo, ao longo do trabalho
buscamos escrever um texto com o maximo possivel de exemplos que sejam, se ndo familia-
res, de facil compreensao por parte desse publico. Um leitor que ja tenha um contato prévio
com assuntos tratados aqui, pode julgar o conteido um tanto elementar. Mesmo para este
publico, buscamos uma abordagem menos convencional, partindo do conceito de permutagdo
para motivar o estudo de grupos. Optamos por tal abordagem em virtude do publico-alvo a que
destinamos nossos escritos.

No primeiro capitulo, tratamos das permutacdes. Nosso interesse ndo foi fazer grande
aprofundamento tedérico, mas criar uma motivacao para o estudo a partir da qual seja natural
compreendé-las como fung¢des bijetivas de um conjunto em si mesmo. Isso porque, o contato
com permutagdes durante o curso do Ensino Médio € essencialmente de quantifica-las, no sen-
tido de contar quantas sio as permutacdes dos elementos de um determinado conjunto finito.
Como as fungdes bijetivas de um conjunto em si proprio tem algumas propriedades como a
invertibilidade, a composi¢do associativa e a existéncia da funcao identidade, podemos estender
essas propriedades as permutacOes e elas nos direcionam para o estudo da Teoria de Grupos.

No segundo capitulo, novamente a partir de exemplos, motivamos o estudo dos gru-
pos. Apresentamos a definicdo de grupo e alguns resultados tedricos sobre essas estruturas
algébricas. Tratamos também dos subgrupos e apresentamos critérios para decidir se um deter-
minado subconjunto ndo vazio de um grupo constitui um subgrupo além de exibir algumas de
suas propriedades intrinsecas. Ainda nesse capitulo reservamos um espaco para o estudo dos
grupos de simetria do tridngulo e do quadrado, uma vez que as simetrias de tais poligonos que
sdo um excelente recurso para se estudar grupos de permutacdes.

O terceiro capitulo trata basicamente do estudo dos homomorfismos e dos isomorfismos,
tendo sempre em vista buscar exemplos da Matematica estudada no Ensino Médio de forma
a tornar as ideias tdo acessiveis quanto possivel. Nessa parte do trabalho incluimos alguns
resultados tedricos, de forma a alicercar o assunto do dltimo capitulo: o Teorema de Cayley.

Dando prosseguimento a abordagem, chegamos ao Teorema de Cayley. Exibimos al-
gumas situacdes que permitam ao leitor a aplicagdo do resultado demonstrado em exemplos
explorados ao longo do trabalho e alguns outros exemplos correlacionados. O Teorema de
Cayley também da ao leitor um vislumbre das generalizacdes que a Matematica, € em parti-
cular a Algebra, é capaz ao mostrar que todo grupo é isomorfo a um determinado grupo de
permutagoes.

Finalizando o trabalho, apresentamos um plano de aula sugerindo uma aplicacdo do
contetido em uma turma de Ensino Médio.



20



21

2 PERMUTACOES

Consideremos um conjunto formado pelos quatro ases de um baralho comum dispostos
em uma determinada ordem. Como na figura a seguir.

Figura 1: Uma sequéncia de ases.

S
e

A
» . v *

f o

-

. . -
A v v

Fonte: elaborada pelo autor.

Parece natural supor que a ordem estabelecida para se dispor estas cartas seja de natureza
totalmente arbitraria e que, além disso, a sequéncia dada na Figura 1 ndo € a Unica iniciada
pelo 4s de espadas. De modo que caso o leitor desejasse comegar a sequéncia pelo ds de ouros
ao invés de iniciar pelo 4s de espadas, bastaria posicionar a carta citada na primeira posicao e
dispor as demais em uma ordem qualquer.

Figura 2: Uma outra sequéncia de ases.
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Fonte: elaborada pelo autor.

E evidente, pelo que foi exposto nos pardgrafos anteriores, que dispor as cartas em qual-
quer uma das sequéncias citadas, mesmo aquelas iniciadas pelo naipe de ouros, ¢ um processo
totalmente aleatdrio, ja que, para montar uma determinada sequéncia, € suficiente que se escolha
a posicao que se queira para cada carta. Observe, porém, que se quiséssemos obter a sequéncia
que aparece na Figura 2 a partir da que foi dada na Figura 1, seria necessario fazermos um certo
embaralhamento. No caso do exemplo que citamos, o embaralhamento foi obtido colocando o
as de espadas na quarta posi¢ao; o 4s de ouros na primeira; o s de copas na segunda; e o 4s de
paus na terceira. Desse modo, se quisermos obter uma certa sequéncia dos quatro ases a partir
de uma sequéncia previamente estipulada, ja ndo poderemos arbitrar a ordem em que colocare-
mos cada carta, uma vez que, a partir da sequéncia inicial, cada embaralhamento correspondera
a uma determinada ordem das cartas.

Consideremos agora uma segunda situacdo. Tomemos o conjunto A = {1,2,3,4}. Uma
sequéncia possivel para seus elementos € (1,2,3,4). A partir dai, podemos reordenar os nimeros
da sequéncia como (2,3,4,1). Denotaremos, de agora em diante, este embaralhamento de

(1,2,3,4) pela matriz
1 2 3 4
(4 12 3)7 1)

onde a primeira linha representa a sequéncia dada e a segunda linha exprime o embaralhamento
feito com tal sequéncia. Em outros termos, na matriz acima, o elemento ap; indica em que
posicdo o elemento aj;, 1 < i <4, foi alocado apds o embaralhamento no seguinte sentido:
os elementos da primeira coluna significa que, apds o embaralhamento, o 1 ocupara a posi¢cao
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que originalmente era do nimero 4; os elementos da segunda coluna dizem que o nimero 2
serd mandado para a posicdo que era do nimero 1; a terceira indica que o nimero 3 ficard na
posicdo que era originalmente ocupada pelo niimero 2; e a quarta coluna significa que o nimero
4 sera mandado para a posicao que, originalmente, era do numero 3. Estas informagdes podem
ser resumidas como no diagrama a seguir, que ¢ uma forma mais pratica de se obter a sequéncia
permutada. A ordem resultante é aquela destacada pelo retangulo na Figura 3.

Figura 3: Esquema para o embaralhamento em (2.1).

1 1 |2
2 2 |3
3 3 |4
4 4 L

Fonte: elaborada pelo autor.

Assim como fixamos o ds de copas na primeira posi¢ao no exemplo anterior € vimos que
a partir dai podemos obter outras sequéncias, aqui, de modo totalmente andlogo, poderiamos
fixar o nimero 1 na quarta posicao e obter outras sequéncias, como por exemplo

1 2 3 4 1 2 3 4 1 2 3 4 1 2 3 4 1 2 3 4
4132041230 \4321)4a213/%4231)
As matrizes acima correspondem, respectivamente, as sequéncias (2,4,3,1), (2,3,4,1),
(4,3,2,1), (3,2,4,1) e (4,2,3,1).
Note que o fato de termos estipulado a sequéncia inicial (1,2,3,4) é totalmente arbitrario.

Poderiamos, por exemplo, ter comeg¢ado com a sequéncia (4,3,1,2) e um embaralhamento
obtido a partir dessa sequéncia, pelo que foi estabelecido anteriormente, seria denotado por

4 31 2
(1 42 3) 22)
que corresponde ao embaralhamento (3,2,4, 1). Observe na Figura 4 o significado deste emba-
ralhamento e a sequéncia resultante da permutacio dada pela matriz acima.

Figura 4: Diagrama para o embaralhamento em (2.2).

4 4 [3]
3 3 |2
1 1 |4
P 2 |1]

Fonte: elaborada pelo autor.

Contudo, note que obter a sequéncia (3,2,4,1) a partir de (1,2,3,4) requer um certo em-
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baralhamento, enquanto que para obter a mesma sequéncia a partir de (2,3, 1,4) devemos fazer
um embaralhamento diferente. De modo que, estabelecida a sequéncia inicial, cada sequéncia
¢ gerada a partir de uma troca de posi¢des bem definida. Sendo assim, podemos associar a
cada sequéncia uma determinado embaralhamento e, é claro, cada embaralhamento corres-
ponde a uma sequéncia. Vamos analisar o exemplo acima por um uma perspectiva diferente.
Seja § = {x1,x2,x3,x4} e considere seus elementos organizados segundo a ordem crescente de
seus indices. Poderiamos representar um embaralhamento desses elementos como em (2.1) da

seguinte maneira
X1 X2 X3 X4
X3 X4 X2 x1)°

A matriz acima nos diz que apds o embaralhamento, o elemento x; ocupard a posicdo ocupada
orginalmente pelo elemento x3; o elemento x, a do elemento x4; 0 elemento x3 a do elemento x3;
e o elemento x4 a do elemento x;. Isso significa que a nova sequéncia para os elementos de S sera
(x4,x3,x1,Xx2). Observe que esta mesma sequéncia poderia ser obtida por um embaralhamento
diferente se os elementos de S fossem tomados na ordem S = {xj,x3,x2,x4} do seguinte modo:

X1 X3 X3 X4

X2 X3 X4 Xx1)°
Note que tomando os elementos de S ordenados de uma determinada forma e fazendo um em-
baralhamento, estamos estabelecendo uma rela¢do ¢ entre os elementos de S onde ¢ (x;) = x s
1 <i,j <4 indica que a posi¢do do elemento x; apos o embaralhamento serd aquela ocupada
originalmente pelo elemento x;. Esta relagdo da origem a uma fungdo de S em S. Além disso,
observe dois elementos x; € x; ndo podem, ap6s 0 embaralhamento, ocupar uma mesma posi¢ao
de um outro elemento x;. O que significa que a fungdo ¢ € injetiva.

Um segundo fato sobre ¢ é que todo elemento de S € imagem por ¢ de algum elemento
de S. Suponha que exista, em S, um elemento tal que ¢(x;) # x; para cada 1 <i,j <4. Ora,
mas assim, teriamos uma ordenagdo dos elementos de S com menos de 4 elementos ou um
mesmo elemento ocupando mais de uma posi¢ao. O que € absurdo. Logo, cada elemento de S,
necessariamente € imagem de algum elemento de S pela fun¢ao ¢.

Gostarfamos de exprimir ¢ de uma maneira mais precisa. Uma tentativa seria exibir
individualmente a imagem de cada um dos elementos x; € S. A seguir, exibimos um exemplo
paran =4.

R

¢ (x1)

¢(X2)=

¢ (x3)
¢ (xa)

Sendo assim, a sequéncia resultante seria (¢ (x), 9 (x2), 9 (x3),d(xq)) = (x2,X4,x1,x3), Ou
seja, a posicao de x| apds a aplicacdo de ¢ € aquela ocupada por x,; a de x, € a posi¢ao que era
ocupada por x4; x3 ocupard a posicdo originalmente ocupada por x;; € a de x4 serd aquela em
que figurava o elemento x4. Explicitamente, essa sequéncia se escreve como (x3,Xx1,X4,X2).

Observe, contudo, que isso acaba tornando-se invidvel em algumas situagdes, sobretudo
para valores grandes de n. Uma maneira um pouco mais econdmica de se escrever ¢ € a notagao
exibida em (2.1). Genericamente, uma ordenac¢do qualquer dos elementos de (xi, x3..., Xx,)
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obtida a partir da funcdo ¢ pode ser representada por

X] X2 X3 o+ X
. ", (2.3)
Xip Xip Xyt Xy
onde ir, 1 <k < néaimagem do elemento x; por ¢.

Note que o simbolo x ainda € supérfluo em (2.3). De modo que podemos representar a
imagem de (xy, xp---, x,) por ¢ simplesmente como

(h oo iﬂ). 2.4)

Onde os termos x; da sequéncia s foram substituidos simplesmente pelo nimero da posi¢ao em
que se encontram. Voltando ao caso n = 4 teriamos, por exemplo

1 2 3 4
2 41 3)°

Desse modo, se S = {x1,x2,...,x,} ¢ ¢ : S — § é uma funcdo bijetiva, entdo ¢ é chamada
de permutacdo dos elementos de S. Como vimos logo acima, podemos nos referir a uma
permutacdo de (xp,x,...,X,) como indicado em (2.4), isto é, levando em consideragdo ape-
nas a posi¢ao do elemento e ndo sua natureza.

2.1 COMPOSICAO DE PERMUTACOES

Na secdo anterior, vimos que uma permutagdo pode ser expressa por uma fungdo. E
dado o arcabouco tedrico existente sobre as funcdes, podemos nos perguntar se podemos usar
linguagem usual de func¢des para estudarmos as permutacdes. Para isso, retomemos o exemplo
dado no inicio do capitulo envolvendo os ases de um baralho e facamos algumas consideracoes.
Inicialmente, tinhamos sequéncia de cartas como na Figura 5.

Figura 5: A mesma sequéncia de ases.

A A A A
- . v «
L] * A4 %

-t

» Iy -
\i v v

Fonte: elaborada pelo autor.

Considere agora a permutacdo ¢ cuja aplicacao sobre o conjunto de ases dado na Figura
5 gera a configuracdo da Figura 6.

Figura 6: Configuragéo obtida a partir da sequéncia original.

A A A A
. . - -
* v L L

-e

. a -
v v ¥

Fonte: elaborada pelo autor.
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O diagrama da Figura 7 mostra como obter a configuracao de cartas exibida na Figura 6.

Figura 7: Diagrama que mostra como ¢ atua sobre cada uma das cartas.

o b
¢ ¢ v
V.9 S
L I L

Fonte: elaborada pelo autor.

Agora, considere uma nova configuracdo dos ases, mostrada na Figura 8 e feita a partir
daquela exibida na Figura 6, por meio da permutagao 7.

Figura 8: Permutacdo obtida a partir da sequéncia permutada.

A A A A
« . . -
% * v ®

-e

- . -
v v v

Fonte: elaborada pelo autor.

O diagrama da Figura 9 mostra como 7 atua sobre uma sequéncia de ases.

Figura 9: Como 7 atua sobre as cartas.

L 2T B\ 4
¢ /¢ |b
V%VO
b &b

Fonte: elaborada pelo autor.

Observacao 2.1.1. Os simbolos dos naipes nas funcdes ¢ e 7 referem-se a sequéncia original.
Por exemplo, para a fun¢do 7 temos que: a carta que ocupa a posi¢do que originalmente era
do s de espadas serd alocada na posi¢ao que originalmente era do ds de ouros; a carta que
estd na posi¢ao que era originalmente ocupada pelo s de ouros deve ser posta na posi¢ao que
originalmente era do 4s de copas; a carta que estd na posi¢do que originalmente era do as de
copas serd colocada na posi¢do que originalmente era do ds de espadas; e a carta que ocupa
posicdo que originalmente era a posi¢do as de paus fica inalterada.

E claro que, do ponto de vista pratico, o passo intermediario poderia ser ignorado e po-
deriamos obter a sequéncia de ases da Fig. 8 aplicando uma tnica permutacao como indicado a
seguir:

$953)
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ou seja, trocando as posi¢oes das cartas de espadas e de paus. Contudo, se analisarmos mais
cuidadosamente do ponto de vista tedrico a opeacao realizada aqui, vemos que de algum modo,
estamos efetuando uma operagcdao com permutagdes. Sob a 6tica do que foi apresentado na se¢ao
anterior, a operacdo efetuada aqui € a composi¢cao de duas funcdes, ja que estamos aplicando
uma permutacdo em uma configuracdo obtida previamente de uma outra permutacdo. Para a
primeira permuta¢do a imagem de cada um dos naipes dos ases € dada por

s (8OO &
& 6 O O)
Analogamente, podemos representar a segunda permutacao, fun¢do 7, cuja imagem de
cada naipe pode ser escrita como

(800 &
OO N &)

Para um recurso visual mais explicito da composicao de T com ¢, nesta ordem, veja a Figura
10. Nesse diagrama, estd representada a composicao e a sequéncia resultante € aquela destacada
pelo retangulo.

E importante salientar que a composicdo T¢ de duas func¢des ¢ : A — Be T: B — C sempre
serd efetuada da direita para a esquerda, isto é, dado x € A, primeiro computamos ¢(x), para
s6 entdo aplicarmos 7 sobre a imagem de x por ¢. Assim, 7@ (x) = 7(¢(x)). Para efeitos de

notacdo, temos que T (x) = 7(@(x)) = (10 9)(x).

Figura 10: Diagrama da composic¢do T¢.

o & dla
oo%oo
v v ve
P P 4D

Fonte: elaborada pelo autor.

De modo que se efetuarmos 7o ¢ teremos o que foi obtido em (2.5). Isso significa que
podemos trocar a composi¢do de T com ¢ por uma Unica permutacio. Essa operagdo pode ser
representada como a seguir

g (MO T R (MO R (Ao DA
o0 aa) e a7 a0 0 s

Observacao 2.1.2. Para efeitos de simplicidade de notagcdo, sempre que quisermos nos referir
a composicado das permutagdes ¢ e T, denotaremos essa operagio por ¢ - T ou tdo somente @ 7.

Continuando nosso estudo, poderiamos nos perguntar ainda, se a ordem em que efetuamos
uma composi¢do altera a permutacio obtida como resultado final. Observe no esquema a seguir
como fica a composi¢do @ T.

Verificamos, entdo, que a composi¢cdo de permutagdes ndo é comutativa, uma vez que,
T¢ # ¢ 7. Vamos agora realizar a opera¢do de composicao ¢ 7 usando a notagio de permutacio.
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Figura 11: Diagrama da composi¢do ¢ 7.

o & A4
0%000
v v e
& K MY

Fonte: elaborada pelo autor.

¢-r=(‘ o 9 4-)(0 o 9 &):(4 Y -?-)
00000 6N & & & 0P
0 que mostra que a operacao nao é comutativa.

Ainda fazendo um paralelo entre fungdes e permutacdes, podemos verificar facilmente
que toda permutacio pode ser invertida. Isso se deve ao fato demonstrado anteriormente que
uma permutacdo de um conjunto finito S € uma funcdo bijetiva de S em si mesmo. Do ponto
de vista prético, isso significa que dada uma permutagcao de um conjunto S, sempre poderemos
colocar seus elementos na posicdo em que eles foram dados originalmente. Isso nos obriga
a considerar a prépria sequéncia original como uma permutacdo dos elementos de S. Esta
permutacdo € chamada permutagao identidade. Analisando novamente o exemplo das cartas, se
tomarmos a sequéncia original e deixarmos elas nas posi¢des em que se encontram, este pode
ser considerado um embaralhamento dos quatro ases! Analisando do ponto de vista tedrico,
podemos mostrar que dado um conjunto finito S com n elementos tomados em uma ordem pré
estabelecida, existe uma permutacdo que nao altera a ordem dos elementos de S. Basta que para
1$s0, tomemos a seguinte permutacao

1 2 --- n
(1300

Uma duvida ainda permanece: sera que existe uma segunda permutacao que ndo altera a ordem
estabelecida previamente dos elementos de um conjunto S? Essa conjectura € facilmente refu-
tada pois, se e e ep sdo duas permutagdes distintas que ndo alteram a ordem dos elementos de
S. Temos que

eep = e

e — e

A primeira das igualdades acima € valida pois, a permutagdo e, € uma permutacdo identidade e
portanto, ao aplicarmos tal permutacado sobre e obteremos a propria permutacdo e;. De forma
andloga, a segunda igualdade é verdadeira. As igualdades que acabamos de discutir mostram
que s6 pode existir uma unica permutacdo identidade. Em ultima instancia, poderiamos nos
perguntar se dadas trés permutagdes, ¢, T e i de S em S, S um conjunto finito, se a operagdo €
associativa, isto €, poderiamos questionar a validade da igualdade

(9T) = o (Tu). (2.6)

E, mais uma vez, o fato de termos definido permutacao como uma fung¢@o nos sera util, uma vez
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que, sendo a composi¢ao de fungdes associativa, também o serd a composicao de permutacoes.

A natureza das operagdes que viemos realizando até aqui guardam certas caracteristicas
intrinsecas que nao dependem dos objetos que usamos para efetud-las. No nosso caso, tais ob-
jetos sdo as permutagdes, mas a esta altura o leitor ja deve ter percebido que as propriedades
estudadas ndo sao de exclusividade das permutagdes. Na Matematica, nao € dificil exemplificar
operacdes que atuam sobre os elementos de um determinado conjunto e que tenham as pro-
priedades listadas anteriormente. A discussdo que fizemos até aqui pode ser generalizada pela
Teoria de Grupos que serd nossso objeto de estudo no préximo capitulo.
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3 TEORIA BASICA DE GRUPOS

3.1 NOCOES PRELIMINARES

Neste capitulo vamos generalizar alguns dos conceitos vistos no capitulo anterior e pas-
saremos a estudar uma das partes fundamentais da Algebra Abstrata, a Teoria de Grupos. Con-
tudo, antes de comecarmos a descrever formalmente o que sdo grupos, vamos considerar um
exemplo bastante ingénuo.

Exemplo 3.1.1. Considere o conjunto Z dos niimeros inteiros, com a operacao usual de adi¢ao.
Usaremos aqui a notacdo usual desta operacdo, ou seja, a + b, onde a,b € Z. Sabemos de
antemao algumas propriedades desse conjunto com a operagao considerada. Por exemplo, sa-
bemos que a+ b € Z, ou seja, Z € fechado com relacio a soma. Além disso, dados a,b,c € Z é
sabido que a operagdo de adi¢do é associativa. Simbolicamente, isso significa que (a+b) +c =
a+ (b+c). Temos ainda um elemento e € Z para o qual a + e = e +a = a para cada a € Z.
Nesse caso, temos que e = 0. E, finalmente, sabemos que para cada a € Z, existe um outro
elemento b, também em Z, tal que a+b = b+ a = e. Como e = 0, concluimos que b = —a.

No exemplo anterior consideramos um conjunto com uma operag¢ao e infinitos elementos,
porém, nada nos impede de criar um conjunto finito com a mesma estrutura descrita anterior-
mente.

Exemplo 3.1.2. Observe que o conjunto G = {1,—1}, com a operagdo de multiplicagio usual
de ndmeros reais, guarda as mesmas propriedades descritas no Exemplo 3.1.1. De fato, se multi-
plicarmos dois elementos de G, o produto ainda permanece em G. A operacao de multiplicacao
€ trivialmente associativa. Sabemos ainda que existe e € G tal que e-a = a - e = a para cada
a € G. A saber, tal elemento € o numero 1. E, por fim, observe que para cada elemento de G,
existe um elemento b tal que a-b = b-a = e. Lembre-se de que e = 1. Observe que para para
a =1, temos que b = 1; e paraa = —1, ocorre que b = —1.

O leitor deve lembrar-se de que ao discutirmos as operagdes de permutagdao e composi¢ao
de permutacdo no capitulo anterior, elas tinham as mesmas propriedades apresentadas nos
exemplos 3.1.1 e 3.1.2. Naquele contexto,verificamos que a composi¢do de permutagcdes ainda
¢ uma permutacio; que a composi¢ao de permutagdes € associativa; a existéncia (e unicidade)
do elemento neutro, que chamamos de permutacdo identidade; e que toda permutacdo possui
inversa, isto &, se ¢ é uma permutagio de um conjunto finito de elementos entio existe ¢ ~! tal
que ¢-¢~' =¢~!. ¢ =e, onde e é a permutacio identidade.

De modo geral, podemos estabelecer uma defini¢ao:

Definicao 3.1.1. Um grupo consiste de um conjunto ndo vazio G, munido de uma operagdo
indicada por - (isto é, uma regra que a cada par ordenado de elementos (a,b) de G associa um
terceiro elemento de G que denotaremos por a - b) satisfazendo as seguintes propriedades:

(i) a,b,c € G implicaque (a-b)-c=a-(b-c), ou seja, a operagdo é associativa.
(i1) Existe um elemento e € G tal que paratodoa € Gvalea-e =e-a=aparatodoa € G. O
elemento e € denominado elemento neutro de G com relagdo a operagdo -.
(iii) Paratodo a € G existe um elemento a~' € Gtalque a-a~' =a-a~! = e. O elemento a™
¢ denominado inverso de a pela operagdo -.

1
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Tendo em vista o que foi definido acima, podemos afirmar que os conjuntos dos exemplos
3.1.1 e 3.1.2 com as suas respectivas operagdes formam grupos. No exemplo 3.1.1, temos que
a~! é o inverso de a pela operacdo de soma, portanto a~! = —a. Jd no exemplo 3.1.2, temos
que a~! é o inverso do elemento a pela operacio de multiplicagio. Sendo assim, para a = 1,
temosquea ' =leparaa=—1,a" ' = —1.
Exemplo 3.1.3. O conjunto dos niimeros reais positivos sem o zero, denotado por R’} com a
operacao de multiplicacdo € um grupo. De fato, temos que a operagdo de multiplicacdo € asso-
ciativa e possui um elemento neutro, a saber: o nimero 1. Além disso, sabemos que para cada
x € R, existe um nimero real y tal que xy = yx = 1, a saber, este niimero € o inverso multipli-
cativo de x e € denotado por ou x~!. Portanto, como todas as propriedades da Definicdo 3.1.1
foram satisfeitas, segue que este ¢ um grupo.

Exemplo 3.1.4. O conjunto dos miiltiplos inteiros de um nimero inteiro fixado com a operacao
usual de adi¢do € um grupo. Antes de verficar as propriedades de grupo, note que o grupo é
fechado com relacdo a soma, isto é, se tomarmos nx e ny dois multiplos distintos de n, onde n é
um ndmero inteiro, temos que n-x+n-y =n- (x+y) que ainda é um mdltiplo de n. Verifiquemos
agora as propriedades, sabemos que a adi¢do tem a propriedade associativa. Sabemos que
0=n-0, ou seja, 0 estd no conjunto de multiplos de n e, além disso, 0+n-x=n-x+0=n-x
para todo mutiplo de n, portanto 0 € o elemento neutro da operacdo. Por fim, temos que para
todo numero da forma 7 - x existe um nimero k tal que n-x+ k = 0. Para determinar que nimero
€ k basta observar que
nx+k=0=k=—-n-x.

Mostrando que este € de fato um grupo.

Note que se uma das propriedades da Defini¢ao 3.1.1 ndo se verificar para um determi-
nado conjunto munido com uma operagao nao teremos um grupo. Observe os dois proximos
exemplos.

Exemplo 3.1.5. Consideremos o conjunto dos niimeros inteiros com a operacao de subtracdo.
Este ndo é um grupo, pois nao vale a propriedade de associatividade da operagdo exigida na
Defini¢cdo 3. De fato, temos que por um lado (1 —2) —7 = —1—7 = —8 e, por outro, que
1-(2—-7)=1—(-5)=145=06. O que mostra que este ndo ¢ um grupo.

Exemplo 3.1.6. O conjunto de todas as matrizes de ordem 2, denotado aqui por M, com a
multiplicacdo usual de matrizes ndo € um grupo. Sabemos que a multiplicacdo usual de matrizes
¢ associativa. Sabemos também que existe um elemento neutro que é a matriz identidade I, =

( 1o ) Contudo, nem todas as matrizes de M sdo invertiveis. Considere, por exemplo, a

matriz A = ( ) Se A for invertivel, existe uma matriz B € M, tal que AB = BA = I,.
a b ~

Seja B = < ¢ d > onde a,b,c,d € R. Entdo,

- (39)(25)-(54)

Como B supostamente € a inversa de A temos que

(50)=(o7)
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O que € impossivel independente dos valores de a,b,c e d.

Observe, contudo, que se nos restringirmos as matrizes de M que sao invertiveis, todas
as condicoes da Defini¢do 3.1.1 serdo satisfeitas. O grupo das matrizes invertiveis de ordem 2 ¢
chamado de grupo linear geral de grau 2 e denotado por GL(2). E importante notar que neste
exemplo fica bastante evidente que a operacdo desse grupo ndao € comutativa, ja que, em geral,
dadas as matrizes A, B € M, temos que AB # BA.

Um grupo onde ocorre a comutatividade é chamado de grupo abeliano e ndo constitui
papel fundamental no desenvolvimento deste trabalho. Para maiores detalhes sobre grupos
abelianos consulte (Hernstein,1970) ou (Garcia;Lequain, 2012).

Observacao 3.1.1. Para efeitos de nota¢do, em qualquer grupo G e para qualquer elemento
a € G, definiremos de agora em diante que

a° e
al a
@ = a
@ = a-d®
ok a-ak!
e também definiremos que
-2 (a—l)Z
-3 (a71)3
a " = (a—l)n

e assim por diante. Nao € dificil verificar que as regras usuais de expoentes continuam validas.
A saber, para dois inteiros quaisquer m € n valem as igualdades

a-d' = a"t" 3.1)

(@) = a™". (3.2)

Usando a notacao introduzida na Defini¢do 3.1.1, vamos analisar novamente o Exemplo 3.1.1.
Nesse caso, o elemento neutro do grupo € o ntimero zero pois a+0=0+a =a paracadaa € Z.

Temos que o elemento inverso a~! de um elemento a € Z pela soma é denotado por —a, ji que
a-+ (—a) = 0. Além disso, note que, neste grupo,

a”:a+a+a+---q:na.
vV

n parcelas

Ja com relagdo as propriedades de poténcia citadas anteriormente, temos que

a"+d" =na+ma=(n+m)a=d""

e que
(@"'=d"+d"+---d" = nd" = nma = mna.

Observe, contudo, que para o Exemplo 3.1.2 a mesma notagdo terd um sentido distinto
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daquele que acabamos de discutir. Neste caso, o elemento inverso a~! é o inverso multiplicativo

usual que ¢ comumente denotado por % Uma particularidade neste grupo € que cada elemento
¢ inverso de si proprio. Ainda com relacdo ao Exemplo 3.1.2, temos que o elemento neutro é o
numero 1, ja que estamos tratando da operacdo usual de multiplicacdo; a poténcia a”" também
tem o significado ao qual ja estamos acostumados, isto é,a" =a-a-a-...-a.

Um outro fato a se observar € que para grupos finitos, isto €, grupos com uma quantidade
finita de elementos, uma propriedade importante do grupo € a quantidade de seus elementos que
chamaremos de ordem de G e indicaremos por o(G)

A natureza dos elementos dos grupos discutidos nos dois primeiros exemplos € essen-
cialmente numérica. Contudo, isso ndo é imperativo para que tenhamos um grupo. Um caso
bastante peculiar € o que discutiremos a seguir.

Exemplo 3.1.7. Seja X um conjunto ndo vazio qualquer. Considere o conjunto A(X) ={¢ : X —
X : ¢ é uma bijecdo}. Vamos mostrar que A(X) com a operagdo de composi¢do de fungdes é
um grupo. Primeiro, devemos mostrar que se fizermos a composi¢do de dois elementos de A(S)
ainda obteremos um elemento desse conjunto, ou seja, que a composic¢ao de duas bijecdes ainda
resulta em uma bijecdo. Sejam @1, ¢, € A(X). Queremos mostrar que ¢, o ¢ € A(X). Vejamos
que ¢ o ¢; € injetiva. Para tanto, tome x,y € X, e suponhamos que (¢, o ¢1)(x) = (¢20 ¢1)(y),
ou seja, (@1 (x)) = ¢2(d1(y)). Ora, mas tanto ¢ quanto ¢; sdo invertiveis. Sendo assim, temos
que

$2(91(x)) 2 (01(y))
0, (92(01(x)) = ¢, ' (02(1(»)))
o(x) = 01(y)
0, ' ($2(x)) = 0, (92(y))
X =Y,

o que mostra que a fungdo € injetiva. Para mostrar a sobrejetividade devemos mostrar que
todo elemento de X é imagem de algum elemento de X por ¢, o ¢;. Como ¢; é uma bijecdo,
entdo, em particular ¢, é sobrejetiva. Entdo todo y elemento de X se escreve como ¢ (x) para
algum x € X. Analogamente conlui-se que ¢»(y) = z para z € X. Ora, mas assim, temos que
2= () = 9 (P (x)) = (¢ 0 ¢1)(x) para z em X, mostrando que a composicio ainda é uma
funcdo sobrejetiva. E, portanto, a composi¢ao de fun¢des de A(X) resulta uma fung¢ao ainda em
A(X).

Verifiquemos agora as propriedades de grupo. Como a operagdo € a composi¢do de
fungdes e esta € uma operagao associativa, verificamos a primeira das propriedades da defini¢ao
3.1.1. Além disso, como todas as fun¢des em A(X) sdo bijetivas, segue que também sdo in-
vertiveis. Sendo assim, cada elemento ¢ de A(X) possui um inverso que denotamos por ¢ .
Observe ainda que a funcdo /(x) = x, a funcéo identidade, estd em A(X) e que (/o0 ¢@)(x) =
(pol)(x) = @(x), para cada ¢ € A(X). Dado um conjunto X, ndo vazio, o conjunto A(X) das
bijecdes de X em si mesmo, com a operagao de composicao de funcgdes, é chamado de grupo
das permutacdes do conjunto X e € denotado por Sy.

Nas tltimas paginas analisamos alguns exemplos a luz do que foi estabelecido na Defini¢ao
3.1.1, contudo um leitor mais atento poderia conjecturar alguns fatos sobre o que acabamos de
discutir. Vimos, por exemplo, que todo elemento de um grupo G tem inverso, mas poderiamos
nos perguntar se tal elemento € de fato tinico como afirmamos na defini¢do de grupo, ou ainda,
se existe um tinico elemento neutro no grupo. E, mais ainda, qual é o significado de (a= 1)1,
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onde a € um elemento do grupo. Reuniremos todas essas afirmacodes na seguinte proposi¢ao.
Proposicao 3.1.1. Se G ¢ um grupo, entdo
(i) o elemento neutro de G ¢ unico,
(ii) todo elemento a € G tem um uinico inverso em G;
(iii) para cadaa € G, (a™") "' =a;
(iv) para todos a,b € G, (a-b)"' =b"".a" !,

Demonstracdo. Comecaremos a demonstracdo pela parte (i). Aqui, devemos mostrar que se
existirem dois elementos distintos, e; € e, em G, taisque a-e; =ej-a=aequea-e; =ey-a=d,
para cada elemento a € G, entdo e; = e;. De fato, se e; e e forem dois elementos neutros
distintos de G, temos que

e =ej-ep=ey-ep=ey,

mostrando que e; = e3.

Para mostrar a parte (i1) devemos mostrar que se x-a =a-x =eey-a=a-y = e, onde
a,x,y € G entdo x =y. Suponhamos entdo que a-x = e e a-y = e, entdo, obviamente, a-x =a-y.
Sabemos, ainda, que existe um elemento b € G tal que b-a = a-b = e, nada sabemos sobre a
unicidade deste elemento b. Desse modo, temos que b+ (a-x) = b- (a-y), usando a propriedade
associativa da operagdo - em G, temos que

x=ex=(b-a)-x=b-(a-x)=b-(a-y)=(b-a)-y=e-y=y

Note que a demonstracdo que fizemos para a parte (ii) € um resultado muito mais geral
do que a unicidade do inverso de a pela operacdo -, j4 que mostramos que a-x = a -y implica
que x =y. De forma totalmente andloga, podemos mostrar que x-a =y - a implica no fato de
que x =y. Pelo que acabamos de demonstrar, vale a lei do cancelamento pelo mesmo lado para
a resolucdo de equacdes em G. Note, porém, que ndo temos como afirmar nada sobre x € y se
tivermos que a - x =y - a, pois ndo temos nenhum resultado que garanta a comutatividade da
operagao em G.

Para a parte (iii), observe que, pela definicio de elemento inverso, que (¢~ ')~ é um
elemento que quando multiplicado por a~! resulta em e, mas sabemos que a é um tal elemento,
ja que a~! é inverso de a, e pela parte (ii) garante a unicidade do inverso. Portanto, (a_l)_1 =a.

Para demonstrar a parte (iv) temos que mostrar que

(@ab)-(btal)= (lf1 -ail) (a-b)=e.
De fato, pela propriedade associativa da operacao em G temos que
(a-b)- (bfl ~a*1) :a(b-lfl)cf1 —a-e-al=aal=e
Analogamente, temos que
b 'a)(@aby=b" (ata)b=beb=b"b=e

De modo que e = (a-b)-(b~'-a ')ee=(b"'-a"!)-(a-b). Portanto, b~'-a~! é o inverso de
a- b e aparte (ii) desta proposicdo garante a sua unicidade. [

Um resultado imediato da Proposi¢do 3.1.1 € o seguinte.
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Corolario 3.1.1. Seja G um grupo. Dados a,b € G, entdo as equacoes a-x =b ey-a=b, tém
solugoes vnicas para x e y em G.

Demonstracdo. Demonstraremos a unicidade da soluc¢io da equagdo a-x =b. Como a-x = b,
temos entao que

1

ax=b=a'ax=al'b=ex=a'b=x=al b

Como o inverso de a € tnico a solu¢do da equacao também o é.
O outro caso é totalmente analogo. U

Observacao 3.1.2. De agora em diante, para nos referirmos a operacdo entre dois elementos a
e b do grupo G escreveremos apenas ab para denotar a - b.

Exemplo 3.1.8. Considere o conjunto V = {e,a,b,c} com uma operagio - que tenha a proprie-
dade de que cada elemento € seu préprio inverso. Vamos construir uma tabua de multiplicacdo
—uma espécie de tabuada — para este grupo. Na verdade, devemos completar a tabela abaixo.

- lefalb]c]

(SN IS IS e

Observacao 3.1.3. Para efetuarmos x -y tomamos o primeiro dos fatores, no caso x, nos elemen-
tos da primeira coluna e y na primera linha. Note que esta ordem € importante, pois ndo temos
nada que garanta a comutatividade da operacao até aqui. O resultado obtido serd colocado na
célula da tabela que fica determinada pelo encontro da linha correspondente ao elemento x com
a coluna correspondente ao elemento y.

Sabemos que cada elemento € inverso de si mesmo e que todo elemento multiplicado
pelo elemento neutro resulta nele mesmo. Entdo, ja sabemos como preencher a segunda linha,
a segunda coluna e uma das diagonais da tabela como a seguir.

- lelalb]c]
elle|lal|b|c
bb] |

Agora, observe que a-b=b-a=c,poisse a-b=aou b-a = a, pelalei do cancelamento
que demonstramos na parte (ii) da Proposi¢do 3.1.1, teriamos que

1

a-b=a=a ~a-b:a_1-a:>e-b:e:>b:e,

ou seja, significaria que b € o elemento neutro de G. Vejamos o caso b - a:

1

b-a=a=hb-a-a'=aa'=be=e=b=e.

De modo anélogo, conclui-se que, a-b = b ou b-a = b nos diria que a € o elemento neutro
de G e sabemos que isso ndo € verdade, portanto, sO podemos ter a-b = c. O leitor poderia
ainda suspeitar que a-b = b-a = e, mas isso significaria que a~! = b e sabemos que isso nio é
verdade, ja que a € o seu proprio inverso € o inverso de um elemento em um grupo € unico.
Para os demais pares, por meio de conclusdes andlogas, podemos completar a tabua.
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Portanto, em um grupo de quatro elementos onde seja imposta a condicao de que cada
elemento € inverso de si proprio, necessariamente a operacao serd comutativa. Outra maneira
de perceber que a operacdo de um grupo é comutativa € observar se a tabela de multiplicacdo
forma uma matriz simétrica. Observe que a tabela acima € simétrica com relagdo a sua diagonal,
portanto a operacao € comutativa.

O grupo que acabamos discutir € chamado de Grupo de Klein, em homenagem ao ma-
tematico alemio Christian Felix Klein'.

3.2 SUBGRUPOS

Em alguns casos, o estudo de determinados subconjuntos de um dado grupo pode ser
mais interessante do que o do préprio grupo em si. No entanto, ndo estaremos interessados em
subconjuntos de natureza arbitrdria, mas, sim, naqueles que guardam uma estrutura algébrica
que seja de nosso interesse. Por exemplo, retomemos o exemplo 3.1.1, onde consideramos o
conjunto dos nimeros inteiros com a operagao de adicao e considere a restri¢ao feita no exemplo
a seguir.

Exemplo 3.2.1. Seja G o grupo dos niimeros inteiros com a operagdo de adicdo. Considere H
o conjunto dos nimeros inteiros pares. Podemos verificar facilmente que H, com a operagdo
de adicdo, também € um grupo. Note que se somarmos dois ndmeros pares, o resultado ainda
¢ par. De fato, sejam 2n e 2m, m,n € Z dois elementos de H, temos que 2n+2m = 2(n +
m), que € par e, portanto, estd em H. Além disso, todo elemento a de H possui um inverso
aditivo que € o mesmo inverso que a admitia em G, a saber, devemos encontrar x € H tal que
a+x=0. Logo x = —a e, como a é par, também o é —a. Por fim, a propriedade associativa
€ trivialmente vélida, de modo que H tem uma estrutura de grupo. De um modo totalmente
andlogo, poderiamos definir um grupo H, dos miultiplos de um inteiro n» que tem a mesma
estrutura mostrada anteriormente (como fizemos no exemplo 3.1.4). Observe que se n e m
forem inteiros distintos, entao H, N H,, € o grupo dos multiplos comuns de n e m.

Exemplo 3.2.2. Seja X um conjunto ndo vazio e Sx o grupo das permutacdes de dos elementos
de X, como no exemplo 3.1.7. Dado xo € X fixado arbitrariamente. Seja H(xp) = {¢ € Sx :
@ (x0) =xp}, ou seja, H(xp) é o subconjunto de Sy formado pelas permutagdes de X que mantém
fixo o elemento xp. Vejamos, agora, se H(xp) com a operacdo de composicdo de fungdes é
subgrupo de Sx. Sejam ¢ e T duas fungdes em H(xp). Para mostrar que H(xp) é um grupo,
devemos primeiro verificar se a0 compormos duas fungdes de H(xo) a fungdo resultante ainda
estd no conjunto. De fato, temo temos que @ (xp) = xg € T(xp) = x9. Sendo assim, temos que

(pot)(x) =¢(T(x0)) = ¢(x0) = x0,

mostrando que H (xg) é fechado com relagdo a operacdo de composicao de fungdes. Como toda
funcdo ¢ em H(xp) € bijetiva, segue que ¢ é invertivel. Temos ainda que a fungdo identidade,

I Christian Felix Klein(1849-1925), matemético aleméo cujos trabalhos abrangem as dreas de Geometria Nao-Euclidiana e nas interligacdes
entre a Teoria dos Grupos e a Geometria.
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isto &, a funcdo I tal que I(x) = x para cada x € S, obviamente, cumpre a condi¢do particular de
que I(xp) = xo. Finalmente, como a composicdo de fungdes € associativa é claro que a operagdo
estabelecida em H (x) é associativa. Portanto, H(xo) tem estrutura de grupo.

Observe que nos dois exemplos citados acima sempre exibimos um subconjunto H de um
grupo G em que a estrutura algébrica de G se mantém. De modo geral, os subconjuntos de G
que consideraremos de agora em diante terdo suas propriedades algébricas herdadas de G. Os
subconjuntos mais naturais deste tipo sao os subgrupos.

Definicao 3.2.1. Um subconjunto H de um grupo G é chamado de subgrupo de G se, com
relac@o a operagao de G, o proprio H forma um grupo.

Observacao 3.2.1. Uma inferéncia imediata que se pode tirar da Defini¢do 3.2.1 é a de que
se H é um subgrupo de G e K € um subgrupo de H, entdo K é um subgrupo de G. Para um
exemplo dessa situagdo, o leitor pode observar que se tomarmos o grupo H,,, como definido no
exemplo 3.2.1 e o grupo H, N H,, também definido naquele contexto, veremos que H, N H,, é
subgrupo de H, e H, € subgrupo do grupo G dos nimeros inteiros com a operagao de adicao.
Sem muito esforg¢o, o leitor pode verificar que o proprio H, N H,, é subgrupo de G. Um outro
exercicio interessante é encontrar um subgrupo de H(xp) como definido no exemplo 3.2.2.

Uma nota de precaugdo se faz necessaria aqui. No Exemplo 3.2.1 verificamos que o
elemento neutro do subgrupo H era o mesmo do grupo G. Além disso, vimos que dado um
elemento de x € H, seu inverso em G e em H coincidem. Vimos que isso também ocorreu no
Exemplo 3.2.2. Muito embora isto pareca ser uma coisa bastante natural, deve-se observar que,
mesmo sendo H subgrupo de G, tratam-se de grupos diferentes, o que torna os conceitos de
elemento inverso e de elemento neutro relativos. Sendo assim, ndo ha nada na definicdo que
nos garanta que eg = ey, onde eg € o elemento neutro de G e ey o elemento neutro de H, ou
que, dadox € H, x&l = x;,l, onde xal denota o inverso de x no grupo G e x,;l o inverso de x em
H. Mostraremos na proposicdo a seguir que, dados o grupo G e um subgrupo H de G, de fato
ocorre eg = ey € se x € H, entao xgl = x,}l.

Proposicao 3.2.1. Sejam G um grupo e H um subgrupo de G e x € H. O inverso de x em H é o
mesmo inverso de x € G e o elemento neutro de H é o mesmo elemento neutro de G.

Demonstragdo. Seja x € H e denote por x;,l o inverso de x em H; por x&l o inverso de x em

G; por ey o elemento neutro de H; e por eg o elemento neutro de G. Queremos mostrar que

—1 -1 —1
Xy =Xg equeey =eg. Temos que xxy = ey ecomo ey € G, segue que ey = egec. Juntando

essas informacdes, temos que

1 1 1

xxy' = ey = epeg = ep(xxg') = (egx)xg' = xxg

1

Da cadeia de igualdades acima concluimos que xx; = xx&l. Portanto, podemos afirmar que

1 1 1 1 -1

11 _ —1_ 1 o I | —1_
Xg XXy =Xg XX = egXy =egXg = Xy =Xg -

Vamos mostrar que sao iguais também os elementos neutros em H e em G. Para isso nos sera
util o fato de que xI;l = xél, pois podemos escrever

ey :xx;,1 :xx&1 =eg.

O que conclui a demonstracao. [
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Note que nos exemplos 3.2.1 e 3.2.2 para decidir se o subconjunto do grupo conside-
rado era um subgrupo, tivemos que checar se o subconjunto verificava todas as condicoes da
defini¢do de grupo. Convenhamos que esta € uma tarefa bastante macgante e seria util esta-
belecermos um critério que nos poupasse de tamanho esforco. Esse critério € fornecido pelo
seguinte resultado.

Proposicao 3.2.2. Um subconjunto ndo vazio H do grupo G é um subgrupo de G se, e somente
se,

(i) a,b € H implica que ab € H.
(ii) a € H implica que a~' € H.

Demonstracdo. Suponha H um subgrupo de G. Entdo, pela propria defini¢do de grupo as
condicdes (i) e (ii) sao satisfeitas.

Reciprocamente, suponha vélidas (1) e (i1), vamos mostrar que H € um subgrupo de G.
Para tanto, devemos mostrar que e € H e que vale a propriedade associativa para as elementos
de H. Mostraremos primeiro que e € H. De fato, seja a € H, entio, de (ii), temos que ¢! € H.
Agora, por (i), podemos inferir que aa~' € H. Como aa~! = e, segue que e € H. Devemos ainda
mostrar que € valida a propriedade associativa da operacdo de G em H. Ora, mas ja sabemos
que H ¢é fechado com relacdo a operacdo de G e que, em G, vale a propriedade associativa.
Sendo assim, € claro que a lei associativa vale em H, o que completa a demonstracao. [

Uma outra maneira de se caracterizar um subgrupo H de um grupo G € a seguinte:

Proposicao 3.2.3. Sejam G um grupo e H um subconjunto ndo vazio de G. H é subgrupo de G
se, e somente se, para quaisquer x,y € H, tem-se que xy~' € H.

Demonstragdo. Suponhamos que H € subgrupo de um grupo G. Entdo, pela Proposi¢do 3.2.2,
temos que dados b € H, seu inverso b~ também estd em H. Tome um segundo elemento a em
H. Como H é subgrupo de G, o resultado de ab~! estd em H.

Reciprocamente, suponha que, dados a,b € H, ab~! € H, onde H é um subconjunto de
H. Vamos mostrar que H € sugrupo de G. Primeiramente, note que dado a € H temos que
aa ' =ec H, em que e € o elemento neutro de G. Portanto, H contém o elemento neutro de
G. Sejam agora a,b € H. Como sabemos que e € H, podemos escrever que eb~! = b~! 0 que
mostra que b1 estdem H. Além disso, por hipotese, temos que a(b_l)_l € H,ouseja,abc H,
mostrando que H € fechado com respeito a operacao de G. Falta agora mostrar que H tem
estrutura de grupo. Para isso, vamos verificar as condi¢des de 3. Observe que ja mostramos que
H tem um elemento neutro e que dado a € H ocorre que a~' € H. Portanto, s6 nos resta mostrar
que a operacdo € associativa em H. Ora, mas sabemos que a operacdo em H ¢ a mesma de G
que sabemos ser associativa, além disso, H € fechado com relacdo a esta operacdo. Portanto a
associatividade vale também em H. [

De modo geral, se H for um subgrupo finito podemos até mesmo ignorar a condicao (ii)
da Proposicao 3.2.2. Vejamos isso na seguinte proposicao.

Proposicao 3.2.4. Se H é um subconjunto finito ndo vazio de um grupo G e H é fechado com
relacdo a operagdo de G, entdo H é subgrupo de G.

Demonstracdo. Pelo que vimos na Proposicdo 3.2.2, é suficiente mostrarmos que a~' € H para

cada a € H. Suponhamos a € H; assim a*=aa€H,i®>=d*acH,a*=dacH,...,d"cH,

... pois H é fechado com relaciio a operagdo induzida de G. De modo que a,a”,a>,...,a",...
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estdo todos em H, que é um subconjunto finito de G. Assim, concluimos que ha repeti¢des nesta
colecdo de elementos, isto €, para certos inteiros r e s com r > s > 0, a" = a’. Pelo cancelamento
em G, temos que

ad=d=da’=da’=d " =e.

Além disso, como estamos supondo r > s, segue que r —s > 1. Agora, comor—s>0e
a’" =% = e, segue que e estd em H e, por isso, em particular, temos que ¢’ = e estd em H. Isto
significa que a* é elemento de H para todo k inteiro e maior ou igual que zero. Como r —s > 1,
temos que r —s — 1 > 0. O que nos permite afirmar que ¢’ —*~! estd em H e que, além disso,
a5~ 1 é o inverso de a. De fato, temos que a5 la= a5 = e. Portanto, temos que adsleH

eque a”* ! =4, ou seja, mostramos que a~!' € H e isso conclui a demonstragio. [

r—

A proposicao 3.2.4 nos diz, entdo, que para verificarmos que um subconjunto finito de
um grupo G € um subgrupo, basta ver se ele é fechado ou ndo com relacdo a operacao de G.
Neste ponto, o leitor ja deve ter concluido que G € sempre subgrupo de si mesmo e que o
conjunto constituido somente pelo elemento e € um subgrupo de G. Esses grupos sdo chamados
de subgrupos triviais e, embora tenham sua importancia em Teoria de Grupos, nenhum deles
tem interesse especial do ponto de vista do que estudaremos sobre subgrupos neste trabalho.

3.3 GRUPOS DE SIMETRIA E PERMUTACOES

Considere a seguinte situacdo: suponha que tenhamos desenhado em uma folha um tridngulo
equilatero como o da figura 12 e que, separadamente, tenhamos um modelo de tridngulo equilatero
com os vértices identificados da mesma forma que no desenho. Assuma, ainda, que o modelo

Figura 12: Tridngulo que estamos supondo desenhado em uma folha de papel.

B

c A

Fonte: elaborada pelo autor.

sobreponha-se exatamente ao tridangulo desenhado no papel e que em sua posi¢ao inicial os
vértices A, B e C do modelo estejam respectivamente sobre os vértices A, B e C do desenho.
Um questionamento natural que podemos fazer é: quais movimentos podemos fazer, sem de-
formar o modelo, de modo que, ao final do movimento, ele se sobreponha ao desenho da folha
de papel? Um desses movimentos, que inclusive ja deve ter ocorrido ao leitor € a rotag@o pelo
arco de 27” em torno do baricentro do triangulo, como na Figura 13. Por conveniéncia, sempre
que nos referirmos a uma rotagao, ela serd feita no sentido anti-horério e em torno do baricentro
do triangulo.

Observe que o mesmo resultado poderia ser obtido se fizéssemos uma rotacdo de 8?” =

2r + %" Contudo, o que € do nosso interesse aqui € a comparacao entre as posigoes inicial
e final do modelo. De modo que dizemos que é equivalente fazer uma rotagcao de %” ou uma
rotacdo de %’r

O leitor ja deve ter percebido que outras duas rotacdes fazem ainda que o modelo se
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Figura 13: Um triangulo equilatero rotacionado em 27”

B A

C A B c

Fonte: elaborada pelo autor.

sobreponha ao desenho. A saber, tais rotacdes pelos arcos de 47” e 2x. Observe, contudo, que
a rotacdo de 27 gera o mesmo resultado que ndo fazer rotacio nenhuma e indicaremos esta

rotacao por e.
Um movimento de natureza distinta da rotagdo que podemos fazer com o modelo de modo
a sobrepd-lo ao desenho do tridangulo equildtero é uma reflexdo como na Figura 14.

Figura 14: Um tridngulo refletido em torno do eixo e;.

B B

c 2 A A P c

Fonte: elaborada pelo autor.

Aqui, novamente, o que nos interessa é¢ a comparagao entre os estados inicial e final do
triangulo. Nao estamos nos importando com o processo que faz a reflexao e sim em como ela
atua sobre o modelo. Existem ainda mais dois eixos em torno dos quais podemos refletir o
modelo de modo que ele se sobreponha ao desenho feito no papel. Esses eixos sdo os eixos e
e ez mostrados na Figura 15.

Figura 15: Triangulo com os eixos eq, e; € e3.

Fonte: elaborada pelo autor.

Todos os movimentos que comentamos logo acima sao chamados de simetrias do triangulo.
Deve ficar bem claro que ao efetuar as rotacdes e as reflexdes estamos apenas movendo o mo-
delo. Nao estamos deformando-o, no sentido de que nao estamos ampliando-o, cortando-o ou
esticando-o, por exemplo. Em resumo, entdo, encontramos seis simetrias do triangulo. Lista-
mos a seguir quais sao e uma comparagao da posi¢ao inicial e final do tridngulo em cada caso.
Quando dizemos que “o vértice A € levado no vértice B”, isto significa que a posi¢ao do vértice
A apds a movimentagao € aquela que originalmente era do vértice B.

* Reflexdo em torno de e;; que denotaremos por R;. Aqui, temos que, apods reflexdo, o
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vértice A € levado em si mesmo; o vértice B € levado no vértice C; e o vértice C é levado
no vértice B.

* Reflexdo em torno de e;; que denotaremos por R,. Neste caso, temos que, apds a reflexdo,
o vértice A é levado no vértice C; o vértice B é levado no vértice B; e o vértice C é levado
no vértice A.

* Reflexdo em torno de e3; que denotaremos por R3. Agora, temos que, apds aplicarmos a
reflexao, o vértice A € levado no vértice B; o vértice B € levado no vértice A; e o vértice C
¢ levado em si mesmo.

* Rotagdo de 27 rad ou de 0 rad; que denotaremos por e. Aqui temos que o tridangulo per-
manece inalterado apds a rotacdo, isto €, o vértice A € levado no vértice A; o vértice B no
vértice B; e o vértice C também ¢ levado em si proprio.

* Rotagdo de %” rad; que denotaremos por R2z. Agora temos que, aplicando a rotacdo, o
3

vértice A € levado no vértice B; o vértice B no vértice C; e o vértice C € levado no vértice
A. Como mostrado na Figura 13.

* Rotagdo de 47” rad; que denotaremos por Riz. Neste caso, temos que, apds a rotagdo, o
3

vértice A € levado no vértice C; o vértice B no vértice A; e o vértice C € levado no vértice
B.

Feita essa andlise, é natural que se pergunte se ao efetuarmos a composi¢ao de simetrias,
isto €, ao fazermos um movimento apos o outro, ainda obteremos uma das simetrias listadas.
Vejamos o exemplo da composi¢ao Rz R|. Sempre efetuaremos as composi¢des da direita para

3

a esquerda, como ja fizemos com as permutacdes. Portanto, nesse caso, primeiro fazemos a
reflexdo em torno de e, para sé entdo aplicarmos a rotacdo Rzz. Observe na Figura 16 como
3

fica a composicdo dos dois movimentos.
Figura 16: Ilustragdo da composi¢do R u R =Rs.
B o 4

€1
Ry -

R e I I

Fonte: elaborada pelo autor.

Sendo assim, ao efetuarmos R o R obtemos R3 que também € uma simetria do tridngulo
conforme j4 haviamos pontuado.

Compare a Figura 16, com a figura 17, onde aplicamos sobre o tridngulo somente a
movimentacao R3, que gera o mesmo resultado que a composicao R x R;.
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Figura 17: Tlustracdo da movimentagdo R3.

Ry

e B

Fonte: elaborada pelo autor.

Como um segundo exemplo vejamos a composicao R{R; resulta em R2z. Acompanhe
3
esta composicao na Figura 18. Comparando o resultado da composi¢do mostrado na Figura 18

Figura 18: Ilustracdo da composi¢do R1Ry = R 2
B B 4

Ry Ry

C - eé = A AT Lz - C B - cz e

Fonte: elaborada pelo autor.

com o da Figura 19, vemos que a aplicacdo do movimento Rz sobre o tridangulo gera o mesmo
3
resultado que a composicao R R»

Figura 19: Ilustracdo aplica¢do do movimento R -

o & A B o e,

Fonte: elaborada pelo autor.

Nos dois exemplos que vimos, ambas as composicdes de simetrias resultaram em uma

simetria do triangulo equilétero. Isso, de fato, sempre acontece, como podemos comprovar na
tabela de multiplicacdo a seguir.
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Na verdade, com a tabela feita, podemos facilmente verificar que o conjunto S, das si-
metrias de um tridngulo equilétero, isto é, Sy = {e,R z ,R%n ,R1,Ry,R3 }, munido da operagdo
de composicio de funcdes é um grupo. De fato, temos que o conjunto é fechado pela operacio
que definimos; ademais, a composi¢ao de funcdes € associativa; além disso, observe que existe
um elemento neutro, que ¢ a rotagdo por O rad; e, ainda, cada elemento possui um inverso. A
saber: cada uma das reflexdes Ry, R>,R3 € a inversa de si propria, ja que R{R| = e, RyRy =e e
R3R3 =ec, ainda, ee=e (6bVi0), RZTnR%ﬂ = R4TnR2T7: = R%n = Rzﬂ =e.

Quando listamos as simetrias do tridAngulo e comparamos as posi¢des inicial e final apds
a aplicacdo de cada um dos movimentos correpondentes, o leitor deve ter suspeitado de estar
lendo algo familiar. Se analisarmos mais detidamente o que ocorre com os vértices do tridngulo,
podemos ver que € muito similar as permutacdes que ja estudamos anteriormente e isso é, de
fato, verdade. Podemos usar a notacao de permutacao para associar a cada um dos elementos
de Sx uma permutacdo dos vértices do tridngulo equilatero. Levando em conta que, na posi¢cao
inicial, a sequéncia dos vértices no sentido anti-horério seja ABC, tal qual na Figura 12 temos

que e pode ser associado a permutagdo , onde e representa a rotacao de de 0 rad em

A B

A B C
torno do baricentro do tridangulo ABC. De modo que as rotagdes descritas anteriormente podem
ser identificadas naturalmente por permutacdes como a seguir:

* A rotacdo por 0 rad, que denotamos por e estd associada a permutacio identidade, como
acabamos de mencionar;

i ‘ ) A B C)\.
* A rotacdo RzTﬂ pode ser identificada como (B C A)’

* A rotacdo de R 4 pode ser identificada com a permutagao (Ié ﬁ g) .

De modo similar, podemos identificar as reflexdes em torno de cada um dos eixos e, e; € €3
com uma permuta¢do da seguinte forma:

» A reflexdo Ry, pode ser associada a permutagao (ﬁ g g) ;

) ) ) . (A B
* A reflexdo R, em torno do eixo e, pode ser identificada com a permutacdo ( C B g) :

* A reflexdo R3 pode ser associada a permutacao (2 i g) .

Portanto, de acordo com o que foi exposto acima, vemos que o grupo de simetrias do
triangulo equildtero tem uma relagdo muito estreita com o grupo de permutagdo de um conjunto
de trés elementos. Vamos agora reinterpretar as composicoes Rz Ry € R R, que fizemos anteri-

3

ormente usando a notacdo de permutacdo. Pelo que foi listado acima temos que a composi¢cao

. _ ~ A B C A B C
R%an pode ser entedida como a composicdo das permutacdes (B C A) e ( A C B)’

A B C\(ABC\_(ABC
(B C A) (A C B):<B A C)' 33)

CcOmo a seguir:
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Note que a permutacdo que obtivemos € aquela associada a simetria R3 e sabemos que
RzTan =Rs.

Ja a composi¢cdo R|R, do ponto de vista das permutacdes dos vértices do triangulo, cor-
responde a composicao mostrada em 3.4.

A B C\(A B C\ (ABC (3.4)
A C BJ\C B A] \B C A)’ '
Observe que obtemos como resultado a permutagdo correspondente a simetria R 2. Compro-

vando que analisar as simetrias do ponto de vista de permutagdes € realmente eficaz.
Podemos ainda escrever o grupo de simetrias de um tridngulo de um outro modo que nos
permite fazer algumas generalizacdes mais facilmente. Para isso, vamos tomar a = R2: € b = R,
3

€ usaremos e como o elemento neutro, como ja viemos fazendo ao longo do texto. Assim, temos
que

a~ = Ruz,
3
a@ = e,
ba = Ry,
ab = R3,
» = e

As igualdades acima mostram que para obter cada um dos elementos de Sp € suficiente
que se faca composi¢des adequadas da rotacdo Rz e da reflexdo R; entre si e consigo mesmas.

Além disso, essas mesmas igualdades mostram ql31e, levando em conta a relacdo vista anterior-

mente entre as simetrias de um triangulo equilatero e o grupo Sy, grupo das permutacdes de um

conjunto X = {A, B,C}, todos os elementos de Sy podem ser obtidas por meio de composi¢des
A B C A B C\ . ~ ) .

adequadas de ( B C A) e ( A C B)’ J& que estas permutacdes foram identificadas com

as simetrias R e Ry, respectivamente. A nova notacio permite ainda que confirmemos a es-

treita relagdo existente entre os dois grupos sobre os quais estamos discursando nos ultimos
paragrafos. Nesta nova notacdo, a tabela de composi¢do das simetrias do tridngulo e das
permutacgdes dos elementos do conjunto 7" sdo iguais! A nova tabela fica como a seguir.

- efald [ b |ab|ab]
e e a a’ b ab | @b
a a a’ e ab | a*b | b
a’ a’ e a |a*b| b ab
b b |d*b | ab e a’ a
ab || ab b |d®*b]| a e a’
a’b || a®b | ab b a’ a e

Observacao 3.3.1. Atente para o fato de que a operacao neste grupo nao € comutativa isto € se x
e y sdo elementos de Sx, em geral, xy # yx. Para constatar isso, observe a tabua de multiplicagao
acima e observe que, por exemplo, ab # ba.

Note que a cada simetria do tridngulo corresponde uma permutacdo do conjunto Sy, em
que X = {A,B,C}. Sendo assim, uma fun¢io que a cada simetria do tridngulo associa uma
permutacdo em Sy € uma funcdo injetiva, ja que cada simetria é levada na tnica permutacao
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que determina. Sabemos da Anélise Combinatdria que Sy tem 6 elementos e a funcdo € injetora.
Portanto, existem, no maximo, seis simetrias do triangulo e exibimos seis delas. Vemos, assim,
que o grupo de simetrias do tridangulo tem exatamente seis elementos, ou seja, € um grupo de
ordem 6. Esse grupo também € conhecido como grupo diedral de ordem 6 e € chamado de Dg.

Vamos agora analisar o grupo de simetrias de um quadrado com a operacao de composi¢ao
de funcdes — que serd denotado por S — e tragar um paralelo com o que acabamos de ver sobre
o grupo de simetrias do triangulo equildtero. Para o que segue, vamos tomar por base a Figura
20.

Figura 20: Um quadrado e seus eixos de simetria.

ds v dy

Fonte: elaborada pelo autor.

Observe que o quadrado possui algumas simetrias, a seguir listaremos cada uma delas ja
identificando cada uma delas como uma permutagdo dos vértices, a exemplo do que foi feito
com as simetrias do tridngulo.

* Reflexdo em torno da reta d;; que denotaremos por R;. Em termos de permutacdo, essa
simetria age do seguinte modo sobre os vértices do quadrado:

A B C D).
A D C B)’
* Reflexdo em torno da reta d»; que denotaremos por R,. Em termos de permutacdo, essa
simetria tem o seguinte efeito sobre os vértices do quadrado:

A B C D).
C B A D)’
* Reflexdo em torno da reta h; que denotaremos por R,. Em termos de permutacdo, essa
simetria altera as posi¢des dos vértices como segue:

A B C D).
D C B A)’

* Reflexdo em torno da reta v; que denotaremos por R,. Em termos de permutacio, essa
simetria altera as posi¢des dos vértices do quadrado do seguinte modo:

A B C D\
BADC)’
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* Rotagdo de § rad em torno do centro do quadrado no sentido anti-horario; que denotaremos
por Rg. Em termos de permutacdo, essa simetria age do seguinte modo sobre as posicoes

dos vértices:
A B C D).
B C D A)’

* Rotacdo de 7 rad em torno do centro do quadrado no sentido anti-horario; que denotaremos
por R;. Em termos de permutagdo, essa simetria altera as posi¢oes dos vértices como

segue:
A B C D).
C DA B)’

* Rotacao de 37” rad em torno do centro do quadrado no sentido anti-horario; que denotare-
mos por R3z. Em termos de permutagdo, essa simetria altera as posi¢des dos vértices da
2

A B C D).

D A B C)’
* Rotagdo de 27 rad ou 0 rad em torno do centro do quadrado no sentido anti-horério; que
denotaremos por e. Esta simetria ndo altera as posicoes dos vértices. De modo que, em

termos de permutacdo ficamos com:
A B CD
A B C D)

Sabemos que existem 24 permutacdes possiveis para os elementos do conjunto V =
{A,B,C,D}. Note, porém, que relacionamos apenas oito delas com as simetrias do quadrado.
B C
B C D A
pois ela, altera a posi¢do relativa entre os vértices do poligono. Para entender melhor, observe
que em nenhuma das permutac¢des que fizemos correponder uma simetria o vértice D aparece
entre os vértices A e B, 0 que ocorre na permutagdo que acabamos de citar. Vamos mostrar
agora que as unicas permutacdes do conjunto V que representam simetrias de um quadrado sao

as oito que citamos anteriormente. Para isso, vamos dividir a anélise em casos.
Caso 1: Se uma simetria do quadrado fixa um dos vértices, entdo, necessariamente tem

seguinte maneira:

Por exemplo a permutagdo ( ndo representa uma simetria do quadrado ABCD,

” ] . A B CD\ (ABCD
que fixar o vértice oposto. Isso ndo ocorre nos seguintes casos: ACDB)'’\A DB C)
A BCD\ (ABCD\ (ABCD\ (ABCD\(ABCD
DBAC’(CBDA’(BDCA’DACB)BCADe
ABCD
C A B D)

Caso 2: Se uma simetria do quadrado fixa dois vértices ndo colineares com o centro do
quadrado, entdo, necessariamente teria que ser a identidade. Isso ndo ocorre nos seguintes casos

A B CD\ (ABCD\ (ABCD A B CD
ABDC))\acBD)’\BACD/®\DBcCal
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Observe que em ambos os casos discutidos anteriormente, a posi¢cao relativa entre os

vértices do quadrado nao se preserva na mesma ordem exibida na Figura 20. Por exemplo,

o f e . (A B CD

observe a primeira permutagao exibida no Caso 1 que é
A C D B
sequéncia (A,D,B,C). Note, porém, que é impossivel que os vértices aparecam nessa ordem
pois aqui A e B sdo vértices opostos, mas isso nunca ocorre em uma simetria do quadrado, ja que
A e B sdo vértices adjacentes. Note que a primeira permutagdo exibida no Caso 2 corresponde
a sequéncia (A,B,D,C) que exibe B e D como vértices adjacentes e sabemos que eles sempre
serdo opostos em qualquer que seja a posi¢do do quadrado. O leitor pode verificar que todas as
permutacdes que exibimos nos casos 1 e 2 exibem ordenagdes dos vértices cujas posi¢des rela-

tivas sao diferentes daquelas exibidas na Figura 20. Note que as quatro permutagdes que faltam,

_ (A BCD\ (ABCD\ (A BCD ABCDY_ .
quesas\p n 4 c)°\c A b B)'\c b B A)]®\D c a p) chduadtam-

se nessa situacdo, pois exibem B e D como vértices adjacentes. E em todas as simetrias do
quadrado tais vértices sao opostos.
De modo totalmente andlogo ao que fizemos para as simetrias do triangulo equilatero,

> e que corresponde a

podemos mostrar que o conjunto S = {e,R% yRz,R3z,Ry ,Rz,Rh,Rv} com seus elementos de-
2

finidos como fizemos anteriormente com a operagao de composi¢ao de fungdes é um grupo.
Esse grupo é também conhecido como grupo diedral de ordem 8 e é denotado por Dsg.

Vamos exemplificar algumas operagdes com elementos do grupo de simetria do qua-
drado. Por exemplo, podemos verificar que R{R, = R 3 Podemos fazer isso usando um recurso

geométrico como na Figura 21.

Figura 21: Tlustracdo da composicdo RjR, = R3z

2

22 v &b b d 2

Ry

Lh )

Fonte: elaborada pelo autor.

ou entdo via permutacdes como a seguir. Lembre-se de que a composicao € sempre feita da
direita para a esquerda, isto €, primeiro efetuamos R, e aplicamos R; ao resultado obtido. Desse
modo, teremos que

A B C D\(A B C D\ (A B C D (3.5)

A DCB)\BADTC) \DABC) '
Vamos determinar também a composi¢ao R, R, por meio de permutacdes.

A B C D\(A B C D\ (A B CD (3.6)

B ADC)\ADCB) \BCDA)’ '

o que nos diz que R,R| = R%. Se utilizarmos um recurso geométrico, teremos o que mostra a
Figura 22.
Na tabela a seguir estdo todas as possiveis composicoes das simetrias de um quadrado.
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Figura 22: Ilustra¢do da composi¢do R,R; = R z

& v &b v P v i

Fonte: elaborada pelo autor.

[ e B [Ra[Ry [Ri [ R [Ro [ R |
e e R% Rz | Rax | Ry R, | R, | R,
R% R% Rz R3771: e Ry, | R | Ry, | Ry
Re | Re [Ry | ¢ [Ry [Ra [ R | Ri | Ry
Rz R377r e R% Rn- Rh R1 Rv R2
R1 R1 Rv R2 Rh e R%;r Rﬂ; R%
Ry R, | Rt | Ry | R Rg e R3771: Ry
Ry |[Ro | Ry [ Ri [ R [Ra [ Ry | ¢ | Ry
R | R [ R | Ry | Ri [Ryy | Rz | R e

A exemplo do que foi feito com o grupo de simetrias do tridangulo equilétero, existe uma
outra forma de representar o grupo de simetrias do quadrado que permite uma maior facilidade
para deduzir certas generalizagdes. Para isso, vamos fazer a = R% e b = R; e indicaremos o
elemento neutro por e, como ja é costume. O leitor pode verificar facilmente que por meio
de composicoes adequadas de R% e Ry pode-se obter qualquer um dos elementos de S, como
vemos nas igualdades abaixo.

a’ Ry
a’ Rix
2
a* e
b = e
ab = Rh
azb = R2
b = R,

Nessa nova notagdo, a tabela de composic¢des fica como mostrado a seguir.



48

’ -He‘a‘az\cﬁ‘b‘ab‘azb‘a%‘
e e a a | a b ab | a*b | &b
a a a | o e ab | a*b | ®b | b
a’ a | a e a |a*b|ab]| b ab
a’ a’ e a a’> | &b | b ab | @b
b b |a®b|a®*b| ab e a | a® a
ab ab b | &b |d®b| a e a | &®
a*b || a®b | ab b | b | &2 a e a’
ab || &b | d®b | ab b a | &® a e

Toda a discussao que fizemos nesta se¢do pode ser reinterpretada do seguinte modo:
seja Sy tal qual definimos anteriormente. Note que o conjunto Sy € constituido por todas as
permutacdes dos elementos do conjunto X = {A, B,C}. Além disso, Sy, munido da operagdo de
composi¢ao de func¢des, constitui um grupo como vimos anteriormente. Seja ainda ¢ : Sp — Sx.
Assim, se tomarmos a e b elementos de Sx, temos que ¢ (ab) = ¢(a)@(b), desde que definamos

O(Ry) = (ﬁ 2 g) e (R%ﬂ) = (Ig 2 g) Vamos revisitar as igualdades em (3.3) e (3.4)

tendo em vista a funcdo ¢ que acabamos de definir. Assim, temos de (3.3)

‘P(RZ;Rl):@ f €)=(2 ¢ 5) (Z‘ c §)=¢(R7>¢<Rl>-

Ja da igualdade (3.4) podemos inferir que

o= (5 & ) =(4 & 5) (& 5 &) oo

Analogamente ao que fizemos acima podemos também reinterpretar as equacgoes (3.5) e (3.6).
Para tanto, tome 7 : Sg — Q, onde

Q_ABCD A B C D A B C D A B C D
~|\A D C B)’\C B AD)’\DCB A)J’\BAD C)’

A B C D A B C D A B C D A B C D
B C D A)’\C DA B)’\DABC)'\ABC D)’
Note que em Q ndo estdo todos os elementos do conjunto Sy, onde V = {A, B,C,D}. Contudo,
as permutagdes que estdo em Q constituem um subgrupo do conjunto de todas as permutacdes
A B C D A B C D
dos elementos de V. Agora, definamos 7(R;) = (A D C B) e 7(Rz) = (B c D A)'
De modo que a equagdo (3.5) pode ser entendida como

«@r)=(5 45 ¢)=(4 b ca)lsanc)=Rk

Ja da equacdo (3.6) deduzimos que
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«@r)=(5 ¢ 5 a)=(5 4 b o)(a b e 5)=TRI

Funcdes com uma peculiaridade tdo interessante como as funcdes que definimos logo
acima nao devem ser uma feliz coincidéncia. Na verdade, as funcdes com a propriedade de que
¢(ab) = ¢(a)@(b) serdao melhor estudadas no capitulo 3, onde falaremos sobre homomorfismos.

Tanto do grupo de simetrias do tridngulo como do grupo de simetrias do quadrado, po-
demos extrair um subgrupo particularmente interessante que € um grupo de rotacdo. De modo
mais geral, podemos extrair um grupo de rotacdo do grupo de simetrias de qualquer poligono.
Vejamos no seguinte exemplo.

Exemplo 3.3.1. Vamos mostrar que o conjunto R,das rotagdes de um poligono regular em torno
do seu centro munido com a opera¢ao de composicao de fungdes € um grupo. Denotaremos a
rotacdo pelo arco de % rad, 0 <i < nm, no sentido anti-horario, por Rzi. Pelo que vimos
anteriormente, uma rotacdo ¢ um movimento rigido e como a rotacionaremos sempre em arcos
multiplos de 27” ao aplicarmos uma tal rotagdo (mesmo que repetidas vezes), faremos com que
o poligono sobreponha a si proprio. Isso significa que cada vértice ocupard a posi¢do que
era originalmente ocupada por um outro vértice do poligono e que a posicao relativa entre os
vértices nao se alterard apds a rotacao.

Vejamos um caso particular para n = 8. Para o octégono, o conjunto Rg das rotacdes é
Rg = {eaREaRMaR@;RﬁaRWJaRUJ;RM}~
8 8 8 8 8 8 8

Veremos agora, por que o conjunto Rg com a operacdo de composicao de funcoes é um
grupo. Primeiro, observe que cada composicido de rotagdes ainda é uma rotagdo. Como a
operacdo em questdo é a composicdo de funcdes, sabemos que esta operacdo ¢ associativa. E
claro que existe um elemento neutro que € a rotacdo 27 rad ou 0 rad. Além disso, cada elemento
tem um inverso. A saber, a rotacdo Rz ter por inverso a rotagdo por seu arco replementar.

n
Portanto, o inverso de Rz por inverso a rotacao Ry, ox.
n

n

Figura 23: Um octégono rotacionado em 2%” = 7 no sentido anti-hordrio.

Fonte: elaborada pelo autor.

No caso exibido na Figura 23, temos que R2z Rz = R%. Observe que ao aplicarmos a
8 8
~ 27 Tz . . . T L .
rotagdo de 5 = 7 duas vezes, ou seja, rotacionarmos o poligono em 5, cada um dos vértices
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ocupou o lugar previamente ocupado por outro vértice do octégono. Note também que a posi¢cao
relativa entre os vértices é a mesma antes e depois da rotacao.

Observacao 3.3.2. Atente para o fato de que o conjunto de reflexdes do poligono munido
da operacao de composicao de funcdes ndo é um grupo pois ndo € fechado com respeito a
esta operacao, isto €, caso fosse um grupo, ao compormos duas reflexdes deveriamos ter uma
terceira reflexdo (ndo necessariamente distinta das duas primeiras), mas basta olhar o exemplo
da Figura 21 para perceber que a composicao de duas reflexdes pode resultar em uma rotagao.
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4 HOMOMORFISMOS

4.1 HOMOMORFISMOS

A discussdo conduzida na sec¢do anterior nos mostrou que ha algumas funcdes com uma
propriedade bastante interessante e que definimos como a seguir.

Defini¢ao 4.1.1. Sejam G e G’ grupos. Uma fun¢io ¢ de G em G’ é dita um homomorfismo se
para todos a,b € G, ¢(ab) = ¢(a)9(b).

Observacao 4.1.1. Note que na igualdade da Defini¢do 4.1.1 no termo ¢ (ab), ab é calculado
com a operagdo de G, jd em ¢ (a)¢(b) a operagdo em questdo € a operagio de G'.

Um exemplo imediato de homomorfismo € o seguinte.

Exemplo 4.1.1. Sejam G e G’ grupos e ¢ uma fun¢do de um grupo G em um grupo G’ tal que
@ (x) = e para cada x € G. Este é obviamente um homomorfismo, ja que temos que

P(xy) =e=ee=9(x)9(y),

para todos x,y € G, o que mostra que ¢ é um homomorfismo. Usando este mesmo raciocinio,
o leitor pode verificar que a fungdo 7 de G em G, definida por 7(x) = x para todo x € G, é um
homomorfismo.

Embora o conceito de homomorfismo seja um dos conceitos centrais da dlgebra, ele apa-
rece em contextos muito mais elementares do que este em que estamos. Ja no primeiro ano
do Ensino Médio o estudante se depara com a funcao logaritmica que € um homomorfismo
do conjunto R* dos niimeros reais positivos com a operag¢do de multiplicagdo no conjunto dos
nimeros reais com a operagao de adicao.

Exemplo 4.1.2. Vejamos o porqué de a funcdo logaritmo ser um homomorfismo tal qual des-
crevemos no pardgrafo acima. Definamos a fungdo ¢ : R%. — R tal que ¢ (x) = log; x, onde b é
um numero real fixo positivo e diferente de 1. Uma das primeiras propriedades estudadas desta
func¢do € a de que

logy,(xy) = log; x +log,y,

onde b € a base do logaritmo. Ora, mas essa propriedade mostra exatamente o que queriamos,
j& que deviamos mostrar que

O(xy) = 0(x) +9(y)- 4.1
Observe a afirmacao feita na Observacao 4.1.1 fica ainda mais explicita na equacdo 4.1, isto
é, no termo @ (xy) a operacgdo é a multiplicacdo e é efetuada no dominio de ¢, enquanto que
no membro direito da equagdo, a operagdo € aquela definida no contradominio de @, ou seja, a
adicao.
Um segundo exemplo de homomorfismo que aparece em matemaética elementar € a multiplicacdo

por um numero fixado. No exemplo a seguir consideramos o caso particular em esse nimero €
0 numero 2.

Exemplo 4.1.3. Seja G o grupo dos inteiros com a operagdo de adi¢do e G’ o conjunto dos
nimeros inteiros pares com a operagdo de soma. Defina a fun¢do ¢ : G — G’ onde ¢ (x) = 2x.
Temos entdao que

O(x+y) =2(x+y) =2x+2y = (x) +0(y).
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Isso mostra que ¢ é um homomorfismo.

Observacao 4.1.2. Observe que nem sempre a multiplicacdo por um nidmero fixo serd um
homomorfismo. Isso depende do grupo que estamos considerando. Sendo assim, se considerar-
mos G = G’ o grupo dos niimeros reais positivos sem o zero com a opera¢do de multiplica¢do
e ¢ : G — G definida como no exemplo 4.1.3, ou seja ¢ (x) = 3x para cada x € G, temos por

um lado que ¢(xy) = 3xy e por outro que ¢ (x)¢(y) = 3x3y = 9xy. Logo, ¢ (xy) # ¢(x)d(y),
mostrando que ¢ ndo é um homomorfismo.

Um outro exemplo que podemos citar das fun¢des estudada no Ensino Médio e que ndo é
um homomorfismo € a funcao quadratica. Vejamos no exemplo a seguir.

Exemplo 4.1.4. Sejam G o grupo dos nimeros reais nao nulos com a operac¢ao de multiplicacdo;
G’ o grupo dos niimeros reais com a operacio de adicdo e ¢ : G — G, ta que ¢ (x) = x°. Este,
claramente, nio é um homomorfismo ja que ¢ (xy) = (xy)? = x?y? e que ¢ (x) + ¢(y) = x> +y?
e, de modo geral, sabemos que x2y? # x> +y°.

Um segundo contraexemplo de homomorfismo € o seguinte.

Exemplo 4.1.5. Sejam G = G’ = R; G e G’ munidos com a operagio usual de adi¢ido; e ¢ : G —
G’ tal que ¢(x) = |x|. Este ndo é um homomorfismo, pois ¢ (x+y) = [x+y| e ¢(x) +d(y) =
|x| + [y| e sabemos que, em geral, |x+y| < |x|+|y|.

Voltemos agora aos exemplos de homomorfismos.

Exemplo 4.1.6. Seja G o grupo dos nimeros reais nao nulos com a operacdo de multiplicacdo
e G’ = {1,—1}, onde definiremos que 1-1 =1, (=1)(=1)=1, I(-1)=—-1e (-1)1 = —1.
Seja a fungdo ¢ : G — G’ definida como

¢(x) =

1 , sex positivo.
—1 , se x negativo.

Observe que G’ com a operacdo definida acima € um grupo, ja que é fechado em relacio a
operacdo de multiplicacdo; a operacdo € trivialmente associativa; existe um elemento neutro
para a operacao (que € o numero 1); e cada elemento € inverso de si mesmo. Vejamos que ¢ €
um homomorfismo. Sejam x e y niimeros reais ndo nulos. Entdo ¢ (xy) = 1 se, e somente se, x
e y t€tm o mesmo sinal. De modo que se x e y sio ambos positivos, temos que

Pxy)=1=1-1=9¢(x)9(y).

Caso x e y sejam ambos negativos, ocorre que

plxy) =1=(=1)(=1)=9(x)d(y).

Além disso, sabemos que @ (xy) = —1 se, e somente se, x e y t€m sinais distintos. Assim, temos
que

P(xy) =—1=1(=1)=9(x)0(y),

quando x € positivo e y negativo. Contudo, se tivermos que x negativo e y positivo, obteremos

Plxy) =—1=(-1)1=9(x)0(y).

O que mostra que ¢ é um homomorfismo entre G ¢ G'. O fato de ¢ ser um homomorfismo
¢ equivalente ao adagio da matemdtica que diz que: positivo vezes positivo resulta positivo,
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positivo vezes negativo resulta negativo, negativo vezes positivo resulta negativo e negativo
vezes negativo resulta positivo.

Ainda em se tratando de exemplos da Matematica Elementar, podemos nos valer do Teo-
rema de Binet! para dar mais um exemplo de homomorfismo. O Teorema de Binet afirma que
se duas matrizes sdo quadradas e de mesma ordem, entdo det(AB) = det(A) det(B). Para garan-
tirmos a estrutura de grupo, faremos como no exemplo 3.1.6 e nos restringiremos ao espaco das
matrizes quadradas de mesma ordem invertiveis.

Exemplo 4.1.7. Sejam G o conjunto das matrizes quadradas invertiveis de ordem »n (note que
n é fixo) com a operacdo usual de multiplicacdo de matrizes, G’ o conjunto dos niimeros reais
ndo nulos com a operag¢io usual de multiplicacdo de niimeros reais € ¢ : G — G’, uma fun¢éo
que toma uma matriz em G e calcula o seu determinante. Queremos mostrar que a fungao
determinante é um homomorfismo de G e G, ou seja, que ¢(AB) = ¢(A)9(B). Ora, mas
isso € exatamente o que afirma o Teorema de Binet, o que j4 mostra que a funcdo ¢ é um
homomorfismo de G em G'.

Exemplo 4.1.8. Seja G o grupo dos niimeros reais com a operagdo de adi¢do e seja G’ o grupo
dos niimeros reais néo nulos com o produto usual. Defina ¢ : G — G’ por ¢(x) =2*. A fim
de verificar que este é um homomorfismo devemos verificar que 2472 = 2920, o que de fato é
verdade.

Antes de prosseguirmos, atente para o fato de que, para todos os exemplos de homomor-
fismos que fornecemos, sempre teremos que ¢(e) = €', onde e é o elemento neutro do dominio
de ¢ e ¢ é o elemento neutro do contradominio de ¢. O leitor pode verificar que este fato é
vdlido para qualquer exemplo de homomorfismo que seja capaz de criar, porém, como € usual
em Matemadtica pouparemos tamanho esfor¢o generalizando tal fato no seguinte resultado.

Proposicao 4.1.1. Seja ¢ um homomorfismo de G em G', entdo:
(i) ¢(e) = ¢, com €' elemento neutro da operagdo em G'.
(i) p(x~") = 9(x)"!
Demonstragcdo. Comecaremos demonstrando a parte (i). Observe que
9 (x)e = ¢(x) = ¢(xe) = P(x)9(e).

Concluimos, entdo, que ¢ (x)e’ = ¢ (x)d(e). Assim, pela lei do cancelamento em G’, ocorre que
¢’ = ¢(e), provando o que queriamos.

Mostraremos agora a parte (ii), que depende, basicamente, do que acabamos de mostrar
em (1). De fato, temos que

¢ =9(e) =9l ) =p(x)o(x ).
De modo que a Proposiciio 3.1.1 nos garante que ¢ (x) ! = ¢ (x1). O

A proposi¢do 4.1.1 nos diz que se ¢ : G — G’ ¢ um homomorfismo de G em G', a imagem
de e por ¢ é justamente ¢/, onde e e ¢/, sdo os elementos neutros de G e de G’, respectiva-
mente. Contudo, poderiamos nos perguntar se ¢ (x) = ¢’ somente para x = e. O que foi exposto
no exemplo 4.1.7 pode ser usado para refutar esta hiptese. Queremos exibir uma matriz di-
ferente da matriz identidade em GL(2) e cujo determinante seja igual a 1. Por exemplo, a

1Jacques Philippe Marie Binet(1786-1856), matemdtico, fisico e astronomo francés que fez contribuicdes importantes em Teoria de
Niumeros e Algebra de Matrizes.
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matriz (

11 _
( % ) , ou ainda cos & sen 0 ), onde O € R. Na verdade, hé infinitos exemplos de

—

1 . . . 3 -7
| ) pos basta para um contra-exemplo. Mas poderiamos ainda citar < 1 2 ) ,
2
—1 senf  cos6
matrizes de ordem 2 que t€ém determinante 1.

Para que tenhamos um segundo exemplo nesse sentido considere o seguinte.

Exemplo 4.1.9. Seja G = R?, com a operagdo usual de soma de vetores ¢ G' = R com a
operagdo usual de adi¢do. Considere a fun¢do ¢ : G — G’ tal que ¢(x,y) = x+y. Temos
que o elemento neutro de G, neste caso é o par (0,0) e o de G’ é o ndmero zero. E claro que
¢(0,0) = 0, contudo, observe que hd uma infinidade de outros pares tais que ¢(x,y) = 0. De
fato, temos que

O(x,y)=0=>x+y=0=x=—y.

Portanto, para que tenhamos ¢ (x,y) = 0, é suficiente que se tome x = —y.

Revisitando o exemplo 4.1.6, vemos que ¢ (x) = 1 sempre que x > 0. Portanto, neste caso,
ha também uma infinidade de elementos do dominio de ¢ cuja imagem € 1, o elemento neutro
do contradominio da fungao

De posse do resultado que demonstramos na parte (i) da Proposicao 4.1.1, temos uma
outra maneira de decidir se funcdo pode ou nao ser um homomorfismo.

Exemplo 4.1.10. Sejam G = G’ = R; G ¢ G’ munidos com a operac¢do usual de adi¢do; e
¢ : G — G’ tal que ¢ (x) =x+ 1. A fung@o ¢ ndo € um homomorfismo pois, ¢ (x+y) =x+y+1
edxX)+0(y)=x+1+y+1=x+y+2. Comox+y+1+#x+y+2, segue que ¢(x+y) #
¢(x)+9(y).

Uma outra maneira de perceber que ¢ nao € um homomorfismo € usar a Proposicao 4.1.1.
Para isso, observe que o elementos neutros de G e de G’ sdo ambos iguais a zero. Temos que
¢(0) = 1. Aqui, para que ¢ seja um homomorfismo é necessario (mas ndo suficiente) que

6(0) = 0.

Proposi¢io 4.1.2. Se ¢ : G — G’ é um homomorfismo e se H é um subgrupo de G, entdo ¢ (H)
é um subgrupo de G'. Onde ¢(H) ={¢(h) :h€e H}

Demonstra¢do. Sabemos que eg € H pois H é subgrupo de G, entdo ¢(eg) = eq € ¢(H) e,
portanto, ¢ (H) ndo € vazio. Sejam x,y € ¢(H), entdo existem a,b € H, tais que ¢(a) =x e
¢o(b) =y. Assim,

! =0(@)(b) ' = 0(@)(b™") = p(ab™).
Como ab~! € H temos que ¢ (ab~") € ¢(H). Sendo assim, xy~! é um elemento de ¢ (H) e pela
proposi¢do 3.2.3 temos que ¢ (H) é subgrupo de G'. H

O leitor poderia se perguntar se a composicdo de homomorfismos ainda € um homomor-
fismo. Esse resultado estd demonstrado na proposi¢ao seguinte.

Proposicao 4.1.3. Sejam G, G' e G grupos. Se ¢ : G' — G" e 7: G — G’ sdo homomorfismos,
entdo a composicdo ¢ o T é um homomorfismo de G em G

Demonstracdo. Para demonstrar este resultado, é suficiente que se verifique a igualdade (¢ o
7)(xy) = (¢ o 7)(x)(¢ o T)(y) para todos x,y € G. Como ¢ e T sdo homomorfismos, temos que,
dados x,y € G,

[9ot](x)[¢oT](y) = ¢(r(x))(¢7(y)) = ¢(t(x)7(y)) = ¢ (T(xy)) = (97)(xy) = [¢ o T](xy),
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o que conclui a demonstragao. [

Ao estudarmos fungdes € interessante analisarmos suas caracteristicas quanto a injetivi-
dade ou sobrejetividade. Relembremos as defini¢des de tais termos.

Defini¢ao 4.1.2. Uma funcdo ¢ : A — B é injetiva se sempre que x; # xp, tivermos ¢ (x;) #

¢ (x2).

Definicao 4.1.3. Uma fungio ¢ : A — B € sobrejetiva se para todo b € B, b = ¢(a), para algum
acA.

De posse dessas defini¢des, podemos classificar as fun¢des que demos como exemplos
de homomorfismos anteriormente. No o exemplo 4.1.1, note que nem o dominio nem o con-
tradominio foram explicitados. Para que a fung@o seja sobrejetiva, devemos ter G' = {e}, por
consequéncia, para que seja injetiva, o dominio tem que ser necessariamente G = {e}.

Passemos a analisar o exemplo 4.1.3. A fun¢@o que definimos em tal exemplo € ¢ : G —
G’, onde G é o conjunto dos nimeros inteiros € G’ é o conjunto dos inteiros pares; e a fungdo é
tal que @ (x) = 2x. Esta fung@o é claramente injetiva pois, se x; e x, sdo elementos de G, entdo
2x1 = 2x, implica que x| = x. Além disso, ¢ é sobrejetiva, uma vez que todo nimero par €
escrito como 2x, onde x € um nimero inteiro.

Com relagdo a fungdo do exemplo 4.1.6, vemos claramente que ela é sobrejetiva ja que
todos os elementos de G’ sdo imagem dos elementos de G. Note contudo, que a fun¢io ¢ ndo é
injetiva, pois, por exemplo, ¢ (x) = 1 parax > 0.

Note, contudo, que o homomorfismo entre as matrizes invertiveis de M, e o conjunto dos
ndmeros reais com a operagao de multiplicagdo no exemplo 4.1.7 ndo € injetor pois um nimero
real xo qualquer existem varias matrizes invertives em M, que o tém como determinante, mas
€ sobrejetor pois qualquer que seja o nimero real, sempre podemos criar uma matriz que o
tenha como determinante. Digamos que queiramos uma matriz quadrada de ordem » cujo de-
terminante seja xo. Entdo tomamos uma matriz diagonal com n — 1 entradas iguais a 1 em sua
diagonal principal e com um elemento igual a xo em sua diagonal principal. Esta matriz tera
determinante xgy. Este € o determinante da matriz M,, a seguir

x 00 -~ 00
010 --00
o0o01--00

0 00 ... 10
0 00 ... 01

Observe que o exemplo 4.1.9 exibe um homomorfismo que nao € injetor, pois dado um
numero real existem infinitas maneiras de expressd-lo como soma de outros dois niimeros reais,
mas € sobrejetor ja que dado um nimero real sempre poderemos expressi-lo como soma de dois
outros numeros reais.

Considere agora o exemplo 4.1.8. Observe que a func¢do ¢ : G — G’, onde G é o grupo
dos niimeros reais com a operacdo de soma e G’ é o grupo dos reais ndo nulos com a operagio
de multiplicacdo, definida por ¢ (x) = 2* ndo é sobrejetiva pois 2* > 0 para qualquer valor de x.
Como ¢ € estritamente crescente, podemos concluir que x| < xp, implica em ¢ (x;) < ¢(x2), 0
que mostra que a fungdo € injetiva.

Vejamos agora, a fun¢cdo dada no exemplo 4.1.2. A func@o que devemos analisar € ¢ :
R* — R, tal que ¢ (x) = log; x. Como a funcdo logaritmo ¢ estritamente crescente quand b > 1,
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segue que x; < xp implica em log, x| < log,x;. Caso, 0 < b < 1 temos que x; < x, resulta
log,x; > log,x,. Entdo, em ambos os casos, ocorre que x| # xp implica em ¢ (x1) # ¢ (x2),
ou seja, a func¢do logaritmo € injetiva. Além disso, a fun¢do logaritmo € sobrejetiva, pois dado
y € R, sempre existe um xo € R tal que log,, xo =y, independentemente da base b. Para mostrar
tal fato, temos que demonstrar que y pode assumir qualquer valor no conjunto dos nimeros reais
para qualquer valor de x na equacao log, x = y. Isso € verdade, pois

log,x=y=0"=nx,

onde x > 0. Tendo em vista que b > 0 e b # 1, isso se verifica para qualquer x > 0, segue que a
pode assumir qualquer valor em R.
Os exemplos que acabamos de exibir nos motivam as seguintes defini¢des:

Defini¢ao 4.1.4. Um homomorfismo ¢ de G em G’ é chamado de monomorfismo quando ¢ é
injetiva.

Defini¢ao 4.1.5. Um homomorfismo ¢ de G em G’ é chamado de isomorfismo quando ¢ é
bijetiva. Nesse caso, escrevemos G ~ G’ e dizemos que G e G’ sdo isomorfos.

No sentido da defini¢do 4.1.4, temos que sdo monomorfismos as fun¢des dos exemplos
4.1.2,4.1.3 e 4.1.8. Dos exemplos que citamos nesta secao tratam-se de isomorfismos os exem-
plos4.1.2 e 4.1.3.

Proposicio 4.1.4. Sejam G e G' grupos. Se ¢ é um isomorfismo de G em G, entdo ¢~ (a
inversa de @) é um isomorfismo de G' em G.

Demonstragdo. Como ¢ € um isomorfismo, segue que ¢ é uma funcdo bijetiva e, portanto,
invertivel. Além disso, ¢!, a inversa de ¢, também & bijetiva e invertivel. Se mostrarmos que
¢~ é um homomorfismo de G’ em G, teremos demonstrado o resultado. Como ¢ & sobrejetiva,
temos que todo elemento de G’ é da forma ¢(w) para w € G. Sejam u = ¢(x) e v= ¢(y)
elementos de G’. Entdo, temos, por um lado, que

0w (V) =0 (9(x)0 (d(») =xy

€, por outro, que
9~ () =9~ (9()9(») = 9~ (0 (xy)) = xy.

Mostramos, entdo, que ¢ ' («)¢ ' (v) = ¢ ~!(uv), ou seja, que ¢ ~! é um homomorfismo. [
Algumas consequéncias imediatas da defini¢do 4.1.5 sdo as que estdo enunciadas a seguir.
Proposicao 4.1.5. Dados os grupos G, G' e G" sdo verdadeiras as seguintes afirmagoes:
(i) G=~G.
(ii) Se G ~ G, entdo G' ~G.
(iii) Se G~ G e G' =~ G", entdo G~ G".
Demonstragdo. (1) Precisamos mostrar que existe um isomorfismo de G em G. Para tanto,

tome a fungdo ¢ : G — G tal que @(x) = x, para cada x € G. Este é um monomorfismo
pois se ¢ (x1) = ¢(x2), entdo x; = x,. E é sobrejetiva pois @ (x) = x para cada x € G.

(ii) Sabemos existir um isomorfismo de G em G’. Isso significa que existe uma fungdo
bijetiva ¢ : G — G'. Como ¢ € bijetiva, €, também, invertivel. Portanto, existe uma fungio
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inversa de ¢ que denotaremos por ¢ ! de G' em G, tal que ¢ ' (¢(x)) = (¢ '(x)) =
x. Como ¢! é a inversa de ¢, segue que ¢! é bijetiva. Logo ¢! : G’ — G é um
isomorfismo de G’ em G.

(iii) Antes de comegarmos a demonstra¢do, vamos ver o que devemos demonstrar. Quere-
mos mostrar que existe um isomorfismo de G em G”, isto é, devemos exibir uma fun¢io
de G em G” que seja, simultaneamente, injetiva e sobrejetiva. Uma forte candidata é a
composi¢io de 7: G' — G" com ¢ : G — G’, onde T e ¢ sdo os isomorfismos aos quais o
enunciado se refere. Sejam, entdo, x; # xp, tais que 7(¢(x1)) = 7(¢(x2)). Como 7 é um
isomorfismo de G’ em G”, segue que € invertivel, portanto

T(P(x1)) =T(P(x2) = 77 (2(9(x1))) =77 (2(d(x2))) = P (x1) = P (x2).

Sabemos que ¢ também € um isomorfismo e, portanto, € invertivel. Logo,

O(x1) =9(x2) = ¢~ (9(x1)) = 97 (9(x2)) = x1 = x2,

Ora, mas haviamos suposto x| # x,. Chegamos, entdo, a um absurdo, o que significa
que nossa suposicao € impossivel, dentro das condi¢des da proposi¢ao. Concluimos entao
que 7(¢(x1)) = 7(@#(x2)), implica, necessariamente, que x; = x3, ou seja, a fungdo 7¢ é
injetiva.

Para mostrar que T¢ é sobrejetiva, basta notar que z = 7(y) paracadaz € G” ealgumy € G,
pelo fato de 7 ser um isomorfismo. Do mesmo modo, como ¢ € um isomorfismo de G em
G, segue que paracaday € G', y = ¢(x) para algum x € G. Sendo assim, z = 7(¢(x)) para
cada z € G”, 0 que mostra que a fungdo € sobrejetiva.

O

No capitulo anterior exibimos uma funcéo bijetiva de S em Sx, em que X = {A,B,C}. Se
mostrarmos que esta funcao € um homomorfismo, teremos demonstrado que ambos 0s grupos
sdo isomorfos. Primeiro, a funcdo ¢ : Sp — Sy tal que

o0 = (4

<
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N— i/
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202030502000

a > o
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—~
=
I
/\/—\g—\/—\

aaq

Vamos mostrar que esta funcdo € um isomorfismo. Ao construirmos a tdbua de multiplicagdo
de S, obtivemos o seguinte:
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e (R [Ry [Ri [ R [ Ry |
e e RZTR R%ﬂ R1 R2 R3
R%ﬂ R%ﬂ R%ﬂ e Ry | Ri | R

R R R2 R3 e RzTn R%n
Ry || R, | R3 | Ry R%n e R%n
R3 R3 R1 R2 Rsz R%n e

Vamos agora construir uma tabela de multiplicag@o para o grupo Sy e tentar identificar algumas
similaridades com a tdbua acima. Antes, porém, por simplicidade de notacdo, faremos:

A B C\ _
BcC Al = ¢
ABC\ _,
A C B) ~

Nessa notagdo temos que sdo verdadeiras as seguintes igualdades:

» (A BC
@ = \c A B)

s (A BC
@ = \a B )

e — (A BC
@ = \c B A)

, _ (A BC
w = \B A4 c)°

2 _ (ABC
A B C)

Sendo assim, a tabela de multiplicagdes fica como a seguir

el afa [ b [ab][db]
e e a a b ab | @b
a a a’ e ab | a*b | b
a’ a’ e a | a*b| b ab
b b |da*b | ab e a’ a
ab || ab b | d*b e a’
a’b || a®b | ab b a’ a e

Note que esta tdbua € exatamente igual aquela que exibimos para as simetrias do conjunto Sa,
apos termos feito as identificagdes, a = R2x € b = Ry. Isso significa que ambos os grupos, em
3

suma, sdo iguais! Em outras palavras eles sdo isomorfos ja que t€ém a mesma quantidade de
elementos e a mesma tdbua de multiplicagdo. De agora em diante, estaremos mais interessados
em estudar fungdes que sdao isomorfismos.

Quando dois grupos sdao isomorfos, entdo, a menos de notagdo, eles sao iguais. Isso
significa que se temos um isomorfismo ¢ de G em G’ e conhecemos uma computagdo entre 0s
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elementos de G. Esse isomorfismo nos diz como podemos “converter” os elementos de G para
a notacdo dos elementos de G’ e fazer a computacdo andloga em G'. Contudo, saber que dois
grupos sao isomorfos pode ser insuficiente em muitos casos, muitas vezes o objeto de interesse
pode ser justamente o isomorfismo. Antes de continuarmos a discussdo sobre isomorfismos,
vamos exemplificar alguns grupos que ndo sdo isomorfos.

Exemplo 4.1.11. Dois grupos cujas ordens sao diferentes nao sdo isomorfos. De fato, suponha
¢ : G — G, onde G tem m elementos € G’ tem n elementos, com m # n. Vamos mostrar que
¢ ndo pode ser bijetiva. Primeiro o caso em que m < n. Suponha m < n e ¢ sobrejetiva, mas
isso € impossivel pois se ¢ sobrejetiva, necessariamente teremos pelo menos um elemento de
G relacionado com mais de um dos elementos de G'. Agora, se m > n e ¢ ndo pode ser injetiva
pois a imagem de ¢ deveria ter pelo menos m elementos o que € impossivel.

Exemplo 4.1.12. Nio podem ser isomorfos um grupo G onde a operacdo ¢ comutativa — um
grupo abeliano conforme a observa¢io 3.3.1 — e um grupo G’ cuja opera¢do ndo comuta, uma
vez que, necessariamente, suas tabelas de multiplicacdo serdo diferentes.

Exemplo 4.1.13. Nio sdo isomorfos Q com a operagdo de soma e Q. com a operagido de
multiplicacdo. De fato, se ¢ : Q — Q. fosse um isomorfismo, teriamos que ¢ (x) = ¢ (% + %) =

¢ (3) ¢ (3). E sabemos que para todo x € Q, a equagdo ¢ (3) ¢ (3) = [¢ (’—2“)}2 =2 ndo tem
solucdo. Logo 2 ¢ ¢(Q).
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5 O TEOREMA DE CAYLEY

No capitulo anterior vimos que existem algumas maneiras interessantes de se relacionar
um um grupo G com um outro grupo H, como os homomorfismos e os isomorfismos. Um
dos casos mais notdveis destas relacdes apareceu quando discutimos o grupo de simetrias de
um tridngulo que é isomorfo ao grupo de permutagdes Sy, onde X = {A,B,C} e o grupo de
simetrias do quadrado € isomorfo a um subgrupo do grupo de permutacdes Sy, em que V =
{A,B,C,D}. Na realidade, ao longo da Histéria da Matemadtica, a maioria dos grupos finitos
surgiu como grupos de permutacdes. Arthur Cayley(1821-1895) foi um matemadtico britanico
que fez grandes contribuicdes em sua area. Foi o primeiro a definir o conceito moderno de
grupo, mas suas contribui¢des ndo se restringem a Teoria de Grupos, abrangendo também a
Algebra Linear — onde definiu o conceito de multiplicacio de matrizes, a Teoria de Grafos e
Andlise Combinatéria. Antes da contribuicdo de Cayley o conceito de grupo era entendido
somente no sentido de grupos de permutagdo. Cayley foi o primeiro a observar que todo grupo
¢ isomorfo a um subgrupo de Sy — o conjunto das fungdes bijetoras de um conjunto X em
si mesmo, tornado grupo com a operacdo de composicdo de funcdes. O Teorema de Cayley
enuncia-se como abaixo.

Teorema 5.0.1. Todo grupo é isomorfo a um subgrupo de algum grupo de permutagoes.

Demonstragdo. A prova que daremos aqui € construtiva no sentido que ela d4 um algoritmo
para converter um grupo dado em um grupo de permutacdo. Seja G um grupo € Sg 0 grupo
das permutacOes dos elementos de G. Fixe g € G e considere a fungio 7, : G — G definida
por Tg(x) = gx para cada x € G. Observe que T, tal como foi definida ¢ bijetiva. De fato, se
T¢(x) = 74(y), temos que gx = gy e, portanto, pela propriedade do cancelamento pela esquerda,
ocorre que x =y, garantindo a injetividade. Agora, seja y € G, temos que

y=gg ly=2g(g"y) =g "y),

mostrando que T, € sobrejetiva. Portanto, 7, € permutacdo dos elementos de G.
Definamos, agora, a fun¢do v : G — Sg, tal que y(g) = T,. Vamos mostrar que ¥ ¢ um
homomorfismo de grupos. De fato, temos que

[W(@)w(h)] (x) = 77(x) = Te(T(x)) = Te(hx) = g(hx) = (gh)x = Te(x) = [w(gh)] (x),

0 que mostra que ¥ € um homomorfismo. Se mostrarmos que ¥ é uma fun¢do injetiva, o
resultado terd sido demonstrado. Com efeito, suponha y(g) = y(h). Entdo, temos que T, = T
e, em particular, temos que T,(e) = T, (e)

T(e) = Tu(e)
ge = he
g = h

]

Para entender melhor o que acabamos de afirmar no pardgrafo anterior considere o se-
guinte exemplo.

Exemplo 5.0.14. Considere o grupo do exemplo 3.1.8, isto €, o conjunto V = {e,a,b,c} com
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uma operagao - que tenha a propriedade de que cada elemento é seu préprio inverso. Cons-
truimos a tabela com todas as operagdes possiveis neste grupo e que exibimos a seguir.

L lelalb]c]
ellelalb]|c
allale|c|b
bllb|lc|le|a
cllc|blale

Note que para cada um dos elementos de G podemos definir as seguintes funcoes:

1 2 3 4

.
Ay
S
Q

>
o

Z) que pode ser identificada como a permutacao (1

c) que pode ser identificada com a permutagao < 23 4)
4
2 3

[ ]

S

I
N\
Q
Q
a S
— N

B~ W

)

[ ]

S

Il
N\
SR
X &
—_ W
N

2) que pode ser identificada pela permutacao (é 4

)

[\

C

e _(¢a
¢ \ec b

Portanto, pelo Teorema 5.0.1, o conjunto

H_1234 1 2 3 4 1 2 3 4 1 2 3 4
L\l 2 3 4)°\2 1 4 3)°\3 41 2)’\4 321

com a operagao de composi¢ao de fungdes € um grupo isomorfo ao grupo G.

QI

c d - tad 1 2 3 4
o | due pode ser interpretada como { , 5 5 | |-

Exemplo 5.0.15. Um exemplo similar ao grupo de simetrias do quadrado que estudamos na
secdo 3.3 é o grupo de simetrias do retangulo. Observe na Figura 24 que o retangulo tem
somente dois eixos de simetria o €ixo & e o eixo v. As reflexdes em torno de & e de v, serdo de-
notadas por Ry, e R, respectivamente. Além disso, existem somente duas rotagcdes do retangulo
que levam vértice em vértice que sao as rotacdes de 0 rad e & rad que serdo denotados por e e
Rz, respectivamente.

Figura 24: Um retangulo e seus eixos de simetria.

v

c D

Fonte: elaborada pelo autor.

Vamos denotar por Sy, = {e,Rz,Rv,R;,} 0 conjunto de simetrias do retdngulo. Esse con-
junto com a operacdo de composi¢ao de funcdes forma um grupo. Note que RyR, = R\R, =
Ry = ee = e, ou seja, cada um dos elementos € inverso de si proprio. Além disso, observe
que RyR, = R\R;, = Ry, RyR;z = RzR, = R, e Ry,R; = RzR, = R;,. Vamos escrever a tabela de
multiplicacdo desse grupo.



63

Observe que para cada um dos elementos de S,,; podemos atribuir uma permutacdo dos
elementos de S,.; que pode ser identificada com um elemento do grupo S4 como a seguir.

fe= <e P Rh) que pode ser identificada com (1 2 3 4);

e Ry R, Ry 1 2 3 4
. (e Rz R, Ry . . 1 2 3 4\
TR, = ( R, ¢ R, Rv> que pode ser identificada com (2 1 4 3) ;

.TR:

v

(e Rz R, R,

d identificada com a ta51234'
R, R, ¢ R, que pode ser identificada com a permutagio :

341 2

.T_eRﬂRth de ser id\rmt”1234
B=\R, R, R, e que pode ser associada a permutagdo. { , 5 5 -
Portanto, pelo Teorema 5.0.1 temos que o grupo de simetrias do retangulo é isomorfo a

um subgrupo de Sy.

Observe que o grupo S,.; do exemplo 24 € isomorfo a um determinado grupo H de S4 que
por sua vez é isomorfo ao grupo de simetrias do retangulo. Entdo, pela proposicdo 4.1.5 temos
que sao isomorfos os grupos S,.; € o grupo de Klein.

Nao por acaso, o exemplo acima deve ter lembrado o leitor da situagdo que analisamos
na Sec¢ao 3.3. Naquele contexto, analisamos os grupos de simetrias do tridngulo e o grupo de
simetrias do quadrado e constatamos que eles tém uma relacdo muito estreita com alguns grupos
de permutacdo. Vimos por exemplo que existe uma bijecdo do grupo de simetrias do tridngulo
no grupo S3, 0 que mostra que estes grupos sao isomorfos como afirma o Teorema 5.0.1. Ja com
relacdo ao grupo de simetrias do quadrado, vimos que este € isomorfo ao conjunto Q munido
da operacdo de composi¢do de funcdes, uma vez que estabelecemos uma bijecdo entre S e

(/A B C D A B C D A B C D A B C D
Q_ADCB’CBAD’DCBA’BADC’

A B C D A B C D A B C D A B C D
B CD A)’\C DA B)’\DAB C)’\ABC D)]|"
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6 APLICACAO NO ENSINO MEDIO

Neste capitulo, apresentamos um plano de aula que trata-se de uma sugestao de aplicagao
dos grupos de simetria do tridngulo e do quadrado vistos neste trabalho. O principal objetivo
¢ fazer com que os alunos percebam a relacdo entre as de simetria desses poligonos com as
permutacdes dos elementos que identificam seus vértices de modo a motivar a definicdo de

grupo.

6.1 GRUPOS DE SIMETRIA NO ENSINO MEDIO

1. Objetivos:

* Apresentar os grupos de simetrias do tridngulo equildtero e do quadrado;

» Fazer com que o aluno perceba as relagdes entre os grupos de simetria e os de permutagao.
2. Recursos:

* Folhas de papel com um desenho de um tridngulo equildtero com os vértices identifi-

cados;

* Modelos de cartolina de um triangulo idéntico aquele desenhado no papel com os
vértices identificados em frente e verso;

* Folhas com um desenho de um quadrado com os vértices identificados;

* Modelos de cartolina de um quadrado idéntico aquele desenhado no papel com os
vértices identificados em frente e verso;

* Um modelo de cartolina de um tridngulo equildtero com seus vértices identificados
em frente e verso em tamanho grande;

* Um modelo de cartolina de um quadrado com seus vértices identificados em frente e
verso em tamanho grande;

* Quadro negro e giz.
3. Duragdo:

¢ Quatro a seis aulas;
4. Metodologia:

¢ Primeiro momento:

— Solicitar aos alunos que listem todas as permutagdes do conjunto X = {A,B,C};

— Pedir aos alunos que posicionem o modelo de cartolina sobre a folha com o dese-
nho do tridngulo de modo a fazer corresponder os mesmos vértices do triangulo
da folha com os do modelo de cartolina;

— Solicitar que facam movimentos com o modelo de cartolina do triangulo de modo
a sobrepo-lo ao triangulo desenhado na folha e que comparem a posi¢do original
com a posicao obtida a cada movimento. Deve-se voltar a posi¢do original apds
cada movimento. O professor pode auxiliar nesse passo utilizando o modelo em
tamanho grande;



— Pedir que associem cada permutacdo do conjunto X com um dos movimentos
feitos no passo anterior;

— Comparar a quantidade simetrias encontradas com a de permutagdes dos elemen-
tos de X;

— Explicar que a associagdo feita foi uma funcdo do conjunto do grupo de simetrias
do triangulo no conjunto de permutac¢des do conjunto X;

— Solicitar que classifiquem esta funcdo quanto a injetividade e quanto a sobrejeti-
vidade. Caso ndo consigam, fazé-lo;

— Fazer o aluno perceber que toda simetria foi associada a uma permutacgado de X.
* Segundo momento:

— Perguntar aos alunos se os movimentos feitos com o tridngulo podem ser desfeitos
de modo a retornar o tridngulo a sua posi¢do original;

— Perguntar aos alunos se algum dos movimentos deixa as posi¢oes dos vértices do
triangulo inalterada;

— Solicitar aos alunos que componham alguns movimentos se o resultado obtido
pode ser obtido por apenas um movimento;

— Escolher trés das simetrias do triangulo e fazer com que os alunos percebam que
esta a operacao de composi¢ao de simetrias € associativa;

— Perguntar aos alunos se conhecem outros conjuntos que t€m essas mesmas pro-
priedades. Caso ndo conhecam exemplificar alguns;

e Terceiro momento:

— Solicitar aos alunos que listem todas as permutacdes do conjunto Y = {A,B,C,D}

— Pedir aos alunos que posicionem o modelo de cartolina sobre a folha com o dese-
nho do quadrado de modo a fazer corresponder os mesmos vértices do quadrado
da folha com os do modelo de cartolina;

— Solicitar que facam movimentos com o modelo de cartolina do quadrado de modo
a sobrepd-lo ao quadrado desenhado na folha e que comparem a posi¢ao original
com a posicao obtida a cada movimento. Deve-se voltar a posicao original apds a
cada movimento. O professor pode auxiliar nesse passo utilizando o modelo em
tamanho grande;

— Listadas as permutagdes, solicitar que usando o modelo fagam movimentos com
o0 modelo de cartolina do quadrado de modo a sobrep6-lo ao quadrado desenhado
na folha e que comparem as posi¢des dos vértices antes e depois dos movimentos
aplicados e que registrem cada um deles;

— Pedir que associem cada permuta¢do do conjunto ¥ com um dos movimentos
feitos no passo anterior;

— Comparar a quantidade de simetrais encontradas com a quantidade de permutagdes
dos elementos de Y;

— Explicar que a associagdo feita foi uma funcdo do conjunto do grupo de simetrias
do triangulo no conjunto de permutac¢des do conjunto Y

— Solicitar que classifiquem esta funcdo quanto a injetividade e quanto a sobrejeti-
vidade;

— Perguntar aos alunos o porqué de algumas permutagdes do conjunto Y ndo estdo
associadas a nenhum dos movimentos feitos. Caso nao percebam, explicar o mo-
tivo.
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¢ Quarto momento:

— Perguntar aos alunos se os movimentos feitos com o quadrado podem ser desfeitos
de modo a retornar o tridangulo a sua posi¢do original;

— Perguntar aos alunos se algum dos movimentos deixa as posi¢Oes iniciais dos
vértices do quadrado inalterada com relag@o a posi¢do originial;

— Solicitar aos alunos que componham alguns movimentos e verifiquem se o resul-
tado obtido pode ser obtido por apenas um movimento;

— Deixar que os alunos escolham trés das simetrias do quadrado e fazer com que os
alunos percebam que esta operacdo de composi¢ao de simetrias € associativa;

— Perguntar aos alunos se conhecem outros conjuntos que t€ém essas mesmas pro-
priedades. Caso nao conhecam exemplificar alguns;
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7 CONCLUSAO

Acreditamos que a abordagem que fizemos nestre trabalho possa despertar alunos e pro-
fessores para um carater mais contemplativo da Matematica, ja que, de modo geral, o racicinio
abstrato tem sido deixado de lado em detrimento de um treinamento que estimulam ideias me-
ramente calcadas no pragmatismo. A abstracdo de idéias que o método matematico proporci-
ona pode ser uma via de passagem para aqueles que desejam entender como a formulacdo de
hipoteses sobre situacdes aparentemente corriqueiras, como o embaralhamento de quatro cartas
de um baralho, podem desencadear a conjectura de resultados muito mais profundos e gerais.

Uma das principais caracteristicas da Matematica € seu poder de abstragdo e generalizagao;
e esse poder manifesta-se muito claramente na Algebra. Nesse trabalho, tal poder é evidenci-
ado, sobretudo, pelo resultado do Teorema de Cayley. Acreditamos que este pequeno vislumbre
sobre a Matematica desperte o interesse em um maior aprofundamento teérico por parte dos
estudantes que tomem conhecimento desse trabalho, principalmente em concluintes do Ensino
Médio.

Temos plena consciéncia de que uma abordagem tal qual foi feita ao longo destas paginas
seja invidvel para uma aplicacdo direta em sala de aula. Contudo, com pequenas adaptagdes,
estes temas podem ser incluidos em debates sobre os temas curriculares no Ensino Médio ou
mesmo em um curso extra-classe de curta duracgdo.

Projetos futuros incluem o aprofundamento no estudo de Algebra e possivelmente a
publicacdo de um artigo relacionado a Teoria de Grupos em uma revista destinada ao ptblico
docente/discente como a Revista do Professor de Matematica ou a Revista da Olimpiada Regi-
onal de Matemdtica. Acreditamos que um meio de divulgacao desse porte possa potencializar
a mensagem que tentamos transmitir com este trabalho.
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