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Resumo

Este trabalho tem como finalidade auxiliar no processo ensino aprendizagem
de Geometria, em particular de Geometria N&o-Euclidiana. Ele apresenta uma
proposta de ensino de Geometria Hiperbdlica, utilizando o software de geometria
dindmica GeoGebra. A proposta apresentada € composta por trés partes, sendo a
primeira a apresentagdo do Modelo do Disco de Poincaré, que foi o modelo escolhido
para se trabalhar a Geometria Hiperbdlica. Na segunda parte sdo apresentadas as
constru¢des geométricas necessarias para criagao de ferramentas, no GeoGebra, que
compdéem o “Menu Hiperbdlico”. A terceira e ultima parte € composta por 5 (cinco)
atividades de familiarizagdo com o Modelo do Disco de Poincaré, que devem ser

desenvolvidas utilizando-se o “Menu Hiperbdlico” criado no GeoGebra.

Palavras-chave: Geometria Nao-Euclidiana; Geometria Hiperbdlica; Disco de

Poincaré.



Abstract

This work is intended as an aid in the teaching learning geometry, in particular
the Non-Euclidean Geometry. It proposes a teaching hyperbolic geometry, using the
dynamic geometry software GeoGebra. The proposal consists of three parts, the first
being the presentation of the Poincaré disk model, which was chosen to work with
hyperbolic geometry model. In the second part geometric constructions needed to
create tools in GeoGebra, which make up the "Hyperbolic Menu" is displayed. The third
and final part consists of familiarization for five (5) activities with the Poincaré disk

model, which should be developed using the "Hyperbolic Menu" created in GeoGebra.

Keywords: Non-Euclidean Geometry; Hyperbolic Geometry; Poincaré Disk
Model.
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Apresentacao

O Profmat apresentou duas opg¢des de modalidades para elaboracdo do
Trabalho de Conclusdo de Curso (TCC), as quais poderdo ser utilizadas na
elaboracdo das dissertacbes. Sao elas: Modalidade 1 - Elaboracdo de proposta de
atividades educacionais; Modalidade 2 - Aplicacdo de atividade em sala de aula e

avaliagao de resultados.

Para a elaboragao desta dissertagéo foi escolhida a primeira op¢ao sugerida
(Modalidade 1) e a partir dai construiu-se uma proposta de ensino a ser disponibilizada
aos professores de matematica, que podera ser aplicada para alunos tanto do Ensino

Basico quanto do Ensino Superior.

Para entender como se deu o processo de construgado desta proposta, segue,
nos proximos paragrafos, um relato de como se chegou a escolha do tema central
deste trabalho que é o ensino de Geometria Nao-Euclidiana, mais especificamente, o

ensino de Geometria Hiperbdlica.

As geometrias nao-euclidianas foram escolhidas por terem se tornado um
tema em evidéncia atualmente. Elas sdo citadas nos Parametros Curriculares
Nacionais (PCNs), nas orientagbes para o Ensino Fundamental, que as consideram
de grande importancia para as mudangas de paradigmas na matematica. De acordo

com os PCNs para o Ensino Fundamental, uma

mudanga de paradigma ocorreu quando se superou a visao de uma
Unica geometria do real, a geometria euclidiana, para aceitagdo de
uma pluralidade de modelos geométricos, logicamente consistentes,
que podem modelar a realidade do espaco fisico. (BRASIL, 1998,
p.25).

Essas geometrias estdo presentes também na nova versdo das Diretrizes
Curriculares da Educacéao Basica (DCE), apresentadas pela Secretaria de Educagao
do Estado do Parana (PARANA, 2008). Nesta nova versdo das DCE, na parte
destinada ao ensino de Matematica, foram incluidos como conteldo estruturantes

para o Ensino Fundamental e Médio as Geometrias Nao-Euclidianas.

Para o ensino Fundamental e Médio, o Conteudo Estruturante Geometrias se

desdobra nos seguintes conteudos:
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e geometria plana

e geometria espacial

e geometria analitica

e nocdes basicas de geometria ndo-euclidiana. (PARANA, 2008, p. 55)

Segundo o documento do Estado do Parana (PARANA, 2008), a insercéo
dessas geometrias no curriculo sao justificadas sob o argumento de que as disciplinas
da educacao basica devem conter em seus conteudos estruturantes aqueles que as
identificam como conhecimento histérico e também com o objetivo de ampliar o
conhecimentos dos alunos sobre as geometrias. Tal documento sugere que a
Geometria Hiperbdlica seja abordada no Ensino Médio e apresenta, sem a pretensao
de impedir possiveis outros trabalhos, o que espera que seja abordado pelo professor

em sala de aula.

O ensino de Geometria Nao-Euclidiana é tema também de varias pesquisas
relacionadas a formagéao de professores, nas quais se destacam Bonete (2000),
Martos (2002), Pataki (2003), Cabariti (2004) e Cavichiolo (2011). Todas estas
pesquisas trazem como principais resultados que: o conhecimentos basico de outras
geometrias podem colaborar na compreensao da Geometria Euclidiana; o professor
de matematica que tem conhecimento das Geometrias Nao-Euclidianas tera mais

ferramentas para ensinar Geometria Euclidiana.

Baseado nesses resultados decidiu-se por criar uma proposta de ensino, em
ambiente de geometria dindmica, a ser disponibilizada aos professores, que, ao ser
aplicada em sala de aula, busca desenvolver nos alunos nocdes de Geometria
Hiperbdlica que contribua na compreensao e ampliacdo de conceitos da Geometria

Euclidiana.

Portanto, a proposta de ensino elaborada tem como objetivo principal
contribuir com o ensino aprendizagem de Geometria, pois sabemos a importancia que
este ensino tem na formagao do individuo. Lorenzato (1995) diz que o conhecimento
de Geometria possibilita uma interpretacdo mais completa do mundo, uma

comunicagao mais abrangente de ideias e uma visdo mais equilibrada da Matematica.
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E além disso, resolveu-se também utilizar um software de geometria dindmica
para auxiliar na elaboracdo das atividade. Mais especificamente o software
GeoGebra.

A escolha de um programa de geometria dindmica se justifica pelo fato que,
segundo Gravina (2012), este tipo de software permite realizar construgdes de figuras
geométricas a partir das propriedades que a definem, e manipular estas construgdes

através da movimentagao dos pontos que estao na figura.

A decisao por utilizar o GeoGebra se deu pelo fato dele ser um “software livre”,
ou seja, ndo depende de aquisicdo de licenca para sua utilizacdo, o que € muito
importante, pois ele podera ser instalado em computadores pessoais € nos

computadores dos laboratdérios das instituicdes de ensino.

Nessa perspectiva, este trabalho esta estruturado em cinco capitulos,

conforme resumo a seguir.

No capitulo 1 sdo apresentados os ambientes de geometria dindmica, o que
sdo e como surgiram. Em particular é apresentado o software GeoGebra, suas

principais ferramentas e possibilidades de utilizagao.

No capitulo 2 é feito um resumo histérico sobre o surgimento das geometrias
nao-euclidianas, destacando os principais pesquisadores que durante mais de dois

mil anos se debrugaram sobre o problema de demonstrar o “Postulado das Paralelas’

ou seja, o Quinto Postulado de Euclides.

Os capitulo 3, 4 e 5 tratam diretamente da proposta de ensino de Geometria
Nao-Euclidiana, sendo que no capitulo 3 é apresentado o Modelo do Disco de
Poincaré, que foi o modelo escolhido para se trabalhar a Geometria Hiperbdlica. Ja
no capitulo 4 sdo apresentadas as construgdes geométricas necessarias para a
construgao das ferramentas que compdem o Menu Hiperbdlico, no GeoGebra, que

servirdo para aplicacéo das atividades propostas no capitulo 5.
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Capitulo 1

Ambientes de Geometria Dinamica

Os ambientes de geometria dindmica, segundo Gravina (2001), sé&o
programas de computador que permitem a criagdo e manipulagdo de figuras
geométricas a partir de suas propriedades. Nesses programas os alunos podem

modelar, analisar simulagdes, fazer experimentos, conjecturar, etc.

O termo geometria dindmica foi inicialmente usado por Nick Jakiw e Steve
Rasmussem, da empresa Key Curriculum Press’, com o objetivo de diferenciar este
tipo de soffware dos demais softwares geométricos. Portanto, a geometria dindmica

nao pode ser confundida como sendo uma “nova geometria”.

Os primeiros programas de computador usados para geometria dinamica
foram o Cabri Géométre (em 1988) e o Geometer's Sketchpad (em 1989). Esses
programas agem como se fossem réguas e compassos virtuais (eletrénicos). Hoje
existem varios outros programas de geometria dinamica, que se diferem por sua
estrutura ou valor comercial, alguns desses programas sdo mais completos e vao além

da geometria, podendo ser classificados como Matematica Dinamica.

Dentre os novos programas de geometria dindmica, existe um que vem se
destacando e sua utilizacdo sendo bastante difundida no meio académico, que é o
software GeoGebra2. Este software foi desenvolvido pelo austriaco Markus

Hohenwarter, no ano de 2002, e € de distribuicdo gratuita.

O GeoGebra propicia ao professor/aluno trabalhar com conteudos de
Geometria, Algebra e Calculo. Com ele é possivel fazer construgdes de pontos, retas,
circunferéncias ou circulos, segmentos, vetores, graficos de fungdes, entre muitos
outros recursos, e muda-los posteriormente. Ele também possui a janela de algebra e
a janela geométrica, equagdes e coordenadas também podem ser inseridas

diretamente no campo de entrada. As construgdes feitas no GeoGebra sdo dinamicas

" Empresa criadora do programa de geometria dinamica Geometer’s Sketchpad.

2 O software GeoGebra é um software de geometria dinamica gratuito. Ele esta disponivel para
download no site: http://www.geogebra.org. Neste site também podera ser encontrado tutoriais de
utilizacdo do software.
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e interativas, o que faz do software um excelente laboratério de aprendizagem de

Geometria.

O GeoGebra é um programa bastante intuitivo e autoexplicativo, adequado a
usuarios com conhecimentos avangados em informatica ou para iniciantes, sendo que
o conhecimento matematico € o ponto fundamental de sua utilizagdo. Por ser um
software livre ha colaboragéo de varios programadores, inclusive brasileiros os quais
disponibilizaram uma versao totalmente em portugués, o que facilita muito sua

utilizacdo em nosso pais.

A janela apresentada abaixo € a tela de trabalho do GeoGebra, onde podem
ser observados, na parte superior, os botdes das ferramentas disponiveis. Desta
forma o trabalho é desenvolvido apenas com o uso do mouse, usando assim o aspecto
geométrico do programa. Na parte inferior temos a janela de Entrada, neste caso os
comandos sao dados via teclado, desta forma podem-se definir variaveis, equacoes,
limites e outras tantas fungdes matematica, ou seja, a parte algébrica do software, um
diferencial importante, visto que, pode-se desta maneira, representar o mesmo ente

matematico de duas formas, a geométrica e a algébrica.

(9 GeoGebra - B
Arquivo Editar Exibir Op¢8es Ferramentas Janela Ajuda
DRERECE HNE =k
~ Janela de Algebra =1+ Janela de Visualizagao
= ‘ E|- 5
Objetos Livres
Objetos Dependentes 51
4 .
3 o
5 4
1
0
-4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 5 8 7 8
-1
Entrada: o

Figura 1.1: Tela de trabalho do GeoGebra

O GeoGebra tem inumeras ferramentas que possibilitam facil producao de

figuras por parte de professores e alunos, criagao de applet para rodar na internet,
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execucao de sequéncias didaticas para conteudos de Matematica. Através das
ferramentas de construcdo, na barra de ferramentas, € possivel realizar construcdes
desejadas na area de trabalho com o mouse, junto as constru¢des as coordenadas e

equagdes correspondentes sdo mostradas na janela de algebra.

A barra de ferramentas inicial € composta de 12 icones (ferramentas
necessarias as construgdes) cada um deles € indicado por um quadradinho com uma
figura, e cada icone deste € composto de outros sub-icones relacionados com a

funcao inicialmente descrita na figura abaixo:

N 'H,— /': f'_____ ::‘:t @T .{;ﬁf ,/:;_ X_; AEI.CT =z <

Figura 1.2: Barra de ferramentas do GeoGebra

Ii:_.\IT 47 xT ABC_( _a-:i_ ‘$._f

v

A },-’ L] rll
% o = ol == *If”vi

<l

Circulo dados Centro & Um de seus Pontos
Circulo dados Centro e Raio
Compasso

Circulo definido por Trés Pontos

Semicirculo Definido por Dois Pontos
Arco Circular dados Centro e Dois Pontos

Arco Circular definido por Trés Pontos

Setor Circular dados Centro e Dois Pontos

BN B leolko] o

Setor Circular definido por Trés Pontos

Figura 1.3: Sub-icones da barra de ferramentas do GeoGebra

Segue abaixo a descrigdo das principais ferramentas do GeoGebra utilizadas

neste trabalho:

I Mover - selecionando essa ferramenta e pressionando o botao
esquerdo do mouse sobre o objeto é possivel arrasta-lo por
toda a janela geomeétrica.

- selecionando esta ferramenta e clicando na janela

o” Novo Ponto ot '
geometrica cria-se um novo ponto.



20

- 0 ponto de intersecao entre dois objetos pode ser criado

Intersecéo de Dois Objetos . . . ~
>\/ ¢ ) selecionando os objetos, dessa forma todas as intersegdes

existentes sdo marcadas.

«* Ponto Médio ou Centro - clique em dois pontos ou em um segmento para obter seu

2 ponto médio.

.~ Reta definida por Dois Pontos - marcando-se dois pontos, traca-se a reta definida por
eles.

. Segmento definido por Dois Pontos - Marcando-se dois pontos, determina-se as

extremidades do segmento a ser tragado.

- clicando em uma reta (segmento ou semirreta) e em um
ponto constroi-se uma reta perpendicular a reta
considerada, passando pelo referido ponto.

f:, Reta Perpendicular

-1 |Reta PamIclE - clicando em uma reta e em um ponto fora dela constroi-se
il um reta paralela a reta considerada, passando pelo referido
ponto.

/- Mediatriz - clicando nas extremidades de um segmento de reta,
constréi-se uma reta perpendicular a este passando pelo
seu ponto médio.

2B . - clicando sobre duas retas concorrentes, ja tragadas,
<, Bissetriz . : . A .

constréi-se as bissetrizes dos angulos determinados por
elas. Ou ainda, clicando nos pontos que determinam um angulo.

(<) Circulo dados Centro e Um de seus Pontos | -~ Marcando um ponto A e um ponto B, tragca-se o
circulo com centro A, passando por B.

<) Circulo definido por Trés Pontos - marcando trés pontos nao-colineares, traca-se o
circulo que passa por eles.

<3 Arco Circular definido por Trés Pontos - marcando trés pontos ndo-colineares, traca-se o
arco que passa por eles.

& Angulo - com essa ferramenta traca-se angulos: entre trés
: pontos; entre dois segmentos; entre duas retas (ou
semirretas); interior de um poligono.

o

" - Distancia, Comprimento ou Perimetro essa ferramenta fornece, na janela algebra, a

distancia entre dois pontos; duas linhas; ou um ponto
e uma linha. Fornece também o perimetro de um poligono ou o comprimento de uma
circunferéncia.

x Reflexio em Relacdo a uma Reta - essa ferramenta desenha um objeto refletido em
relacdo a uma reta.

. Reflexdo em Relag&o a um Circulo (Inverso) - essa ferramenta desenha um objeto refletido em
relacdo a um circulo.

Para a realizagao deste trabalho, além das ferramentas listadas acima, sera

utilizada uma opg¢ao muito interessante do GeoGebra que é a possiblidade de criar



21

novas ferramentas que serdo fixadas como um novo item no menu de ferramentas
existentes.

o

GeoGebra
Arquivo Editar Exibir Opgﬁes:Ferramentas Janela Ajuda

- ©
—s ' . ~ Configurar Barra de Ferramentas ... g

'= . e /'/7 = 'I'-,? Q ) &

e ; 3¢ Criar uma Nova Ferramenta ...

~ Janela de Algebra = ;

=1 [a] Gerenciar Ferramentas ...

Objetos Livres
Objetos Dependentes

Figura 1.4: Criar uma nova ferramenta no GeoGebra

Segue abaixo instrugdes de como criar novas ferramentas no GeoGebra,

através de construcdes existentes. Para descrever o processo utilizou-se como

exemplo a criagao de uma ferramenta que constroi tridngulos equilateros, dados dois
de seus vértices.

O primeiro passo € determinar a constru¢cdo geométrica, no software
GeoGebra, de como se constréi triangulos equilateros dados dois de seus vértices.

Segue os passos da construgao:

- Na barra de ferramentas clique em

«~ Segmento definido por Dois Pontos
seguida crie o segmento AB;

e em
. .‘. i .
- Clique na ferramenta (+) Circulo dados Centro e Um de seus Pontos | o g seguida
crie o circulo de centro em A passando por B;

- Repetindo o processo anterior crie o circulo de centro em B passando por A;
. Intersegdo de Dois Objetos . .
- Clique na ferramenta X ¢ ) e em seguida clique
nos circulos criados. Serao criados os pontos C e D, pontos de intersecao dos circulos;
- « Segmento definido por Dois Pontos
- Utilizando a ferramenta J i

ligue os pontos
A e Bao ponto C, definindo assim os segmentos AC e BC, que determinam o triangulo
ABC.
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C

D

Figura 1.5: Construgéo do triangulo equilatero no GeoGebra

ApoOs a construgdo podera ser realizada a edi¢gao da figura utilizando a opgao

propriedades. L& poderao ser alterados a cor do objeto, espessura, estilo de linha, etc.

¥
Arquivo Editar:Exibir Opgbes Ferramentas Janela Ajuda
Desfazer Ctri+2Z
% Refazer Ctri+Y
Copiar Ctri+C
Colar Ctri+V
[ Copiar para Area de Transferéncia Ctrl+Shift+C
Inserir Imagem de >
.+ Propriedades ... CtrlI+E
Selecionar Tudo Ctri+A
Selecionar Camada Atual Ctri+L
Selecionar Descendentes Ctri+Shift+J
Selecionar Ascendentes Ctrl+J
Inverter Selegdo Ctrl+l
Exibir / Esconder Objetos Ctrl+G
Exibir / Esconder Rétulos Ctri+Shift+G
4 Apagar Excluir

Figura 1.6: Propriedades para editar os objetos

Segue abaixo imagem da construgdo do triangulo equilatero apds edigao.
Foram alteradas a espessura dos segmentos que representam os lados do triangulo,
bem como sua cor (para vermelho). O estilo das linhas dos circulos foram alteradas

para pontilhado.
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Figura 1.7: Construgéo do tridngulo equilatero editada

Uma vez realizada a construcdo geométrica, o préximo passo € a criacdo da
ferramenta no GeoGebra.

- Clique em Ferramentas e selecione a op¢ao Criar uma Nova Ferramenta
(conforme Figura 1.4). Abrira a seguinte janela:

i Criar uma Nova Ferramenta EX

Objetos Finais| Objetos Iniciais | Nome e [cone
Selecione os objetos na construgéo ou escolha-os de uma lista

W

A
v

x

< Voltar Proximo > Cancelar

Figura 1.8: Janela para criar nova ferramenta

- Na opgao Objetos Finais selecione os segmentos AB, AC e BC, bem como
o ponto C (este grupo de objetos determinara um tridngulo equilatero dados dois de
seus vértices que neste caso sao os pontos A e B);
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i Criar uma Nova Ferramenta EX|

Objetos Finais Objetos Iniciais | Nome e icone

Selecione os cbjetos na construgdo ou escolha-os de uma lista

W

Segmento a: Segmento [A, B] A

Segmento b: Segmento [A, C] v

Segmento e: Segmento [C, B]

Ponto C: Ponto de interse¢dode c, d X
< Voltar Proximo > Cancelar

Figura 1.9: Janela Objetos Finais

- Na opcéao Objetos Iniciais selecione os pontos A e B que definem dois dos

vértices do triangulo equilatero.

& Criar uma Nova Ferramenta | = ||

Objetos Finais Objetos Iniciais | Nome e icone

Selecione os objetos na construgéo ou escolha-os de uma lista

¥

Ponto A A
Ponte B v
X

< Voltar Proximo > Cancelar

Figura 1.10: Janela Objetos Iniciais

- Na opcdo Nome e lcone, no espaco destinado ao Nome da ferramenta
escreva: Triangulo equilatero; no espaco Nome do comando: Trianguloequilatero;
no espago Ajuda da ferramenta: Tridangulo equilatero dados dois de seus vértices

(neste espaco é definido os passos para construgédo do triangulo equilatero).
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o Criar uma Nova Ferramenta

Objetos Finais | Objetos Iniciais| Nome e icone
Nome da ferramenta Tridingulo equilatero
Nome do comando  Tridnguloequilatero
Ajuda da ferramenta Triangulo Equilatero dados dois de se
d} [¥] Exibir na Barra de Ferramentas

icone ...

< Voltar Concluido Cancelar

Figura 1.11: Janela Nome e icone

- Na opcéo lcone, podera ser utilizada qualquer imagem de formato suportado
pelo programa (JPG, PNG, GIF e BMP). No caso desta ferramenta foi criada, no

programa Paint (do Windows), uma imagem que representa um tridngulo e essa

imagem utilizada na ferramenta. A

o Criar uma Nova Ferramenta “

Objetos Finais  Objetos Iniciais Nome e icone
Nome da ferramenta Tridngulo equilatero
Nome do comando Tridnguloequilatero
Ajuda da ferramenta equilatero dadso dois de seus vértices

A Exibir na Barra de Ferramentas

: [cone

< Voltar Concluido Cancelar

Figura 1.12: icone alterado

- Clique em Concluido que a nova ferramenta aparecera na barra de

ferramentas.

%7 .AT /— "':—’7 I:h—, ®7 li:j]? 4]‘- x? ABC? — ‘%’

v

Figura 1.13: Barra de ferramentas com nova ferramenta

Este processo de criagdo de novas ferramentas sera utilizado durante todo o
capitulo 4, onde apresentaremos as constru¢cdes geometricas necessarias pra criagao

das ferramentas que compdem o Menu Hiperbdlico.
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Capitulo 2

Resumo Historico

Neste capitulo apresentaremos um breve resumo histérico sobre o surgimento
das geometrias n&o-euclidianas, pois acreditamos que o entendimento do contexto
histérico, tanto do surgimento, quanto da construcéo de tais geometrias, é de grande

importancia, mas pouco valorizado.

2.1. A Geometria de Euclides

Nao se sabe muito sobre a vida e a personalidade de Euclides. O pouco que
se conhece sobre ele é que foi 0 matematico grego responsavel pela compilagéo de
praticamente toda a matematica desenvolvida até sua época em uma monumental

obra de 13 volumes chamada de Os Elementos, por volta de 300 a.C.

Euclides escreveu Os Elementos baseando-se em todo o conhecimento
adquirido pela escola grega da época. Ele foi o primeiro a apresentar, de maneira
sistematica, a Matematica como ciéncia dedutiva, isto significa que toda afirmagcao
deve ser deduzida logicamente de outras afirmagdes mais simples, e assim
sucessivamente. E claro que no comego dessa cadeia devem existir algumas
afirmagdes ndo demonstradas, que Euclides chamou de postulados (aquilo que se
pode). Euclides procurou escolher como postulados afirmacbes que, por sua
simplicidade, seriam aceitas por qualquer pessoa de bom senso e que eram, em um

certo sentido, evidentes por si mesmas.

No Livro | da obra Os Elementos, Euclides enuncia vinte e trés definicoes,
cinco postulados e algumas nogdes comuns ou axiomas3. Os axiomas e postulados

de Euclides foram assim formulados:
Axiomas (ou no¢des comuns):
1. Coisas iguais a uma terceira sao iguais entre si.

2. Se quantidades iguais sado adicionadas a iguais, os totais sao iguais.

3 As nogdes comuns sdo proposigdoes légicas ndo geométricas que Euclides considerou serem de senso
comum, ao contrario dos postulados que sdo especificos a Geometria.
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3. Se quantidades iguais sédo subtraidas de iguais, os restos sao iguais.
4. Coisa que coincidem uma com a outra sao iguais.
5. O todo é maior do que qualquer de suas partes.

Postulados:

1. Uma linha reta pode ser tragada de um ponto a outro, escolhidos a

vontade.
2. Uma linha reta pode ser prolongada indefinidamente.
3. Um circulo pode ser tragcado com centro e raio arbitrarios.
4. Todos os angulos retos sao iguais.

5. Se uma reta secante a duas outras forma angulos, de um mesmo lado
dessa secante, cuja soma € menor que dois angulos retos, entdo essas
retas se prolongadas suficientemente encontrar-se-ao em um ponto

desse mesmo lado.

Figura 2.1: Postulado 5, se a + 3 <11, entdo ry e r» se encontram

Por cerca de dois mil anos a Geometria de Euclides foi considerada como a
Unica geometria possivel. A obra Os Elementos era inquestionavel. Tao famosa que,

depois da Biblia, € o livro de maior numero de edi¢des.

Matematicos debatiam a ideia de que se existisse a possibilidade apenas de
uma unica geometria, certos postulados seriam teoremas e dentro desse raciocinio,
renomados matematicos tentaram provar o quinto postulado, pois ndo viam
simplicidade em seu enunciado. Segundo Carmo (1987) até mesmo Euclides deve ter
considerado o quinto postulado como pouco evidente, pois retardou em utiliza-lo na

prova de suas proposicoes.
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Existem varias formas equivalentes do Postulado 5, das quais a mais famosa
€ atribuida a Playfair (que em 1795 publicou uma edicdo de Os Elementos de

Euclides) e que se enuncia da maneira seguinte:

Por um ponto p fora de uma reta dada r passa ndo mais que uma paralela a

O quinto postulado ficou conhecido como o “Postulado das Paralelas” e,
durante varios séculos, gedmetras de todas as origens tentaram demonstra-lo a partir
dos outros postulados. Porque para eles néo se tratava de um postulado, mas sim de
um teorema. Acreditavam que seria possivel demonstra-lo usando os primeiro quatro
postulados e um conjunto de definicbes. Grandes matematicos tentaram, sem
sucesso, a demonstragcado do quinto postulado, pois a maior parte destas tentativas de
demonstragdo admitiam fatos que ou eram equivalentes a ele, ou nao podiam ser

demonstrados usando unicamente os outros quatro postulados.

Segundo Barbosa (2002), dentre estes matematicos destacam-se Ptolomeu
(85-165), Proclus (411-485), Nasiredim (1201-1274), Wallis (1616-1703), Sacheri
(1667-1733), Lambert (1728-1777) e Legendre (1752-1833).

2.2. Tentativas de demonstrar o Postulado das Paralelas

Para muitos matematicos o quinto postulado tratava-se, muito provavelmente,
nao de um verdadeiro postulado, mas sim de um teorema, e como tal deveria ser
demonstrado dentro da prépria geometria, utilizando-se apenas dos quatro primeiros
postulados e o conjunto de definicdes fixado. Nesta tarefa, a de provar o quinto
postulado de Euclides, envolveram-se inumeros matematicos durante mais de dois

mil anos.

2.2.1. Claudius Ptolomeu

Claudius Ptolomeu nasceu em 85 d.C. no Egito e morreu em 165 d.C. na
Alexandria. Foi um eminente matematico e astrbnomo que escreveu uma importante
obra intitulada Almagesto, que introduziu a trigonometria como ferramenta no estudo

de astronomia.

Claudius Ptolomeu foi um dos matematicos que contestaram o quinto

postulado de Euclides, propondo uma demonstracdo de tal postulado a partir dos
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quatro primeiros. A demonstracdo proposta por Ptolomeu fazia uso, implicitamente,
da vigésima nona proposi¢gao do primeiro livro de Os Elementos de Euclides, que
depende do quinto postulado, isto é, ele usou uma proposi¢cao equivalente ao préprio

quinto postulado, fazendo portanto um ciclo vicioso.

Figura 2.2: Ptolomeu (gravura do século XVI)

Fonte: http://commons.wikimedia.org/wiki/File%3APtolemy 16century.jpg

2.2.2. Proclus Diadochus

Proclus nasceu em 8 de fevereiro de 411 d.C. em Constantinopla (atualmente

Istambul, na Turquia) e morreu em 17 de abril de 485 d.C. em Atenas, na Grécia.

Proclus foi um estudioso das obras classicas gregas e muito do que se sabe
da histéria e da filosofia da Grécia Antiga sobreviveu em seus escritos. Ele escreveu
um trabalho sobre a obra de Euclides chamado de “Comentarios sobre Euclides”
onde, assim como Ptolomeu, critica o Quinto Postulado de Euclides, propondo uma
demonstracao do mesmo, a partir dos quatro outros postulados. Essa demonstragao
€ baseada na aceitacdo do fato de que retas paralelas sao equidistantes, fato este

que é equivalente ao quinto postulado de Euclides.
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Figura 2.3: Proclus

Fonte: http://www.masseiana.org/proclus_timaeus.htm

2.2.3. Nasir al-Din al-Tusi (Nasiredin)

Nasiredin era arabe e nasceu em 18 de fevereiro de 1201 em Tus na Pérsia
(atualmente Ird) e morreu em 26 de junho de 1274 em Kadhimain, Pérsia (préximo a
Bagda, atualmente Iraque).

Assim como Ptolomeu, Nasiredin também estudou astronomia e tentou provar
0 quinto postulado de Euclides. Para tanto, ele utilizou uma proposicdo-axioma, que
foi tomada sem demonstragcao devido ao seu carater de auto evidéncia. No entanto,
essa proposicdo assumida € um equivalente do quinto postulado de Euclides,

cometendo o mesmo erro que Ptolomeu.

Figura 2.4: Nasiredin

Fonte: http://en.wikipedia.org/wiki/File:Al-Tusi_Nasir.jpeg
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2.2.4. John Wallis

Wallis nasceu em 23 de novembro de 1616 em Ashford na Inglaterra e morreu

em 28 de outubro de 1703 em Oxford na Inglaterra.

John Wallis foi um eminente matematico inglés que escreveu algumas obras
sobre seccbBes codnicas, algebra e aritmética. Uma delas, a saber, Arithmetica
Infinitorum (Aritmética Infinita) foi utilizada por Isaac Newton em seus estudos. Em
suas pesquisas, Wallis também tentou demonstrar o quinto postulado de Euclides a
partir dos quatro primeiros. Para tanto, ele fez uso da existéncia de triangulos
semelhantes e nao congruentes, fato este que é equivalente ao proprio quinto

postulado.

Figura 2.5: John Wallis

Fonte: http://www.nndb.com/people/599/000087338/

2.2.5. Giovanni Girolamo Saccheri

Saccheri nasceu em 5 de setembro de 1667 em Sdo Remo na Italia e morreu

em 25 de outubro de 1733 em Mildo, também na ltalia.
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Figura 2.6: Saccheri

Fonte: http://www.evaristogalois.it/saccheri.htm

Saccheri foi um padre jesuita e estudioso de teologia, filosofia, retérica e
matematica. Ele era professor da Universidade Pavia. Em 1733 publicou um livro que
foi descoberto somente em 1889. O livro era intitulado Euclides Ab Omni Naevo
Vindicatus (Euclides Livre de Todas as Maculas) e considerado uma das primeiras
obras de geometria ndo-euclidiana (embora Saccheri ndo tenha concebido esta obra

com este intuito).

EUCLIDES
AB OMNI NEVO VINDICATUS:

CONATUS GEOMETRICUS
QUO STABILIUNTUR
Prima ipfa univerfz Geometriz Principia.
AUCTORE
HIERONYMO SACCHERIO
SOCIETATIS JESU
In Ticinenfi Univerfitate Mathefeos Profeffore.

OPUSCULUM

EX.* SENATUI
MEDIOLANENSI

Ab Auftore Dicatum.
MEDIOLANI, MDCCXXXIIL
Ex Typographia Pauli Aatonii Montani.  Superiorum permifl

Figura 2.7: Pagina da obra Euclides Ab Omni Naevo Vindicatus

Fonte: http://pt.wikipedia.org/wiki/Ficheiro:Saccheri 1733 -
Euclide Ab Omni Naevo Vindicatus.qif

Em sua obra Saccheri tenta, assim como seus antecessores, provar o quinto

postulado de Euclides a partir dos quatro primeiros. A novidade é que, pela primeira
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vez, o método de reducao ao absurdo em demonstragoes foi utilizado no problemas

das paralelas.

Saccheri supds a negacao do quinto postulado e tentou chegar a uma
contradicao fazendo uso de um quadrilatero com dois angulos retos na base e dois
lados verticais congruentes (esse quadrilatero mais tarde passou a se chamar

Quadrilatero de Saccheri).

A ~B

Figura 2.8: Quadrilatero de Saccheri

Como ele sabia que a existéncia de retangulos e o quinto postulado séo
equivalentes, a negagédo assumida conduziu a dois casos, a saber: 0 caso em que 0s

angulos congruentes do topo s&o obtusos e o caso em que sdo agudos.

Saccheri demonstrou que a hipétese do angulo obtuso era falsa, assumindo,
como Euclides, que a reta ¢é infinita. Entretanto, ao procurar uma contradicdo para a
hipétese do angulo agudo, ele provou uma série de resultados coerentes com todos

os postulados da Geometria Euclidiana, exceto o quinto.

Ap0os ter desenvolvido varios resultados, que hoje sdo conhecidos teoremas
de Geometria Hiperbdlica, Saccheri forgou uma contradigdo admitindo ser impossivel
a existéncia de duas retas paralelas assintoticas, ou seja, retas que séo paralelas,
mas que vao se aproximando a medida que séo prolongadas. Essas retas podem ser
utilizadas para construcao dos chamados triangulos generalizados da Geometria

Hiperbdlica.

As geometrias ndo-euclidianas poderiam ter sido descobertas quase um
século antes, se Saccheri tivesse suspeitado que nao tinha chegado a uma
contradicao, uma vez que nao havia uma contradicao para ser encontrada. Saccheri

é considerado o precursor de Legendre, Lobachewsky e Riemann (B ARBOSA, 2002).
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2.2.6. Johann Heinrich Lambert

Lambert nasceu em 26 de agosto de 1728 em Mulhausen na Franga e morreu

em 25 de setembro de 1777 em Berlim na Alemanha.

Figura 2.9: Lambert

Fonte: http://pt.wikipedia.org/wiki/Ficheiro:JHLambert.jpg

Assim como Saccheri, Lambert também tentou provar o quinto postulado de
Euclides por reducao ao absurdo. Em seu trabalho Theorie der Parallellinien de 1766,
via a introdugdo de um quadrilatero que possui trés angulos retos, conhecido hoje
como Quadrilatero de Lambert. Como consequéncia, ele deduziu uma série de
resultados que hoje sdo conhecidos como teoremas de Geometria Hiperbdlica. Talvez
seu mais importante resultado nesse trabalho tenha sido a deducdo de que a soma
dos angulos internos de um triangulo € inversamente proporcional a sua area, em uma

geometria onde n&o vale o quinto postulado.

2.2.7. Adrien Marie Legendre

Legendre nasceu em 18 de setembro de 1752 em Paris na Franca e morreu
em 10 de janeiro de 1833 no mesmo local.

Legendre escreveu um tratado de geometria intitulado E/éments de Géométrie
em 1794, que serviu de texto basico no ensino de Geometria durante muitas décadas
na Europa. Foi nesse trabalho que ele voltou-se para a questdo do problema das
paralelas e, assim como seus antecessores, tentou demonstrar o quinto postulado de

Euclides a partir dos quatro primeiros.
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Em uma de suas demonstragdes, Legendre admitiu a partir de um ponto no
interior de um angulo ndo degenerado, cuja medida ndo é superior a 60° que é

possivel tragar uma reta que intersecta os dois lados desse angulo.

Embora pareca evidente, essa proposicdo € equivalente ao proprio quinto
postulado de Euclides e, desta forma, do ponto de vista légico-dedutivo, assumi-la

significa assumir o quinto postulado.

Apesar de Legendre nao ter feito progressos na resolugcéo do “Problema das
Paralelas”, seu trabalho no campo da Geometria foi magistral do ponto de vista
didatico e da clareza de raciocinio com que demonstrou teoremas da Geometria

Euclidiana.

Figura 2.10: Legendre

Fonte: http://pt.wikipedia.org/wiki/Ficheiro:Louis Legendre.jpg#globalusage

2.3. O surgimento das Geometrias Nao-Euclidianas

Depois de diversas tentativas de demonstrar o quinto postulado, foi a negagao
do mesmo que levou a construgcdo das novas geometrias, tdo consistentes como a de
Euclides. Existem duas maneiras de negar o quinto postulado. A primeira da origem a
Geometria Hiperbdlica, neste caso supomos que por qualquer ponto fora de uma reta,
€ possivel tragcar pelo menos duas retas paralelas a esta outra. A segunda culmina na

Geometria Eliptica (Esférica), neste caso negamos a existéncia de retas paralelas.

O surgimento das geometrias ndo-euclidianas provocou uma mudanga na
maneira de pensar o espaco e a verdade matematica. Essa mudanca permitiu que se

abrisse espaco para o estudo de outras geometrias.
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Matematicos como Gauss (1777-1855), Bolyai (1802-1860), Lobaschevsky
(1792-1856) e Riemann (1826-1866) lancaram as bases das geometrias nao-

euclidianas, que sao logicamente aceitas assim como a Euclidiana.

2.3.1. Johann Carl Friedrich Gauss

Gauss foi um dos maiores matematicos que ja existiram e possui
contribuicbes em diversas areas dessa ciéncia. Nasceu em 30 de abril de 1777 em
Brunswick na Alemanha e morreu em 23 de fevereiro de 1855 em Gottingen, também

na Alemanha.

Gauss tomou conhecimento logo cedo, por volta dos quinze anos de idade,
do “Problema das Paralelas” e, assim como seus antecessores, de inicio tentou
demonstrar o Quinto Postulado a partir dos quatro primeiros. No entanto, logo

convenceu-se que tal demonstracdo nio era possivel.

Embora nao haja registro, & possivel que Gauss tenha lido os trabalhos de
Saccheri, Lambert e Legendre sobre o “Problema das Paralelas” e tomado
conhecimento dos varios teoremas de Geometria Nao-Euclidiana constantes nesses

trabalhos.

Mesmo nao tendo publicado nada sobre esse assunto sabe-se, por meio de
numerosas correspondéncias que Gauss mantinha com diversos matematicos da
época, que ele desenvolveu uma série de resultados de Geometria Hiperbdlica e,
certamente, foi o primeiro matematico a reconhecer a existéncia de uma geometria

consistente diferente da Euclidiana.

Talvez a ndo publicagao de tais resultados tenha sido motivada pelo receio de
nao aceitacdo de uma geometria diferente da classica e da contestacéo da filosofia

de Kant, adotada pela igreja, que coloca o universo como euclidiano.

O termo “nao-euclidiana” foi usado pela primeira vez por Gauss. Em 1824, em
carta enviada a F. A. Taurinos, declara que “se supusermos que a soma dos angulos
internos de um tridngulo € menor que 180° (0 que equivale a considerar uma das
negacgdes do Quinto Postulado), é possivel desenvolver uma longa série de resultados

nao contraditérios que constituem uma Geometria Nao-Euclidiana”.
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Figura 2.11: Gauss

Fonte: http://pt.wikipedia.org/wiki/Ficheiro:Carl Friedrich Gauss.jpg

2.3.2. Janos Bolyai

Bolyai nasceu em 15 de dezembro de 1802 em Kolozsvar na Hungria (hoje &
uma cidade da Roménia) e morreu em 27 de janeiro de 1860 em Marosvasarhely na

Hungria (hoje, também é Roménia).

O hungaro Janos Bolyai é filho de um amigo de Gauss, chamado Farkas
Bolyai (1775-1856) que tentou demonstrar o Quinto Postulado de Euclides a partir dos
quatro primeiros. Talvez, porisso, Janos tenha tentado logo cedo resolver o “Problema

das Paralelas”.

Assim como Gauss, o jovem Janos logo convenceu-se da impossibilidade de
tal demonstracdo e passou a admitir e a desenvolver diversos resultados de
Geometria Hiperbdlica. Janos publicou, em latim, o fruto de seu trabalho sob o titulo
“Ciéncia do Espaco Absoluto” (fazia parte, como apéndice, de um livro de seu pai,

intitulado Tentamen).
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Figura 2.12: Bolyai

Fonte: http://pt.wikipedia.org/wiki/Ficheiro:JanosBolyai.jpg

2.3.3. Nikolai lvanovich Lobachevsky

Lobachevsky nasceu em 01 de dezembro de 1792 em Nizhny na Russia e

morreu em 24 de fevereiro de 1856 em Kazan, também na Russia.

Assim como seus antecessores, Lobachevsky tentou demonstrar o quinto
postulado de Euclides a partir dos quatro primeiros e logo se convenceu da
impossibilidade desse feito. A partir de entdo, passou a reconhecer a existéncia e a
desenvolver, de forma independente, resultados de uma nova geometria, a Geometria
Hiperbdlica, diferente da Euclidiana, denominada por ele de pangeometria ou

geometria imaginaria.

Em 1826 Lobachevsky chegou a proferir palestras sobre a existéncia de
geometrias ndo-euclidianas na Universidade de Kazan onde foi professor e reitor. Mas
foi em 1829 que publicou um trabalho, em russo, sobre suas descobertas mas quase
que completamente ignorado pela comunidade cientifica russa e completamente

ignorado no resto do mundo.

Entretanto, cronologicamente, trata-se da primeira publicagdo de uma

geometria cujo autor admite ser ndo euclidiana.

Em busca de reconhecimento de seu trabalho, Lobachevsky publicou uma
versdo em alemao em 1840, intitulada “Pesquisa Geométrica Sobre a Teoria das
Paralelas”, chegando as maos de Gauss, que ficou mais uma vez surpreso com o fato

de Lobachevsky, de modo totalmente diferente dos seus, chegando a afirmar em
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correspondéncia para um amigo astrébnomo de nome Schumacher que o livro de
Lobachevsky continha uma exposicdo admiravel de toda a teoria de Geometria
Hiperbdlica.

Figura 2.13: Lobachevsky

Fonte: http://pt.wikipedia.org/wiki/Ficheiro:Nikolay Ivanovich Lobachevsky.jpeg

2.3.4. Georg Friedrich Bernhard Riemann

Riemann nasceu em 17 de setembro de 1826 em Breselenz na Alemanha e

morreu em 20 de julho de 1866 em Selasca na ltalia, vitima de tuberculose.

Riemann generalizou as geometrias ndo-euclidianas por meio do conceito de
curvatura e fundamentou a Geometria Eliptica, que pode ser obtida, do ponto de vista
axiomatico, da negagéo do Quinto Postulado de Euclides que conduz a n&o existéncia
de retas paralelas e a substituicdo do Segundo Postulado de Euclides por postulados

que permitem que uma reta seja finita.

Com isso, a geometria sobre uma esfera, que sob certas restricbes serve de
modelo para a Geometria Eliptica, desvinculou-se como parte da Geometria

Euclidiana Espacial e passou a ter vida propria.

O trabalho de Riemann sobre geometria esta muito além da simples
generalizagdo das trés geometrias de espago homogéneo (curvatura gaussiana
constante). Ele introduziu as hoje chamadas Geometrias Riemannianas que podem,
inclusive, nao ser homogéneas e que foram, posteriormente, utilizadas na Teoria da
Relatividade de Albert Einstein em 1906.
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Figura 2.14: Riemann

Fonte: http://pt.wikipedia.org/wiki/Ficheiro:Georg Friedrich Bernhard Riemann.jpeg

2.4. Modelos Geométricos

O advento das geometrias nao-euclidianas evidenciou que a visdo de que a
geometria como um modo de descrever e entender o espago precisava ser
reformulada. Quase que imediatamente apds a criagdo de outras geometrias,
perguntava-se se 0 mundo era regido pelas leis da Geometria Euclidiana ou pela de
Lobachevsky.

Lobachevsky havia chamado sua geometria de imaginaria pelo fato de néo
possuir recursos para visualiza-la. As ideias iniciais sobre a geometria que criou
mostraram que era possivel estudar geometria mesmo n&o sendo possivel construir
as figuras que eram seus objetos de estudo. Assim, a geometria se mostrou totalmente
independente de representacgdes, ou seja, a geometria passou a ser entendida como

uma estrutura légica, um sistema axiomatico inventado arbitrariamente pelo homem.

Foram desenvolvidos pelo menos trés modelos consistentes* para a
geometria de Lobachevsky. O primeiro modelo para a geometria Hiperbdlica foi
desenvolvido por Eugenio Beltrami (1835-1900), a pseudoesfera. Um outro modelo foi
criado pelo matematico Feliz Klein (1849-1925) e mais dois modelos pelo matematico
Henry Poincaré (1854-1912).

4 Um modelo é dito consistente quando a interpretagdo dada aos conceitos primitivos ndo leva a uma
contradigao, ver Terdiman (1989).
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2.4.1. Eugenio Beltrami

Beltrami nasceu em 16 de novembro de 1835 em Cremona no Império

Austriaco (atualmente, Italia) e morreu em 18 de fevereiro de 1900 em Roma, na Italia.

Em 1868, Beltrami publicou um trabalho em que demonstrava que,
dependendo do que se considera como uma reta e como um plano, era possivel
interpretar a geometria de Bolyai e Lobachevsky. Ele foi o primeiro a introduzir um tal
modelo para a Geometria Hiperbdlica chamado de pseudoesfera. Tal modelo faz uso

da superficie de revolugéo da curva denominada tratriz em torno de sua assintota.

pseudo-esfera

Figura 2.15: Pseudoesfera

O modelo de Beltrami, no entanto, se mostrou insuficiente para todas as
representacoes, além de ser de dificil construcao.

Figura 2.16: Beltrami

Fonte: http://pt.wikipedia.org/wiki/Ficheiro:Beltrami.jpg
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2.4.2. Felix Christian Klein

Klein nasceu em 25 de abril de 1849 em Dusseldorf na Prussia (hoje,

Alemanha) e morreu em 22 de junho de 1925 em Goéttingen na Alemanha.

Felix Klein foi um eminente geémetra que publicou em 1871 dois artigos sobre
a chamada Geometria Nao-Euclidiana, onde introduziu um modelo para a Geometria
Hiperbdlica (Modelo do Disco de Klein). Esse modelo consiste em um circulo
euclidiano considerando apenas sua regiao interior. As retas sao identificadas como
as cordas deste circulo. Como dois pontos distintos de um circulo determinam um
Unica corda, desta forma temos que dois pontos neste plano determinam um unica

reta hiperbdlica.

Figura 2.17: Klein

Fonte: http://pt.wikipedia.org/wiki/Ficheiro:Felix Christian Klein.jpg

Sabe-se que duas cordas distintas se interceptam, no maximo, em um ponto
interior do circulo, portanto temos que duas retas hiperbdlicas se interceptam no
maximo em um ponto. Nesse modelo tém-se infinitas retas paralelas a uma dada reta

passando por um dado ponto.
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Figura 2.18: Modelo de Klein

2.4.3. Jules Henri Poincaré

Poincaré nasceu em 29 de abril de 1854 em Nancy na Franca e morreu em
17 julho de 1912 em Paris, também na Franca.

Poincaré é um dos maiores matematicos de todos os tempos e é considerado
o ultimo universalista em matematica, ou seja, uma pessoa que detinha conhecimento

profundo de todas as areas da matematica.

Figura 2.19: Poincaré

Fonte: http://pt.wikipedia.org/wiki/Ficheiro:JH Poincare.jpg

No final do século XIX Poincaré introduziu dois modelos euclidianos para a

Geometria Hiperbdlica e sdo chamados de modelo do disco e modelo do semiplano.

O Modelo do Disco de Poincaré difere do modelo de Klein no que diz respeito

as retas. Neste modelo as retas sdo arcos de circulo perpendiculares ao circulo do
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modelo, cujo interior representa o plano hiperbdlico. No capitulo 3 sera desenvolvido

o Modelo Euclidiano do Disco de Poincaré.

Figura 2.20: Modelo do Disco de Poincaré

O Modelo do Semiplano de Poincaré é quase idéntico ao Modelo do Disco de
Poincaré. Nele o plano hiperbdlico € um semiplano euclidiano aberto, descontando-se
sua reta limite. As retas sdo os semicirculos que sao ortogonais a reta limite, ou as

retas perpendiculares a mesma.

Figura 2.21: Modelo do Semiplano de Poincaré
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Capitulo 3

Um modelo para a Geometria Hiperbolica

A necessidade de visualizar um espago onde seria possivel outras
geometrias, que negasse 0 quinto postulado, deu origem a criacdo dos modelos para

as geometrias nao euclidianas.

Um modelo para um determinado sistema axiomatico € uma interpretacao
dada aos conceitos primitivos de modo que os axiomas sejam todos propriedades

verdadeiras.

Exemplo de um modelo: o plano euclidiano tal qual o consideramos € um
modelo para o sistema axiomatico de Hilbert® pois nele é possivel representar ponto

e reta de tal modo que os axiomas de Hilbert passam a ser aceitos como verdadeiros.

Enquanto a Geometria Euclidiana foi desenvolvida a partir de uma percepc¢ao
visual e tatil e axiomatizada depois, a Geometria Hiperbdlica foi desenvolvida a partir
de sua axiomatizacao e posteriormente foram desenvolvidos os modelos matematicos

para sua percepcao visual e tatil.

Sendo assim, neste capitulo estudaremos o plano hiperbdlico representado
pelo modelo do Disco de Poincaré, para isto revisaremos alguns conceitos da
Geometria Euclidiana necessarios a construgcdo desse modelo e realizaremos

algumas construg¢des geométricas.

3.1. Alguns conceitos euclidianos

Nesta secao apresentamos alguns conceitos da Geometria Euclidiana,
necessarios para a compreensao da constru¢cdo do modelo do Disco de Poincaré.
Para um melhor aprofundamento sobre as definicbes e proposi¢cdes apresentadas
consultar Terdiman (1989).

®> No final do século XIX, David Hilbert (1862-1943) apresentou sua obra, Fundamentos de Geometria,
onde fez um estudo de Os Elementos de Euclides e elaborou um conjunto completo de axiomas da
Geometria Euclidiana, corrigindo as imperfeicdes dos axiomas de Euclides.
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3.1.1. Poténcia de ponto

Proposic¢ao 3.1. Dado um ponto P, exterior ou interior a uma circunferéncia o, P & 6,
se duas retas por P intersectam & em pares de pontos (A,B) e (C,D), respectivamente,

entao:

PA.PB = PC.PD

Figura 3.1: Poténcia de ponto.

Demonstracao. Assumindo, sem demonstrar, a Proposi¢cdo®, consideremos o0s
triangulos PAD e PCB (Figura 3.1). O &ngulo P é comum ou oposto pelo vértice nesses
tridngulos. Sendo, também, A =C, visto que subentendem o mesmo arco, temos que

tais triangulos sdo semelhantes. Logo,

pa_ PD = PA.PB = PC.PD
PC PB e

Definig¢ao 3.1. O produto PA.PB = PC.PD é chamado de poténcia de P em relagéo a

circunferéncia 9.

Uma generalizacéo do 1° caso: seja o ponto P fora do circulo & e T o ponto de

tangéncia de uma das duas retas tangentes a & passando por P, entdo PT? é igual a
poténcia do ponto P em relagao a 6. Como os tridngulos PAT e PTB sdo semelhantes,
P é comum e BAT = BTP (medem metade do arco menor BT), pelo caso AA (angulo-

angulo) de semelhanca de triangulos, temos:

5 Na Geometria Euclidiana, angulos inscritos que subentendem um mesmo arco em uma circunferéncia
possuem mesma medida.
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Figura 3.2: Generalizagdo da poténcia de ponto

PA—PT:PAPB— PT)?
PT  PB -PB = (PT)

3.1.2. Inverso de um ponto

Defini¢do 3.2. Seja 6 uma circunferéncia de raio r e centro O. Para cada ponto P do

plano, P distinto de O, o inverso de P em relagdo a ¢ é o tnico ponto P’ na semirreta
OP tal que

OP.OP' =1r?

Figura 3.3: Inverso de um ponto

As seguintes propriedades de inversdo, sdo imediatas, a partir de sua
definicao:

e P’=Pse, e somente se, P e 6;
e SeP cint s entdo P’ € ext S;

e SeP eexts entdo P’ eint 6.
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Com o auxilio do GeoGebra, mostraremos como realizar a construcdo do

inverso de um ponto, para os seguintes casos:
P exterior a circunferéncia &

Dados a circunferéncia 6 de centro O e raio r e o ponto P externo a

circunferéncia 6, fagamos:
i)  Tracemos a semirreta OP;

i) Passando por O construamos a perpendicular a semirreta OP
determinando os pontos A e B de interse¢ao dessa perpendicular com a

circunferéncia J;

iii)  Tracemos a semirreta AP determinando o ponto C de intersegao dessa

semirreta com a circunferéncia §;

iv) Tracemos a semirreta BC determinando o ponto P’ de intersecdo da

semirreta BC com a semirreta OP, inverso de P.

Figura 3.4: Inverso de P exterior a circunferéncia

Observamos que os triangulos OPA e OBP’ sao semelhantes, seus angulos

internos sao céngruos. Logo

oA _ 0P 0A.OB = OP.OP' OP.0OP' 2
0P~ OB 4
P interior a circunferéncia o

Dados a circunferéncia 6 de centro O e raio r e o ponto P, distinto de O, interior

a circunferéncia 6 fagamos:

i)  Tracemos a semirreta OP;
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i) Passando por P construamos a perpendicular a semirreta OP e obtemos

um ponto T de intersec¢ao dessa perpendicular com a circunferéncia 9;
iii)  Tracemos o raio OT;

iv)  Construamos a tangente a 6 por T e obtemos o ponto P’ de interse¢ao

com a semirreta OP, inverso de P.

Figura 3.5: Inverso de P interior a circunferéncia
Observamos que os triangulos OPT e OTP’ sdo semelhantes, logo

or OP

_— 2: ! — 2
oF — OT = (0T) OP.OP' = OP.OP' =r~.

3.1.3. Circunferéncias ortogonais

Defini¢do 3.3. Duas circunferéncias, 6 e A, s§o ortogonais quando seus raios s&o

perpendiculares em cada ponto de intersegdo de 6 com A.

Figura 3.6: Circunferéncias ortogonais
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Na proposicdo abaixo veremos que por um ponto P Interior a uma
circunferéncia 6 de centro O, P # O, passam infinitas circunferéncias ortogonais a 9, e

todas contém o ponto P’inverso de P.

Proposi¢ao 3.2. Sejam P um ponto do plano e 6 uma circunferéncia de centro O e
raior, Pz 6 e P# O. Uma circunferéncia A passando por P corta 6 ortogonalmente se,

e somente se, A passa por P’, ponto inverso de P em relagéo a 6.

Figura 3.7: Apoio a Proposigao 1.2

Demonstracdo

Prova da condicdo necessaria - Suponhamos que a circunferéncia A corte

ortogonalmente a circunferéncia 6 nos pontos T e U, entdo as tangentesa Aem T e U
se encontram em O, e O esta fora de 1. A semirreta OP corta a circunferéncia A no

ponto Q, e temos

OP.0Q = 0OT? =r? = Q = P'inver sode P em r elagdo a 3.

Figura 3.8: Apoio a Proposigao 1.2
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Prova da condicdo suficiente — Suponhamos P’ inverso de P em relagcdo a

circunferéncia o, P e P’ pertencem a uma mesma circunferéncia A, entéo o centro C
desta circunferéncia pertence a mediatriz m de PP’. Como o ponto O é externo a A, P

# O, existe T € A ponto de tangéncia da reta que passa por O a circunferéncia A.

OT? =0P.OP' =r*=Te€a.
Logo 6 é ortogonal a A.

A proposicao abaixo nos afirma que dados dois pontos P e Q internos a uma
circunferéncia d, de centro O eraior, P# O e Q # O, existe uma unica circunferéncia
ortogonal a 6 que contém os pontos P, P’, Q e Q’ satisfazendo a igualdade OP.OP’ =
0Q.0Q.

Proposigado 3.3. Sejam P e Q pontos internos a uma circunferéncia ¢ de centro O e
raio r, P e Q distintos de O. Se P’ e Q’ sdo pontos inversos, respectivamente de P e
Q, em relagdo a circunferéncia 6, entdo os pontos P, Q, P’e Q’ pertencem a uma unica

circunferéncia (chamaremos esta de 4).

Figura 3.9: Apoio a Proposigao 1.3

Demonstracdo. Se P’ e Q' sdo os pontos inversos de P e Q, respectivamente, em

relagdo a circunferéncia o, entdo
r2 =0P.0P' = 0Q.0Q'
ou seja,

OP _0Q’
0Q 0P
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logo, os triangulos OQP e OP’Q’ sdo semelhantes, entdo o quadrilatero PQQ’'P’ tem

angulos opostos suplementares e isto implica que o quadrilatero é inscritivel.

3.2. Modelo do Disco de Poincaré

O francés Jules Henri Poincaré (1864 - 1912) criou um modelo para a
Geometria Hiperbdlica axiomatica (o plano hiperbdlico), desenvolvido entre os anos
de 1882 e 1887. Poincaré criou o seu modelo baseado na Geometria Euclidiana,
representando os pontos do plano hiperbélico no interior de uma circunferéncia
euclidiana, ou seja, se O é o centro de uma circunferéncia euclidiana qualquer 5 e OR
um de seus raios , o plano hiperbdlico é constituido por todos os pontos P < 6 tais que
OP < OR (observe que, por definicdo, a circunferéncia ndo pertence ao plano
hiperbdlico e que os pontos sdo pontos no sentido habitual que estdo em um plano).
Os pontos que pertencem a circunferéncia sao denominados pontos ideais e a
circunferéncia é dita horizonte hiperbdlico. Este modelo ficou conhecido como Disco
de Poincaré.

Circunferéncia ndo pertence
ao plano

P

“~ Pontos do plano

Figura 3.10: Os pontos do plano hiperbdlico

7 Um quadrilatero é inscritivel em um circulo se, e somente se, seus angulos opostos sdo
suplementares.
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3.2.1. Retas Hiperbdlicas

No Disco de Poincaré as retas sdo chamadas de retas hiperbdlicas e estas
sdo todos os arcos de circunferéncias ortogonais® ao Disco® e todas as cordas que

passam pelo centro dele (didametros do Disco) sem os extremos.

Figura 3.11: Reta hiperbdlica AB como arco ortogonal e como didmetro do Disco

3.2.2. Angulos Hiperbdlicos

Se duas retas hiperbdlicas se interceptam num ponto P, a medida do angulo
formado entre elas é, por definicdo, a medida do menor angulo formado pelas

semirretas euclidianas tangentes aos arcos (retas hiperbdlicas) em P.

Portanto, no Disco de Poincaré os angulos, entre as tangentes, sdo medidos
como no modelo euclidiano, utilizando-se as retas (euclidianas) tangentes aos arcos

(retas hiperbdlicas).

Figura 3.12: Angulo entre retas hiperbolicas

8 Ver definigdo de circunferéncias ortogonais na sec¢éo 1.1.3
° Deste ponto em diante sempre que mencionarmos a palavra Disco, esta se refere ao modelo Disco
de Poincaré
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3.2.3. Distancia Hiperbdlica

A distancia entre dois pontos no Disco de Poincaré é dada pela seguinte
definicao:
Definigao 3.4. Sejam A e B pontos do plano hiperbdlico (Disco de Poincaré), e sejam
C e D os pontos ideais da reta hiperbodlica que passa por A e B (extremos da reta AB
pertencentes ao horizonte hiperbdlico). Definimos a distdncia hiperbolica d(A,B)

(sendo AC, AD, BC e BD comprimentos euclidianos) por:

AD.BC>|

d(A,B) = |ln (AC.BD

Figura 3.13: Distancia hiperbdlica entre dois pontos

Poincaré usou esta métrica para construir um espacgo ilimitado (plano
hiperbdlico), em um espago limitado com a métrica euclidiana (circunferéncia
euclidiana). A métrica desenvolvida por Poincaré permite que quando os pontos A e
B se aproximam dos pontos ideais o valor das medidas AC e BD diminuem,
consequentemente o logaritmando aumenta, assim, depois da aplicagcao da funcao
logaritmica a funcao distancia tende ao infinito. Ao aproximar os pontos A e B, um do
outro, o valor das medidas AD e BC diminuem, o que ocasiona, depois da aplicagao

da funcgao logaritmica uma distancia que tende a zero.

Ao utilizarmos a métrica desenvolvida por Poincaré, obtemos que a distancia
entre dois pontos quaisquer, quando estes estiverem proximos do horizonte, tendera
ao infinito. Isso acontece porque as retas hiperbdlicas, assim como as retas

euclidianas, devem ser ilimitadas.



55

3.2.4. Retas Paralelas

No modelo do Disco de Poincaré, duas retas sdo paralelas se e somente se

elas ndo tiverem ponto em comum.

Figura 3.14: Retas Paralelas AB e CD

3.2.5. Retas Paralelas Limite

Dadas duas retas hiperbdlicas AB e CD, a reta AB é chamada de reta paralela

limite da reta CD, se ela tiver um ponto ideal em comum com a reta CD.

=]

(o

Figura 3.15: Retas hiperbdlicas AB e CD paralelas limite

Dada uma reta hiperbdlica AB e um ponto P fora dela, existem duas retas
paralelas limite que separam as demais retas hiperbdlicas passando por P em duas
classes: as retas secantes (que interceptam AB) e as retas ndo secantes (que nao

interceptam AB).
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Figura 3.16: Retas Paralelas Limite

As definicbes dos outros elementos utilizados neste trabalho (bissetriz,
mediatriz, ponto médio, etc.) sdo analogas as da Geometria Euclidiana. Diferenciam
somente os tridngulos no que diz respeito a soma dos angulos internos. Na Geometria

Hiperbdlica a soma dos angulos internos de um triangulo € menor do que 180°.
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Capitulo 4

Criando o Menu Hiperbolico

Com a finalidade de se utilizar o software GeoGebra no estudo da Geometria
Hiperbdlica, através do Modelo do Disco de Poincaré, neste capitulo seréo
apresentada as construgdes geométricas necessarias para criagéo de 16 (dezesseis)

novas ferramentas’® no GeoGebra.

Essas construgdes geométricas' serdo disponibilizadas ao professor, com o
objetivo de que ele mesmo possa construir, no GeoGebra, as ferramentas hiperbdlicas
necessarias para o desenvolvimento da Geometria Hiperbdlica. Com isso o professor
podera conhecer melhor os principais objetos geométricos do modelo do Disco de

Poincaré.

As novas ferramentas criadas servirdo para a realizagao das atividades,
propostas no préximo capitulo, relacionadas a introducéo da teoria necessaria para o

desenvolvimento da Geometria Hiperbdlica.

O conjunto dessas novas ferramentas formara um novo menu para o
GeoGebra e este novo menu sera chamado de “Menu Hiperbdlico”. Com esse novo
menu o aluno devera desenvolver as atividades propostas, explorando assim as

relagdes entre a Geometria Hiperbdlica e a Geometria Euclidiana.

A primeira ferramenta a ser criada sera o proprio Disco de Poincaré, que neste
caso sera chamado somente de “Disco”. Todas as outras ferramentas a serem criadas
terao o “Disco” como base, pois toda a Geometria Hiperbdlica é desenvolvida nele.
Os nomes das ferramentas do “Menu Hiperbdlico” serdo sempre iniciados pela letra

“h” (exemplo h_reta).

Nas préximas paginas apresentaremos as constru¢gdes geométricas que
definirdo cada ferramenta a ser criada, bem como os passo, que determinam a criagao

da ferramenta.

0 Para criagao de novas ferramentas no GeoGebra ver Capitulo 1.
11 Construgdes Geométricas seguindo modelo criado por Trias (2012).
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4 1. Ferramenta: Disco

O primeiro procedimento para criagdo da ferramenta Disco € a construgao da

figura geométrica, no GeoGebra, que determinara a ferramenta. Segue os passos da

construcao:

Definigao: Disco de Poincaré dados dois pontos

Dados: Os pontos Ae B

Figura 4.1: Disco

Construgcéo geométrica:

1.

No GeoGebra, clique na ferramenta
AeB;

#« Novo Ponto e crie os pontos

]
Com a ferramenta Qv Circulo dados Centro e Um de seus Pontos
construa o circulo ¢ de centro A passando por B;

Clique com o botao direito do mouse sobre a circunferéncia criada e

selecione a opgao |- Fropriedades .

. Altere a cor, o estilo (para
pontilhado) e a espessura da circunferéncia para que fique com a
aparéncia da figura acima.

Obs.: Nas préximas construgdes geométricas serdo suprimidas as
informacdes de quais ferramentas deverao ser utilizadas bem como as

etapas de edigdo das propriedades do objeto criado. Se o leitor tiver
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alguma duvida de qual ferramenta usar, por exemplo, para criar uma
reta, basta consultar o capitulo 1.

A segunda etapa é o procedimento de criagao da ferramenta no GeoGebra.

Criando a ferramenta:
1. Clique em Ferramentas e selecione a opcao Criar uma Nova

Ferramenta. Abrira a seguinte janela:

= Criar uma Nova Ferramenta “

Objetos Iniciais  Nome e icone

Selecione os objetos na construgéo ou escolha-os de uma lista

W

A
v

X

< Voltar Proximo > Cancelar

Figura 4.2: Janela para criar ferramenta Disco

2. Na opgao Objetos Finais selecione a circunferéncia ¢ construida;

(53 Criar uma Nova Ferramenta “

Objetos Finais| Objetos Iniciais | Nome e Icone
Selecione os objetos na construgéo ou escolha-os de uma lista

¥

Circulo c: Circulo por B com centro A A
v

X

< Voltar Proximo > Cancelar

Figura 4.3: Objetos Finais ferramenta Disco

3. Na opcéao Objetos Iniciais selecione os pontos A e B.
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@jetos Finais| Objetos Inicials | Nome e icone|

Selecione os objetos na construgéo ou escolha-os de uma lista

| v

Ponto A
Ponte B

| [P

‘ < Voltar || Proximo > | \ Cancelar |

Figura 4.4: Objetos Iniciais ferramenta Disco

4. Na opgdo Nome e Icone, no espaco destinado ao Nome da ferramenta
escreva: Disco; no espagco Nome do comando: Disco; no espago
Ajuda da ferramenta: Disco de Poincaré dados dois pontos.

’ Objetos Finais| Objetos Iniciais[ Nome e Icone

Nome da ferramenta ‘Disco

Nome do comando ‘Disco

Ajuda da ferramenta ’Disco de Poncaré dados dois pontos\ ‘

% Exibir na Barra de Ferramentas

icone ...

’ < Voltar H Concluido | | Cancelar |

Figura 4.5: Nome e icone ferramenta Disco

5. Na opgéo icone, sera utilizada a seguinte imagem criada no programa

Laak S
’
[ ]

[}
Paint (do Windows), “«~-*
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o Criar uma Nova Ferramenta | x ||

Objetos Finais  Objetos Iniciais Nome e icone
Nome da ferramenta Disco
Nome do comando Disco

Ajuda da ferramenta Disco de Poncaré dados dois pontos

.

Exibir na Barra de Ferramentas

< Voltar Concluido Cancelar

Figura 4.6: icone alterado ferramenta Disco

6. Cligue em Concluido que a nova ferramenta aparecera na barra de

ferramentas.

. . . ® .
% 7 'Av /./T fv "‘,.‘-3: ®7 I::'jv év x? ABC? _aiv
Figura 4.7: Barra de ferramentas com ferramenta Disco

7. Obs.: Na criagcao das préoximas ferramentas este procedimento sera
suprimido, uma vez que € o0 mesmo para todas as criacdes de novas
ferramentas. Serdo apresentados somente os objetos iniciais e finais,

necessarios a criacao.

4.2. Ferramenta: h_reta

Definicdo: Reta hiperbdlica que passa por dois pontos dados

Dados: O Disco e os pontos C e D
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Figura 4.8: h_reta

-_—

. Crie os pontos C e D no interior do Disco, C # (0,0), origem do sistema
(se C = (0,0) a reta hiperbdlica por C e D seria diretamente a reta
euclidiana que passa por C e D);

2. Ache o ponto C’, inverso de C em relagao ao Disco;

3. Passando por C’, tragamos a reta a tangente ao Disco;

4. Marque o ponto E, interseg¢ao da reta a com o Disco;

5. Construa o circulo d de centro C’ que passa por E;

6. Ache os pontos C’s e D’, inversos, respectivamente, de C e D em

relagdo ao circulo d,

™

Construa a reta e que passa por C’s e D’

o

. Marque os pontos F e G, intersegao de e com o Disco;

©

Ache os pontos F’e G’, inverso, respectivamente, de F e G em relagao
ad;
10.Finalmente, construa o arco f que passa pelos pontos F’, C e G’, que

representa a reta hiperbdlica buscada.

Criando a ferramenta

Objetos iniciais: o Disco e os pontos C e D

Objetos finais: o arco
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4.3. Ferramenta: h_reta (pontos no horizonte)

Definigao: Reta hiperbdlica com pontos no horizonte

Dados: O Disco e os pontos Ce D

Figura 4.9: h_reta (pontos no horizonte)

1. Siga todos os passos para criacdo de uma h_reta;

2. Cligue com o botédo direito do mouse e desmarque a opg¢ao Exibir
Rétulo nos pontos F’' e G,

3. O arco fe os pontos F’' e G’ sdo, respectivamente, a reta e os pontos

no horizonte buscados.

Criando a ferramenta

Objetos iniciais: o Disco e os pontos C e D

Objetos finais: 0 arco f e os pontos ideais F'e G’
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Ferramenta: h_semirreta

Definigao: Semirreta hiperbdlica que passa por dois pontos dados

Dados: O Disco e os pontos Ce D

Figura 4.10: h_semirreta

Crie os pontos C e D no interior do Disco, C # (0,0), origem do sistema;
Ache o ponto C’, inverso de C em relagao ao Disco;

Passando por C’, tragcamos a reta a tangente ao Disco;

Marque o ponto E, interse¢ao da reta a com o Disco;

Construa o circulo d de centro C’ que passa por E;

ok wbd -

Ache os pontos C’s e D’, inversos, respectivamente, de C e D em
relagdo ao circulo d,

7. Construa a semirreta e com origem em C’s e que passa por D’

8. Marque o ponto F, intersecao de e com o Disco;

9. Ache o ponto F’, inverso de F em relagao a d,

10.Finalmente, construa o arco f que inicia no ponto C e passa pelos

pontos D e F’, este representa a semirreta hiperbdlica buscada.

Criando a ferramenta
Objetos iniciais: o Disco e os pontos C e D

Objetos finais: o arco
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Ferramenta: h_ponto médio

Definigao: Ponto médio entre dois pontos no plano hiperbdlico

Dados: O Disco e os pontos Ce D

-~ g -
~ 5
P i
~ &
£y
! \\\
; i
s
! A\ e
.
4
o
- o
| \x.
|G D .
Cie  —p—9 ™
o =By .E
o i
1 ]
d Ve
A Y
e

Figura 4.11: h_ponto médio

Crie os pontos C e D no interior do Disco, C # (0,0), origem do sistema;
Ache o ponto C’, inverso de C em relagao ao Disco;

Passando por C’, tragamos a reta a tangente ao Disco;

Marque o ponto E, interse¢ao da reta a com o Disco;

Construa o circulo d de centro C’ que passa por E;

U

Ache os pontos C’s e D’, inversos, respectivamente, de C e D em
relagao ao circulo d,

7. Encontre o ponto D”, inverso de D’ em relagdo ao Disco;

8. Passando por D”, tragamos a reta e tangente ao Disco;

9. Marque o ponto F, intersec¢ao da reta e com o Disco;

10. Construa o circulo g de centro D” que passa por F;

11.Trace o segmento h que liga C’s a D’;

12.Marque o ponto G, interse¢ao do segmento h com o circulo g;
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13.Finalmente, encontre o ponto G’inverso de G em relagao ao circulo d,

que determina o ponto médio entre os pontos C e D.

Criando a ferramenta

Objetos iniciais: o Disco e os pontos C e D

Objetos finais: o ponto G’

4.6. Ferramenta: h_segmento

Definigado: Segmento de reta hiperbdlico compreendido entre dois pontos

Dados: O Disco e os pontos C e D

L Jw]

Figura 4.12: h_segmento

1. Usando a ferramenta h_ponto médio, determina-se o ponto E, ponto
médio entre os pontos C e D;
2. Construa o arco ¢ passando pelos pontos C, E e D, que determina o

segmento hiperbdlico CD.

Criando a ferramenta

Objetos iniciais: o Disco e os pontos C e D

Objetos finais: o0 arco ¢
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4.7. Ferramenta: h_reta perpendicular (por ponto fora da h_reta)

Definigdo: Reta hiperbodlica perpendicular a uma reta hiperbdlica dada,
passando por ponto fora da mesma

Dados: O Disco, a reta hiperbdlica CD e o ponto E externo a reta CD

Figura 4.13: h_reta perpendicular (por ponto fora da h_reta)

1. Ache o ponto E’, inverso do ponto E em relagao a reta hiperbdlica CD,;
2. Usando a ferramenta h_reta construa a reta hiperbdlica e passando por

E e E’, esta determina a reta perpendicular a CD passando por E.

Criando a ferramenta

Objetos iniciais: O Disco, a reta hiperbdlica CD e o ponto E

Objetos finais: a reta hiperbdlica e
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4.8. Ferramenta: h_reta perpendicular (por ponto na h_reta)

Definigdo: Reta hiperbodlica perpendicular a uma reta hiperbdlica dada,

passando por ponto na mesma

Dados: O Disco, a reta hiperbdlica CD e o ponto E sobre a reta CD

Figura 4.14: h_reta perpendicular (por ponto na h_reta)

Ache o ponto E’, inverso do ponto E em relagédo ao Disco;
Construa a mediatriz a (euclidiana) entre os pontos E e E’,
Trace a reta b tangente a reta hiperbdlica CD em E;

Marque o ponto F intersecdo da mediatriz a com a tangente b;
Construa o circulo d com centro em F e passando por E;

Encontre os pontos G e H, intersegao do Disco com o circulo d

N o g s~ wbhd =

Finalmente, construa o arco e passando pelos pontos G, E e H, que
representa a reta hiperbdlica perpendicular buscada.

Criando a ferramenta

Objetos iniciais: O Disco, a reta hiperbdlica CD e o ponto E

Objetos finais: a reta hiperbdlica e
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4.9. Ferramenta: h_reta paralela

Definigdo: Constroi as duas retas hiperbdlicas paralelas a uma reta
hiperbdlica dada, passando por ponto fora da mesma

Dados: O Disco, a reta hiperbdlica CD, o ponto E externo a reta CD

1 3
G
Figura 4.15: h_reta paralela

1. Encontre os pontos F e G, intersecao da reta hiperbolica CD com o
Disco;

2. Usando a ferramenta h_reta construa as retas hiperbdlicas e e f, que
passam, respectivamente, por E e F e por Ee G. Asretas e e f

representam as retas hiperbdlicas paralelas a reta CD passando por E.

Criando a ferramenta

Objetos iniciais: O Disco, o reta hiperbdlica CD e o ponto E

Objetos finais: as retas hiperbdlicas fe g
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4.10. Ferramenta: h_mediatriz

Definigao: Constréi a reta hiperbdlica perpendicular ao segmento

determinado por dois pontos, passando pelo seu ponto médio

Dados: O Disco e os pontos Ce D

© o N oo ko

Figura 4.16: h_mediatriz

. Crie a reta hiperbdlica d passando pelos pontos C e D (usando a

ferramenta h_reta);

Utilizando a ferramenta h_ponto médio encontre o ponto E, ponto
médio entre os pontos C e D;

Construa a reta a tangente a reta CD passando por E;

Ache o ponto E’, inverso de E em relagdo ao Disco;

Trace a reta b, reta mediatriz (euclidiana) entre os pontos E e E’;
Encontre o ponto F, interseg¢ao da reta tangente a com a mediatriz b;
Construa o circulo e de centro F passando por E;

Encontre os pontos G e H, intersegéo do circulo e com o Disco;
Finalmente, construa o arco f passando pelos pontos G, E e H, que

representa a reta hiperbdlica mediatriz buscada.

Criando a ferramenta

Objetos iniciais: O Disco e os pontos Ce D

Objetos finais: a reta hiperbdlica f
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4.11.Ferramenta: h_circulo

Definigdo:  Constréi o lugar geométrico dos pontos que equidistam

hiperbolicamente de um ponto chamado centro. Resumindo, constréi o circulo

hiperbdlico dados o centro e um de seus pontos

Dados: O Disco, e os pontos C (centro do circulo) e D (ponto sobre a

circunferéncia)

o g k0 bd -~

8.
9.

Figura 4.17: h_circulo

Crie os pontos C e D no interior do Disco, C # (0,0) origem do sistema;
Ache o ponto C’, inverso de C em relagao ao Disco;

Passando por C’, tragamos as reta a e b tangentes ao Disco;

Marque o ponto E, intersecdo da reta a como o Disco;

Construa o circulo d de centro C’ que passa por E;

Ache os pontos C’s e D’, inversos, respectivamente, de C e D em
relagao ao circulo d,

Construa o circulo e com centro em C’s e que passa por D’

Construa o circulo f com centro em C’ e que passa por C’s;

Marque os pontos F e G, intersec¢ao do circulo e com o circulo f;

10.Ache os pontos F’e G’, inverso, respectivamente, de F e G em relagao

ad;

11.Finalmente, construa o circulo g que passa pelos pontos D, F’ e G’, que

representa o circulo hiperbdlico buscada.
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Criando a ferramenta

Objetos iniciais: o Disco e os pontos C e D

Objetos finais: o circulo g

4.12.Ferramenta: h_distancia

Definigao: Distancia hiperbdlica entre dois pontos

Dados: O Disco, e os pontos Ce D

o
J b . a = Segmento CF
dist s .
b = Segmento DE
g L L
A et
n f = Segmento DF

Figura 4.18: h_distancia

1. Crie os pontos C e D no interior do Disco;

2. Crie a reta hiperbdlica f, utilizando a ferramenta h_reta (pontos no
horizonte), passando pelos pontos C e D;

3. Serao criados os pontos ideais E e F;

4. Trace os segmentos (euclidianos) a, b, e e f;

5. No menu de entrada digite a seguinte expressao:

dist = abs(In((Comprimento[a]*Comprimento[b])/(Comprimento[e]*Comprimentol[f])))

Esta expressdo equivale a seguinte:

CF.DE>|
CE.DF

d(C,D) = |ln(
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ABC
6. Finalmente, utilizando a ferramenta inserir texto # crie um texto

clicando sobre o nimero dist na Janela de Algebra e em seguida clique
em ok. O texto criado representa a distancia hiperbdlica entre os pontos
CeD.

Criando a ferramenta

Objetos iniciais: o Disco e os pontos C e D

Objetos finais: o texto criado

4.13. Ferramenta: h_angulo

Definigdo: Determina a medida do angulo formado por trés pontos do plano
hiperbdlico
Dados: O Disco, e os pontos C, D e E (sendo D o vértice)

Figura 4.19: h_angulo

1. Dados os pontos C, D e E, construa as retas hiperbdlicas d=CD e e =
DE;
2. Passando pelo ponto D tracamos as reta a e b tangentes,

respectivamente, as retas hiperbdlicas d e e;
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3. Ache os pontos C’ e E’, respectivamente, reflexdes dos pontos C e E
em relacao as retas a e b;

4. Marque os pontos F e G, pontos médios (euclidianos),
respectivamente, entre os pontos Ce C’e Ee E’,

5. Determine o angulo a entre os pontos G, D e F, que representa o angulo
buscado.

Criando a ferramenta

Objetos iniciais: o Disco e os pontos C, D e E (sendo D e vértice)

Objetos finais: o angulo a

4.14.Ferramenta: h_tridangulo equilatero

Definigdo: Constréi um poligono hiperbdlico de trés lados iguais e trés angulos
também iguais, a partir de dois de seus vértices

Dados: O Disco, e os pontos C e D (representam dois vértices do poligono)

Figura 4.20: h_tridngulo equilatero

1. Dados os pontos C e D, construa o circulo hiperbdlico d de centro em
C passando por D (utiliza-se a ferramenta h_circulo);

2. De forma analoga ao item anterior, construa o circulo hiperbdlico e de
centro em D passando por C;
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3. Ache o ponto E, ponto de intersegéo entre os circulos hiperbdlicos d e
H

4. Trace as semirretas hiperbdlicas (usando a ferramenta h_semirreta) f
=CD, g= CE e h=DE;

5. O tridngulo hiperbdlico de vértices C, D e E e lados f, g e h é o triangulo

equilatero buscado.

Criando a ferramenta

Objetos iniciais: o Disco e os pontos C e D

Objetos finais: o ponto Ee os lados f,ge h

4.15.Ferramenta: h_quadrado

Definigdo: Constréi um poligono hiperbdlico com quatro lados iguais e quatro
angulos também iguais, a partir de dois de seus vértices

Dados: O Disco, e os pontos C e D (representam dois vértices do poligono)

Figura 4.21: h_quadrado

1. Dados os pontos C e D, encontre o ponto médio hiperbdlico E
(utilizando a ferramenta h_ponto médio) entre os pontos C e D;
2. Ache o ponto E’, inverso de E em relacdo ao Disco;

3. Passando por E’, tragamos as reta a e b tangentes ao Disco;
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4. Marque o ponto F, intersegéo da reta a como o Disco;

5. Construa o circulo d de centro E’ que passa por F;

6. Ache os pontos C’ D’ e E’; inversos, respectivamente, de C, D e E em
relagao ao circulo d,

7. Trace a reta e mediatriz (euclidiana) entre os pontos C’e D’

8. Marque os pontos G e H, intersegdo da mediatriz e com o Disco;

9. Construa os arcos f que passa pelos pontos G, C’e H e g que passa
pelos pontos G, D’ e H,

10.Trace o circulo hiperbdlico h (utilizando a ferramenta h_circulo) de
centro C’ passando por D’

11.Seja J o ponto de interseg¢ao entre o arco fe o circulo hiperbdlico h mais
préximo do ponto G;

12.Seja i a reta perpendicular a mediatriz e que passa por J,

13.Marque o ponto K, intersecido da reta i com o arco g;

14.Ache os pontos J’ e K’, inversos, respectivamente, dos pontos J e Kem
relagao ao circulo d,

15.Finalmente, trace os segmentos hiperbdlicos (utilizando a ferramenta
h_segmento) k = CD, p = DK’, g = K'J e r = J'C, que representam o

quadrado hiperbdélico buscado.

Criando a ferramenta

Objetos iniciais: o Disco e os pontos C e D

Objetos finais: os pontos K'e J'e os lados k, p, ger

4.16.Ferramenta: h_bissetriz

Definigdo: Constréi o lugar geométrico dos pontos que equidistam de duas
retas concorrentes e, por consequéncia, divide um angulo em dois angulos
congruentes

Dados: O Disco e as retas hiperbélicas CD e CE, concorrentes em C
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Figura 4.22: h_bissetriz

1. Dados os pontos C, D e E, construa as retas hiperbodlicas d=CD e e =
CE (usando a ferramenta h_reta);

2. Passando pelo ponto C tracamos as reta a e b tangentes,
respectivamente, as retas hiperbdlicas d e e;

3. Usando a ferramenta bissetriz (euclidiana) encontre as retas f e g,

bissetrizes entre as retas tangentes a e b;

Ache o ponto C’, inverso de C em relagao ao Disco;

Trace a reta h, reta mediatriz (euclidiana) entre os pontos C e C’

Encontre o ponto F, interseg¢ao da reta bissetriz f com a mediatriz h;

Construa o circulo k de centro F passando por C;

Encontre os pontos G e H, intersegao do circulo k com o Disco;

© ©o N o o &

Finalmente, construa o arco p passando pelos pontos G, C e H, que

representa a reta hiperbdlica bissetriz buscada.

Criando a ferramenta

Objetos iniciais: O Disco e os pontos D, Ce E

Objetos finais: a reta hiperbdlica p
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Capitulo 5

Atividades usando o Menu Hiperbolico

Com o objetivo de se utilizar o “Menu Hiperbdlico”, criado no GeoGebra,
seguem algumas atividades de exploracdo da Geometria Hiperbdlica no Modelo do

Disco de Poincaré.

As atividades foram criadas com a finalidade de que o aluno possa se habituar
ao novo modelo de geometria, e relaciona-lo com o modelo euclidiano. Estas
atividades nao tém o objetivo de exigir dos alunos demonstragdes formais no campo
da Geometria Hiperbdlica, sao voltadas para realizagcao do primeiro contato deles com

uma das geometrias ndo-euclidianas.

Estas atividades tem como objetivo realizar a familiarizacdo do aluno com o
Modelo do Disco de Poincaré, através do “Menu Hiperbdlico” construido no
GeoGebra.

A primeira etapa antes de realizar qualquer atividade é, utilizando a
ferramenta Disco, no GeoGebra, criar o “Disco de Poincaré”. Pois, é no interior deste
disco que se desenvolve a Geometria Hiperbdlica. Além disso, sempre que se utilizar
qualquer ferramenta do “Menu Hiperbdlico”, deve-se primeiro selecionar o “Disco”

criado para que a ferramenta determine o plano com o qual esta vinculado.
Atividade 1

As questbes que seguem estdo relacionadas ao conceito de reta na
Geometria Hiperbdlica, bem como a comprovacao visual de que o Quinto Postulado
da Geometria Euclidiana nao é valido nesta nova geometria. O aluno devera utilizar a

ferramenta h_reta do “Menu Hiperbdlico”.

a) Dado um ponto C no “Disco” quantas h_retas passam por ele? (O aluno
observara que assim como na Geometria Euclidiana, na Geometria Hiperbdlica,

por um ponto passam infinitas retas — Figura 5.1);
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Figura 5.1: Retas hiperbdlicas passando pelo ponto C

b) Dados dois pontos C e D do “Disco” quantas h_retas passam por eles? (O aluno
verificara que por dois pontos, na Geometria Hiperbdlica, passa somente uma
reta. Ele podera movimentar um dos pontos e observar quando é que uma reta

hiperbdlica se parece com uma reta euclidiana — Figuras 5.2 e 5.3);

]

Figura 5.2: Reta hiperbdlica passando pelos pontos C e D

Figura 5.3: Reta hiperbdlica como didmetro do “Disco”

c) Dada uma reta hiperbdlica CD e um ponto E, ndo pertencente a CD, verifique

qguantas retas hiperbdlicas passam por E e nao interceptam a reta CD. (O aluno
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observara que o Postulado das Paralelas ou Quinto Postulado de Euclides ndo
é valido na Geometria Hiperbdlica, pois por um ponto fora da reta passam

infinitas retas paralelas — Figura 5.4);

4]
[ ]

Figura 5.4: Retas hiperbdlicas passando por E

Atividade 2

Esta atividade tem como objetivo verificar a relagdo entre retas secantes, retas
paralelas e retas perpendiculares no plano hiperbdlico. O aluno devera utilizar a

ferramenta h_reta perpendicular.

a) Dada uma reta hiperbdlica e um ponto P sobre ela, quantas retas
perpendiculares a esta reta, passando por este ponto, podem ser tragadas?
Sera utilizada a ferramenta h_reta perpendicular (por ponto sobre a h_reta).

(Observa-se que a reta perpendicular é tnica — Figura 5.5).

Figura 5.5: Reta perpendicular passando por P

b) Dada uma reta hiperbdlica e um ponto P fora desta reta, quantas retas

perpendiculares a esta reta, passando por este ponto, podem ser tragadas?
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Sera utilizada a ferramenta h_reta perpendicular (por ponto fora da h_reta). (A

mesma observagéo do item a) — Figura 5.6).

Figura 5.6: Reta perpendicular passando por P

c) Dada um reta hiperbdlica CD (h1), trace as retas hz e hs perpendiculares a reta
h1. Qual a posicao entre as retas hz2e hs? (O aluno observara que assim como

na Geometria Euclidiana, as retas h2 e hz sdo paralelas entre si — Figura 5.7).

Figura 5.7: Retas h, e hzperpendiculares a reta hy

d) Dada umareta h1, utilizando a ferramenta h_reta trace as retas hz e hs paralelas
a reta h1. As retas hz e hs sdo paralelas entre si? (O aluno percebera que na
Geometria Hiperbdlica se duas retas sdo paralelas a uma terceira, nao significa

que serdo paralelas entre si — Figura 5.8).
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Figura 5.8: Retas h, e hszparalelas a reta hy

Atividade 3

Nesta atividade o aluno ira se familiarizar com o conceito de angulo na

Geometria Hiperbdlica. O aluno devera utilizar a ferramenta h_éangulo.

a) Dados os pontos C, D e E, no “Disco”, trace as h_retas CD e DE. Com a
ferramenta h_angulo trace o angulo hiperbdlico CDE. Movimente o vértice D do
angulo e observe a variagdo da medida do angulo. Quando a medida do angulo
se aproxima de 0°? Quando a medida do angulo se aproxima de 180°? (O aluno
observara que conforme o vértice D se aproxima do horizonte hiperbdlico, a

medida do angulo vai tendendo a zero — Figura 5.9).

Figura 5.9: Medida do angulo hiperbdlico CDE

b) Dadas duas retas hiperbdlicas, CD e EF, que se interceptam num ponto G,
verifique como se comportam os pares de angulos opostos pelo vértice G. (O
aluno observaréa que, assim como na Geometria Euclidiana, os dngulos opostos

pelo vértice sdo congruentes — Figura 5.10).
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Figura 5.10: Angulos opostos pelo vértice

c) Dadas duas retas hiperbolicas paralelas CD e EF e um ponto G sobre a reta
CD, trace a reta hs perpendicular a reta CD passando por G. Qual o angulo
hiperbdlico formado entre as retas h1 e CD? A reta hs sera, como na Geometria
Euclidiana, perpendicular também a reta EF? (Verifique o dngulo hiperbdlico

formado entre as retas h1 e EF — Figura 5.11).

5

Figura 5.11: Duas retas paralelas CD e EF, e a reta h1 perpendicular somente a reta CD

Atividade 4

Nesta atividade o aluno tera contato com circulo e distdncia no plano

hiperbdlico. As ferramentas utilizadas sédo h_distancia e h_circulo.

a) Dados os pontos C e D do “Disco” construa os circulos de centro em C
passando por D e de centro D passando por C. Movimentando os pontos C e
D qual o comportamento dos circulos criados? (O alunos observara que ao
mover os pontos os circulos passam a aparentar tamanhos diferentes — Figura
5.12).
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Figura 5.12: Circulos hiperbdlicos

Utilizando as construgdes dos circulos c7 e ¢2 do item anterior, marque sobre
eles os pontos E e F, respectivamente. Os circulos ¢1 € c2 possuem 0 mesmo
raio? (Apesar das aparéncias, o aluno notara que, assim como nas construgées

euclidianas, os dois circulos possuem o mesmo raio — Figura 5.13).

Figura 5.13: Circulos hiperbdlicos ¢1e c2de mesmo raio

Dados os pontos C e D, crie um circulo de centro em D passando por C.
Determine a distancia hiperbdlica de C até D. Se for criado um ponto E qualquer
sobre a circunferéncia do circulo, qual sera a medida do centro D até ele?
(Apesar das aparéncias, o aluno notara que os pontos da circunferéncia do
circulo no plano hiperbdlico estdo a mesma distancia constante do centro do

circulo — Figura 5.14).
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Figura 5.14: Circulo hiperbdlico de centro D passando por C

Atividade 5

Esta atividade é voltada para a apresentagdo do tridngulo no plano

hiperbdlico.

a)

b)

Dados os pontos C e D do “Disco” construa os circulos de centro em C
passando por D e de centro D passando por C. Encontre o ponto E intersecao
entre os dois circulos. Trace os segmentos hiperbdlicos CD, CE e DE. O
tridangulo formado é equilatero? (O aluno observara que, assim como na
Geometria Euclidiana, o procedimento para construgdo de triangulo equilatero
funciona no plano hiperbdlico, bastando verificar a medida dos lados e dos

angulos do tridngulo criado — Figura 5.15).

Figura 5.15: Tridngulo equilatero hiperbdlico

Usando os procedimentos de construgcdo euclidiana do tridngulo isdsceles,
tente construi-lo no plano hiperbdlico e verifique se é valido neste plano. (O
aluno podera construir o triangulo através do raio do circulo hiperbdlico ou a

partir da mediatriz hiperbdlica de um segmento que sera a base do tridngulo,
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ao final observara que o procedimento de construgdo também é valido no plano

hiperbolico).
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Figura 5.16: Tridngulo hiperbdlico isésceles
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Consideracoes Finais

Espera-se que a proposta de ensino de Geometria Hiperbdlica, apresentada
neste trabalho, possa contribuir no processo ensino aprendizagem desta geometria

nao-euclidiana.

As atividades apresentadas no capitulo 5 foram elaboradas de maneira que
possam ser aplicadas pelo professor do Ensino Basico, com o objetivo de introduzir

os conceitos de Geometria Hiperbdlica naquele nivel de ensino.

Apesar deste trabalho n&o ter sido aplicado em sala de aula, acredita-se que
o “Menu Hiperbdlico” proposto, possa ser utilizado por professores do Ensino Superior
na apresentacdo da Geometria Hiperbdlica. O professores poderao, com o auxilio das
ferramentas criadas no GeoGebra, desenvolver novas atividades que atenda a este

nivel de ensino.

E sabido ainda que existem poucas pesquisas envolvendo o ensino de
geometrias ndo-euclidianas, com isso espera-se que este trabalho possa incentivar
outros alunos do Profmat a realizarem pesquisas nessa area, podendo até utilizar esta
proposta de ensino em sala de aula de maneira a identificar se podera realmente
alcancar os objetivos almejados, que € o ensino aprendizagem satisfatorio de

geometria.
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