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Resumo

O presente trabalho apresenta uma proposta para o ensino do conceito de logaritmos a
partir do contexto historico de sua evolucao. Sao abordadas duas perspectivas: a origem
do logaritmos motivada pela necessidade de simplificar calculos; a relagao logaritmica

presente no célculo da area de uma faixa da hipérbole.

Nosso objetivo principal é deixar para o professor do ensino médio que, embora os lo-
garitmos, hoje em dia, nao sejam usados como “instrumento simplificador de calculos”, a
compreensao desse conceito se faz importante por suas propriedades descobertas posteri-

ormente a sua invencao.

Palavras Chave: Histéria da matematica. Napier. Quadratura da hipérbole.



Abstract

This paper presents a proposal for teaching the concept of logarithms from the historical
context of its evolution. Two perspectives are addressed: the origin of logarithms moti-
vated by the need to simplify calculations; the use of logarithmic relationship to calculate

the area of a zone hypérbole.
Our main goal is that the teacher high school understand the logarithms, that although
not calculations simplify (nowadays), understanding this concept becomes important by

presenting others properties.

Keyword: History of mathematics. Napier. Quadrature of hyperbole.
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Capitulo 1

Introducao

Para que estudar isso professor? Onde é que eu vou usar isso na minha vida? Quem

inventou isso nao tinha o que fazer?

Essas sao algumas das frases que ouvi, quase diariamente, ao longo de oito anos mi-
nistrando aulas de fisica e matematica. Cada vez que ouvia um desses questionamentos
pensava em buscar algum meio de responder a essas questOes e tornar o conceito mais
atraente. Mas, serd que devemos realmente responder a esses questionamentos? Minha
experiéncia profissional indica que responder a essas questoes evidenciando tecnologias e
aplicagoes praticas do conceito nao colaboram para aumentar o entusiasmo do aluno. No
entanto, notei que sempre que apresentava curiosidades relacionadas a histéria da ciéncia

(fisica e matemadtica) conseguia uma maior empolgacao dos alunos.

Vérios exemplos cotidianos evidenciam as aplicacoes praticas do logaritmos hoje em
dia: calcular quanto tempo uma determinada quantia em dinheiro leva para atingir um
valor desejado, sendo captada a juros compostos; presumir o tempo de degradacao de
um determinado material organico; calcular a quantidade total de radiagao emitida por
um material radioativo; dentre outros. A literatura é rica em exemplos de aplicacdo dos

logaritmos, sendo assim, nosso foco sera na conceituacao tedrica do fenomeno.

Ja estd amplamente documentado que a histéria da ciéncia e da matematica é um
agente motivador e facilitador da aprendizagem de um conceito. Gosto muito de um

comentario de Florian Cajori, no livro “ Uma Historia da Matemaética”, no qual diz que



nenhuma disciplina é mais prejudicada do que a matematica quando dissociada de sua
historia. Seguindo essa linha de pensamento escolhemos o tema Histéria da Matematica

para o desenvolvimento desse trabalho.

Para a escolha do tema a ser estudado fizemos uma busca nos acervos de dois progra-
mas de Mestrado Profissional em Matematica: PUC-SP e UNESP-Rio Claro. No acervo
da PUC-SP foram pesquisadas 140 trabalhos entre teses e dissertagoes (16 em 2005, 15 em
2006, 56 em 2007, 31 em 2009 e 22 em 2011), das quais oito tratavam do tema histéria da
matematica. No acervo da UNESP-Rio Claro, encontramos dois trabalhos com o tema.

Nenhum dos trabalhos pesquisados apresentava o tema LOGARITMOS.

Ao ler o livro ” Logaritmos”de Elon Lages Lima, fiquei muito impressionado e entusi-
asmado com a diferente abordagem dada ao conceito. Li o livro inteiro em uma tarde. To-
davia, notei que o livro fazia apenas alguns comentarios sobre o desenvolvimento histérico
do conceito, sem aprofundar nas discussoes. Isso motivou a escolha do tema do presente

trabalho.

Para um estudante do curso de matematica a fungao logaritmica é conhecida e ampla-
mente utilizada. No entanto, a origem do niimero “e”, base nos logaritmos naturais, nao
¢ discutida e provavelmente nao é compreendida. Confesso que realmente compreendi a

origem do numero “e”durante o desenvolvimento do presente trabalho.

Os livros didaticos apresentam o conceito de Logaritmo como sendo o expoente de um

nimero escrito em uma determinada base. Ou seja,
log,(b) =z & b=a",

e x ¢é dito o logaritmo de b na base a. A partir dessa definicao sao demonstradas as
propriedades dos logaritmos. Minha experiéncia em sala de aula, indica que as maiores
dificuldades dos alunos se encontram na compreensao (e consequentemente na utilizagao)

das propriedades dos logaritmos:
log.(z.y) = loga(x) + log.(y)

109a<§> = loga(z) — loga(y)

logyx

log,x = .
logya



Sendo assim, o presente trabalho tem por objetivo mostrar como se deu a construcao
e a evolugao histérica dos logaritmos, bem como apresentar uma descricao matematica
desse conceito, para que o professor tenha um maior embasamento teérico. Procuramos
demonstrar todos os resultados com uma descrigao minuciosa de todas passagens. Todos
os resultados aqui apresentados se encontram nos livros pesquisados (os quais estao lista-
dos nas referéncias), de modo que, apenas em alguns resultados indicamos diretamente a

fonte utilizada.
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Capitulo 2

Contexto historico

Poucas vezes na histéria da ciéncia uma nova ideia foi recebida com tanto entusiasmo
e aceitacao como foi com a invencao dos logaritmos . Uma ideia simples, porém muito
pratica, que economizou muito tempo dos cientistas da época (principalmente os astronomos).
Essa economia de tempo pode ter sido uma das razoes que motivou a rapida aceitagao e

utilizagao desse novo conceito.

No presente capitulo, daremos uma descri¢ao histérica dos fatos que levaram a cons-

trucao desse conceito.

2.1 A Prostaférese

Nao existe nada mais tedioso para um estudante do que ficar fazendo céalculos e mais
calculos para conferir resultados. Por sorte, dispomos de modernas calculadoras e compu-
tadores, imagine como devia ser em meados do séc XVII, quando todos os calculos eram

realizados a pena e tinta.

O crescente desenvolvimento intelectual dos séc XVI e XVII, em diversas areas do
conhecimento (astronomia, fisica, navegagao,etc), anseava pela realizagao de célculos cada
vez mais elaborados e consequentemente mais complexos e demorados. A demora na
realizacao desses calculos exigia muito tempo dos cientistas da época, o que impedia

que suas mentes se ocupassem de outros pensamentos. Era preciso algum método de

11



simplificar os cédlculos, alguma forma de torna-los mais réapidos, e um dos métodos mais
utilizados da época era a chamada prostaférese. Essa ideia consistia em usar tabelas
de senos e cossenos para realizar operagoes de multiplicacao e divisao com mais rapidez,
uma vez que as férmulas do seno e cosseno da soma e subtracao de arcos ja eram bem

conhecidos.

A seguir uma ilustracao da aplicagao das formulas para o desenvolvimento do método

da prostaférese.
INlustragao: Consideremos:
sen(a + b) = sen(a).cos(b) + sen(b).cos(a)
sen(a — b) = sen(a).cos(b) — sen(b).cos(a)
Adicionando as duas equacoes obtemos:
sen(a + b) 4+ sen(a — b) = 2.sen(a).cos(b)
Vamos utilizar a equacao acima para calcular o produto entre 68,4 ¢ 9,877 .

i- Como a tabela de senos contém apenas valores menores que 1, utilizamos as relagoes

68,4 =0,684-100 e 9,877 = 0,9877 - 10.
ii- Calculamos @ =0, 342.

iii- Procuramos na tabela de senos e cossenos, quais dos angulos tém como seno 0, 342

e cosseno 0,9877. Assim obtemos que :

sen(20°) = 0,342

cos(9°) = 0,9877

iv-Note que:
0,684
68,4 -9,877 =0,684 - 100 -0,9877 - 10 = 1000 - 0,684 - 0,9877 = 1000 - 2 - —5 0,9877.
Utilizando a relagao %‘ =0, 342 temos:
0,684 o o

68,4 -9,877 = 1OOO~2~T~O, 9877 = 1000-2-0, 342-0,9877 = 1000 - 2 - sen(20°) - cos(9°)
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v- Resta calcular 2 - sen(20°) - cos(9°). Utilizando as relagdes demonstradas acima,

obtemos:

2 - sen(20°) - cos(9°) = sen(20° + 9°) + sen(20° — 9°) = sen(29°) + sen(11°).

Ao consultar a tabela de senos obtemos, sen(29°) = 0,4848 e sen(11°) = 0,1908,

assim:
2 - 5en(20°) - cos(9°) = sen(29°) + sen(11°) = 0,4848 + 0, 1908 = 0, 6756
Portanto:

68,4 - 9,877 = 1000 - 2 - sen(20°) - cos(9°) = 1000 - 0,6756 = 675,6

Esse resultado é muito préximo de 675, 5868 (obtido por uma calculadora). A diferenga
entre o resultado obtido pela calculadora e o resultado obtida pela prostaférese se deve a

tabela de senos e cossenos utilizada.

As tabelas de senos e cossenos utilizadas na época eram bem precisas (algumas com
14 casas decimais), assim sendo, possiveis erros obtidos pelo uso da prostaférese nao
eram relevantes. Ou seja, esse método (prostaférese) consiste basicamente em associar
um produto a uma soma, o préprio termo prostaférese vem do grego e significa somar e
subtrair. No entanto, a prostaférese apresenta a limitacao de nao ser muito util em agilizar
multiplicagao com 3 ou mais fatores e utiliza-la na divisao exige algumas iteragoes a mais
do que a multiplicacao. Diante desse contexto, se alguém criasse alguma técnica que
simplificasse esses calculos, economizaria muito tempo para os cientistas da época, que
poderia ser utilizado em outras atividades mais criativas, descrever as 6rbitas dos planetas

em torno do sol, por exemplo.

Encerramos essa se¢ao com uma frase da pessoa que se propos a encarar esse problema,

e que apresentaremos na proxima sec¢ao: o matematico, fisico, tedlogo e astronomo escoceés:

John Napier(1550-1617):

“Jd que ndo existe nada mais enfadonho, colegas matemdticos, na prdtica da arte
matemdtica do que o grande atraso sofrido no tédio de extensas multiplicagoes e di-

visoes, de encontrar razoes, e na extracao de raizes quadradas e cubicas-e 0s muitos
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erros traigoeiros que podem surgir: eu estive pensando, que arte sequra eu pode-
ria ser capaz de aperfeicoar para tais mencionadas dificuldades. No final, apds
muito pensar, finalmente descobri uma surpreendente maneira de abreviar os pro-
cedimentos...e € uma tarefa prazerosa apresentar o método para o uso publico dos

matemdticos.”[!]

2.2 Os Logaritmos de Napier

John Napier era um nobre escocés que se preocupava mais com assuntos religiosos do que
com matematica. Alids, Napier se interessava somente por algumas areas da matematica.
Varias historias sobre a personalidade de Napier estao registradas; uma nos diz que ele
andava sempre com um galo coberto com fuligem. Essa fuligem era utilizada para desco-
brir qual de seus empregados o roubava. Napier trancava seus empregados em um quarto
escuro e pedia-lhes que passassem a mao na cabeca do galo, assim poderia descobrir quem
era o meliante. O culpado, temendo ser descoberto nao passava a mao no galo e saia com
as maos limpas. Conta-se ainda, que Napier previu que no futuro criar-se-iam armas
capazes de acabar com toda a vida num raio de 6,4Km, uma carruagem com uma boca
movel de fogo ardente que causaria destruicao por onde passasse, e um aparelho capaz de

navegar por debaixo d’agua com o intuito de destruir o que pudesse.

Protestante e grande critico da igreja catélica, Napier defendia que o papa era o anti
cristo e que o dia do juizo final estava entre 1688 e 1700. Essas ideias religiosas foram

publicadas e ele tinha certeza que garantira seu nome na histéria (pelo menos até 1700).

Porém, contrariando suas expectativas, a fama de Napier nao veio pelo seu ativismo
religioso, ou por suas previsoes catastroficas, mas pela invencao de uma técnica que mi-

nimizaria os esforcos dos cientista de varias geragoes, OS LOGARITMOS.
Descreveremos agora as ideias basicas da criagao dos logaritmos.

A ideia de Napier era associar os termos de uma progressao geométrica, aos termos

'Eli Maor, “e:a histéria de um nimero”
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de uma progressao aritmética. Observando as sequéncias a seguir,
1,2,3,4,5,6, ...

¢, ¢ dq" .
notamos que os termos da primeira sequéncia formam uma progressao aritmética (P.A) de
razao 1, enquanto que os termos da segunda sequéncia formam uma progressao geométrica
(P.G) de razao q. Assim para o termo n da P.A, associamos o termo ¢" da P.G. Sempre que
uma grandeza variar em progressao aritmética e simultaneamente outra grandeza variar
em progressao geométrica, diremos que a relacao entre essas grandezas é logaritmica. Mas,

como esse processo facilita operagoes? Vejamos um exemplo ilustrativo.

INustragao: Tomemos ¢ = 2 na P.G. Temos entao:

PA| 1|2 |3]|4|5]6 7 3 9
P.G |2V | 2223|2425 |26 27 | 28 | 29
PG| 2|48 |16|32|64|128 | 256 | 512

Tabela 2.1: Tlustracao PA e PG

Se desejarmos multiplicar 16 por 32, basta notar que 16 = 2 e 32 = 2°. Assim 16-32 = 2*-
25 = 2415 = 29 Uma consulta a tabela (1.1) nos indica que 2 = 512, ou seja, 16-32 = 512.
Entao, para realizar a multiplicacao 16 - 32 associamos a adicao 4+ 5 das poténcias desses
nimeros escritos na base 2. Assim como no método da prostaférese, para resolver uma
multiplicacdo (no caso 16 - 32) associamos uma adigao (4 + 5) para simplificar o cdlculo.
Com um abuso de linguagem, diremos que esses métodos “transformam” multiplicacoes

em adigoes.

Embora nao tenha usado o conceito de base, esse conceito esta intrinseco na ideia de
Napier, cuja esséncia era, “transformar”adi¢ao em multiplicacao, uma vez que somar é
uma tarefa mais simples do que multiplicar. Com o mesmo método, Napier transformava
uma divisdao em uma subtracao. Por exemplo, 512 : 32 = 29 : 2° = 297% = 2% pela tabela

(2.1), 2% = 16.

15



As tabelas também podiam ser estendidas para expoentes negativos, ou seja, no nosso

exemplo, nao conter apenas multiplos inteiros de 2.

PA| 6|5 |4 |-3]|-2|-1]1|2[3|4|]5]6 7

PG |26 |25 274|273 272 |27t |2t 2223|2425 |26 27

1 1 1 1
PGl & | % | 6| 8

2148 116]32]|64| 128

=
N =

Tabela 2.2: Tlustracao PA e PG

Vamos destacar alguns conceitos que nos serao uteis no transcorrer do trabalho.

i-A propriedade de transformar multiplicacao em adicao e divisao em subtracao de-

correm das conhecidas regras de potenciacao,

¢ ¢ =q"
¢ =47
ii- Um fato que decorre imediatamente da propriedade ¢* : ¢¥ = ¢*7Y, é que os

Entao

S
ulo

expoentes de numeros proporcionais diferem do mesmo valor, isto é, se & =
a diferenca entre os expoentes de a e b é igual a diferenca entre os expoentes de ¢ e d

(tomados na mesma base). Por exemplo:

26 23 6—4 3—-1

64 8 N
16 2
Como 6 — 4 = 3 — 1, temos a ilustracao da propriedade citada. Veremos na proxima

secao, que essa propriedade permite uma interpretacao geométrica dos logaritmos de

Napier.

iii- O método apresentado, embora engenhoso, nao apresentaria um ganho de tempo na
realizacao de todos os tipos de operagoes, uma vez que, os valores tabelados correspondem

apenas a poténcias de 2. Nao seria possivel, por exemplo resolver 45 - 57.

Para resolver este problema duas alternativas seriam possiveis: utilizar expoentes

fraciondarios; encontrar uma base para a qual as poténcias crescessem lentamente, isto é,

16



uma base proxima de 1. Como os expoentes fraciondrios nao eram conhecidos na época

de Napier, a segunda opcao foi utilizada.
Mas quao pequena seria essa base?

O fato de que tabelas de senos e cossenos eram muito utilizadas pelos astronomos da
época, provavelmente fez com que Napier adotasse um nimero menor do que 1. Depois
de passar anos pensando no problema Napier chegou a conclusao que deveria utilizar o
nimero 1 — 1077 como base. Porém, para evitar o uso de fracoes decimais Napier utilizou
um artificio muito comum para os astronomos da época: dividir o raio do circulo unitario

em uma quantidade conveniente de partes (107 no caso).

No nosso exemplo (tabela 2.1) todo nimero N é escrito como uma poténcia de 2, ou

seja, N = 2F para algum L. No caso de Napier temos:
N=10"-(1-10"")"

O fator 1077 era para evitar o uso de fracoes decimais. Dai a ideia de dividir o raio
do circulo unitario em 107 partes. Assim a “razao comum”de todos os ntimeros seria
(1—1077). O expoente L Napier chamou de logaritmo do niimero N. O termo logaritmo

significa numero da razao.

Vale ressaltar que essa definicao de Napier nao transforma multiplicacao em adigao.

Por exemplo: seja Ny =107+ (1 — 107" e Ny = 107 - (1 — 1077)™2, assim,

Ni.No

Ni.Ny = 107-(1-10"") 10" (1-107") 12 = 10" . (1—10"") 1 T2 = T

= 107-(1—10"")frFL2

Ni.Ng
107

Assim a soma dos logaritmos L; + Ly é o logaritmo de ao invés de ser o loga-
ritmo do produto N;.Ny. Mas essa pequena diferenca nao interfere na esséncia da ideia
de Napier, o fator 107 foi inserido para evitar fracoes decimais, conforme dito anterior-

mente.Como ilustracdo vamos determinar o logaritmo de 107.

107=10"-(1-100),=1=1-10"=L=0

Assim notamos que 0 é o logaritmo de 107. O mesmo procedimento nos indica que 1

é o logaritmo de 107(1 — 10~7) = 9999999.
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O préximo passo talvez tenha sido o menos empolgante da histéria da matematica.
Napier criou uma tabela contendo uma quantidade de valores de logaritmos de senos
que simplificasse os calculos. No entanto seu reconhecimento foi quase que imediato.
Assim que surgiram as primeiras tabelas de logaritmos, os cientistas as utilizavam com
frequéncia. Napier publicou seu trabalho em 1614 com o titulo “Uma descricao da ma-

ravilhosa regra dos logaritmos”.

2.3 Interpretacao Geométrica dos Logaritmos de Na-

pier

Vamos agora apresentar a interpretagao geométrica dada por Napier para seu sistema de
logaritmos. Logo apds mostraremos que, embora Napier nao tenha comentado sobre base

de um sistema de logaritmos essa idéia ¢ inerente a sua criacao.

Sao dados um segmento de reta que chamaremos, convenientemente, de segmento PG
(por estar relacionado a progressao geométrica) de 107 unidades de comprimento e uma
semirreta que chamaremos de PA (relacionado a progressao aritmética). Imagine dois
corpos que se movem sobre PG e P—/i, sendo que o primeiro se move com velocidade
proporcional a sua distancia ao ponto G e o segundo se move com velocidade constante.

Vamos esclarecer melhor.

O corpo que se move sobre PG tem em P uma velocidade igual a 107 unidades de
comprimento por unidade de tempo. Essa velocidade vai diminuindo a medida que o
corpo se aproxima de G. Sejam Gi, G, Gs, ..., G, 0s pontos por onde o corpo passa, de
modo que o intervalo de tempo entre as passagens por GG; e G é 0 mesmo que o intervalo

entre G e G3, G3 e G4 e assim por diante.

Sejam 107 unidades de comprimento por unidade de tempo a velocidade com que o
segundo corpo se move sobre a semirreta dada. Sejam A;, As, As, ..., A,, os pontos pelos
quais o corpo que se move sobre P—fi, de modo que quando o primeiro corpo passa por
G o segundo corpo passa por Ai. Assim quando o primeiro corpo percorre o segmento

PG4, o segundo percorre o segmento PA;. Quando o primeiro corpo percorre o segmento
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PGy, o segundo percorre o segmento PA,. De um modo geral, quando o primeiro corpo

percorre o segmento PGy, o segundo percorre o segmento PAj.

Napier definiu, entao, que o segmento PAj é o logaritmo do segmento GG. Entao,
como exemplo temos que o segmento P A, e o logaritmo do segmento GoG. Veja a figura

(2.1).

) G 66

Y Y Y —0-8
v v v v

6

P, Seqmento G,6

Logartro do segmento G,

Ay A 3

Figura 2.1: ITlustragao

Utilizaremos conhecimentos atuais para explorar as ideias de Napier. Note que o
ponto P do segmento de reta PG estd relacionado ao ponto P da semirreta, P—/i, assim
o logaritmo de PG é o comprimento PP. Ou seja, log(PG) = 0, e como PG = 107, o

resultado concorda com a afirmagao feita na secao anterior (log(107) = 0).

Seja A o intervalo de tempo entre G; e G;;. Entao o intervalo de tempo entre as
correspondentes passagens por A; e A;.1 também vale A\. Ou seja, se o corpo percorre PA;
em um tempo A, entao P A, é percorrido em um tempo 2\, uma vez que estabelecemos que
o movimento é em progressao aritmética. Assim se PA; = r, entao PAy = 2r, PAs = 3r

e de um modo geral PA;, = k.r.

Lembramos que PA; é o logaritmo de G1G. Assim log(G1G) = PA;, log(G2G) = PAs,
log(G3G) = PAs. De um modo geral log(GrG) = PA,. Sabemos ainda que PG = 107
unidades de comprimento. Temos que GG, = ¢.PG, onde g < 1, GGy = ¢*>. PG, GG3 =
¢>.PG. De um modo geral GG), = ¢*.PG. A partir de todas informacdes anteriores,

temos: L L
GGy _ GG, _ q"PG _¢".PG
GG, GG, = ¢ PG ¢.PG

= m-n=p-—_t.
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Temos ainda, ¢" " - PG = GGpp ¢ ¢°~* - PG = GG, portanto
log(qmin ) P_G> = ZOQ(GGmfn> =PAn = (m — n) T

log(¢"" - PG) = log(GG, ;) = PA, 1= (p—1t) 7.

Entao, m.r — n.r = p.r — t.r. Mas m.r = PA,, = log(G,,G), n.r = PA,, = log(G,G),
p.r=PA, =1log(G,G) e t.r = PA, =log(G;G). Reunindo todas as consideragoes feitas,
temos:

GG, GG,

ac. = oo = 10g(GnG) — log(G,G) = log(G,G) — log(G,G)

Esse resultado corresponde a observacao feita na secao anterior de que os logaritmos

de numeros proporcionais diferem do mesmo valor.

Descricao com conhecimentos atuais

Mostraremos agora que, embora Napier nao tenha mencionado sobre uma base para seu

sistema de logaritmos, que esse conceito esta implicito, embora oculto, em sua teoria.

Na ilustracao abaixo, seja PA; = x e G;G = y. Entao pela definicao de Napier,

z = log(y).

J

J

Figura 2.2: Ilustracao

Notamos que

PG, =10"—y
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e assim a velocidade do corpo no ponto G; é portanto

d(PG;) _  dy

dt  dt

Mas pela definicao de Napier a velocidade do corpo no ponto G; era proporcional a y,

entao:
dy

a7

Resolvendo a equacao e considerando que em to = 0 a posicao é 107, obtemos:

y

o=~y = )iy = —t = In(y) = —t + In(107).

Por outro lado, temos que a velocidade em PA é constante e vale 107, assim

d
& 10T = =107t
dt

Como, por defini¢ao, = log(y) (no sentido de Napier), temos que:[?]

2.4 Logaritmos Comuns

Como afirmado anteriormente, os logaritmos de Napier tiveram uma aceitacao muito
rapida na comunidade ciéntifica. E um dos que mais se entusiasmaram com a nova
técnica de simplificar calculos foi o primeiro professor de geometria do Gresham College,

em Londres, Henry Briggs (1561-1630).

O que impressionou Briggs foi o fato de que os logaritmos transformavam multiplicacao
em adicao. Ou seja,

log(z - y) = log(x) + log(y).

2Usamos nessas passagens as seguintes propriedades de logaritmos:
1- lOga(b) = _lOga(b_l)
2- loga(b) = —log1 (b)
7 7 7 7, 107 7 Y
log(y) =10".t = 10".(In(10") — In(y)) = 10 ln(7) = -10"In(-%5)

... = 10".log1 (y.107).
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Todavia, os logaritmos de Napier apresentavam um problema: como a base utilizada
era menor do que 1 (1 — 1077 = 0,9999999), os logaritmos diminufam a medida que N

aumentava. Basta observar:

N >Ny=(1-10" > (1-107)"2 = Ly, > L.

Briggs tentou solucionar o problema considerando uma base ligeiramente maior que 1.
Para exemplificar vamos supor que Briggs tivesse adotado a base 1,00001, e determinar

log(1,76) e log(17,6) nessa base.Utilizando uma calculadora obtemos
1.76 = 1.00001"9176) = Jog(1,76) = 56531, 66

17.6 = 1.00001"9176) = [og(17,6) = 286791, 32.

Briggs notou que, embora 17,6 = 10 - 1,76 os seus respectivos logaritmos nao apre-
sentavam nenhuma relagdo. Isso acontecia por que em sua base log(10) = 230259, 66,
pois

10 = 1,00001°919 = 104 (10) = 230259, 66.

Assim, se uma base como essa (1,00001) fosse adotada, a construgdo de uma nova
tabela seria muito demorada. Briggs entdo propos que se adotasse log(10) = 1, pois

assim, teriamos,

log(10 - ) = log(10) + log(z) = log(10 - x) = 1 + log(x).

A vantagem dessa convencgao esta no fato de que utilizamos base 10 em nosso sistema
de numeracao, sendo assim, os logaritmos de 1,76 e 17,6 iriam diferir em apenas uma
unidade. A titulo de ilustragao, apresentamos os valores de log(1,76) e log(17,6) na base
10.

log(1,76) = 0,245512677

log(17,6) = 1, 245512677

Note que essa convencao, obriga-nos a adotar log(1) = 0, pois, log(10) = log(10-1) =
log(10) + log(1).
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Briggs se encontrou com Napier em 1615. E apds um longo periodo de admiracao
mutua [*], Briggs apresentou suas ideias. Nasciam af os chamados logaritmos briggsianos
ou logaritmos comuns.Napier acatou as ideias de Briggs, porém, com uma idade avancada,
nao tinha mais energia para construir uma nova tabela. Briggs se encarregou do trabalho.
E em 1617 publicou uma tabela com os os logaritmos comuns de 1 a 1000, cada um
com uma precisao de quatorze casas decimais. Em 1624, ampliou sua tabela calculando,
também com quatorze casas decimais, os logaritmos de 1 a 20000 e de 90000 a 100000.
Outros matematicos se encarregaram de completar a tabela, porém com uma precisao de

10 casas decimais.

3Conta-se que eles ficaram 15 minutos se olhando antes que a primeira palavra fosse dita
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Capitulo 3

A quadratura da hipérbole

Quadratura refere-se ao ato de encontrar a area de uma figura a partir da area de figuras
conhecidas. Por exemplo, encontramos a area de um trapézio retangulo decompondo-o
em um triangulo e um retangulo. Dessa forma, é possivel fazer a quadratura de qualquer
poligono, uma vez que todo poligono pode ser “decomposto”’em triangulos. Mas, e para

fazer a quadratura de uma conica?

Discutiremos nesse capitulo uma questao que envolve a aplicacao direta dos logarit-
mos: A Quadratura da hipérbole. Um fato interessante é que, embora Arquimedes tenha
conseguido quadrar a parabola no século II antes de cristo, a quadratura da hipérbole s6
foi obtida pelo jesuita belga Saint-Vicent em 1647. Arquimedes empregara o método da
exaustao para calcular a drea de um segmento parabdlico. O método da exaustao, devido

a Eudoxo, consistia em obter o valor através de uma dupla reducao ao absurdo.

Uma observagao: o uso do termo quadratura para esses casos é um abuso de lingua-
gem, uma vez que a quadratura envolve finitos passos, e é feita com recursos puramente

geométricos.

3.1 Fermat e as Parabolas Generalizadas

Pierre de Fermat foi um mateméatico francés nascido em 1601. Teve contribuicoes sig-

nificativas em diversas areas da matematica, como a probabilidade, geometria analitica
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e teoria dos niumeros. Por vezes Fermat é citado como o maior matematico francés do
séc XVII. A presente secao tem por objetivo apresentar um dos problemas atacados por
Fermat: a quadratura das curvas que, em notagao atual, se escrevem como f(x) = z",

para n € Z.

Os métodos utilizados por Fermat se baseavam na ideia dos indivisiveis de Cavallieri
['], uma ideia precursora do cédlculo integral. A esséncia da ideia de Fermat, consiste em
escrever “a area abaixo de uma curva’como soma de retangulos cada vez menores. Em
linguagem atual podemos dizer que é a soma de infinitos retangulos, com as medidas de
suas bases tendendo a zero. Vamos mostrar como Fermat procedeu para encontrar a area

desse tipo de curva.
Para n € N essas curvas sao chamadas de pardbolas generalizadas.

Primeiro vamos estabelecer que por “drea abaixo da curva” f(x) = z™, entenderemos

que ¢é a area limitada pela curva, o eixo y e a reta r = a.

Figura 3.1: Ilustracao

Vale ressaltar que o método apresenta algumas diferengas do método da exaustao utilizado
pelos gregos, e em particular, utilizado por Arquimedes para a quadratura da pardbola.
Enquanto os gregos se preocupavam em achar o valor da area, o método de Fermat nao
encontrava um valor numérico, e sim uma expressao analitica para o calculo; enquanto os
gregos utilizavam todos os tipo de figuras para preencher a area a ser calculada, Fermat

utilizava apenas retangulos.

IEsse método consiste em obter o volume de um sélido a partir da soma de infinitas porcdes cada vez

menores
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Para calcular a area, primeiramente Fermat marcou pontos no eixo x em progressao
geométrica. Ou seja primeiramente marcou o ponto a e apds adotou uma razao g < 1 e
marcou o ponto ¢ - a. Apds o ponto ¢* - a, ¢> - a e assim por diante. A figura (3.2) ilustra

o procedimento adotado por Fermat.

T

K 2
a-¢a-q¢ a-q

a

Figura 3.2: Ilustracao

Agora o processo consiste em calcular a area de cada retangulo e somar todas as areas

obtidas.

1° Retangulo: A base mede a —a-q = a- (1 — q) e a altura mede a”. Assim,

denotando por A; a medida dessa area, temos:
Ai=a-(1—q)-a"=a"""(1-q).
2° Retangulo: A base mede a-q¢—a-¢* =a-q- (1 —q) e a altura mede (a - ¢)".
Denotando por A, a medida dessa area, temos:
Ay=a-q-(1—-q)-(a-q)"=a-q-(1—q)-a"-¢"=a""" " (1-q).
3° Retangulo: A base mede a-¢*> —a-¢* =a-¢*- (1 —q) e a altura mede (a - ¢*).
Denotando por Az a medida dessa area, temos:
As=a-¢-(1-q)-(a-¢*)"=a-¢ (1—q)-a"-¢" =a"""- "V (1-q).
4° Retangulo: A base mede a-¢®* —a-q¢* =a-¢* - (1 —q) e a altura mede (a - ¢*)".
Denotando por A4 a medida dessa area, temos:
A4:a_q3'(1_q).(a'q?;)n:a_qi’)'(1_q).an_q3n:an+1_q3-(n+1)_(1_q).
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De um modo geral, temos:
1

i-ésimo Retangulo: A base mede a- ¢ ' —a-¢" =a-¢ ' (1 —q) e a altura mede

(a-¢1)". Denotando por A; a medida dessa drea, temos:
Ai=a- qi—l . (1 _ q) . (CL . qi—l)n —a- qi—l . (1 _ C]) ca”- q(i—l)n = q"tl. q(z‘—l)-(n—H) . (1 _ CI)-

Assim a drea de todos retangulos seria:

Atotal = iA Z an+1 (=1)-(n+1) (1 — q)
=1

Utilizando as propriedades de somatoério, chegamos a:
Apgtar = @™ (1= ) Y @0 = g (1= ) > [q V)
i=1 i=1

Seja A = ¢, como ¢ < 1, entdo A < 1. Portanto o somatério

o0

Z )\i*l

i=1

se reduz a soma dos infinitos termos de uma PG com razao menor do que 1, ou seja[?],

)\271 -

2=
=1

Temos entao:

0 artl. (1 — )
. . (n+1 ( q
Atotal =a" 1 q Z - 1— q(n-l—l)
=1
Mas, 1 — ¢"*) = (1 —¢q) - (¢" + ¢ ' +¢* 2 + ... + 1), e portanto,

a1 (1—q) B !
=) (" +q 7+ 2+ g +1) g g g+

Atotal =

Fermat percebeu que Ay Se aproximava da area da curva a medida que ¢ se aproxi-

mava de 1. Se chamarmos a area abaixo da curva de A., na notagao atual teremos,

an+1

n+1

Ac = hm Atotal =
i—»00

Um estudante de calculo reconhece a expressao encontrada por Fermat, uma vez que,

a . l,n—i—l an—i—l
" = lo = )
0 n+1 n+1

2A demonstracio desse resultado se encontra no apéndice B
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Assim, Fermat encontrou de uma s vez uma expressao que permitia fazer a “quadra-

tura”de uma familia de curvas (no caso as parabolas generalizadas).

Uma outra classe de curvas estudadas por Fermat, foram as hipérboles generalizadas.
Essas sao curvas do tipo

y=x ",néeN.

Essas curvas sao diferentes das parabolas generalizadas, uma vez que seus valores funci-
onais vem do infinito e vao decrescendo sem nunca interceptar o eixo x. Uma descri¢cao
detalhada do método empregado por Fermat foge aos objetivos desse trabalho, uma vez
que o método é muito parecido com o empregado anteriormente. Sendo assim, pautaremos

nos resultados obtidos e, principalmente nos problemas encontrados.

Com uma sutil modificacao no método empregado para as parabolas generalizadas,

an+1
n+1

Fermat conclui que a féormula A, = também era valida para para as hipérboles

generalizadas, no entanto duas ressalvas devem ser feitas:
i- a area a ser determinada partia de um ponto x = a e se estendia para o infinito;

ii- o valor obtido apds aplicar a equacgao é negativo, no entanto a area era o médulo
desse valor. Assim, se n € N, entao a area limitada pelas retas x = a, y = 0 e pela curva

y = x~" seria dada por:
a—n+1

A= ————
-n—+1

—n+1

T nel

Figura 3.3: Ilustracao

Tlustragao:Vamos resolver para n = 2 e comparar com os métodos atuais.

Assim, devemos calcular a area subtendida entre as retas © = a, y = 0 e a curva
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y=x "= :%2 De acordo com a expressao encontrada por Fermat, temos,

A=
241 -1

1
a

Utilizando conhecimentos de calculo integral temos:

e b 1 -1 1
A, = / r 2dxr = lim 7 2dx = lim (— — —> = _

k—o0 a k—o0 k a

A expressao também verificou-se valida para n € Q, conforme analizado algum tempo

depois por Fermat e o matemético britanico Jonh Wallis.

Apesar de todo sucesso obtido pelas expressoes de Fermat, havia um problema; a
férmula falhava para a curva y = 27! = %, uma vez que, se tentassemos aplicar os
resultados de Fermat a essa curva obteriamos,

a71+1 -1

Essa curva (y = ') é uma hipérbole, curva a qual Arquimedes niao conseguiu fazer
a quadratura. Resolver esse problema coube a um padre jesuita belga contemporaneo de

Fermat: Gregory Saint-Vincent.

3.2 A quadratura da hipérbole e uma propriedade

fundamental

Gregory Saint-Vincent nao é um nome muito conhecido entre os estudantes de ma-
tematica, sua principal atividade era quadrar circulos. No entanto, verificou-se que sua
quadratura para esse caso era falsa. Ao tentar quadrar a hipérbole, Saint-Vicent percebeu
que se construisse retangulos semelhantes aos usados por Fermat nas parabolas generali-
zadas, esses retangulos possuiriam dreas iguais. [*]. Vamos analizar esse fato. Observando

a figura (3.4) (fora de escala), vamos calcular as dreas dos retangulos apresentados.

3N&o podemos afirmar que Saint-Vincent foi o primeiro a notar esse fato, uma vez que suas obras

foram publicadas com certo atraso.
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3 p .
a-q a-q a - ,12 a-q a

Figura 3.4: Ilustracao

1° Retangulo: A base mede a—a-q = a-(1—¢q) e a altura mede % Assim, denotando

por A;, a medida dessa area, temos:

1
—=1—q.
a

Ar=a-(1-q)

2° Retangulo: A base mede a-q—a-¢*=a-q-(1—q) e a altura mede ai_q. Assim,

denotando por A, a medida dessa area, temos:

1
AQZG'Q'(l—Q)'mzl—Q-

3° Retangulo: A base mede a-¢* —a-¢> = a-q¢*>-(1—q) e a altura mede a'—1q2. Assim,
denotando por A3 a medida dessa area, temos:
1

Asza-q2-(1—Q)-a_q2=1—q.

4° Retangulo: A base mede a-¢*—a-q* = a-¢*- (1 —q) e a altura mede a_—zg. Assim,

denotando por A, a medida dessa area, temos:

1
Ay=a-¢@ (1—gq)- =1—gq.
g=a-q" Q)&-q3 q

De um modo geral, temos:

i-ésimo Retangulo: A base mede a-¢" ' —a-¢" =a-q¢~' (1 —q) e a altura mede

Wﬁ,l. Assim, denotando por A; a medida dessa area, temos:

Ai=a-¢7 - (1-q)

— =1 —gq.
a,qz—l q

30



Note que, conforme as distancias no eixo x crescem em uma PG, a area total calculada

cresce em PA.

Para a figura (3.4) vamos considerar que a - ¢* seja o primeiro termo de uma PG de
razao % > 1 (uma vez que ¢ < 1). A esse termo associaremos o nimero 0. Assim, o
segundo termo da PG seria a - ¢, ao qual associamos a area do 4° retangulo. Ao préximo
termo da PG associamos a soma das areas do 3° e 4° retangulos, e ao préximo a soma

das areas do 2°, 3° e 4° retangulo, e assim sucessivamente. Colocamos os resultados na

tabela a seguir:

PG a-¢* | a-¢ a-q a-q a

Areas associadas | 0 |1—¢|2-(1—¢q)|3-(1—¢q)|4-(1—g¢)

Tabela 3.1: Tlustracao PA e PG

Portanto, partindo de um ponto de referéncia (no nosso caso a - ¢*) a distancia a esse
ponto cresce em PG, enquanto que as dreas associadas crescem em PA. Ou seja, existe
uma relagao logaritmica entre as grandezas ja citadas. Quem descreveu essa relagao
explicitamente foi um aluno de Saint Vincent, Alfonso de Sarasa. Essa foi a primeira
descricao do uso do logaritmo como funcao, pois até entao os logaritmos sé eram utilizados

como ferramentas de célculo.

Encerramos aqui a discussao histérica dos logaritmos, acreditamos que esse conhe-
cimento pode facilitar o professor no entendimento das funcoes logaritmicas, a seguir
apresentamos duas descri¢oes das fungoes logaritmicas, a segunda (capitulo 5) utiliza a
ideia de area abaixo de uma hipérbole. Essa idéia permite o melhor entendimento dos

chamados logaritmos naturais (os de base e).
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Capitulo 4

Os Logaritmos como Funcao

Para descrevermos os logaritmos como fungao, necessitamos antes de apresentar outra
funcao: a exponencial. A ideia central é apresentar a funcao logaritmica como funcao
inversa da funcao exponencial. Para isso o apéndice B faz uma breve descricao dos

conceitos envolvendo funcgoes inversas.

4.1 Funcao Exponencial de Base a

Faremos nessa secao uma “construcao”da funcao exponencial, partindo de trés proprie-

dades basicas. Sendo assim definimos,

Definicao 4.1.1 Seja a um nimero real positivo e diferente de 1. Chamaremos de fung¢ao
exponencial de base a, a funcao f : R — R que satisfaca as sequintes propriedades:

i- f(1)=a

ti-Para z,y € R, f(x +vy) = f(z).f(y)

1it-Para a > 1,

r<y= f(r) < f(y);

para 0 < a <1,

r<y= f(z)> f(y)
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A definicdo dada acima implica que f(x) nunca se anula, pois se existisse algum n
no dominio, para o qual f(n) = 0 a fungao se anularia em todos os pontos do dominio.

Observe:
f@)=flz+n—n)=fn+z—n)=f(n).f(x—n)=0.f(z—n)=0.
O ftem (iii) da definicdo é necessario para que possamos garantir f(z) existe para
r € R — Q (irracionais).

Note que essa definicao implica que a funcao exponencial “transforma”somas em mul-

tiplicagao, uma ideia contraria a de Napier ao criar os logaritmos.

A definicao dada acima nos permite reconhecer duas propriedades da funcao expo-
nencial. No entanto, essa definicao precisa ser mais explorada para que nos ofereca uma

maneira de obter os valores funcionais de f. Bom, vamos por partes.
1 Parte: Célculo de f(z) para z € N.

Para x = 1 temos f(1) = a pela prépria definicdo. Para x = 2 temos f(2) = f(1+ 1)
assim f(2) = f(1).f(1) = a®. Esses dois resultados sugerem a férmula f(z) = a® para
x € N. Ja vimos que a férmula é vélida para x = 1, entao supondo que exista um k£ € N

tal que f(k) = a*, vamos calcular f(k + 1).

f(k+1) = f(k).f(1) = d*.a = "

Assim, por inducao, concluimos que f(z) = a* para todo z € N.

Vamos admitir que a formula f(z) = a” seja valida em todo o dominio de f, e inter-

pretar seu significado para cada subconjunto de R.
22 Parte: f(0) =7
Seja € N. Note que f(z) = f(z+0) = f(x).f(0). Como por definigdo f(x) # 0 para

todo x no dominio, segue que:

assim concluimos que f(0) = a® = 1.
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32 Parte: Célculo de f(x) para x € Z.

Como ja resolvemos para os nimeros naturais e o nimero 0, resta apenas definirmos
para os inteiros negativos. Assim, seja x € N, vamos calcular f(—z). Sabemos que

f(0) =1, assim:

FO) = S+ () = 1= f@).f(-2) = flor) = 5= f-x) =a™ =

4? Parte: Calculo de f(z) para z € Q.

Seja © = § para p € Z e q¢ € N. Consideraremos f(x) = a®” e vamos interpretar o

f (2) = a%.
q

. P ~ , ,
Consideremos k = aq, entao k9 = a?. Como ¢ é um nimero natural e a? > 0, podemos

resultado. Assim:

extrair a raiz g-ésima dos dois lados da equacao, obtendo assim:

k:W=f<§>.

52 Parte:Célculo de f(z) para z € R — Q.

Para esse caso, nao existe uma expressao matematica para obter os valores funcio-
nais de f, esses valores sao obtidos por aproximagao em programas computacionais. No

entanto, o ftem (iii) da defini¢ao nos garante a existéncia de tal valor funcional.
Para essa demonstragao enunciaremos o lema a seguir, o qual estd demonstrado no

apéndice C.

Lema 4.1.1 Fizado o nimero real a # 1, em todo intervalo de R™ existe alguma poténcia
a’, comr e Q
Sem perda de generalidade vamos supor a > 1, assim supondo r, s € Q temos:
r<xz<s= f(r)< f(z) < f(s) =d < f(x) <a’

Assim, concluimos que f(x) é um nimero cujas aproximagoes por excesso sao a’ e as

aproximacoes por falta sao a”. Ora, nao existem dois nimeros diferentes com essas pro-
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priedades, pois caso existissem dois nimeros, R, S(com R < S), com essas propriedades,

o intervalo [R, S] ndo conteria nenhuma poténcia racional de a, contrariando o lema.

4.1.1 Funcao exponencial com 0 < a < 1

Seja f : R — RT, f(z) = a” com 0 < a < 1. Na figura 4.1 apresentamos o grafico de

um caso particular com a = % A partir do grafico visualizamos duas propriedades que

f(z)

Figura 4.1: Gréfico de f(x)
assumiremos como verdadeiras sem demonstra-las.

- a funcao é mondtona injetiva decrescente;

- funcao é sobrejetiva.

4.1.2

Funcao exponencial com a > 1

Seja f : R — RT, f(x) = a* com a > 1. Na figura 4.2 apresentamos o grafico de um

caso particular com a = 2.

Como no caso anterior, podemos visualizar duas propriedades, que assumiremos como

verdadeiras sem demonstra-las. Sao elas:

- a funcao é mondtona injetiva crescente;
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f@) =2

Figura 4.2: Grafico de f(z) = 2*
- a funcao é sobrejetiva .

O proposito desse trabalho é explorar os logaritmos, sendo assim, cesso aqui a discussao
sobre fungoes exponenciais, visto que ja temos todos os resultados necessérios para atingir

nossos objetivos.

4.2 Funcao Logaritmica

Partindo das ideias de Napier, construiremos uma funcao com a principal propriedade de
“transformar” produtos em soma. Denotaremos essa funcao por L. Também mostraremos

a sugestao que Briggs deu a Napier, de considerar o logaritmo de 1 como 0,seré satisfeita.

Definicao 4.2.1 Chamaremos de func¢ao logaritmica, a fungcao L que satisfaca a propri-
edade:

L(z.y) = L(z) + L(y)

Note que L(0) nao esta definido.

A sugestao de Briggs é satisfeita, pois,
L(1)=L11)=L(1)=L(1)+L(1)=L(1)=0
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A defini¢ao acima permite que possamos estabelecer propriedades da funcao logaritmica,
assim, qualquer funcao definida dessa maneira apresentard essas propriedades. Apresen-

taremos essas propriedades como um teorema.

Teorema 4.2.1 Para todos x,y € Ry — {0} a funcao logaritmica L, satisfaz as sequintes

propriedades:

t13-L(2") = n.L(x), para todo n € R — {0}

Demonstragao:

i- Sabemos que z.x7! =1, assim L(1) =0 = L(z.z~') = 0. Utilizando a propriedade

dos logaritmos temos,

Lza ) =L@)+ Liz™") = Lz)+ Lz ") =0= Lz ') = —L(x),

TORRT

ii- Sabemos que ¥ = .yt Assim, L(§) = L(z.y ) = L(x) + L(y~'). Mas, pela

1

mas r~ - = %, assim

propriedade (i) segue que L(y~!) = —L(y), entao

A demonstragao do ftem (iii) é mais elaborada e serd feita em trés etapas. Primei-
ramente consideraremos n como um numero natural, apds consideraremos n como um
numero inteiro e entdo entraremos no caso de n ser racional. A generalizacao para n

irracional serd feita com o argumento da completude dos niimeros reais.
1° Caso n € N:

Vamos demonstrar pelo principio da induc¢ao. Ora, o resultado é 6bvio para n = 1,

uma vez que L(z') = L(x) = 1.L(z). Seja k € N um ntimero tal que L(z*) = k.L(x).
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Entdao L(x*) = L(2*.2) = L(2*) + L(x). Mas, pela hipétese de inducio L(x*) = k.L(x),

assim:
L(2*Y) = L(z") + L(z) = k.L(x) + L(z) = L(z*™) = (k + 1).L(z)
Entao esta provado o resultado para n € N.

Vale ressaltar que essa demonstracao exige uma abstragao matematica que os alunos do
ensino médio, em geral, nao tem, uma vez que nao trabalham com principio de inducao
nesse estagio. Sendo assim, proponho uma apresentacao desse resultado da maneira a

seguir.

Ora, L(z') = 1.L(x), L(2?) = L(z.z) = L(z) + L(z) = 2.L(z), L(z®) = L(2*.x) =
L(z?) + L(z) = 2.L(x) + L(z) = 3.L(x). Note que essa apresentagao do resultado nao é
uma demonstragao matematica, no entanto, para compreendé-la o aluno devera compre-
ender e utilizar a propriedade que caracteriza a fungao logaritmica, o fato de “transfor-

mar” produtos em somas.
2° Caso n € Z — {0}:

Seja n € N, entdao —n € Z. Entao, L(z™™) = L((z™')"). Como n € N temos que,
L((z7Y)") = n.L(z™"). Assim:

L(z™") = L((x_l)”) = Lz™) = n.L(:zc_l) =n.[—L(z)] = L(z™") = —n.L(z)

E o resultado é vélido para todos nimeros inteiros (exceto o 0).

Note que essa demonstracao necessita apenas de conceitos aprendidos no ensino médio,

sendo de extrema importancia o conhecimento das propriedades de funcoes exponenciais.
3° Caso n € Q — {0}:

Sejan =2 € Q, onde p € Z e g € N. Temos que: L(z") = L(zd) = p.L(x%).
Precisamos agora caracterizar a expressao L(xé) Seja k = x%, entao k? = x. Entao

temos L(x) = L(k?) = q.L(k) = L(k) = L(mé) = %.L(x). Assim;

L(z") = L(z7) = p.L(x7) = g.L(a:)
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Essa tultima propriedade nos mostra o “poder se simplificacao”dos logaritmos, pois
torna o céalculo de‘extragao raizes em calculo de multiplicagoes. Note por exemplo que

N 7;, assim

O caso em que z é um numero irracional é tratado na proxima se¢ao. Apesar de termos
caracterizado a funcao logaritmica, ainda nao possuimos uma expressao para calcular
seus valores funcionais, a préxima secao estabelecera um teorema que torne possivel esse

calculo.

4.2.1 A Inversa da Funcao Exponencial

Na secao anterior definimos a funcao exponencial de base a. Seja f tal funcao, entao:
f:R— R"

f(z) =a".

Lembrando que a > 0.

Entao vamos definir a funcao inversa da fungao exponencial e provar que ela é uma
funcao logaritmica. Denotaremos a inversa de f por log,. Entao da definicao de fungao
inversa, temos que:

log, : Rt — R

loga(a”) =«

Apresentaremos agora um teorema que relaciona fungoes logaritmos com a inversal[']

de uma fungao exponencial.

Teorema 4.2.2 Seja g : Rt — R wma fungdo mondtona injetiva (isto € crescente ou
decrescente), tal que g(x.y) = g(x)+g(y) para quaisquer x,y € R™. Entdo existe um a > 0

tal que g(x) = log,(x) para todo x € RY.

1O apéndice A faz uma breve descricdo dos conceitos envolvendo funcdes inversas.
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Demonstracgao:Vamos demonstrar o teorema considerando g crescente. O outro caso
é analogo. Temos que g(1) = ¢g(1.1) = g(1)+g(1) = g(1) = 0. Vamos supor que exista um

a € R* tal que g(a) = 1. Como g é crescente, temos que a > 1, pois g(a) =1 > 0 = g(1).

Seja f(x) = a®, a inversa de f é log,. Dado m € N, temos que f(m) = a™ e

log,(a™) = m, vamos calcular g(a™).
g(a™) = g(a.a.a...a) = g(a) + g(a) + ... + g(a) = m.g(a) = m,
assim g(a™) = m.
Temos também que

9(1) =g(a™a ™) =g(a™) + gla™™) = g(1) =0=m+g(a™) = gla™™) = —m
Assim g(a*) = log,(a®) para € Z. Vamos agora considerar x € Q. Seja z = g.

Entao q.xz = p, assim;

p = g(a’) = gla®.x) = g((a*)?) = q.9(a®),

assim,

p=q.g(a”) = g = g(a®) = z = g(a”).

Podemos entao concluir que g(a®) = log,(a*) para z € Q.

Ora como g(a*) = log,(a”) para todos os racionais, o lema 4.1.1 nos permite estender
o resultado para os irracionais, assim embora nao possuimos uma férmula explicita para

o calculo de logaritmos de niimeros irracionais, sua existéncia é garantida.

Vamos agora mostrar que a hipdtese adicional de que deva existir um a tal que g(a) = 1,
nao é necessaria. Comecemos supondo que exista uma funcao h : RT — R, crescente

que transforma produtos em somas, isto é,
h(z.y) = h(z) + h(y),

como h ¢ crescente, temos que h(1) = 0 e h(2) = b > 0. Construimos entao a funcao
g(z) = @ transforma produtos em somas e ainda g(2) = 1. Pelo exposto anteriormente,
temos que g(x) = logy(x), entao:

h(

== (2%)h(gc)7

g(z) = logy(z) = 2 = 29@) = 7 =2
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h

. 1 (z) . ,
se considerarmos a = 2% temos que z = a™% | ou seja, h(z) = log,(x), e 0 teorema esta

demonstrado.

Entao temos que os valores funcionais da funcao logaritmica sao obtidas através da

inversa da funcao exponencial.

4.3 Mudanca de base

Esta secao destina-se a apresentar uma forma de mudar a base de um logaritmo. Seja
log,b = x, entao a discussao precedente nos garante que a® = b. Como a funcao lo-

garitmica é injetiva, pois é a inversa de uma funcao exponencial, temos que:
a® = b= log.a® = log.b,

para qualquer ¢ > 0 e diferente de 1. Assim:

log.b

a® = b= log.a® =log.b = z.log.a = log.b = x = log,b = .
log.a

Esse método é muito utilizado na resolucao de equacoes diferenciais ordinarias, uma vez
que [ 1dr = In(z) + cte, onde In(z) é o logaritmo em uma base “especial”, a qual

passaremos a estudar.
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Capitulo 5

Logaritmo Naturais

Daremos nesse capitulo uma nova abordagem do conceito de logaritmos, usando os con-
ceitos de area de uma faixa da hipérbole estudados por Saint Vincent e Alfonso de Sarasa.
Antes vamos apresentar as notagoes que a serao utilizadas. Chamaremos de A(a,b) a area

da regiao compreendida entre as retas x = a, x = b, y = 0 e a hipérbole y = %

A(a,b)

Figura 5.1: Area da regiao compreendida entre as retas © = a, x = b e a hipérbole y = %

5.1 Calculando Areas

Essa se¢@o destina-se a obter uma aproximacao de A(1,2) e de A(1,3). A escolha desses
intervalos nao é aleatoria e ficard mais clara no decorrer do trabalho. Dividiremos o

processo em duas aproximagoes: por falta e por excesso.
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Aproximacao por excesso

i- Intervalo (1,2)

Vamos comegar dividindo o intervalo em retangulos de mesma base, escolhemos como
base 0,2, isto é z;11 — x; = 0,2. Assim teremos: zo = 1, 1 = 1.2, x5 = 1,4, e assim por
diante, até x1p = 3. Como desejamos uma aproximacao por excesso, tomamos a altura do
retangulo como sendo f(x;), uma vez que f(x;) > f(z;41). Vale notar que quanto menor
a base tomada melhor serd a aproximagao, no entanto, apenas queremos exemplificar, e

para esse proposito a consideracao feita é suficiente.

1.29

0.8

0.6 1

0.4 1

0.2 1

Figura 5.2: Aproximagao por Excesso

Vamos entao calcular a drea de cada retangulo apresentado e somé-las para assim
obter a aproximacao desejada. Denotaremos por A; a area do retangulo que tem por

altura f(x;) e por Aepeessor @ Soma das dreas de todos os retangulos no intervalo (1,2) .

Assim A; = 0,2 - f(z;). Entao:

4 4

Aemcessol - ZAZ - 0, 2 - Zf(l’z) = ...

=0 1=0
.= Aexcessol - 02 : (f(l’(]) + f(xl) + f(IQ) + f(.T3) + f($4)) = ..
1

= A 02 (G )
excessol — Y. 1 1’2 ’4 1,6 178

1
i Aezcessor = 0, 7456
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Entao temos que A(1,2) < Acpeessor = 0, 7456.
ii- Intervalo (1,3)

Para obter a aproximacao por excesso de A(1,3) basta somar as areas dos 5 retangulos

restantes. Assim, denotando essa aproximacao por Agycessoz t€MOS:

9
Aea:cessoQ = Aezcessol +Z Az = Aeaccessol +0.2- (f(l'5) +f(l‘6) +f(ZL‘7) +f(x8) —I—f(l‘g)) = .

=5
1 1 1 1 1
.- Aercesso - Aemcesso s 2| = —_— R N S
= 2 1+0 (2+2,2+2,4+2,6+2,8>:>
AeazcessoZ - 07 7456 + O, 4225 = ]_, 1682

Entao temos que A(1,3) < Acseessoz = 1, 1682

Aproximacao por falta

O processo de aproximacao por falta é analogo ao anterior, ou seja, tomaremos retangulos
iguais de base 0,2 calcularemos todas as areas e somaremos. Porém, tomaremos como

altura do retangulo f(x;41).

0.8 4

0.6

0.4 4

0.2 4

Figura 5.3: Aproximacao por Falta

i- Intervalo (1,2)
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Assim, designando por Ay.ue1 a soma das areas dos retangulos e por A; o retangulo

que tem altura f(z;41), teremos:

4 4
Afaitar = ZAi =0,2- Zf(%‘ﬂ) = ...
i=0 i=0

e = Afaltal =0.2- (f(.%’l) + f($2) + f(x?;) + f(x4) + f($5)) = ..

. Apaiar = 0,6456

Entao A(1,2) > Afauer = 0, 6456.
ii- Intervalo (1,3)

Para obter a aproximagao por falta de A(1,3) basta somar as dreas dos 5 retangulos

restantes. Assim, denotando essa aproximagao por Afgqe temos:

9
AfaltaZ = Afaltal + ZAz = Afaltal +0.2- (f(xf)) + f(:l:?) + f($8) + f(l’g) + f(xlo)) =

=5

1 1 1

= A = A T
.. exrcesso2 — excessol ) 2’ 2 2’ 4 2, 6 27 8 3

Afaitaz = 0,6456 + 0,3892 = 1,0348

Entao temos que A(1,3) > Aryq2 = 1,0348.

5.2 Propriedades fundamentais

Uma propriedade observada por Saint Vincent era que, na construcao de retangulos para
fazer aproximacao das areas, retangulos de bases proporcionais possuiam areas iguais, ou
seja, A(a,b) = A(k.a,k.b). A demonstragao formal desse resultado foge aos objetivos do
trabalho, uma vez que envolve somas de Rieemam, aqui vamos apenas utilizar o resultado
para definir uma fungao relacionada a A(a,b). Da relagao anterior, se tomarmos k = %
podemos concluir que: A(a,b) = A (1, g) . Note que, para qualquer ¢ € R, tal que 1 <

¢ < a, temos:

A(L,a) = A(L,¢) + Ala,¢) = A(1,a) = A(1,¢) + A (1, g)
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A(l,a) = A(1,¢) + A(c,a)

Figura 5.4: A(1,a)=A(1,c)+A(a,c)

Ora, vamos considerar a troca de variaveis, a = b - ¢, assim a relagao anterior torna-se:

A(1,a) = A(1,bc) = A(1,¢) + A (a, bj) _

c

= A(1,b.c) = A(1,¢) + A(1,b) = A(1,b.c) = A(1,b) + A(1, ¢)

O resultado obtido acima foi obtido por Alfonso de Sarasa, a relacao entre a area
baixo da hipérbole y = + 1 i ¢ funcao 1 ftmi

abaixo da hipérbole y = = e os valores no eixo = ¢ uma funcao logarftmica, uma vez que

associa o produto b - ¢ a soma b + ¢, definimos entao funcao logaritmica natural in, cujos

valores funcionais sao obtidos através da relacao:
In(x) = A(1,x)
Assim, para x,y € R com z,y > 1 podemos escrever:
In(z-y) =In(x) + In(y)
A(1,1) =0=In(1)

Falta apenas definir In(x) para x < 1. Seja ¢ um nimero real maior do que 0 e menor

do que 1. Entao definimos:

AL,6) = —A(e, 1) = —A (1, 1)

C

Essa propriedade equivale a propriedade i do teorema 3.2.1, pois:

A(le)=—-A (1, %) = In(c) = —In (%)

Assim [n é uma funcao logaritmica, pois satisfaz todas as propriedades descritas no

capitulo anterior.
AL,z y) = AL, z) + A(L,y) = In(z - y) = In(z) + In(y)
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A(1,1)=0=In(1) =0

Alc)=-A (1, %) = In(c) = —In (%)

Todas as consideragoes acima permitem concluir que (n é uma funcao logaritmica,

entao torna-se inevitavel questionar: qual a base desse sistema de logaritmos?

Uma outra formulagao da mesma questao seria: se In é uma funcao logaritmica, entao

ela é a inversa de alguma funcao exponencial. Qual é a base dessa funcao exponencial?

Briggs escolhera 10 como base para seus logaritmos, e uma consequéncia inevitavel era
que log(10) = 1 e 10* é a fungdo exponencial inversa dos logaritmos brigssianos. Assim,
a resposta aos questionamentos apresentados consiste em encontrar algum niimero real e,

para o qual In(e) seja igual a 1.

Os resultados obtidos na se¢ao anterior nos permitem concluir que:
0,6456 < A(1,2) < 0,7456

1,0348 < A(1,3) < 1, 1682

Ora, a area A(1,2) é menor do que 1, a drea A(1,3) é maior do que 1 entdo podemos

concluir que o nimero real procurado se encontra entre 2 e 3.

O ntimero procurado é um numero irracional é chamado nimero de Euller, seu valor
aproximado é e = 2,76. Uma discussao aprofundada do numero e foge aos objetivos
desse trabalho, e portanto queremos apresenta-lo apenas como uma base natural, obtida

quando definimos o logaritmo como a area de uma faixa da hipérbole.

5.3 Mudanca de base

Estudamos até agora a hipérbole y = %, no entanto, a equacao y = % também representa
uma hipérbole, (onde k > 0). Ora, a escolha k = 1 é um caso particular e a mais natural
possivel, dai o nome logaritmos naturais. Ora, se fizermos a quadratura da hipérbole
Yy = % de modo similar ao feito anteriormente, a construcao de retangulos ira diferir

apenas na altura dos retangulos anteriores por um fator k,. Assim a drea da hipérbole
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Yy = g também é uma fungao logaritmica log,(z) para algum a que, obviamente, depende

de k.

Como a construcao de retangulos na hipérbole % ird diferir apenas na altura dos
retangulos da hipérbole y = % por um fator k, a area total também ird diferir desse

mesmo fator k, ou seja, a drea na hipérbole considerada é de k.ln(z).

Assim,

log,(x) = k.In(z)

Ora, log,(a) = 1, assim, k = ﬁ, ou seja,

loga(z) =

Assim, obtemos uma forma de obter o logaritmo em uma base qualquer, utilizando apenas

a base e.
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Capitulo 6

Consideracoes Finais

Durante os estudos para a realizacao desse trabalho, notamos que quanto mais me apro-
fundavamos na historia dos logaritmos, mais compreendia sobre o conceito, dessa forma,
indicamos ao professor que utilize de uma abordagem histérica desse conceito. Entender
os problemas que motivaram a invenc¢ao dos logaritmos (transformar multiplicagoes em

adigoes) pode ser muito 1til na utilizacao da propriedade:

loga(z.y) = loga(x) + loga(y).

Assim como entender que o logaritmo natural é a area de uma faixa da hipérbole pode
favorecer a compreensao da origem da base “e”dos logaritmos naturais, bem como sua

irracionalidade.

Acreditamos que para uma melhor compreensao dos logaritmos, as duas exposicoes
aqui tratadas (capitulo 3 e 4) devem ser abordadas em sala de aula e exploradas pelo
professor, uma vez que o ensino desse conceito permite um aprofundamento em outros

conceitos da matematica, tais como: funcao inversa, areas e ntiimeros irracionais.

Nao exploramos aqui os fenémenos descritos pelas fungoes logaritmicas (decaimento
radioativo, crescimento populacional,etc) uma vez que a proposta desse trabalho nao é
apresentar um método de ensino e sim dar embasamento tedrico para o professor. Enten-
demos que esse trabalho deve ser usado como um material de consulta e um auxilio para

a elaboracao da aula.

49



Apeéendice A

Funcoes Inversas

Uma funcao f : A — B possui uma funcao inversa g : B — A, se sao satisfeitas as

seguintes condicoes: i- f ¢é injetiva, ou seja,

r#y= flx) # fy)

ii- f é sobrejetiva, ou seja, qualquer que seja y € B, existe um = € A tal que,
fl@) =y
iii- f(z) =y = g(y) = .

A grosso modo, a fungao inversa g, faz o “caminho inverso de f”. Ou seja, se a fungao
f associa o valor b ao elemento a do dominio, entao a funcao g atuando em b, tera seu

valor funcional como a. Vamos discutir a necessidade de se impor as condigoes i e ii.

Note que o contradominio de f (conjunto B), é o dominio da fungao g. Assim, para
que g esteja bem definida, g tem que atuar em todos os valores do conjunto B. Como g
atua apenas nos valores funcionais de f, esses valores devem preencher todo o conjunto

B, dai a necessidade de se impor que f seja sobrejetiva.

Se f nao fosse injetiva, entao existiriam a; e ay pertencentes ao conjunto A, tais que
f(a1) = f(az) = b. Todavia, se isso ocorrer, ao calcularmos g(b), dois valores funcionais

seriam encontrados (a; e as no caso), fato que contraria a hipétese de g ser fungao.
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Apendice B

Soma dos infinitos termos de uma

PG

Consideremos uma P.G de razao ¢ e primeiro termoa. Assim, seus termos sao:
a1 =aay = a.q;a3 = a.¢*; a4 = a.¢°, ..., a4, = a.q"
Denotando por S,, a soma dos n primeiros termos da PG temos:
S,=a+aq+@+ad+ag+.. +ag? (B.1)
Multiplicando a equagao (7.1) por ¢ temos:

¢Sy =a.q+q¢ +aqd +aqgt+ .. +aqd" " +aq" (B.2)

Subtraindo 7.2 de 7.1,

(g" —1
Sn(q—l):a-(Q”—l)ﬁSn—a(q 1) (B.3)
q_
Para ¢ < 1,
. a
lim = .
n—00 1—q

Assim a soma dos infinitos termos de uma PG de razao menor que 1 vale l%q.
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Apéndice C

Demonstracao do Lema 4.1.1

Lema: Fizado o nmimero real a # 1, em todo intervalo de R existe alguma poténcia a”,

comr € Q

Dados 0 < A < B,devemos encontrar r € Q tal que A < a" < B. Sem perda
de generalidade consideremos A e a maiores do que 1. Sabemos que para expoentes
naturais, as poténcias de a sao crescentes, uma vez que adotamos a > 1. Assim, existe

algum natural M, tal que, A < B < a™. Também existe n € N tal que:

B-A_
l<a<(1+ o )

Na ultima relagao, elevando todos os membros da desigualdade a % temos:

1 - M/ L
l<arn <1+ i =0<a"(ar —1) < B-A.
Assim,
m m 1 m+1 m
—<M=0<a—(an—1)<B-A<0<a» —arn <B-a
n n

1 2 M

Assim, as poténcias a’;an,an,...,a™ sao extremos de intervalos consecutivos, todos

de comprimento menor do que B — A. Como [A, B] C [1,a™], pelo menos um desses

m
n

extremos, digamos an, estd contido no intervalo [A, B].
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