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Resumo

Neste trabalho iremos mostrar como é apresentada a fung¢do seno para os
alunos da educacgdo basica. E, em seguida, apresentaremos defini¢Ges alterna-
tivas com o objetivo de levantar um debate a cerca da possibilidade da insercao
desta nova abordagem no curriculo das escolas brasileiras.

Nesse contexto iremos fazer uma reflexao apresentando os pros e os contras
de definir a fungao seno de uma forma que se por um lado responde pergun-
tas deixadas em aberto pela definigdo tradicional por outro traria consigo ou-
tros conceitos necessdrios para o seu entendimento carregando ainda mais um
curriculo que ja é por demais criticado pelo excesso de contetidos. Contetidos
estes que apesar de serem importantes para a matemadtica, muitas vezes ndo
acrescentam muito para o aluno no seu dia a dia.

Por fim, baseados nos Parametros Curriculares Nacionais (PCNs), concluimos
que essa nova abordagem contribui significativamente para o processo de ensino-
aprendizagem; o que justifica utilizd-la, uma vez que mostraremos que é possivel
incorporar algumas das novas defini¢ées da funcao seno apresentadas, desde

que obeservados alguns aspectos de carater didatico.

Palavras Chaves: Funcado seno, educacdo basica, séries, trigonometria, ma-

tematica.



Abstract

This paper intend to show how the sine function is presented to students of
elementary education and then it will be shown the alternative definitions in
order to raise a debate about the possibility of insertion of this new approach
on course of brazilian schools.

Furthermore reflection has been done showing pros and cons of defining
the sine function such as answering possibly questions by traditional defini-
tion. On the other hand, it would bring itself others necessary concepts to its
understanding about the criticized course because of the excess of contents.
Although these contents are very important to math many times they don’t
add much to students as citizen.

Finally based on PCN’s this new approach contribute meaningfully to the
learning teaching process what is reason to use it once that is completely pos-
sible incorporate some of new definitions of sine function presented, provided

that some aspects of didactic nature been observed.

Keywords: Sine function, basic education, series, trigonometry, mathematics.



Introducao

Problematica e objetivos

A motivacdo do presente trabalho surgiu a partir de nossa prética, tanto
como discente quanto como docente, no estudo e no ensino da matemadtica
respectivamente.

Ainda na época de estudante ja percebiamos algumas lacunas existentes na
forma como nos foi apresentado o seno como razdo trigonométrica e posterior-
mente a func¢do seno de dominio real. De onde vinha aquela tdbua contendo os
valores do seno, cosseno e tangente para angulos de 0°a 90° e como era feita, ou
seja como era calculado, por exemplo o seno de 18°. Pensando na funcao f(x) =
sen x de dominio real a situagao ficava ainda mais complexa dificultando ainda
mais o entendimento da tabela e da prépria fungdo. Mas tarde, ja como aluno
universitario, descobrimos que a forma como fora definida a func¢do seno no
ensino médio, embora resolvesse muitas situagdes problemas, ndo permitia so-
lucionar tais questionamentos. O algoritmo usando pela calculadora cientifica
para encontrar o seno de um numero real nao usa a definicao do seno baseada
no ciclo trigonométrico, muito menos a que se baseia no triangulo retangulo.
Existem outras formas de se fazer isso. A calculadora, por exemplo, usa um
truncamento da série de Maclaurin do seno.

Como professor, lecionando para alunos da educagdo basica e ja com um
olhar mais técnico, pudemos ver o quanto omitir informacgdes necessdrias pre-
judica o processo de aprendizagem. A pouca importancia que os livros didaticos,

e por consequéncia os professores, ddo a substitui¢cdo do grau pelo radiano na
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10 INTRODUCAO

definicdo da func¢ao seno através do ciclo trigonométrico faz parecer que ndo
héd motivagao para isso o que, como veremos aqui, ndo é verdade.

Percebemos, entdo que a abordagem feita na educagao basica da funcao
seno tem limitacGes que atrapalham o melhor entendimento da mesma. Sendo
assim, por que ndo usamos outras formas para defini-la? Os alunos nao estdo
preparados para trabalhar com essa nova abordagem que usa contetidos vis-
tos até entdo apenas na universidade? O curriculo ndo comporta o acréscimo
destes novos contetidos? Pretendemos com esse trabalho debater sobre a pos-
sibilidade de inserir defini¢Ges alternativas para a fungao seno com o objetivo
de tornar seu aprendizado mais eficaz, uma vez que é sabido a dificuldade de

alunos e professores com o tema.

Descri¢do do trabalho

No primeiro capitulo mostramos um resumo da histéria da trigonometria com
enfoque no seno. Nele podemos observar que o seno surge como uma razao
trigonométrica para ser aplicado na astronomia e no célculo de distancias ina-
cessiveis e que depois é ampliado através da definicdo da fungao seno no ciclo
trigonométrico e é exatamente nessa sequéncia que ela é apresentada aos alu-
nos da educagdo bdsica, como razdo trigonométrica no 9° ano e como fungao
no 1° ano do ensino médio. Mas historicamente o seno continuou evoluindo e
foi incorporado pela anélise através da contribuicdo de Euler.

No segundo capitulo falamos sobre os PCN’s que subsidiaram nosso traba-
lho. Nele estdo pressupostos que usamos para concluir acerca da possibilidade
de inclusdo de novas abordagens para a fungdo seno na educagdo basica.

A forma como é mostrado o seno para o estudante da educagdo basica é
o assunto abordado no terceiro capitulo. Nele mostramos que no 9° ano do
ensino fundamental os alunos veem o seno de um 4dngulo agudo, medido em
graus, como a razao entre as medidas do cateto oposto a esse angulo e a hipo-
tenusa do tridngulo retdngulo no qual o 4ngulo pertence. E mostrado também
algumas propriedades desta razdo trigonométrica e um exemplo de sua prin-
cipal aplicagdo. Continuando a abordagem do seno na educagao bdésica, agora
ja no 1° ano do ensino médio (em algumas escolas em outra série), os alunos
veem a lei dos senos e também o seno como fungdo pela primeira vez, com o

uso do ciclo trigonométrico, na verdade uma ampliagdo das defini¢des anteri-
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ores. A partir dai o seno vira fun¢ao e tem dominio real e novas propriedades
e a unidade de medida dos angulos agora é o radiano e ndo mais o grau. A
razao dessa mudanca ndo justificada pela maioria dos livros do ensino médio,
e desconhecida de muitos professores, finaliza o capitulo.

Os proximos trés capitulos sdo dedicados a apresentacdo de defini¢des al-
ternativas para a fungdo seno, todas preservando a maioria das propriedades
dela e usando uma linguagem simples e acessivel. Comegaremos o capitulo
IV falando sobre sequéncias e séries, definimos série de poténcias, polinémio
de Taylor e de Maclaurin, raio de convergéncia, teorema do resto entre outros
conceitos necessdrios para o entendimento da definicao da fungao seno pela
série de Maclaurin que é o objetivo deste capitulo.

No capitulo V definimos a fung¢do seno usando a fungao exponencial de
dominio complexo. Por isso, nele também falamos sobre a exponencial com-
plexa e a funcdo exponencial complexa. No capitulo VI definimos a fungao
seno usando equagodes diferenciais, antes, porém, expomos um pouco da teoria
necessaria a compreensao desta definigdo.

A discussdo sobre as possibilidades de abordagem dessas defini¢des alter-
nativas na educagdo bdsica é o assunto que trataremos no capitulo VII. Uma
vez que a abordagem feita atualmente deixa lacunas, é pertinente pensar so-
bre uma abordagem que venha a complementar a ja trabalhada, desde que haja
viabilidade para incorpora-la no curriculo.

Antes de comegar, gostariamos de frisar que apesar de falarmos somente da
funcao seno, essas defini¢oes poderiam ser estendidas para as demais fungoes,
assim como também a prépria fungdo seno poderia ser trabalhada por com-

pleto com essas novas abordagens, porém aqui nos limitaremos a sua definigao.
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Capitulo 1

Parte historica

Ao que tudo indica os rudimentos de uma trigonometria surgiram no Egito e
na Babildnia, a partir de razées entre nameros e entre lados de tridngulos se-
melhantes. Mas segundo Boyer (2001, p.108) muitos foram os povos que con-
tribuiram para o seu desenvolvimento, O conceito de d4ngulo e a forma como
medi-lo surgiram na china onde os tridngulos retdngulos eram frequentemente
usados para medir distdncias, comprimentos e profundidades. Também ha
indicios que os chineses conheciam as relagdes trigonométricas embora nao se
sabe os nomes dados por eles para estas relagdes assim como também nao se

sabe como eles mediam os dngulos nem que unidades usavam para fazé-lo.

A Grécia, que seguiu os ensinamentos dos egipcios, logo superou os mes-
mos e com eles a matemadtica e por consequéncia a trigonometria se desenvol-
veram consideravelmente. Durante cerca de dois séculos e meio, de Hipdcrates
a Eratéstenes, os gregos estudaram as rela¢des entre retas e circulos impulsi-
onados pelos problemas oriundos da astronomia como era comum até entao.
Nao se tinha uma trigonometria sistemadtica. Foi entdo que Hiparco de Nicéia
( por volta de 180 -125 a.c ) compilou a primeira tabela trigonométrica e que
por isso foi chamado de “ o pai da trigonometria”. “Ele observou que num
dado circulo a razdo do arco para a corda diminui de 180° para 0°. Resolveu
entdo associar a cada corda de um arco o angulo central correspondente”... O
Almagesto de Ptolomeu foi uma obra onde além de apresentar tabelas trigo-

nométricas expunha métodos utilizados para construi-las, como expde Boyer:
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“...De importancia central para o calculo das cordas de Ptolomeu era Uma
proposigdo geométrica ainda hoje conhecida como “teorema de Ptolomeu”:
se ABCD é um quadrilétero ( convexo ) inscrito num circulo ( 1 ), entdo
AB.CD + BC.DA = AC.BD; isto é, a soma dos Produtos de lados opostos
de um quadrilatero inscritivel é igual ao Produto das diagonais|...] outro,
e mais itil, caso especial do teorema de geral de Ptolomeu é Aquele em que
um lado, digamos AD, é didmetro do circulo (Fig. 10.8). Entdo seAD = 2r,
temos 2r.BC = AB.CD = AC.BD. Se fizermos arco BD = 2a e arco
CD = 2b, entdo BC = 2rsen(a —b), AB = 2rsen(90 — a), BD = 2rsena,
CD = 2rsenb eAC = 2rsen(90 — b). O teorema de Ptolomeu, Portanto,
leva ao resultadosen(a—b) = senacosb —cosasenb. Raciocinio Semelhante
leva a formula sen(a + b) = senacosb + cosasenb, e ao par Analogo
cos(ab) = cosasenbsenasenbl...]| Outra formula que lhe foi muito util foi
a equivalente de nossa para metade do dngulo. Dada a corda de um arco
num circulo, Ptolomeu achava a corda da metade do arco como segue. Seja
D o ponto médio do arco BC num circulo com didmetro AC = 2r (Fig.

10.9), seja AB = AE, e tomemos DF bissectando (perpendiculamente) EC.
2r—AB

Entdo ndo é dificil mostrar eu FC =
sabemos queDC? = AC.FC, donde resulta que (DC)? = r(2r — AB). Se

pomos arcBC = 2a, entdo DC = 2rsen% e AB = 2rcosa, Donde resulta a

formula familiar % =V1-cosa/2.”

. Mas Da geometria elementar

Figura 1.1:
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Figura 1.2:

A o9 C

Figura 1.3:

Os hindus substituiram a tabela grega de cordas por uma equivalente da
funcdo seno que, aparentemente, foi a precursora da funcdo trigonométrica
moderna que chamamos seno de um angulo hoje. Enquanto Ptolomeu rela-
cionava as cordas de um circulo com os dngulos centrais correspondentes os
hindus fizeram uma correspondecia entre a metade da corda e a metade do
angulo central correspondente, chamada por eles de Jiva, o que possibilitou
visualizar um tridngulo na circunferéncia, como mostra a figura (1)

Eles definiam o Jiva como a razao entre o cateto oposto e a hipotenusa.

Os 4arabes tiveram quase toda sua trigonometria baseada na fungdo seno,
uma heranga dos hindus. Nos estudos de Al Battani ele introduziu, genial-
mente, o circulo de raio unitdrio e com isso demonstrou que a razao Jiva é
valida para qualquer triangulo retdngulo, independentemente do valor da me-
dida da hipotenusa.

Antes da trigonometria ser incorporada pela Andlise Matemadtica tivemos
ainda contribui¢6es importantes na Europa do século XIV. As no¢oes de quan-
tidades varidveis e de funcdo sdo expressas, uma nova tabua de senos foi cons-

truida, surgiu o primeiro trabalho impresso em trigonometria “ Tabula Di-
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Figura 1.4:

rectionum” de Regiomontanus, publicado em Nurember antes de 1485 e ndo
poderiamos deixar de mencionar Viéte(1540-1603) que adicionou um trata-
mento analitico a trigonometria. John Wallis (1616 — 1703) que expressou
férmulas usando equagdes em vez de proporcdes e também trabalhou com
séries infinitas. Issac Newton (1642-1727) foi outro que trabalhou com as
séries infinitas paralelamente ao estudo de célculo infinitesimal, tendo expan-
dido arcsen x em série e, por reversdo, deduzido a série para senx. Newton
comunicou a Leibniz a forma geral para sen(nx) e cos(nx).

Porém foi com Euler(1707 — 1783) que a trigonometria toma a forma que
conhecemos hoje. Ele adotou a medida do raio de um circulo como unidade
e define fungdes aplicadas a um numero e ndo mais a um 4dngulo como era
feito.Também mostrou que

(e¥—e~i%) (e* + &%)

sen X =-———-ecosXx =
21 2

onde i é a unidade imagindria. No decorrer deste trabalho veremos mais deta-

lhadamente estas descobertas de Euler.
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Capitulo 2

Fundamentacao Tedrica

Como este trabalho propde uma discursao a cerca da possibilidade de uma
nova abordagem para a fun¢ao seno optamos por ampara-lo nos PARAMETROS
CURRICULARES NACIONAIS (PCNs) visto que eles foram elaborados apés
um amplo debate e reflexdo de muitas pessoas como deixa claro o ministro
da Educagao a época, Paulo Renato Souza na mensagem ao professor que faz
abrindo o texto dos PCNss.

“Para fazer chegar os PARAMETROS a sua casa
um longo caminho foi percorrido. Muitos partici-
param dessa jornada...

...Esta soma de esforcos permitiu que eles fos-
sem produzidos no contexto das discursdes pe-
dagogicas mais atuais. Foram elaborados de modo
a servir de referencial para o seu trabalho, respei-

tando a sua concepgio pedagogica e a pluralidade
cultural brasileira.(BRASIL, 1997, p.9)

Nao obstante sabermos, como aponta Arroyo (1999, p. 138), que ha di-
vergéncias de concepgdes entre os responsaveis pela eleboracdo das politicas
educacionais, os pesquisadores e os professores que estao na escola, o que faz
com que os PCNs nado sejam um consenso na comunidade escolar, mas pelos
motivos ja citados e também por ser os PCNs um documento oficial que trata
de tema escolhemos usa-lo como fundamentador do trabalho.

A versao preliminar dos PCN'’s foi apresentada pelo MEC a diferentes institui¢des
e especialistas no final de 1995. Apds receber cerca de 700 pareceres, que Vvi-
eram a embasar a revisdo do texto, delegacias do MEC promoveram reunides

com suas equipes técnicas, o Conselho Federal de Educagdo organizou deba-
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tes regionais que tiveram a participagdo de algumas universidades. Toda essa
mobilizagdo subsidiou a produgdo dos PCN’s para 12 a 4* série em sua versao
final que foi aprovada pelo Conselho Federal de Educagao em 1997 e lancado
em Brasilia em 15 de outubro do mesmo ano. Enquanto professores de todo o
pais passaram a receber os PCN’s para 1? a 4° série o MEC iniciou a elaboragao
dos PCN’s para 5% a 8% que foi lancado no ano seguinte. Os PCN’s para o ensino
médio viriam a ser langados um pouco depois, em 2000.

Desta forma os PCN’s ficaram divididos assim

1. Ensino Fundamental — 1.# a 4.2 serie Os PCN de 1. a 4.7 série estdo divi-
didos em:
* Volume 1 — Introducdo aos PCN
* Volume 2 — Lingua Portuguesa
* Volume 3 — Matematica
* Volume 4 — Ciéncias Naturais
* Volume 5.1 — Histéria e Geografia
* Volume 5.2 — Histdria e Geografia
* Volume 6 — Arte
* Volume7 — Educacdo Fisica
* Volume 8.1 — Temas Transversais — Apresentacdo
* Volume 8.2 — Temas Transversais — Etica
* Volume 9.1 — Meio Ambiente
* Volume 9.2 — Saude
* Volume 10.1 — Pluralidade Cultural

* Volume 10.2 — Orientacao Sexual

2. Educag¢dao Ambiental

Em 27 de abril de 1999, foi sancionada a lei n.° 9.795, que instituiu a
Politica Nacional de Educacdo Ambiental para garantir que a Educagao
Ambiental seja uma pratica nacional em todas as escolas. Foi criado
também o PCN em Acdo — Educagdo Ambiental, guia de orientagdes me-

todoldgicas desenvolvido para formacdo de educadores, além de projetos
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e programas que visam construir um processo permanente de educagao

ambiental nas escolas e comunidades de todo Brasil.
3. Ensino Fundamental — 5.2 & 8.2 série

* Volume 1 — Introducdo aos PCN

* Volume 2 — Lingua Portuguesa

* Volume 3 — Matematica

* Volume 4 — Ciéncias Naturais

* Volume 5 — Geografia

* Volume 6 — Histdria

* Volume 7 — Arte

* Volume 8 — Educacdo Fisica

* Volume 9 — Lingua Estrangeira

* Volume 10.1 — Temas Transversais — Apresentagao

* Volume 10.2 — Temas Transversais — Etica

* Volume 10.3 — Temas Transversais — Pluralidade Cultural

* Volume 10.4 — Temas Transversais — Meio Ambiente

* Volume 10.5 — Temas Transversais — Saude

* Volume 10.6 — Temas Transversais — Orientacao Sexual

* Volume 10.7 — Temas Transversais — Trabalho e Consumo

* Volume 10.8 — Temas Transversais — Bibliografia

Os PCN para o Ensino Médio estdo organizados em trés grandes areas: Lin-
guagens, Codigos e suas Tecnologias (reunindo questdes referentes ao ensino
de Lingua Portuguesa, Literatura, Linguas Estrangeiras, Arte, Educacdo Fisica
e Informatica); Ciéncias da Natureza, Matematica e suas Tecnologias (Biologia,
Fisica, Matematica e Quimica); Ciéncias Humanas e suas Tecnologias (Filoso-
fia, Geografia, Historia e Sociologia).
E bom que se frise que a formulagdo de um curriculo nao é sé definir temas

e conteudos de aprendizagem. Para termos um curriculo eficiente temos que

considerar diferentes aspectos e concepgdes acerca de como e o que se deveria

ou nao ensinar aos alunos.Um curriculo quando elaborado deve ter por base o
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papel do aluno e professor no processo de ensino aprendizagem favorecendo o
trabalho do professor e viabilizando a obteng¢do das competéncias e habilida-
des esperadas do aluno.

E nesse contexto que os pardmetros curriculares nacionais abrangem praticas
de organizagdo de contetdos, formas de abordagem dos materiais com os alu-
nos, a aplicagdo pratica das ligées ensinadas e a melhor conduta a ser adotada
pelos educadores em situagoes diversas.

Objetivando orientar a construgao de novos referenciais curriculares, par-
tindo de uma base nacional comum de contetdos, o PCN de Matemadtica apre-
senta novas concepgoes e tendéncias referentes ao processo de ensino apren-
dizagem. Nele sdo apresentadas novas perspectivas em relacdo ao papel do
aluno e do professor, assim como o tratamento dos conteudos matematicos.
Mudar um curriculo ndo implica retirar ou acrescentar contetidos somente,
mas também trabalhar um componente que ja faz parte deste curriculo de
forma diferente, em outro contexto, que favoreca o aprendizado e a autonomia
do aluno.

Os PCN’s apontam o papel da Matematica como fundamental

... na formacgao de capacidades intelectuais, na estruturagio do pensamento,
na agilizagdo do raciocinio dedutivo do aluno, na sua aplicagdo aos proble-
mas, situagdes da vida cotidiana e atividades do mundo do trabalho e no
apoio a construgdo de conhecimentos em outras dreas curriculares. (BRA-
SIL, 1997, p.29)

Porém, o documento destaca que o ensino da Matematica demonstra-se inefi-
caz ao tratar a aprendizagem como a capacidade de reproduzir procedimentos
e acumular informacgdes, em que o ensino dos contetidos matematicos é feito
através da exposicao de defini¢oes, exemplos e demonstragdes, seguidos de
exercicios de aplicagao.

Para mudar essa realidade o professor deve ter uma nova postura diante
dos diferentes papéis que deve assumir para ensinar matematica. Deve plane-
jar e promover as situagdes de aprendizagem, fornecer diversos recursos para
que os alunos avancem em suas descobertas, deve também suscitar debates e
estimular a elaboracdo de sinteses e a cooperagdo entre os alunos.

Nesse contexto é que apresentamos neste trabalho defini¢es alternativas

para a funcdo seno com o intuito de abrir o debate sobre as vantagens da
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incorporacdo destas defini¢ées no curriculo das escolas de educagdo basica

desse pais.
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Capitulo 3

A funcao seno

3.1 Funcao seno no ensino fundamental
O primeiro contato do estudante brasileiro com o seno acontece no 9° ano
da educagdo basica. Os principais livros de matematica deste ano o definem

usando o tridngulo retdngulo baseado na semelhanga de tridngulos como mos-

tramos a idéia a seguir

Figura 3.1:

Dado o triangulo ABC retdngulo em B da figura ( 3.1 ) e considerando os

seguimentos de retas B; Ay, ByA;, B3A;, ..., B,A, todos paralelos ao segmento
— —>
AB (com By, B,, ... B, pertencentes a semirreta CB e Aj, A,, ..., A, perten-

—>
centes a semirreta CA ) temos varios tridngulos semelhantes, pelo caso AA, ja
que o dngulo C é comum a todos eles e todos sdo retdngulos no ponto B, By,

B,, ..., B, respectivamente.
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Por consequéncia destas semelhancgas temos

AB ABy A;B,  A,B,
AC A, C  A,C ' ALC
Observem que AB, A1By, AyB,, ...... sdo catetos dos tridngulos, opostos ao

angulo Ce, AC, A,C, A,C, ...sd0 as hipotenusas destes tridngulos.

Intuitivamente temos que para todo tridngulo retdngulo com dngulo C as

razoes

c.0.C
H

, onde c.0.C é o cateto oposto ao angulo c e h é a hipotenusa

sdo todas iguais e a chamamos de seno do dngulo C ou simplesmente senC.

De maneira semelhante podemos definir o cosseno do dngulo ¢ como sendo

a razao
c.a.C

H

e a tangente do dngulo C como sendo a razao

, onde c.a.C é o cateto adjacente ao angulo C

c.0.C
c.a.C

Com essas razdes podemos resolver muitos problemas que envolvam tridngulos
retangulos com um dngulo agudo e um dos seus lados conhecido como ilustra-
remos com o problema retirado do livro Matematica e Realidade de Gelson

Iezzi.

Jorginho estava empinando pipa. Quando ele soltou os 50 m de linha, o
vento estava tdo forte que a linha ficou inclinada 60° em rela¢do ao chao. Nesse
momento, qual era a altura da pipa?

Além de resolver problemas como este, usando a razdo seno também é

possivel encontrar os valores do seno para os dngulos de 30°, 45° e 60°.

Se considerarmos a figura (3.2) e tracarmos a altura do tridngulo equilédtero

. - A A L
obtemos dois outros tridngulos, estes retdngulos e congruentes, de lados L, 5 ex
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O q
-

Figura 3.2:
Usando o teorema de Pitdgoras encontramos x em fungao de L

L
L2=x*+(Z
X (2

L
)2:>X:E\/§

E aplicando a defini¢do do seno no tridngulo da figura , temos

sen30 =

I[N

sen60 = —/— = —

Agora vamos encontrar o sen 45° usando o quadrado da figura 3.3
Tomemos o tridngulo formado por sua diagonal e dois dos seus lados e, em

seguida, aplicando novamente o teorema de Pitdgoras temos
A>=1*+1>=d=LV2
E usando a defini¢do do seno temos

2
sen45° = £

Para encontrar o seno de outros dngulos, por exemplo, do angulo de 37°, te-

oricamente, precisarfamos construir um tridngulo retangulo com um 4ngulo
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Figura 3.3:

agudo de 37°( para isso usariamos um transferidor e regua) depois com a re-
gua mediriamos o cateto oposto ao dngulo de 37° e a hipotenusa do triangulo
efetuando, em seguida, a divisdo das medidas. Encontrando assim o sen37°.

Evidentemente a precisdo deste calculo deixaria a desejar pois nele estdo
incluidos uma série de aproximagoes ( medida do dngulo, medida do cateto e
da hipotenusa). Na verdade, o valor calculado poderia se aproximar mais do
seno de outro dngulo que do seno do dngulo de 37°. Porém, na pratica, quando
queremos o seno de qualquer dngulo “ndo notdvel”recorremos a uma tabela
onde constam todos os valores para o seno, cosseno e tangente dos dngulos
agudos naturais.

Usando as razdes seno e cosseno de um dngulo agudo de um tridngulo po-

demos demonstrar algumas propriedades como mostraremos a seguir.

Afirmagdo 3.1.1 Se x +y = 90° com x e y pertecentes ao conjunto dos dngulos

agudos, entdo: senx = cosy.

Demonstragdo: Dado um tridngulo retdngulo de dngulos x, y e 90 e lados
opostos a estes angulos X, Y e H, respectivamentes. Temos nossa hipotese
garantida pois

x+y+90=180=x+7y =90.

Por defini¢cao temos que:

Sénx = — eCcosSpYP = — = Senx = Ccosv.
0%V q y

Temos também a seguinte propriedade:
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Afirmacdo 3.1.2 sen’x + cos’x = 1, com x sendo um dngulo agudo.

Demonstra¢do: Considerando um tridngulo retdngulo cujos dngulos agudos
sdo x e y, respectivos lados opostos sendo X e Y e hipotenusa H temos pela
definicdo do seno e cosseno:
24+ cos? X2+ Y2 x*+Y? |
sen“x+ cos°xX=— +— =——— =
H H H?
pois, pelo teorema de Pitdgoras

X2+Y?=H>2

Observe que tanto o cosseno quanto o seno sao positivos, pois sdo defini-
dos como a razdo entre duas medidas e, portanto nao teremos problemas com

duplicidade de valores quando usarmos a férmula acima.

A lei dos senos

A trigonometria no tridngulo é retomada no 2° ano do ensino médio, ampli-
ando o seno para tridngulos quaisquer e ndo sé para os retdngulos, como visto
no ensino fundamental. Ainda sem estuda-lo como fun¢do podemos agora,
usando a lei dos senos, calcular o seno de dangulos obtusos.

Muitos dos livros de matemdtica voltados para o segundo ano como, por
exemplo, o de Dante, antes de falar sobre a lei do senos apresenta a proprie-
dade que diz que o seno de um 4ngulo é igual ao seno do seu suplemento e o

cosseno igual ao oposto do seu suplemento, ou seja:
sen x = sen(180° — x) ecosx = —cos(180° —x).
Com estas propriedades é possivel, por exemplo, determinar o sen 150°, pois
o o o (¢] 1
sen150° = sen(180° —150°) = sen30° = 5

Antes de definir a lei dos senos, como ja é uma tendéncia, uma boa parte
dos autores costumam colocar uma situagao problema como iremos exeplificar

com o problema retirado do livro de Dante.
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Uma empresa de fornecimento de energia, ao instalar a rede elétrica numa
fazenda, precisou colocar dois postes em lados opostos de um lago para permi-
tir a passagem da fiagdo. Com isso surgiu um pequeno problema: para fazer o
projeto da rede, seria necessario saber a distancia entre os postes, e a presenga
do lago impedia a medigdo direta dessa distancia.

Um dos engenheiros posicionou-se em um local onde era possivel visuali-
zar os dois postes e medir a distdncia entre eles. Com um aparelho apropriado,
ele mediu o dngulo entre a linha de visdo dele e os postes, obtendo 120°. Um
auxiliar mediu a distancia do poste mais afastado do engenheiro e obteve 100
m; um outro auxiliar mediu o dngulo entre a linha do poste mais préximo do
engenheiro e a linha entre os postes, obtendo 45°. Com essas informagdes, o

engenheiro sorriu. Ele ja conseguiria calcular a distancia entre os postes...

Figura 3.4:

Veja a figura( 3.1 ) que representa a situagdo descrita. Os pontos A e B estdo
representando os postes e o ponto O o engenheiro.
O engenheiro provavelmente sorriu por que conhecia a lei dos senos que diz o

seguinte:

Afirmacgao 3.1.3 Em qualquer triangulo ABC, as medidas dos lados sdo proporci-

onais aos senos dos dngulos opostos, ou seja:

a b c

senA senB senC
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para o qual a, b e c sdo as medidas dos lados do tridngulo e A, B e C sdo os
respectivos dngulos opostos.

Demonstracdo: Para demonstrar a lei dos senos consideraremos trés casos.
Caso 1: Triangulo acutangulo.

Consideremos o tridngulo acutangulo ABC da figura 3.1 e duas de suas altu-

>

________.>

\

>
N

— -\ _
\

=
)

Figura 3.5: Tridngulo acutdngulo

ras: AH, e BH,.
* No tridngulo ACHj,retdngulo em H;, temos:

il

5 = h; = b.senC

senC =

* No tridngulo ABH;,retaingulo em H;, temos:

h
senB = ?1 = hy =c.senB

Dai vem que
c

bsenC = csenB = (3.1)

senB  senC

* No tridngulo BCH,, retdngulo em H,, temos:

h
senC = -2 = hy, =a.senC
a

* No tridngulo ABH,, retdngulo em H,, temos:
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h
senA = —2 = hy, = c.senA
c

Dai vem que

a c
a.senC = c.senA =

senA senC

De 3.1 e 3.2 concluimos que

a b o c
senA senB senC

Caso 2: Triangulo obtusangulo

(3.2)

Consideremos o tridngulo ABC da 3.1 e duas de suas alturas: AH; e BH,.

hl

—_——_- — - - - - — — -

Figura 3.6: Tridngulo obtusangulo

* No tridngulo ABH,, retdngulo em H,, temos:

h
send = —= = hy =c.senA
c

* No tridngulo BCH,, retangulo em H,, temos:

h
senC = ;2 = hy, = a.senC

Comparando, temos

a
c.senA =a.senC =

aenC ~ senA
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* No tridngulo ABH,, retdngulo em H;, temos:

h
sen(180° —B) = — = h, = c.sen(180° — B)
c

Como sen(180°—B) = senB, pois 180°—B e B sao angulos complementares,

vem que

hi = c.senB

* No tridngulo ACH, retdngulo em H;, temos:

senC = % = h; = b.senC

Comparando, temos:

b

. B = b C - =
c.sen sen senC senB

De 3.3 e 3.4, concluimos que:

a b c

senA senB  senC

Caso 3: Triangulo retdngulo

Consideremos o tridngulo ABC da 3.1.

Figura 3.7: Tridngulo retdngulo

* No tridngulo ABC, retdngulo em A, temos:

b b
senB=—-—=a=
a senB
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c
senC=—-—=a=
a senC

Comparando, temos:
b c

senB  senC

a =

(3.5)

Como o dngulo A = 90° e sen90° = 1 temos que senA = 1 e podemos reescrever

3.5 da seguinte forma:
a b c

senA senB senC

Caso tenhamos um tridngulo inscrito em uma circunferéncia temos que as

razdes da lei dos senos é igual a 2r onde r é o raio desta circunferéncia, ou seja:

Figura 3.8: Tridngulo inscrito numa circunferéncia

Dado o tridngulo ABC da 3.8 inscrito na circunferéncia de raio r, temos
que:
a b c

= = :21’
senA senB senC

A prova desta afirmagao estd no apéndice.
O seno também é aplicado na educagao bésica para se determinar a drea de um

tridngulo qualquer através do seguinte teorema:

Teorema 3.1.4 A area de um tridngulo qualquer é igual a metade do produto entre

o produto de dois de seus lados pelo seno do dngulo entre eles.
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Demonstracdo: Provaremos aqui para o tridngulo acutdngulo. A prova para

os demais tridngulo é feita de maneira semelhante e estd no apéndice.

Consideremos o mesmo tridngulo ABC da figura 3.1. Dela obtivemos que:
h; = b.senC e h; = c.senB.

Como a drea S do tridngulo ABC é dada por:

1
S = E.(/l.]’ll

vem que:

1 1
S= E.a.b.senC e S= Ea.c.senB

A drea do tridngulo ABC tambem ¢ dado por
1
S=—.b.h
2 2
e como também encontramos que
h, =a.senC e h, =c.senA

temos que:

1 1
S = E.b.a.senC e S= E.b.c. senA.

3.2 Definicao da funcao seno vista no ensino médio

Embora no 9° ano (antiga 82 série), quando o aluno estuda o seno de um
angulo, ele ja tenha estudado fungoes, nao se faz a conexdo entre esses dois
contetidos. Essa ligagdo s¢ é feita pela primeira vez no 1° ano do ensino médio
quando ja se define o seno de uma forma mais ampla, usando o ciclo trigo-
nométrico o que permite falar em seno de dngulos negativos, maiores que 90°
entre outras coisas. Antes de definir a func¢do seno no ensino médio a maior
parte (se ndo todos) dos livros didéticos fala sobre arcos, angulos e o ciclo trigo-

nométrico conceitos importantes para se entender a defini¢ao como é colocada
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3.2.1 Conceitos Iniciais
Arcos e dngulos

Definigao 3.2.1 (Arco geométrico) Arco geométrico é cada uma das duas partes da

circunferéncia delimitada por dois de seus pontos, inclusive.

° arco AB

Figura 3.9: Arco AB

Arco e angulo central

Todo arco de circunferéncia tem um dngulo central que o subtende e este tem

o vértice no centro desta circunferéncia

Medida de um arco

* Grau é o arco unitdrio que equivale a 1/360 da circunferéncia que o

contém.

* Radiano é o arco cujo comprimento ¢é igual ao comprimento do raio da

circunferéncia que o contém.

Figura 3.10: Angulo Central
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Circunferéncia trigonométrica

Os eixos Ox e Oy do plano cartesiano dividem a circunferéncia, de centro na
origem e raio unitério, em quatro arcos de mesma medida (E) Esses eixos
também dividem o plano em quatro regiées, denominadas quadrantes, e nu-

meradas no sentido anti-hordrio como mostra a figura 3.2.1

/2 rad|

2° quadrante 1° quadrante

rad
c . Orad

3° quadrante 4° quadrante

31/2 rad

Figura 3.11: Circunferdncia trigonométrica

3.2.2 Fung¢ao de Euler

Defini¢ao 3.2.2 A fungio E : R — W que associa a cada nitmero real um ponto
P localizado na circunferéncia W, de centro na origem e raio unitdrio, conforme

ilustrado na figura 3.12 é chamada fungdo de Euler.

E claro que essa associagdo é possivel, pois na pratica ela consiste em “en-
rolar” a reta R sobre a circunferéncia W de modo que o zero da reta coincida
com o ponto A(1,0), e que o sentido positivo da “reta enrolada” seja o sentido

positivo do ciclo, ou seja, o anti- horario.

3.2.3 A funcao seno

Seja P a extremidade de um arco no ciclo trigonométrico correspondente ao
namero real x, conforme definido na fungao de Euler. Considerando a projegao
ortogonal de P no eixo vertical, a ordenada yp do ponto P é o seno do arco de

medida x.
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Figura 3.12: Fungdo de Euler

Defini¢ao 3.2.3 A fungdo seno é a fungdof : R — IR que associa cada niimero real

x ao nitmero real yp = senx, ou seja, f(x) = senx.

sen T

Figura 3.13: Fungdo Seno

Devemos destacar que poucos sdo os livros do ensino médio que definem a
funcdo de Euler e, portanto poucos definem a func¢do seno usando-a, o que
acaba deixando uma lacuna, pois, nao fica claro a associacao entre o dngulo
e o numero real( o que define o dominio real da fungao seno). Também nao

é claro o motivo pelo qual trabalhamos com o dngulo em radianos e ndao em
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grau.Nos livros do ensino médio parece apenas uma troca de unidades de me-
dida de dngulo mas ha muito mais que isso pro tras desta mudanca.E de suma
importdncia que o professor saiba os reais motivos desta troca por esse motivo

a seguir falaremos sobre o assunto.

3.3 O porqué de se medir em radianos

Por que quando saimos da geometria do tridngulo retdngulo e passamos
para a trigonometria no circulo trigonométrico deixamos de usar o grau para
usar o radiano para medir dngulos e arcos? Sendo mais especifico, porque
quando definimos o seno como razdo usamos o grau para medir e quando de-
finimos a fungdo seno no ciclo trigonométrico usamos o radiano como unidade
de medida?

No ensino médio essa “troca” é feita sem justificativas dando a entender que
nao ha motivo algum que a justifique tratando-se apenas de mero capricho.
Os livros didaticos ndo tratam do assunto. Consequentemente os professores,
que o tem como referéncia, também nao. E pior: muitos deles desconhecem o
motivo da troca e consequentemente suas consequéncias.

O que vamos falar aqui se estende para as demais funcdes trigonométricas,
mas nos limitaremos a func¢do seno, nosso objeto de estudo.

Vamos comecar falando de duas fungoes distintas, mas que em nossas aulas
chamamos ambas de seno.

Com o auxilio de uma calculadora cientifica construimos a Tabela 3.1, con-
tendo valores da funcdo seno (aqui também estamos chamando as duas de
seno, embora como veremos elas sao diferentes) em graus e em radianos res-

pectivamente.

X f(x) X | g(x)
0,10,00174|0,1 0,099
0,2 10,00349 | 0,2 0,198
0,310,00524 | 0,3 | 0,295
0,5|0,00873 0,5 0,479
1,0]0,01745 | 1,0 | 0,841

Tabela 3.1:
Quando definimos a fungao seno no ensino médio fazemos isso compondo
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a funcdo que, ao numero x real associa um ponto P da circunferéncia com a
funcao que a esse ponto P associa sua respectiva ordenada. Porém quando
associamos um numero real x a um ponto P da circunferéncia medimos o arco

AP de duas maneiras: em graus e em radianos.

vy

Figura 3.14: Arco AP

O problema de se medir o arco AP ( figura 3.14 )em graus estd no fato de
que assim a derivada da fungdo seno ¢ igual a 1g; - cos causando assim um
desconforto na hora de fazer calculos, uma vez que equagoes diferenciais sdo
por demais usadas na modelagem de fendémenos nas mais diversas dreas. Ja
quando medimos em radianos a derivada da fung¢do seno é igual ao cosseno,
facilitando os cédlculos. Vejamos como isso ocorre. Seja f(x) = senx Dai vem

que
sen(x + h)— senx

oy i SR = f(X)
fe= i T 2

X+ X+
Usando a férmula senx—seny = 2.sen > Y cos > Y para transformar a subtragao

acima em produto , temos

+h-—
2'Senx—2x x+h+x

(x) = li .

= fim o

que arrumando e usando a propriedade do limite do produto fica

h

sen—
2x+h
"(x) = lim .lim cos
f( ) h—0 h—0
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2m-x

Figura 3.15: Ciclo trigonométrico

Mas,
. senx i . .
lim —— =1 se x é medido em radiano e
x—0 X
. senx i i .
lim = —— se x ¢ medido em grau
x—0 X 180

; . P . TC
Dai resulta que a derivada do senx é o cosx se x esta em radiano e Tgg COS¥se
x estd em grau. Por isso usamos o radiano e ndo o grau na defini¢do da fungao

SENO.

O grafico da funcdo seno

Vamos considerar no ciclo trigonométrico os arcos cujas medidas sejam x,

TT—X, T+ Xx e 27T — X, como mostra a figura 3.3

Tais medidas ocorrem devido a simetria existente das extremidades das
extremidades (B, B,, BseBy) em relacdo aos eixos e em relagdo a origem, o que
implica em:

sen(m — x) = senx,
sen(7t + x) = —senx, e
sen(27 — x) = —senx

T e
Portanto para todo x > 5 sempre existird um x;, pertecente ao 1° quadrante
tal que:

| senx |= senx;
Observe que dado um arco 6, o arco (6 + 27) tem a mesma extremidade e,
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Figura 3.16: Periodicidade da fung¢ao seno

portanto,

send = sen(0 = 2n)

Se partindo da extremidade do arco 6 for dada uma volta completa no cilco
trigonométrico novamente estaremos com um arco que tem a mesma extremi-

dade do 6 como mostra a figura 3.3. De maneira geral, temos:
sen6 = sen(0 + 2k7)

onde k é um numero inteiro.

E possivel observar através da defini¢do da funcdo seno no ciclo trigo-

nométrico que a fungdo f(x) = senx é:

3
¢ Crescente nos intervalos (0, %) e (771,271);

) T 37
¢ Decrescente no intervalo (E’ 7) .

Com todas essas caracteristicas, e sabendo que
-1 <senx<1,

podemos tragar o grafico da fungdo seno. Para isso construiremos uma tabela

contendo arcos notéveis.
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e T 7w | 21 | 5™ 77t 41t 37 51t 117
x |0l —=-| = || —|— || —| — | —| — | — | 21
6 3 2 3 6 6 3 2 3 6
Sinolﬁlﬁlo_l_ﬁ_l_j_lo
2 2 2 2 2 2 2 2

Marcando esse valores no plano obtemos o grafico da fun¢ao. Observe que

pudemos estender o grafico pois a fungdo seno é periddica de periodo 27

ami2 E 2 0 2 a2 rr sm12 3 ) fim

Figura 3.17: Grafico da fungdo seno

Observe que pudemos estender o grafico pois a fungdo seno é périodica de

periodo 27
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Capitulo 4
Definicao por série

Neste capitulo definimos a fungao seno como uma série de Maclaurin. An-
tes disso, porém, abordaremos conceitos necessarios para a compreensao desta

definicao.

Sequéncias

Podemos pensar em sequéncia como uma lista ordenada de elementos. Idéia
essa que estd presente em muitas situagdes da vida cotidiana como listamos al-
gumas abaixo.

A sequéncia dos meses do ano
(janeiro, fevereiro, marqo,...,dezembro)
A sequéncia dos numeros naturais
(0,1,2,3,4,5,6,7,8,9,10,11,12,13,...)
A sequéncia dos quatro primeiros multiplos de 5
(0,5,10,15)

A sequéncia constante
(2,2,2,2)

Observe que em todas essas sequéncias {a,} temos uma certa ordem nos
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seus elementos. Assim, por exemplo, o terceiro elemento (a3) da primeira
sequéncia é mar¢o, o da segunda sequéncia é 2 e o da terceira é 10.

Note que nestes exemplos podemos ver que as sequéncias podem ser numéricas
ou ndo e com uma quantidade finita ou nao de elementos(termos). Desta forma
podemos observar que para cada inteiro positivo n, existe um numero corres-
pondente a4, e, portanto podemos definir uma sequéncia numérica infinita da

seguinte forma:

Definicao 4.0.1 Uma sequéncia numeérica infinita é uma fungdo cujo dominio é o

conjunto dos inteiros positivos e o contradominio é formado pelos termos ay,ay,...,a,,...

o0

tal que f(n) = a, e indicada por {a,} ou {a,};”, .

Séries

As vezes precisamos somar os termos de uma sequéncia e nesse caso temos

o que chamamos de série.

Defini¢ao 4.0.2 Dada uma sequéncia numeérica infinita {a,}, |, denominamos a

soma dos seus termos, ou seja, a; +a, +...+a, +... de série infinita.

Mas quando somamos os termos de uma sequéncia infinita, o senso comum
leva a crer que, as somas parciais S, = )\ | 4; se tornam cada vez maiores a

medida que aumentamos o nimero n de termos. Porém se isso fosse verdade a

4
fracao geratriz da dizima periddica 0,444... nao seria g Uma vez que 0,444...

corresponde a série infinita

[o0]

0,4+0,44+0,444+... = Z:

n=1

4
107

Entretanto as somas parciais desta série formam uma nova sequéncia cujo

.o 4 .
limite é 3 De maneira geral temos

Defini¢ao 4.0.3 Asérie ) ;2 a, é convergente se lim S, = s existir como um niimero
n—-o0

real,onde S,, =Y ", a; . Caso contrario, a série ¢ dita divergente. S éa soma da série.

Em geral é dificil encontrar uma férmula simples para a n-ésima soma par-
cial S,, que permita encontrar uma soma exata para a série. Mas existem varios

testes que permitem determinar, sem encontrar sua soma explicitamente, se
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uma dada série é ou ndo convergente. Ndo trataremos dela aqui pois nos fo-
caremos apenas na série de interesse para o nosso objeto de estudo e em tudo

que é importante para o seu entendimento.

Série de Poténcias

Definicao 4.0.4 Uma série de poténcias é uma série da forma

Y cxr (4.1)
n=0

Onde C;s sio constantes chamadas coeficiente da série e x é uma variavel. Se x for

substituido por x—xy em 4.1, entdo a série resultante tem a forma

o
ZC”(X —x0)" = co +c1(x=x0) + co(x —x0)> + ... + ¢y (x —x0)" +... (4.2)
n=0
Que é chamada de série de poténcias em x—xq ou série de potencias centrada em x,

ou série de poténcias em torno de x.

Observe que para cada x fixado as séries (4.1) e (4.2) é uma série de cons-
tantes que pode convergir para alguns valores de x e divergir para outros. Veja

que a série de poténcias é uma fungdo
_ 2 n
f(x)=co+crx+cox +...+c,x" +...

Diferente de um polinémio por ter infinitos termos.

Polinémio de Taylor

A idéia do polinémio de Taylor surgiu com o objetivo de aproximar funcdes.
Para obté-lo pense no seguinte problema.

Dada uma funcdo f diferenciavel n vezes em um ponto x;, ache um po-
linébmio p de grau n com a propriedade de que o valor de p e suas n primeiras
derivadas coincidam com aqueles de f em x(. Para facilitar os calculos iremos

expressar o polindmio p em poténcias de x—x,, ao invés de poténcias de x, isto
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P(x) = co + ¢ (x=x0) + C(x=x0)% +... + ¢, (x=x)" (4.3)

Entdo, queremos encontrar um polindmio dessa forma tal que

f(x0) = P(xp), f(x0) = P'(x0), f”(x0) = P”(x0),..., f "(x0) = P")(xq) (4.4)

Mas

P(x) = ¢ + ¢1(x—X) + c2(x—x0)?

+ .o+ cp(x—x0)"

24 4 nc,(x-x)" !

P’(x) = c1 + 2c5(x—xq) + 3c3(x—x¢)
P”(x) = 2cy + 3.2¢c3(x—=x0) + ... + n.(n=1).c, (x—x¢)" 2
P (x) =3.2¢c5+... + n.(n-1).(n-2).c,(x—x¢)" 3
P™(x) = n.(n-1).(n=2).....1.c,

Portanto, para satisfazer ( 4.3 ) devemos ter

f(x0) =P(xg) = co

f(x0) = P’(xq) = 1

f7(x0) = P"(xq) = 2.c0 = 2lcy

" (x9) = P”"(x9) = 3.2c3 = 3!c3

f(”)(xo) = P (xo) = n.(n=1).(n=2).....1c, = nlc,

Logo os coeficientes de P(x) sao:

Co= f(XO)lcl = f/(xo),cz = - 7

O polindémio que obtemos pela substitui¢ao destes coeficientes em ( 4.4 ) é

chamado de n-ésimo polindémio de Taylor em torno de x,.

Definicao 4.0.5 Se f puder ser diferenciada n vezes em x, entio

(x=x0)* +... + ")

ol ol (x=x0)"

P,(x) = f(xo) + f'(x0)(x-x0) +

é definido como o n-ésimo polinémio de Taylor em torno de xy. No caso em que

xo = 0 0 polinémio fica

Pn(x):f(0)+f/(0)x+%(!O)x2+__,+f(:!(0)xn

E neste caso, chamaremos de polindmio de Maclaurin.

Usando a convengdo de que f%(xq) denota f(x,) e a notagao f*)(xy) para
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denotar a k-ésima derivada de f em torno de x; podemos definir as séries de

Taylor e de Maclaurin.
Definicao 4.0.6 Se f tiver derivadas de todas as ordens em x, entdo chamamos a

série

f"(x0)
2!

£®(x)
k!

(x=x0)*+...+ (x=x0)"+...

< £(k)
3 L0 () = o o))+
k=0 '

De série de Taylor para f em torno de xy. Em particular, quando x, = 0, a série fica

o0 ” k
;f(Zfo)xk:f(0)+f'(0)x+%xza.ﬁ%ka

E neste caso, chamaremos de série de Maclaurin para f em torno de zero.

Raio de Convergéncia

Quando substituimos a varidvel x em uma série de poténcias por um valor
numeérico, entdo a série passa a ser numérica. Precisamos entdo determinar

para quais valores de x a série converge.

Teorema 4.0.7 Para uma série de poténcias Z?}?:O) ce(x—x0) apenas uma das afirmacées

seguintes é verdadeira.

a) A série converge apenas para x = X.
b) A série converge para todos os valores de x.

c) Existe um ntimero postivo R tal que a série converge se | x — x| < R e diverge
se|x—xp|>R
O ntmero R no caso (c) é chamado raio de convergéncia da série. Com
ele fica definido o intervalo de convergéncia de uma série de poténcias que
consiste em todos os valores de x para os quais a série converge. Nos casos (a) e
(b), por convencao, os raios de convergéncia sao R = 0 e R = co respectivamente
0 que acarreta num intervalo de convergéncia que consiste apenas num tnico
ponto xy em (a) e (—oo,00) em (b). Ja no caso (c) temos quatro intervalos de

convergéncia possivéis:
(xo—R,x¢+R),(xg—R,xg+R],[xg — R, x¢ + R)e[xg — R, xy + R]
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Convergéncia da série de Taylor

Seja uma fungdo f que possui derivadas de todas as ordens. Para ilus-
trar, consideremos a fungdo g(x) = e* que possui esta caracteristica. Observe o
grafico da fungao g e os polinémios de Taylor (T,,(x)) de graus 1, 2,e 3 para esta

funcdo em torno de zero:

T

Figura 4.1:

Quando n aumenta, T,(x) parece aproximar a funcdo g. Isso sugere que e*
¢ igual a soma de sua série de Taylor, ou seja, quando n — co.

Mas o n-ésimo polindmio de Taylor é a n-ésima soma parcial da série de
Taylor. Desta forma podemos afirmar que a série de Taylor para a fung¢do g em
torno de zero converge no ponto x para g(x).

Generalizando, f(x) é a soma de sua série de Taylor se

f(x) = lim T,(x) (4.5)

n—o0

Se considerarmos a diferenca entre f(x) e seu n-ésimo polinémio de Taylor em

torno de x; e chamarmos de n-ésimo resto (R,,) para f em torno de x, denotada
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por

que podemos escrever como

ou ainda

lim f(x)= lim [T, (x) + R,(x)] = lim T,(x)+ lim R,(x)
n—oo n—00 n—00 X—00
Logo, se lim, , R,(x) = 0 entdo f(x) = lim,_,, T,(x) e portanto f(x) é a

soma de sua série de Taylor. Temos entdo o seguinte Teorema

Teorema 4.0.8 Se f(x) = T,(x)+ R, (x), onde T,, é o polinémio de Taylor de grau n
de f em xg, e lim,,_,, R, (x) = 0 para | x —xy | <R, entdo f éigual a soma de sua

série de Taylor no intervalo | x —xy | < R.

Geralmente para mostrar que lim, ., R(x) = 0 usamos a desigualdade de

Taylor

Teorema 4.0.9 Se | f"+*)(x)| < M para | x — xo | < d, entdo o resto R,(x) da série

de Taylor satisfaz a desigualdade

M
IRn(x)|<(n+—1)'|x—xo " para|x—xy| <d.

Para demonstar esse teorema usaremos as seguintes propriedades de R, (x).

Elas estao demonstradas no apéndice

Ry(x0) = Ry(xg) = ... = Ry (x9) =0 (4.6)
R(n”H)(x) = f"*D(x) para todo x em I (4.7)

Por hipétese, f pode ser diferenciada n+1 vezes em um intervalo I contendo
0 ponto xy e que
F I (4.8)
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para todo x em I. Queremos mostrar que

M _ n+1
IR 1< oy
para todo x em I, onde
"ok (x
R0 = f-) Tt
k=0 )

Consederaremos x > x, para simplificar. O cdlculo para o outro caso é feito de

maneira semelhante.

De (4.8), temos
| f D) 1< M
e usando (4.7), obtemos

o que implica

integrando de x a x temos

X X 1 X
J —Mdt<f R )(t)dt<J Mdt
X0 X0 X0

De (4.6) tem-se que R];=0, portanto

X
| R at = Ry - Rio) = Rie)
X0

Logo fazendo as integra¢des em (4.9), obtemos

—M (x = x) < Rjy(x) < M(x - xo)

Substituindo x por t em (4.10) e integrando de x, até x temos

-M n—1) n-1) M

2 2
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Mas , novamente de 4.6 temos que R(nn_l)(xo) =0, logo

-M 1 M
——(x=x0)” <Ry (x) < Flx=x0)

Continuando esse processo, ap6s 1 + 1 integra¢des iremos obter

-M M
) <R <

< (n+1)!(x—x0)”+1 (4.11)

Como, por hipétese, x > x(, temos

X—Xp|=mX—X
0 0

e portanto a desigualdade (4.11) pode ser escrita assim

-M n+l M 1
o _ <R < _ n+
SRR W< G
ou ainda M
n+1
|Rn(x)|<(n+—1)!|?€—xo|

4.1 Definicao dafunc¢aosenousando a série de Ma-

claurin

Como a fungao seno e suas derivadas existem para x = x; podemos repre-
sentd-la pela série de Maclaurin. Para isso basta calcular suas derivadas e o

valor destas para x = 0.

f(x)=senx = f(0)=0
f'(x) =cosx = f’(0)=1
f7(x)=-senx= f"(0)=0
f7(x) ==cosx = f"’(0) = -1
fOx) =" = fH(0)=0

50



Logo, a série de Taylor no ponto x = 0, ou seja a série de Maclaurin, de senx é

(o]
X3 x5 X7 X9
sen X =X — —

+ +— + —Z( 1)" X (4.12)
31 51 71 9l T y (2n+1)! '

Agora vamos mostrar que ela representa a fun¢do senx. Como | cosx |< 1,

| senx |[< 1 e f"*1(x) é cosx ou senx temos que | f"*1)(x) |[< 1 para todo x.
Tomemos entdo M = 1 na desigualdade de Taylor:

M | x |n+1
R < n+1 —
RIS o ¥ F G
Como
| x |n+1
noo (n+ 1)1

pelo Teorema do confronto (enunciado no apendice)

| R, (x)]— 0.
Donde segue que

R, (x) — 0 quando n — o
e portanto, pelo teorema (4.0.9 )

senx é igual a soma de sua série de Maclaurin.
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Capitulo 5

A funcao seno definida usando a

exponencial complexa

Exponencial complexa

Nosso objetivo nessa secdo e dar significado para a expressdo e* quando
z = x + iy or um numero complexo. Vamos aplicar a série de Maclaurin que
vimos no capitulo anterior para a fungao ¢* Note que:
fx)=e"= f(0)=1
flx)=e"= fr(0)=1
fh(x)=e" = f"(0)=1
f7(x)=e* = f7(0) =1
fO) =" = fH(0)=1

() = e = f(0) =1

Como

f(x)=f(0)+ f'(0)x + Sy X T T A T
Para f(x) = e*, temos:
o141 x2 1-x3 1-x% 1-x"
e TR TR !
x? x3 Xt x"
= 1+x+2—!+§+z "'+F



E chegamos a fungao e* expressa por uma série de poténcias. Euler conhe-
cia esse resultado e também o trabalho de De Moivre sobre nimeros comple-
X0s, entdo trocou o expoente x por ix, onde i é a unidade imagindria, e assim
obteve: o s L

er=1+ix+ (l;) + (Z;C!) + (ZZ!) ...+ (l;!)

logo
e* =1+x.i x x3i+x4+x5i i+x +
B Too20 310 41 51 6 718l T

Podemos escrever também

=1 x2+x4 x6+x8+ +1 x3+x5 x7+
N e TR TR TR THLAEE I TR TR TR
Como sabemos que:
x2 x* x6 x8 3k 57
cosx=1-—+——-——+—+... e s€DX=X——+ ——— +...
204! 6! 8! 3! 51 7!

chegamos em:

e'* = cosx+isenx

Sabemos que et = ¢4.¢" se g e h forem reais. Estendendo essa propriedade

para g e h complexos e usando o fato de que e”¥ = cosy + iseny temos que:
eV = ¢* 'V = e¥(cosy + iseny)

Podemos entdo definir a exponencial complexa
Defini¢ao 5.0.1 Dado o complexo z = x + iy, definimos a exponencial de z por

e = e*(cosy + iseny)

A funcao exponencial complexa

Nesta se¢do vamos, usando o que vimos na se¢ao anterior, definir a fungao
esponecial complexa e mostrar algumas de suas propriedades. Com a defini¢do
de exponencial complexa vito na se¢do anterior odemos definir a fun¢ao expo-

nencial complexa:
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Defini¢ao 5.0.2 A fungio exponecial é a fungio exp : C — C dada por
expz = é*

E uma consequéncia direta da definicdo:

|ez |: eRez — ¢~
para todo z = x + iy complexo, donde Rez é a parte real de z o que implica que

expz#0

para todo z complexo.

Veja algumas das propriedades da funcdo exponencial complexa:
exp(z +w) = expz.expw

para todo z e w complexos.

Vejamos

I) Sendoz=x+1iy e w=a+ib, temos que:

zZ+w) x+a)+i(b+y) X+a ei(b+y)

exp(z+w) = e = el =e =e*.e"[cos(b+y)+isen(b+y)] =
= e*.e".[cosb.cosy —senb.seny + isenb.cosy + iseny.cosb] =

= e*.e".(cosy +iseny).(cosb + isenb) =

= e".(cosy =iseny).e”.(cosb +isenb) = e*.e¥ =

= exp z.exp w.
IT) O periodo da fungdo exponencial complexa é 271, veja:

= expz.(cos2m +isen2m) = expz.l =

expz.

note que diferente do que acontece no caso real,é possivel ter e = e com z = w.
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Por exemplo, e? = ¢?™ =1

A funcao e a exponencial complexa

Agora que ja conhecemos a fun¢do complexa e portanto sabemos que
ix _ :
e'* = cosx +isenx.
Fazendo o expoente igual a —ix obtemos

e " = cosx —isenx.

E ainda
e’ —e* = cosx+isenx—(cosx—isenx)
= 2isinx
o que implica que
eix _ e—ix
senx = ——.
2i

Agora com essa nova definicao ampliamos o dominio da func¢do seno para o

conjunto dos numeros complexos.

Observe que de maneira semelhante podemos encontrar a cosseno. Veja:

e +e™ = cosx+isenx+ (cosx—isenx)
= 2cosx
ezx+e—1x
cosx=———
2

Essas defini¢des do seno e cosseno sao conhecidas como identidades de Eu-

ler. Se voltaros para e'* = cos x + i senx e substituirmos x por 7, teremos:

e'™ = cosTt+isenr

portanto



ou ainda

e +1=0

Esse fantastico resultado que relaciona os mais notdveis numeros da ma-
temdtica: e e 7 irracionais, o i, imagindrio, 1 e o zero é conhecido como relagdo
de Euler.

Chamamos atengado para o fato de que, além desta defini¢cao, com dominio
complexo preservar quase todas as propriedades da fungao seno, algumas de-
las sao demostradas de maneira mais simples, apenas com manipulagdo algébrica.

Para ilustrar, vamos demonstrar algumas. Para x,y ez € C, temos:

a) sen’z+cos’z=1.
Demonstragdo: De fato,
) ) elZ_e 1z ezz+e 1z
sen“z+cos“z = |——| +|—————| =
21 2
621'2 + Zeize—iz + e—2iz e2iz _ 2eize—iz + e—2iz
B 4 4

oI

b) sen (x+y)= sen xcosy + cosxsen y.

elX — o7 1X\ [ o1V 4 o~1Y s X 4 emiX\ [el¥ — o~1Y
2i 2 2 2i

elXelY 4 plXp™lY _ o=iXply _ p=iXp=iy  HiXplY _ piXp=iY | p=iXplY _ p—iX
; + :
41 4i
2ei(X+Y) _ 9 p—i(x+y)
4i
el (xX+y) _ p=i(x+y)
21
= sen(x+vy)

Demonstragdo: De fato,

sen x cosy +cosxsen y
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c) sen(—z) = senz

Demonstracao:

De fato,

sen(—x)
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Capitulo 6

A funcao seno definida através de

uma equacao diferencial

Seja a funcgdo f(x) = senx cujas derivadas primeira e segunda sao —cos x e —senx

respectivamente. Note que:

f”(x)+ f(x) =0 pois f”(x) = — senx.

Pela definicdo de equagdo vista no 7° ano do ensino fundamental nao resta
duvida que f”(x)+ f(x) = 0 é uma equagdo. Porém suas incognitas (sdo duas)
sdo uma funcgdo e sua derivada segunda, ambas as fun¢des de uma tnica variavel
independente (no caso, x). Claro que uma de suas solugdes é a fungdo s(x) =
senx por construg¢ao. Mas ela é inica? Como encontrd-la? Antes de responder
estas questoes é necessario falar sobre os tipos de equacgées diferenciais, pois a

resolucdo destas depende de sua classificacao.

Equacao diferencial

Definigdo 6.0.3 Equacdo diferencial é toda equagdo cujas incognitas sdo fungoes e

que contem ao menos uma derivada ou diferencial destas fungoes.

Exemplos:
i
dt?

v”(x)+29’(x) - 5y(x) + 6 = 0.

= —kx.
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Tipos de equacdes diferenciais

» Equacdes diferenciais ordinérias (EDO)

Defini¢ao 6.0.4 Equacoes diferenciais ordinarias sdo aquelas que contém ape-

nas fungdes de uma variavel e suas derivadas.

Exemplo:

y"(x)+p(x) = 0.

* Equacgdes diferenciais parciais

Defini¢ao 6.0.5 Equacdes diferenciais parciais sdo aquelas que contém fungdes com

mais de uma variavel e suas derivadas.

Exemplo:

2%u ou
W+Sa—y+3u =0.

Ordem de uma equacdo diferencial ordinaria

A ordem de uma equagao diferencial ordindria é determinada pela ordem
da derivada de mais alta ordem que existe na equacdo.
Exemplos:
v (x) +2y”(x) —y(x) = 3 EDO de 32 ordem.

v”(x) +v(x) = 0 EDO de 22 ordem.

Equacgoées lineares de ordem n

Defini¢ao 6.0.6 Uma equacdo linear de ordem n é da forma:
Fa9"™ + fua )"V 4t f(x)y” + A(x)Y + folx)y = k()

Onde k(x) e os coeficientes f;(x) sdo fungdes de x.
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Se k(x) = 0 a equagdo linear é dita homogénia, caso contrario (k(x) = 0) ela é
dita nao homogénia.

Agora ja temos condi¢oes de classificar a equagdo objeto do nosso estudo.
De acordo com as defini¢des vistas a equagao f”(x)+f(x) = 0 é ordindria, linear,
homogénia e de 2° ordem.

Essa classificagdo é importante, pois, como ja foi dito, cada EDO tem uma

maneira diferente de se resolver que depende de sua classificagdo.

Solu¢ao de uma EDO

Definicdo 6.0.7 A solugdo de uma equacio diferencial é uma fungiao que ndo con-
tem derivadas nem diferenciais e que satisfaz a equagdo dada, ou seja, a fungdo que,

substituida na equagdo dada, a transforma em uma identidade.

A solugao mais geral possivel que admite uma equacao diferencial ordinaria
¢ denominada solugdo geral, enquanto qualquer outra solugdo é chamada de
solucao particular.

Exemplo:

y =e* é uma solugido particular de " +y = 0.

Ja sabemos, por construgdo, que y = senx ¢ uma solugdo particular da
equacdo p” +y = 0. Mas veremos como encontra-la, ou seja, como resolver

a equagao y”+py=0.

Problema de valor inicial (PVTI)

Defini¢ao 6.0.8 Uma equagio diferencial satisfazendo algumas condigées adicio-

nais é denominado problema de valor inicial(PVI).

Exemplo:

p”"+9=0comyp(0)=0ey’(0)=1

Solu¢do de uma equacao diferencial linear homogénia

de segunda ordem
Nesta se¢ao veremos como encontrar a solugdo de uma equagao diferencial
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linear homogénia e de segunda ordem , ou seja, uma equagao do tipo:

d2

P(x )dx

>+ Q(x )—+R( )=0,comP(x) =0 (6.1)
Teorema 6.0.9 Se y; e v, forem ambas solugdes da equagdo (6.1), entdo a fungio

Y=y +cY,

onde ¢y e ¢, sdo constantes quaisquer, tambem serd uma solugdo da Equagdo (6.1).

Demonstracdo: Por hipdtese y; e y, sdo solugdes da equagdo (6.1,entao
P(x)y1 + Q(x)y; + R(x)y1 = 0

P(x)yy + Q(x)ys + R(x)y, =0

Usando as regras de derivacdo, vem que
P(x)y”+Q(x)y"+R(x)y = P(x)(c191 +¢292)" + Q(x)(c191 +292) + R(x)(c191 +272)

P(x)y” +Q(x)y"+ R(x)y = P(x)(c19] +c295) + Q(x)(c19"1 +¢295) + R(x) (€191 +€292)
P(x)y"+Q(x)y"+R(x)y = c1[P(x)y1+Q(x)y] +R(x)p1 [+ [ P(x)yy + Q(x)y5+ R(x)p, ]

c1(0)+¢c,(0) = 0 Logo, vy = c1y1 + c2¥, é uma solucdo de equagdo (6.1)
|

Outro teorema do qual fazemos uso diz que a solugao geral ¢ uma combinagao
linear de duas solugdes linearmente independentes y; e y,, isto é, nem y; nem

v, sdo multiplos por constantes um do outro.

Teorema 6.0.10 Se y; e y, forem solugdes linearmente independentes da equagio

(6.1) com P(x) diferente de zero, entdo a solugdo geral sera dada por

Y(x) = c191(x) + c292(x)

onde ¢y e ¢, sdo constantes quaisquer.

Quando os coeficientes da equagdo (6.1) sdo constantes, isto é, se for da
forma

ay” +by’ +cy = 0. (6.2)
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onde a, b e ¢ sdo constantes e a diferente de zero. Fica mais facil encontrar
solugdes particulares.

Se olharmos bem veremos que y = e’* cujas derivadas primeira e segunda
2erx

sdo, respectivamente, y =re"* ey =r ¢ uma solucdo de Equacdo (6.2) pois

substituindo essa expressoes nela temos

ar?e™ +bre™ +ce™ =0

(ar? +br+c)e™ =0

Como ¢'* é diferente de zero, temos que, y = ¢* é uma solugdo da Equagdo

(6.2) se r for raiz da equagdo
ar’ +br+c=0 (6.3)

Observe que a Equacgdo(6.3) pode ser obtida da equacao diferencial substituindo-
se p” por r?, v’ por r e y por 1 .Ela é chamada de equagéo caracteristica ou
equacao auxiliar. Note que a equagdo auxiliar (6.3) é uma equagdo do segundo

grau cujas raizes r; e r, podem ser obtidas através da férmula:

B —-b+Vb?—-4ac —-b—Vb?-4ac

er, =
2a 2 2a

1 (64:)

Consideramos trés casos
Caso 1: b? —4ac > 0.
Neste caso y; = e"1* e y, = e"2* sdo duas solugdes linearmente independentes da
Equacao ( 6.2) e portanto pelo teorema (6.0.11), temos
Se as raizes r e r, da equacgdo caracteristica ar? + br + ¢ = 0 forem reais e

distintas, entdo a solugdo geral de ay” + by’ +cy =0 ¢
Y =c1d" +cpe’

Caso 2: b2 —4ac = 0.

Neste caso as raizes da equacdo auxiliar sdo reais e iguais. Denotando-as
por r temos, que y; = e’* e y, = xr’* sdo solugdes particulares da Equagdo

(6.2)(isso pode ser facilmente verificado) e temos o seguinte fato:
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Se a equacao auxiliar ar? + br + ¢ = 0 tem apenas uma raiz real r, entdo a

solucao geral da Equacdo (6.2) é
y=cre’* +cyxe’™.

Caso 3: b?2 —4ac<0.

Neste caso as raizes da equagdo auxiliar r; e r, sdo nimeros complexos que

podemos escrever ry = a +if, r, = @ —iff e, em resumo, temos o seguinte fato:

Se as raizes da equacdo auxiliar ar?+br+c = 0 forem os nimeros complexos

rn=a+if, rn=a—ip, entdo
y = e"(cicospx + cpsenpfx)

é a solugao geral de ay” + by’ + cy = 0.

Definicao da funcao seno usando um problema de

valor inicial

Agora que vimos alguns conceitos sobre a teoria das equagdes diferenciais
que sao fundamentais para entender a defini¢cdo da fun¢ao seno por meio de

uma EDO podemos, enfim defini-la:

Definicdo 6.0.11 A solugdo do problema de valor inicial expresso por
y'(x)+y(x) =0, (6.5)
com y(0)=0ey’(0)=1 éa fungdo
Y = Senx.

Vejamos

A solucio auxiliar da Equagdo (6.5) é r?> +r = 0, cujas raizes sio r; =i e

r,=—icoma =0e f =1 logo, pelo que vimos no caso 3 da se¢do anterior a
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solucdo geral da Equacdo (6.5) é
p(x) = cre™ + cpe ™
cuja derivada é dada por
v'(x) =icie™ —icye™,
Usando as condigoes iniciais y(0) = 0 e »’(0) = 1 temos o seguinte sistema

iCl — iCZ = 1
cpE + ¢ = 0

cuja solugdo é

1 -1
C1 = — e Cyr = )
DY DY
e portanto a solugao geral é
1 ix 1 —ix
X)=—€é ——e¢é )
y( ) 21 21
ou ainda
elX e—zx
x) = -
y(x) 5
Como , ,
plX _ pix
¥ = senx,
i
temos que

y(x) = senx é a solugao do problema de valor inicial em questao.
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Capitulo 7

Discursao acerca das varias
definicoes da funcao seno e a

possibilidades de utiliza-las

Muitas sao as questdes a serem observadas quando se decide acrescentar
um novo conteddo ao curriculo ou mesmo quando se pretende abordar um
conteudo ja existente de outra forma, o que é o caso, quer seja pela substituigdo

quer seja pela incorporagao de novos elementos aos ja existentes.

A primeira questdo pertinente é se ha mesmo a necessidade de mudanga.
No nosso caso especifico a fungao seno, como esta definida, apresenta limitagoes.
Apesar de ser definida com dominio real, poucos sdao os elementos do seu

dominio pra quem podemos encontrar a respectiva imagem.

A primeira abordagem do seno é no ensino fundamental e ela acontece sem
nenhuma associagao com fun¢do, embora fosse possivel defini-la como tal, bas-
tando para isso reduzir seu dominio. Concordamos com essa dissociagao, pois
o seno de um angulo agudo definido como uma razao trigonométrica cum-
pre muito bem o seu papel, que basicamente é o de encontrar distdncias ina-
cessiveis (no caso dos problemas resolvidos pelos alunos, distdncias desconhe-

cidas) que afinal foi como e com o objetivo que o seno surgiu.

No ensino médio, o seno é pela primeira vez definido como fun¢ao usando
para isso o ciclo trigonométrico seguindo o mesmo caminho do seu desenvol-

vimento histdrico como orienta os PCNss.

65



“ O conhecimento matematico deve ser apresentado aos alunos como his-
toricamente construido e em permanente evolugido. O contexto historico
possibilita ver a matematica em sua pratica filosofica, cientifica e social e
contribui para a compreensdo do lugar que ela tem no mundo.(Brasil, 1997,
p.19)

Para esta defini¢ao sdo poucos os livros que utilizam a funcao de Euler
deixando confusa a idéia de um dominio real e de pouca percepcao o fato da
composic¢do que origina a fungdo onde através da fungao de Euler associamos a
cada nimero real um dnico ponto da circunferéncia e depois a este associamos

a sua ordenada.

Os livros também ndo comentam o porqué de usar o radiano ao invés do
grau o que sugere que essa mudanga é por mero capricho quando na verdade
hé razoes operacionais que a motiva. E importante que o professor saiba disso,

pois assim ele dara o devido tratamento ao tema.

Diante do exposto fica claro que é preciso melhorar a abordagem da funcao
seno na educagdo bésica, embora ela atenda boa parte da demanda dos alu-
nos e seja compativel com os conhecimentos prévios deles ha limita¢des que
dificultam seu entendimento de forma plena. A funcdo seno poderia, se incor-
poradas as defini¢des alternativas, ser vista em varias séries e ndo sé no 9° ano
do ensino fundamental e no 1° ano do ensino médio. O seu estudo poderia ser
retomado, com outro enfoque no 3° ano do ensino médio, por exemplo, com
qualquer uma das novas defini¢oes apresentadas aqui, pois os alunos ja teriam
visto numeros complexos, funcao exponencial, fatorial entre outros assuntos
necessarios para uma melhor compreensdo destas definicdes. Essa forma de
apresentar o contetido em espiral, onde o contetido é retomado em vérias séries
ou até mesmo em varios momentos da mesma série permite um aprendizado
mais efetivo, pois permite estabelecer conexdes com varios outros contetidos
permitindo que o aluno aplique o seu conhecimento num leque bem maior de

situagdes tornando o ensino dindmico e prazeroso.

Além disso, ao trazer a produgdo matematica “contemporanea”, com as des-
cobertas de Euler, pra sala de aula o aluno desfaz aquela idéia errénea de que

a matemadtica ja estd pronta e acabada.
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“Nunca é demais insistir que ndo se trata de se incorporar elementos da
ciéncia contempordnea simplesmente por conta de sua importdncia instru-
mental utilitaria. Trata-se, isso sim, de se prover os alunos de condigdes
para desenvolver uma visdo de mundo atualizada, o que inclui uma com-
preensdo minima das técnicas e dos principios cientificos em que se baseiam.
(Brasil, 1997, p.8)

Abrir mao de utilizar essa matematica contemporanea com a desculpa de
que a mesma demanda conhecimentos mais avancados devendo ficar a cargo
do ensino superior aborda-los é subestimar a capacidade dos alunos e vai de

encontro as orientagdes dos PCNs

« . R L. . L g
Por fim cabe a matematica do ensino médio apresentar ao aluno conhe-
cimento de novas informagdes e instrumentos necessarios para que seja

possivel a ele continuar aprendendo. (Brasil, 1997, p.41 )

Mesmo porque é possivel, usando uma linguagem mais simples e abrindo
mao da forma axiomdtica como a matematica é comumente abordada, trazer
para a educacdo bdsica estas defini¢des até entdo vistas apenas no ensino su-
perior uma vez que as mesmas trariam uma visdo ampliada sobre o tema, per-
mitindo ao aluno fazer associag¢oes, novas aplica¢des encontrar respostas para
indagagdes comuns ao tema mas nunca respondidas contribuindo assim para

o desenvolvimento do aluno.

o« ~ . ~ s ~ cgs e s .

A selegiio e organizagio de conteiidos ndo deve ter como critério iinico a
légica interna da matematica. Deve-se levar em conta sua relevincia social
e a contribuicdo para o desenvolvimento intelectual do aluno. Trata-se de

um processo permanente de construgio. (Brasil, 1997, p.19 )

Quando abordamos a fung¢ao seno usando séries o aluno que antes recor-
ria a uma tabela pronta para saber o valor do seno para a maioria dos pontos
do seu dominio agora pode construir esta tabela se apropriando do conheci-
mento e participando ativamente do processo de aprendizagem o que segundo

os PCNs é importante para quem estd estudando matematica.

“ A atividade matematica escolar ndo é “olhar para coisas prontas e defi-
nitivas”, mas a construgdo e apropriagdo de um conhecimento pelo aluno,
que se servird dele para compreender e transformar sua realidade. (Brasil,
1997, p.19)

Ainda com relagdo a definicdo da func¢do seno pela expansao da serie de

Maclaurin vimos que ela demanda conhecimentos sobre séries, convergéncia,
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raio de convergéncia entre outros e que por isso dedicamos algumas paginas
deste trabalho para falar sobre estes assuntos. Claro que o professor tem que
conhecer e entender estes contetdos e ao aluno tem que ser mostrado esses
“conhecimentos subsididrios” mas a forma como o aluno da educac¢ao basica
tem que vé-lo é diferente daquela que foi mostrada aqui sobre pena de tornar
tal abordagem invidvel. Defendemos a idéia de que o professor ao trabalhar
com esses conteddos na educagdo bésica o faca de forma intuitiva e ilustrativa
deixando de lado demonstracGes e em certos momentos a forma axiomatica de
abordar a matematica. Um 6timo recurso para falar sobre convergéncia, por
exemplo, é o software Geogebra. Com ele pode-se facilmente fazer o aluno
perceber, de forma ilustrativa, que a série de Maclaurin para sen x converge

para a fungdo y = senx.

Nao seria a primeira vez que estariamos abrindo mao de certas informagoes,
de demonstrar ou ser matematicamente rigoroso. No 8° ano do ensino funda-
mental, por exemplo, dizemos que a dizima 0,555... é igual a — sem nem
falar sobre série e convergéncia. Da mesma forma no 2° ano do ensino médio
também pouco falamos sobre convergéncia de séries quando dizemos que a

soma dos termos da progressdo geometrica

111
2111_1_1_1"'
( 2°4°8 )
é igual a 4 e a encontramos através da férmula

S = la_lq,(que s6 vale quando |g|< 1)

onde S é a soma dos termos da progressao, a; é o primeiro termo da progressao

e g é arazao da progressao.

A defini¢ao da fungao seno através da exponencial pode ser abordada usando
apenas conceitos vistos na educagdo basica desde que o ponto de partida seja
a propria definicdo, o que torna esta, das novas defini¢oes, a de mais facil
aplicabilidade. Outro ponto importante nesta abordagem ¢é que ela amplia o
dominio da fungdo seno ao corpo dos complexos e também torna muitas de
suas propriedades de facil demonstracdo bastando apenas fazer manipulagdes

algébricas.

A defini¢ao para fungdo seno que hoje estd mais distante da educagdo basica
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é a que usa equagdes diferenciais, pois é necessario desenvolvé-la de forma
fragmentada e seu uso estaria restrito ao ultimo ano do ensino médio, ano
em que os alunos véem derivadas. Para resolver essas equacdes temos que
primeiro classifica-las, pois para cada tipo de equagao diferencial temos uma
maneira de resolvé-la. Até mesmo a solu¢do de uma equacgdo deste tipo tem
particularidades que precisam ser trabalhadas, o que demandaria mais tempo
e um espaco maior no curriculo para poder trabalhar estes conceitos que sdo
de facil entendimento, mas que representam uma parte da teoria extensa das

equagoes diferenciais.
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Conclusao

Diante do que foi apresentado neste trabalho nao resta davida de que é
preciso rever a maneira de abordar a fun¢io seno na educagao bésica. E claro
que o seno como razdo trigonométrica resolve, e muito bem, situagdes que
recaem num tridngulo retangulo e que a abordagem do seno como uma fungao
de dominio real definida no ciclo trigonométrico torna essa ferramenta muito
mais poderosa, capaz de resolver uma gama bem maior de problemas. Mas
estas defini¢des apresentam limita¢des bésicas que dificultam a aprendizagem
pois acabam tornando-a mais mecanica onde o aluno para obter o seno de um
angulo de 32°, por exemplo tem que recorrer a uma tabela pronta sem nem ao
menos saber como ela foi feita. E caso ele queira saber a imagem da fungao

seno para o um ponto do dominio igual a V2 nem essa tabela ele tem.

Claro, que como foi visto, essas novas defini¢des traria o “desconforto”
de inserir alguns novos conteddos (pré-requisitos) necessarios ao seu enten-
dimento e sabemos que sempre ha resisténcia quando se fala em adicionar
conteudos, pois o curriculo ja é extenso e carregado de conteidos que muitas
vezes ndo tem utilidade para o aluno que pretende ingressar no mercado de
trabalho apds o ensino médio ou para aquele que vai fazer o curso superior
fora da drea de exatas. Justamente para que esse nao seja o empecilho alegado
para nao inovar o curriculo no que tange a funcao seno é que usamos uma
linguagem simples e acessivel, abrindo mao de algumas demonstragdes, inclu-
sive. Afinal é preciso ter consciéncia de que a educagado basica atende a duas
demandas: A de acesso ao mercado de trabalho e a de viabilizar a continui-
dade dos estudos com o ingresso na universidade e em ambas ndo ha neces-
sidade direta destas novas abordagens ndo obstante elas serem tuteis uma vez
que favorecem o aprendizado do contetido que abordam. Além do que se é ver-
dade que ndo temos no ensino médio turmas inteiras de futuros matematicos

¢ igualmente verdade que eles estdo presentes em quase todas elas. E preciso
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mostrar o caminho e deixar que eles o explorem.

Diante deste contexto defendemos uma abordagem da fungao seno usando
estas novas defini¢cdes sem, no entanto, abandonar as ja trabalhadas. Para que
as limitagoes existentes sejam sanadas e novas conexdes entre conteidos sejam
exploradas, tornando o aluno mais participativo e questionador favorecendo
assim sua aprendizagem. Mas isso como uma forma de complementar o es-
tudo que ja é trabalhado, portanto sem a pressao de avaliagdes sobre o tema,
podendo o mesmo ser trabalhado em forma de trabalhos, leituras complemen-
tares, semindarios etc.

Como qualquer outro contetido é necessdrio que o professor esteja prepa-
rado para aborda-lo por isso sugerimos que as licenciaturas ja trabalhem estas
defini¢cdes e a maneira de transmiti-las nos cursos de matemadtica para o en-
sino na educacgdo basica e que os professores ja formados recebam um curso de

capacitacdo afim de que sejam obtidos os melhores resultados.
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Apéndice A
Demonstracao da lei dos senos

Observe a Figura A.1:

Figura A.1:

Queremos provar que:

b
4 _ =% _—9or

senA senB senC

. . —~ AB —_— -~ . .
Temos que o dngulo C é reto pois medC = - € A = A’ pois definem o
mesmo arco na circuferéncia.

— — a .
Portanto senA’ = senA = SR’ logo podemos concluir que:

a

— =2R
senA
Analogamente,
b Jre S -2z
senB senC
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Apéndice B

Demonstracao das propriedades do

resto da série Taylor

Queremos mostrar que

R,,(xg) = R} (x0) = -+ = Ry (x0) = 0
Demonstracao:
n oK)y
Ru(xo) = ()= ) L0z
k=0 )
Reescrevendo temos:
(0)(x n )y
Ry(x0) = £0) | T g4 )T 00
| L%

Calculando R, (x) no ponto x;, vem que:

Ry (xg) = f(x0) = [f (x0) + O]
Ry(x0) = f(x0) = f(x0)
Rn(XO) =0
De maneira analoga encontraremos que
R, (xg) = Ry (xg) =--- = Ry '(x) = 0
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Queremos mostrar que:

R;nﬂ)(x) = D(x), VxemlI

Demonstracao:
— £ (x,)
Ry(x0) = £x) - Y L0
k=0 '
Derivando temos,
n k)
’ ’ f( (xO) -

R} (x0) = f'(x) - ;K (0= xg) <

Derivando novamente,
V4 /) - (k)(x ) —
R)(x0) = f <x>—;k-<k—1>f 0] 1 ) K2
Derivando n + 1 vezes temos:
" ) (xq)
1 X -
R )= £ ) k1) O

y ()
Como ;k-(k—l)- e (k=n) = 0

k,k—1,---,k —n sempre serd zero em cada uma das parcelas, temos que:

)(K—(n+1))

(x—x¢ =0, pois um dos fatores

RY M (x) = f0+ ) (x)
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Apéndice C

Enunciado do Teorema do

Confronto

Sejam g,h e f fungdes entdo, g < f < h, limg(x) = L e limh(x) = L, entdo

X—a X—a
lim f(x) = L.
X—a
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