
 
 

 

 

 

 

 

 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Programa de Mestrado Profissional em Matemática  
em Rede Nacional 
Coordenação do PROFMAT 

 
 

 

INTERPRETANDO EQUAÇÕES E 

INEQUAÇÕES ATRAVÉS DE GRÁFICOS DE 

FUNÇÕES 

 

Orientadora: Dirce Uesu Pesco 

NITERÓI 
MAIO/2014 

RAFAEL SEGADAS DOS SANTOS 



ii 
 

RAFAEL SEGADAS DOS SANTOS 
 
 
 
 
 
 

INTERPRETANDO EQUAÇÕES E INEQUAÇÕES ATRAVÉS DE GRÁFICOS DE 

FUNÇÕES 
 

 
 
 
 
 
Dissertação apresentada por Rafael 
Segadas dos Santos ao Programa de 
Mestrado Profissional em Matemática 
em Rede Nacional - Universidade 
Federal Fluminense, como requisito 
parcial para a obtenção do Grau de 
Mestre.  
 
 
 
 

Orientador: Dirce Uesu Pesco 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Niterói 
2014 

 



iii 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 
 
 

 

S237  

 

 

 

Santos, Rafael Segadas dos. 

     Interpretando Equações e Inequações Através de Gráficos 

de Funções / Rafael Segadas Santos. – Niterói, RJ : [s.n.], 

2014. 
 

     116 f. 

 

    Orientador: Profa. Dra. Dirce Uesu Pesco. 

    Dissertação (Mestrado Profissional em Matemática - PROFMAT) – 

Universidade Federal Fluminense, 2014. 

 

    1. Equações e Funções. 2.  Inequação. 3.  Função (Matemática). 4. Gráfico. 

I. Título. 

                                                                                    

                                                                              CDD 515.25 

  



iv 
 

RAFAEL SEGADAS DOS SANTOS 
  
 

INTERPRETANDO EQUAÇÕES E INEQUAÇÕES ATRAVÉS DE GRÁFICOS DE 

FUNÇÕES 
 
 
 
Dissertação apresentada por RAFAEL 
SEGADAS DOS SANTOS ao Programa 
de Mestrado Profissional em Matemática 
em Rede Nacional - da Universidade 
Federal Fluminense, como requisito 
parcial para a obtenção do Grau de 
Mestre.  

 

Aprovada em: 30/05/2014 

 

Banca Examinadora 

 

 

____________________________________________________       

Profª.  Dirce Uesu Pesco - Orientadora 

Doutora - Universidade Federal Fluminense 

 

 

_______________________________________________ 

Profa. Maria de Fátima Lins Barbosa de Paiva Almeida 

Doutora - Universidade Estadual do Rio de Janeiro   

 

 

 

 

Prof. Mario Olivero Marques da Silva   

Doutor - Universidade Federal Fluminense 

 

 
 

NITERÓI 

2014 



v 
 

DEDICATÓRIA 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

A todos os apaixonados por matemática e gráficos. 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 



vi 
 

AGRADECIMENTOS 
 
 

Em primeiro lugar a Deus por seu amor incondicional e sua inspiração para 

realizar esse trabalho. 

A minha esposa Priscila Carrati por seu carinho, suporte, ajuda e compreensão.  

A meus pais, irmã, sogros, cunhada, concunhado e familiares pelo incentivo. 

A orientadora pelo apoio, sugestões e liberdade para ideias. 

Aos demais Professores do Programa de Mestrado em Matemática. 

A Coordenação de Aperfeiçoamento de Pessoal de Nível Superior - Capes, pela 

concessão da bolsa. 

A Universidade Federal Fluminense por oferecer sua infraestrutura e abraçar com 

dedicação o Profmat. 

 

 

 

 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 



vii 
 

RESUMO 
 
 

 

 
Podemos dar significado aos vários tópicos da matemática quando os 
relacionamos com outros conteúdos. Vamos explorar a interpretação de gráficos 
de funções como instrumento para a visualização de soluções de equações e 
inequações. Sugerimos uma tabela que relaciona as diferentes funções 
elementares a serem estudadas no conjunto de inequações.  Parte desse material 
foi usado para elaborar plano de aulas e aplicado em uma turma do primeiro ano 
do Curso de Licenciatura em Matemática. 
 

Palavras-chave: Equação, inequação, função, gráfico. 
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ABSTRACT 
 
 
 

 
We can give meaning to many topics of mathematics when we relate them with 
other contents. We will explore the interpretation of graphs of functions as a tool 
for visualizing solutions of equations and inequations. In this study, we suggest a 
table that lists the different elementary functions to be studied in the set of 
inequations. Part of this material was used to prepare a lesson plan and applied 
for a class of first-year of undergraduate students of Mathematics. 
 
Keywords: Equation, inequation, function, graph. 
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INTRODUÇÃO 
 

É bem provável que quase todo professor já tenha passado alguma situação 

onde após apresentar uma equação ou inequação um aluno diga: “Professor não 

entendi!” ou pergunte: “Para que serve isso?” ou “O que isso significa?”.  

Acreditamos que podemos utilizar soluções gráficas como uma resposta a esses 

questionamentos. Através dos gráficos de funções podemos dar mais sentido as 

igualdades e desigualdades fortalecendo a formação do aluno e dando um 

suporte ao professor. 

Ao relacionar um assunto com outro na matemática podemos ter uma visão 

panorâmica de toda conjuntura. Por exemplo; sistema linear 2X2 e interseção 

entre retas; Integral e área; derivada e coeficiente angular; progressão aritmética 

e função afim, etc. Assim, vamos relacionar equações e inequações com gráficos 

de funções. 

Com o objetivo de auxiliar e também como recurso para professores e 

alunos, os quais podem aprofundar seus conhecimentos em equações e 

inequações, o presente trabalho apresenta uma abordagem prática e direta 

voltada para exemplos, onde apresentamos uma solução algébrica, sempre que 

possível e uma solução gráfica. A proposta da solução gráfica é mostrar uma 

opção para se entender o sentido das equações e inequações evitando assim a 

“mecanização” na solução algébrica. Estimular o uso dos gráficos de funções ao 

invés de somente álgebra mostra aos alunos que a matemática tem outras 

interpretações, ou seja, um mesmo assunto pode ser visto e entendido de outras 

maneiras. A intenção é que o aluno saiba resolver de modo tradicional e consiga 

fazer a leitura gráfica identificando os intervalos reais de solução. Dependendo da 

desigualdade observe a solução apenas utilizando os gráficos. É importante 

lembrar que a leitura gráfica é uma interpretação dos resultados, não é a solução 

das equações e inequações. 

Como professor de matemática já leciono há algum tempo no ensino médio, 

trabalhando com equações e inequações, porém os livros utilizados não 

apresentam uma conexão satisfatória entre inequações e gráficos, assim surgiu o 

interesse em se aprofundar o estudo nesse assunto. Outro fator que nos motivou 

foram desigualdades como 
2

111 x  onde sua solução algébrica tem 

desenvolvimento não tão simples, porém podemos resolver a igualdade 
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2
111 x  e observar os intervalos de solução através do gráfico das funções

11)(  xxf  e 
2

1)( xg . Dentre outras desigualdades como senxx cos ,

xex ln , 
3xarctgx  , etc.  

A interpretação gráfica como uma ferramenta de aprendizado e como outra 

maneira de se entender uma situação matemática são descritas nos Parâmetros 

Curriculares Nacionais do Ensino Médio parte III para matemática (BRASIL, 

2000)[1]. 

“[...] devemos agora estabelecer os objetivos para que o ensino 
dessa disciplina possa resultar em aprendizagem real e 
significativa para os alunos: 

 expressar-se oral, escrita e graficamente em situações 
matemáticas e valorizar a precisão da linguagem e as 
demonstrações em Matemática; 

 reconhecer representações equivalentes de um mesmo 
conceito, relacionando procedimentos associados às diferentes 
representações; ” (p.42,grifo do nosso) 

 

Nem todos os conceitos utilizados nesse trabalho serão demostrados como, 

por exemplo, propriedades de limite e derivada, porém os que forem serão feitos 

momentos antes de serem mencionados. 

A partir das funções elementares: afim, quadrática, exponencial, logarítmica, 

trigonométrica e especiais1 construímos a tabela abaixo que ilustra algumas 

combinações possíveis para equações e inequações. 
 

TABELA DE DESIGUALDADES ENTRE FUNÇÕES 
 

 
                                                           

1
 Funções não muito comuns ao ensino médio. Exemplo: 

1

2
,

x

x
x x

. 



3 
 

Dentre as possibilidades anteriores detivemo-nos em quatro: 

 

      - Desigualdades entre funções afins. )( fexdcx   

      - Desigualdades entre funções afins e quadráticas. ( hgxfexdx 2 ) 

      - Desigualdades entre funções quadráticas. ( ihxgxfexdx  22 ) 

      - Desigualdades entre funções como racionais e transcendentais. 
 

Todas as desigualdades possuem a opção da composição com a função modular 

e o uso da função constante. 

As equações e inequações que não podem ser simplificadas por meio de 

solução algébrica, como 
9

log
x

x  , necessitam de cálculo numérico2. Porém 

podemos fazer algumas alterações de modo que a solução seja inteira 

 10,1
9

1
log 


 x

x
x .  Nesse material iremos abordar esse tipo de equação 

somente com solução inteira. Em trabalhos futuros pode-se explorar a 

visualização de soluções não inteiras, observando a translação dos gráficos de 

funções. Alguns exemplos podem ser encontrados em [4] e [8]. 

Também gostaríamos de indicar os relevantes vídeos da CERRI, C. que 

podem ser encontrados [2]. 

Composto por seis capítulos tratamos no capítulo 1 de conceitos 

preliminares que serão utilizados no decorrer do texto. No capitulo 2 iniciamos 

com o estudo de equações e inequações entre funções afins e algumas 

demonstrações de propriedades. Seguindo o mesmo raciocínio nos demais 

capítulos abordamos desigualdades entre funções afins e quadráticas, entre 

funções quadráticas e entre outras funções como, por exemplo, logarítmicas, 

exponenciais e funções racionais. No capítulo 6 apresentamos os planos das 

aulas e alguns comentários referentes às respostas dos alunos a um questionário 

aplicado ao final das aulas. Nas considerações finais fizemos uma autoavaliação 

e apresentamos nossas perspectivas para trabalhos futuros. 

 

 

 

                                                           
2
 Ramo da matemática que estuda algoritmos que convergem para resultados de problemas matemáticos.  

http://pt.wikipedia.org/wiki/Análise_numérica. Acesso em: 07 julho de 2014. 

http://pt.wikipedia.org/wiki/Matem%C3%A1tica
http://pt.wikipedia.org/wiki/Algoritmo
http://pt.wikipedia.org/wiki/Resultado
http://pt.wikipedia.org/wiki/Problema_matem%C3%A1tico
http://pt.wikipedia.org/wiki/Análise_numérica
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CAPÍTULO 1 - CONCEITOS PRELIMINARES 

 
Nesse capítulo apresentaremos algumas definições e conceitos que serão 

utilizados no texto desse trabalho. Vale ressaltar que não definiremos conteúdos 

como limites e derivadas utilizados no texto, porém podem ser encontrados em 

[3].  

 

Função 
 

Entendemos por função uma correspondência entre dois conjuntos que 

associa cada elemento do conjunto de partida a um único elemento no conjunto 

de chegada. 

 

Elementos de uma Função 
 

Uma função é composta por três partes. 

 Domínio (conjunto de partida) 

 Contradomínio (conjunto de chegada) 

 Lei ou regra de associação (dizer quem está correspondendo com quem) 

 

É muito comum chamarmos as funções por letras exemplo ...,,,, Ihgf  

Considere uma função f  de domínio A  e contradomínio B . Seja x  um elemento 

de A , designamos por )(xf  o elemento em B  que foi associado por x  (vide 

figura abaixo).  

 

 

Figura 1.1 – Uma função f representada através de um diagrama 
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A notação clássica para função é  

 
 

É usual apresentarmos uma função real somente por f , ao invés da 

notação acima. Nesse caso estamos considerando o domínio    . Por 

exemplo, ao invés de apresentarmos uma função   como   [    [    onde  

 ( )  √   iremos apresentar somente por  ( )  √ . Fica subentendido que o 

domínio de   é [    [. 

  

Gráfico de uma Função 

 

É definido por   ( )  {(   )           ( )    ( )}  onde                           

       {(   )      }. Vale ressaltar que    representa o plano 

cartesiano. Abaixo mostramos uma representação do gráfico de f . 

 

 

Figura 1.2 – Gráfico de uma função. 

 

Módulo ou Valor Absoluto 
 

O módulo de um número real  , indicado pela notação | |, é definido como 

| |  {
        
         

. Geometricamente, o módulo de   é igual à distância do ponto 

que representa na reta real à origem. Ver figura 1.3. 

 

Figura 1.3 Definição geométrica de módulo de x. Nesse caso    . 
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Definição: Seja    , a raiz quadrada de  , denotada por √ , é a solução não 

negativa da equação     . Como consequência dessa definição temos a 

seguinte propriedade √   | |      . 

 

Função Afim 

 

Função real onde baxxf )(  com a ,b   , cujo gráfico é uma reta não 

vertical. Caso a  seja nulo teremos bxf )(  nesse caso f  será chamada de 

função constante. Essa definição foi retirada de [5]. 

 

Função Quadrática 

 

Função real onde cbxaxxf  2)(  com a ,b , c   e 0a , cujo gráfico é 

uma parábola. 

 

Equação 
 

Seja f  uma função cujo domínio está contido nos reais. Definimos como 

equação a expressão 0)( xf  onde x  pertence ao domínio de f . Observando o 

gráfico da função, as soluções de 0)( xf  significam as abscissas dos pontos de 

interseção do gráfico de f com o eixo x . Definimos equação modular como sendo 

uma equação que possui as barras verticais . 

 

Inequação 
 

Sejam f  e g  funções.  Definimos inequação como a desigualdade entre f

e g , ou seja, )()( xgxf   (ou )()( xgxf  ). O conjunto solução são os valores de 

x , quando existirem, que satisfazem a desigualdade e pertencem 

simultaneamente ao domínio de f  e g . 
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CAPÍTULO 2 - DESIGUALDADES ENTRE FUNÇÕES AFINS 

 

Toda desigualdade do tipo fexdcx  , },,,{ fedc   se reduz a forma 

0bax  onde eca   e fdb  . 

Vamos estudar a desigualdade 0bax , a  e b  números reais. Porém 

iniciaremos com a igualdade 0bax . Um dos motivos de passarmos primeiro 

pela igualdade 0bax  é que sua solução representa a interseção entre os 

gráficos das funções afins dcxxh )(  e fexxg )( . 

O capítulo está organizado da seguinte forma: na seção 1, vamos associar 

duas equações do primeiro grau ao estudo de posições relativas entre retas, bem 

como sua solução algébrica. Exploramos também solução da equação através de 

parâmetros, como por exemplo, axax 1 . Segue a descrição de propriedades 

de desigualdades, exemplos de inequações e a análise da representação da 

desigualdade )()( xgxf   através de gráficos de funções. Na última seção 

exploramos as inequações com o uso da função modular. 

Considere a equação 0bax . Temos três possíveis casos, estudados nos 

tópicos abaixo. 

 

2.1- Equação 0bax , a  e b  Números Reais 

 

 

2.1.1- Com Infinitas Soluções (Retas Coincidentes) 

Se 0a  e 0b , então qualquer valor de x satisfaz a igualdade. Neste caso 

temos infinitas soluções ou solução indeterminada. 
 

 

Exemplo: Resolva a equação 11)23(2  xxx . 

 

000

011

11232

11)23(2









x

xx

xxx

xxx

   

                                           

Assumindo 11)23(2)(  xxxxf  e 1)(  xxg  vemos que seus 

gráficos são retas coincidentes. 

 

Infinitas soluções. 
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Figura 2.1– Gráficos de f(x)=x-1 e g(x)=x-1. 

 

2.1.2- Com Solução Vazia (Retas Paralelas) 

Se 0a  e 0b , nenhum valor de x satisfaz a igualdade e a solução é vazia. 

 

Exemplo: Resolva a equação 21)23(2  xxx . 

010

021

21232

21)23(2









x

xx

xxx

xxx

   

 

Assumindo 11)23(2)(  xxxxf  e 2)(  xxg  vemos que seus 

gráficos são retas paralelas. 

 

 

Figura 2.2 – gráficos de f(x)=-x-1 e g(x)=-x-2. 

 

2.1.3- Com Solução Única (Retas Concorrentes) 

Se 0a  então 
a

b
xbax  , portanto a solução é única. 

 

Exemplo: Resolva a equação 21)23(2  xxx . 

Solução vazia. 
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2

1

12

12

21232

21)23(2











x

x

xx

xxx

xxx

   

 

Assumindo 11)23(2)(  xxxxf  e 2)(  xxg  vemos que seus gráficos 

são retas concorrentes. 

 

Figura 2.3 – Gráficos de f(x)=-x-1 e g(x)=x-2. 

 

 

Observações 

Como visto anteriormente, quando a resolução de uma equação do tipo 

0bax  resulta em expressões como 00  , 22   e 10/110/1   a solução 

será indeterminada, pois para todo x  real a igualdade será verdadeira. Caso 

aconteça uma inverdade como 10  , 94   e 73/1   a solução será vazia, pois 

não importa o valor de x  a igualdade nunca será satisfeita. 

Nos três últimos exemplos apresentamos as possibilidades para a equação 

0bax . Cada caso apresentado é equivalente a uma posição relativa entre 

duas retas não verticais conforme tabela abaixo: 

 

Tipo de solução Posição entre duas retas 

Infinitas soluções Retas coincidentes 

Solução vazia Retas paralelas 

Solução única Retas concorrentes 

 

Solução única. 
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2.2- Equação  0bax  com Parâmetro 

 

Exemplos:  
 

1- Resolva a equação aaax  7  em função do parâmetro. 

077  axaaax  

Se 0a  a solução é vazia e se 0a  a solução é única, a saber, 
a

7 . 

 

2- Resolva a equação bxax   em função do parâmetro. 

0)(  xbabxax  

Se ba   a equação possui infinitas soluções e se ba   a solução é única, a 

saber, 0x .  

 

 

3- Resolva a equação axax 1  em função do parâmetro. 

1)1(1  aaxaxax  

Se 1a a solução é vazia e se 1a a solução é única, a saber, 
1

1



a

a . 

 

4- Determinar os valores de a  e b  para que a equação bxax  3 : 
 

  seja satisfeita para quaisquer valores de x. 

3)1(3  bxabxax  . Nesse caso 1a  e 3b , pois teremos 00  . 

 

  não possua solução. 

1a  e 3b  então 30  b  absurdo! 

 

  possua solução única.  

1a  nesse caso 
1

3






a

b
x . 

 

  possua solução única igual a zero. 

  1a  e 3b . 

 

2.3- Propriedade 1: Sejam ba,  e c  números reais. 

Definição: 0 baba  

1. cbcaba   

2. ba   e 0c  bcac   

3. ba   e 0c  bcac   
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Demonstração: 

1. cbcaccbababa  00  

2. bcaccbcabacbaba c



00)(0

0 .  

3. bcacabcabacbaba c



00)(0

0    

 

2.4- Inequação 0bax , a  e b  Números Reais e 0a  

 

A solução de 0 bax  é dividida em dois casos: 

 0a :    
a

b
xbaxbax


 0  

 0a :   
a

b
xbaxbax


 0  

 

Exemplo 1: Resolver 212  xx  e interpretar o resultado através dos gráficos 

das funções 12)(  xxg  e 2)(  xxf . 

  

Solução: 

 1,133212  Sxxxx .  

Deve-se observar no gráfico o intervalo em x  onde a função f  é maior ou igual  a 

função g . 

 

 

Figura 2.4 – Gráficos de f(x)=-x+2 e g(x)=2x-1. 
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Observe que no intervalo  1,  f  é maior ou igual a g . Tomemos

2/1x  dai 2/5)2/1( f  e 2)2/1( g  assim vemos que )2/1()2/1(  gf

(vide figura 2.4). 

  

Exemplo 2: Dados os gráficos das funções f  e g  resolver as desigualdades: 

0)( xf , 0)( xg , 0)().( xgxf , )()( xfxg   e 0)()(  xgxf . 

 

 

Figura 2.5 – Gráficos das funções f e g. 

 

Importante destacar que podemos determinar a solução através das 

equações das retas, porém iremos resolver apenas com a utilização dos gráficos. 

  0)(xf Observar o intervalo em x  onde a função f  é maior ou igual a zero. 

  ,2S  

  0)(xg  Observar o intervalo em x  onde a função g  é menor que zero.

  ,4S  

  0)().( xgxf Intervalo em x  onde as funções f e g  são ambas positivas ou 

ambas negativas ou nulas.   4,2S  

  )()( xfxg  Intervalo em x  onde a função g  é maior ou igual a f .  1,S  

  )()(0)()( xgxfxgxf  Intervalo em x  onde a função f  é maior ou igual 

a g .   ,1S  
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2.5- Propriedade 2:  Sejam x  e y  números reais. 

 

 yxyx   

 yxyx  e 0y  

 xyyxyyx   e yx   

 yxyx   ou yx   

Exemplo 1: Resolver  
2

1
1 x e interpretar o resultado através dos gráficos das 

funções 1)(  xxf  e 
2

1
)( xg .  

 

Solução: 

2

1
1 x         

2

1
1

2

1
 x        

2

3

2

1
 x         

 I

x
2

1
   e  

II

x
2

3
 . 

 

Caso .I  xx 
2

1

2

1
 ou 

2

1
x  

















 ,

2

1

2

1
,IS  

Caso .II 









2

3
,

2

3

2

3

2

3

2

3
IISxx   

 

A solução será IIIF SSS  , pois precisa satisfazer  I  e II . Ver figura 2.6. 

 

 

Figura 2.6 – Interseção entre SI e SII. 




















2

3
,

2

1

2

1
,

2

3
FS  
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Considere 1)(  xxf  e 
2

1
)( xg . Vamos separar a interpretação gráfica em três 

passos. 

 

Passo 1: Resolver )()( xgxf   
















2

1

2

1

2

3

2

3

2

1
1

2

1
1

xx

xx

xx     , 









2

3
,

2

3
,

2

1
,

2

1
S .  

Esses valores são exatamente as abscissas dos pontos de interseção do gráfico 

da função 1)(  xxf  com a reta 2/1y . Vide figura 2.8. 

 

Passo 2: Construir gráficos das funções  f  e g . 

 

Primeiro vamos lembrar que dada uma função real h , o gráfico de h  é simétrico 

a h  em relação ao eixo x  nos intervalos onde h  é negativa. 

Assim: 

 

Figura 2.7 – Etapas de construção do gráfico da função f. 

 

Passo 3: A partir dos gráficos das funções f  e g (o gráfico de g  é uma reta) 

identificar intervalos, quando existir, no eixo x  onde a função g  é maior ou igual a 

função f .   

 

Figura 2.8 – Gráficos das funções  f e g.  
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Intervalos onde g  é maior ou igual a f : 


















2

3
,

2

1

2

1
,

2

3
FS  

Como consequência desse exemplo surge a seguinte pergunta: para quais 

valores de   a equação 1x  tem 2, 3 e 4 soluções? A resposta está no 

próximo exemplo. 

 

Exemplo 2: Determine os valores de  para que a equação 1x  tenha: 

a) 2 soluções, 

b) 3 soluções, 

c) 4 soluções, 

d) solução vazia. 

 

Solução: 
 

Vamos separar em casos: 

 0  a solução será vazia, pois não podemos ter módulo negativo. 

 11010  xxx , ou seja, duas soluções. 

 






























II

I

x

x

x

x
x

1

1

1

1
10








 .  

Como 0x  teremos: 

I .   101     

II . 101   . 

 

Temos o seguinte:  

Se 10   então as condições I  e II  são satisfeitas assim teremos quatro 

soluções 1,1,1,1   . 

Se 1  então somente a condição I  é satisfeita e, portanto as soluções são 

1,1   , desse modo duas soluções. 

Se 2,2,0
0

2

11

11
111 





















 x

x

x

x

x
x , ou seja, três soluções. 
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Resumindo: a)    ),1(0 duas soluções. 

                     b) 1 três soluções. 

                     c)   1,0 quatro soluções. 

                     d)   0, solução vazia. 

 

Através do gráfico das funções 1)(  xxf  e )(xg (o gráfico de g  é 

uma reta) podemos facilmente determinar o(s) intervalo(s) em que está situado  . 

Em cada item abaixo vamos exibir o gráfico e concluir que a resposta coincide 

com os valores calculados. 

 

 

a)  

 

Figura 2.9 – Gráficos das funções f e g com duas interseções. 

 

 

 

 

 

 
Figura 2.10– Gráficos das funções f e g com duas interseções. 

 

 

 

Concluímos que as funções f  e g  se intersectam duas vezes quando 

    ,10 . (OBS: Se 0  a função g  passa a ser o próprio eixo das 

abscissas figura 2.10) 
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b)  

 

Figura 2.11 – Gráficos das funções f e g com três interseções. 

 

 

As funções f  e g  se intersectam três vezes quando 1 .  

 
 

c)  

 

Figura 2.12– Gráficos das funções f e g com quatro interseções. 

 

As funções f  e g  se intersectam quatro vezes quando  1,0 . 
 

 
 

d)  

 

Figura 2.13 – Gráficos das funções f e g com interseção vazia. 

 

As funções f  e g  não se intersectam quando  0, . 
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CAPÍTULO 3 – DESIGUALDADES ENTRE FUNÇÕES AFINS E QUADRÁTICAS 
 

 

As desigualdades do tipo hgxfexdx 2  podem ser escritas como 

02  cbxax  onde 0 da , geb  , hfc   e },,,,{ hgfed  . O estudo da 

desigualdade 02  cbxax  será feito no próximo capítulo.  

Através dos exemplos do capítulo anterior determinamos três passos para 

interpretar graficamente as inequações (desigualdade entre funções). Segue 

abaixo etapas da interpretação gráfica da desigualdade entre as funções f  e g , 

tal que gf  : 

 

Passo 1: Determinar a solução da equação gf  , ou seja, as interseções entre 

os gráficos das funções f  e g . 

Passo 2: Traçar esboço dos gráficos das funções f  e g  sobre o mesmo par de 

eixos destacando as interseções. 

Passo 3: Observar o(s) intervalos(s) no eixo das abscissas onde a função f é 

maior ou igual a função g , ou vice-versa caso seja fg   

 

 Vale destacar nessa interpretação que o objetivo ao se observar o gráfico é 

determinar os valores de x  que pertencem ao eixo das abscissas tais que 

)()( xgxf  , onde )(xf  e )(xg  pertencem ao eixo das ordenadas. Ou seja, 

analisamos a ordenada, porém respondemos pela abscissa. 

Iniciamos o capítulo com uma importante propriedade para as desigualdades 

que envolvem funções quadráticas e com exemplos. Em seguida estudamos as 

soluções das inequações observando as posições relativas entre retas e 

parábolas. E finalmente o uso do módulo em exemplos entre funções afins e 

quadráticas. 

 

3.1- Propriedade 3 
 

Sejam x  e y  números reais positivos: yxyx   

 

Demonstração: 
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Por hipótese 0 yx , assim    0

0





yxyxyx


 como esse produto é 

não negativo concluímos que 0 yx  desse modo yx     

 

Exemplo 1: Resolva 42 x  e interprete graficamente. 

 

Solução Algébrica 

 2,222244 22  Sxxxx   

 

Interpretação Gráfica 

Fazendo 2)( xxf  (parábola) e 4)( xg (reta) temos 

24)()( 2  xxxgxf  

 

 

Figura 3.1 – Gráficos de f(x)=x
2
 e g(x)=4. 

 

Intervalo onde g  é maior ou igual a f  é  2,2 . 

 

Exemplo 2: Resolva 22  xx  e interprete graficamente.  

 

Solução Algébrica 

22  xx     022  xx .  É comum utilizarmos a fatoração para resolver essa 

desigualdade, mas nesse momento será incluída outra forma cuja demonstração 

será feita no capítulo seguinte. 

 

Completando quadrados em 22  xx  temos: 
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4

9

2

1
2

4

1

2

1

2

1
22

2

1

2

1

2

1
22

22

2

22

22 


































 xxxxxxx

Perfeito
Quadrado

  

Portanto 

022  xx       0
4

9

2

1
2









x       

4

9

2

1
2









x        

2

3

2

1
x     Logo

2

3

2

1
x      ou  

2

3

2

1
x . Sendo assim 2x  ou   1x , ou seja, 

    ,21,S . 

 

Uma observação é que essa inequação também poderia ser resolvida por meio 

da fatoração ),1)(2(22  xxxx  ou podemos encontrar as raízes da equação 

do segundo grau usando a fórmula de Bháskara, usual nos livros didáticos. Para 

conhecer mais sobre a história da equação do segundo grau recomendamos [7]. 

 

Interpretação Gráfica 

Fazendo 
2)( xxf   e 2)(  xxg  teremos 22)()( 2  xxxxgxf  ou 

1x . 

 

 

Figura 3. 2 – Gráfico de f(x)=x
2
 e g(x)=x+2. 

 

 

O intervalo onde a função f  é maior ou igual a função g  é     ,21, . 

Podemos verificar, por exemplo, que se 
2

5
x  então 4/25)2/5( f  e 

2/1)2/5( g . Assim )2/5()2/5(  gf . 
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Também podemos a partir de uma mesma desigualdade fazer outras 

interpretações. No mesmo exemplo 22 22  xxxx  tomemos 

xxxf  2

1 )(  e 2)(1 xg .(Vide figura 3.3) 

 

 

Figura 3.3 –  Gráfico de f1(x)=x
2
-x e g1(x)=2. 

 

O intervalo onde 1f  é maior ou igual a 1g  é     ,21, . 

Outra interpretação desse mesmo exemplo 022 22  xxxx  é fazer 

2)( 2

2  xxxf  e 0)(2 xg (eixo x ). Essa forma é a mais utilizada nos livros do 

ensino médio para resolver desigualdades quadráticas. Observe o gráfico abaixo. 

 

 

Figura 3.4 – Gráficos de f2(x)=x
2
-x-2 e g2(x)=0 (eixo x). 

 

 

O intervalo onde 2f  é maior ou igual a 2g  é     ,21, . 

Em relação à inequação 022  xx  onde 2)( 2

2  xxxf  e  0)(2 xg  as 

seguintes afirmações são equivalentes e representam a solução     ,21, . 

 Intervalos onde 2f  é positiva.  

 Intervalos onde 2f  é maior que zero. 
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 Intervalos onde 2f  é maior ou igual a função 2g . 

 

3.2- Parábolas e Retas 

 

           Quando avaliamos as desigualdades entre funções quadráticas e funções 

afins estamos analisando posições entre parábolas e retas. Vale ressaltar que 

essas retas não são paralelas ao eixo das ordenadas, pois são funções. Temos 

assim três possibilidades: 

 Parábola e reta tangente (se intersectam em um ponto) 

 Parábola e reta com interseção vazia (não se intersectam) 

 Parábola e reta secante (se intersectam em dois pontos) 

 

Para cada uma das situações acima, segue um exemplo. 

 

3.2.1- Parábola e Reta Tangente  

 

Exemplo: Resolva 322  xxx  e interprete graficamente.  

 

Solução Algébrica 

  0101232
222  xxxxxx . Todo número real elevado ao 

quadrado é maior ou igual a zero. Assim a solução será o conjunto dos números 

reais. 

 

Interpretação Gráfica 

Adotemos 2)( 2  xxxf  e 3)(  xxg . Logo 

32)()( 2  xxxxgxf  

10)1( 2  xx (Ponto de Tangência). 
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Figura 3.5  – Gráfico de f(x)=x
2
-x-2 e g(x)=x-3. 

 

Observe que a função f  é sempre maior ou igual a função g . Assim a 

solução será o conjunto dos números reais. Caso tivéssemos gf   a solução 

seria 1S . 

 

3.2.2- Parábola e Reta com Interseção Vazia 

 

Exemplo: Resolva 2452  xxx  e interprete graficamente. 

  

Solução Algébrica 

02)2(0244245 222  xxxxxx

Perfeito
Quadrado

 . Que é um absurdo!     

A soma de dois números positivos não pode ser negativa. Logo a solução será 

vazia. 
 

Interpretação Gráfica 

Façamos  45)( 2  xxxf  e 2)(  xxg . 

 Sxxxxgxf 245)()( 2
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Figura 3.6  –  Gráfico de f(x)=x
2
-5x+4 e g(x)=-x-2. 

 

Esses gráficos mostram que a função g  é sempre menor do que a função f . 

Assim g  jamais será maior do que f , ou seja, a solução será vazia. Caso 

tivéssemos gf   a solução seria o conjunto dos números reais, pois f  seria 

sempre maior do que g . 

 

3.2.3- Parábola e Reta Secantes 

 

Exemplo: Resolva 561 2  xxx  e interprete graficamente. 

 

Solução Algébrica 

0)2)(3(065561 22  xxxxxxx . Vamos fazer um estudo do 

sinal dos termos )3( x , )2( x  e do produto )2)(3(  xx . 

 

 

Figura 3.7  –  Estudo do sinal de h(x)=x
2
-5x+6. 

 

Portanto a solução da desigualdade será  3,2S . 
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Interpretação Gráfica 

Considere 1)(  xxf  e 56)( 2  xxxg . Assim 

2065561)()( 22  xxxxxxxgxf  ou 3x . 

 

 

 

Figura 3.8  –  Gráfico de f(x)=-x
2
+6x-5 e g(x)=-x-2. 

 

 

Como temos que resolver gf   a seguinte pergunta deve ser feita: 

Quando f  é menor do que g ? Observe que a solução é o intervalo  3,2 . 

 

3.3- Exemplos de Desigualdades Modulares 

 

Exemplo 1: Resolva 561 2  xxx  e interprete graficamente. 

 

Solução Algébrica 

Relembrando a definição de módulo 









0,

0,

xx

xx
x .  

 

   










,51,4)3(056),56(

5,14)3(056,56
56

222

222

2

xxxxxx

xxxxxx
xx  

 

 

1ºCaso. Condição 1,  5,1x  

 3,2065561 22  xxxxxx , como    5,13,2   teremos  

portanto que  3,21 S  é a solução do caso 1, pois satisfaz a condição 1. 
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2ºCaso. Condição 2,     ,51,x  

)56(1 2  xxx      0472  xx       04
2

7

2

7

2

7
.2

22

2 


















  

Perfeito
Quadrado

xx  

 0
4

33

2

7
2









x      

2

33

2

7
x      



















2

337

2

33

2

7

2

337

2

33

2

7

xx

xx

  

 Como  1
2

337



 e 5

2

337



 temos que  






















 











 


2

337

2

337
,  está 

contida em      ,51, , ou seja, a solução do caso 2 é 

























 
 ,

2

337

2

337
,2S , pois satisfaz a condição 2. 

A solução final será a união dos dois casos 

 
























 
 ,

2

337
3,2

2

337
,21 SSSF

. 

 

Interpretação Gráfica  

 

 

Vamos assumir 56)( 2  xxxg  e 1)(  xxf  

)1(56156)()( 22  xxxxxxxfxg  

Assim teremos 

 3,2065)1(56 22  xxxxxx   ou 

 






 


2

337
,

2

337
047)1(56 22 xxxxxx  

Para determinar o gráfico da função 56)( 2  xxxg  basta rebater a função 

562  xx  simetricamente em relação ao eixo x  nos intervalos onde ela é 

negativa. 
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Figura 3.9 – Gráficos das funções f e g. 

 

 

Portanto os intervalos onde a função f  é menor ou igual do que a função g  

são  
























 
 ,

2

337
3,2

2

337
, . 

 

Exemplo 2: Determine para quais valores de   a equação  562 xx  

possui: 

a) duas soluções, 

b) três soluções, 

c) quatro soluções, 

d) solução vazia. 

 

 Solução Algébrica 

Observe que 5656 22  xxxx . 

 

Vamos separar em casos: 

 

  0  a solução será vazia, pois não podemos ter módulo negativo. 

   5,10560560 22  xxxxx . Duas soluções. 

  40  . Observe que nesse caso 04   e 04  . 
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43

43
43599656

2

2

222

x

x
xxxxx  

 














































43

43

43

43

43

43

x

x

x

x

x

x
 . Quatro soluções. 

 

  
 

 

 

 





















03

83

443

443
4434564

2

2

2

2

22

x

x

x

x
xxx .  

 

     
 

  


















3

83

03

83

2

2

x

x

x

x
 . Três soluções. 

 

 4 . Nesse caso 04   e 04  . 

Utilizando a resolução anterior temos. 

          4356
22 xxx





















04,

43

43

43







 x

x

x
. Duas 

soluções. 

 

Resumindo: a)    ),4(0 duas soluções. 

                    b)  4 três soluções. 

                    c)   4,0 quatro soluções. 

                    d)   0, solução vazia. 

 

Solução utilizando gráficos 

 

Assumindo 56)( 2  xxxf  e )(xg (a função g  é uma reta paralela 

ao eixo das abscissas). 
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a)  

 

   Figura 3.10 – Gráficos das funções f e g com duas interseções. 

 

 

 

Figura 3.11 – Gráficos das funções f e g com duas interseções. 

As funções f e g  se intersectam duas vezes quando     ,40  (OBS: 

Se 0  a função g  coincide com o eixo das abscissas. Ver figura 3.11). 

 

b)  

 

Figura 3.12 – Gráficos das funções f e g com três interseções. 
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As funções f e g  se intersectam três vezes quando 4 . 

c)  

 

Figura 3.13 – Gráficos das funções f e g com quatro interseções. 

 

          As funções f  e g  se intersectam quatro vezes quando  4,0 . 
 

 

d)  

 

 

Figura 3.14 – Gráficos das funções f e g com quatro interseções. 

As funções f e g  não se intersectam quando  0, . 
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CAPÍTULO 4 - DESIGUALDADES ENTRE FUNÇÕES QUADRÁTICAS. 

 
As desigualdades do tipo ihxgxfexdx  22 , 0d , 0g  podem ser 

escritas como 02  cbxax  onde gda  , heb  , ifc   e  ihgfed ,,,,,  . 

Caso 0 gd  teremos ihxfex   que foi estudado anteriormente. 

Iniciamos o capítulo usando o método de completar quadrados para a 

dedução da forma canônica do trinômio cbxax 2 . A seguir utilizamos 

discriminante ( ) para análise da equação 02  cbxax . Apresentamos um 

estudo detalhado das desigualdades 02  cbxax  e 02  cbxax  em função do 

discriminante ( ) e do sinal de a . Nesse estudo expomos a solução algébrica e a 

interpretação através do gráfico da sua respectiva função quadrática. Finalizamos 

com alguns exemplos. 

 

4.1- A Forma Canônica do Trinômio cbxax 2
. 













































































































22

22

2

22

2

22

2

2

2

2
222

4

4

42
.

4

4

4242

442
2

a

ac

a

b

a

b
xa

a

c

a

a

a

b

a

b
xa

a

c

a

b

a

b
xa

a

c

a

b

a

b
x

a

b
xa

a

c
x

a

b
xacbxax

Perfeito
Quadrado

  

 











 











2

22

4

)4(

2 a

acb

a

b
xa . Considere o discriminante  acb 42  temos que: 

                              










 











2

2

2

42 aa

b
xacbxax   (*) 

 

4.2- Equação 02  cbxax , a , b  e c  Números Reais e 0a . 

 

Será dividida em três etapas ,0  0  e 0 , descritas abaixo. 

 

 0  
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0
42 2

2
(*)

2 










 











aa

b
xacbxax . Como 0a  então 0

42 2

2














aa

b
x 

   

  

2

2

42 aa

b
x











      

2

2

42 aa

b
x











      

aa

b
x

22


     

aa

b
x

22


        

   
a

b
x

2


        



















a

b
x

a

b
x

2

2

2

1

 

 

 0  

 

0
42 2

2
(*)

2 










 











aa

b
xacbxax . Como 0a então 0

2

2











a

b
x     

a

b
x

2


   

 

 0 . Observe que nesse caso 0
4 2





a

. 

 

 0
4242

0

0

2

2

0

0
2

2
(*)

2 
























 





















 

















  
 aa

b
xa

aa

b
xacbxax , para todo x  real. 

Logo, nesse caso, 02  cbxax  não possui solução. 

 

4.3- Observações 

  Quando o discriminante for positivo vamos assumir
1

2




a

b
 e

2
2




a

b
 

  Assumindo cbxaxxf  2)(  ressaltamos que se 0  então a solução de 

02  cbxax  significa o(s) ponto(s) que a parábola f  intersecta o eixo das 

abscissas e se 0  então a parábola não intersecta o eixo das abscissas. 

 

  Para interpretar 02  cbxax  graficamente devemos observar em quais 

intervalos o gráfico da função cbxaxxf  2)(  é menor ou igual a zero, ou seja, 

está “abaixo” do eixo das abscissas ou o intersecta. Para interpretar 

02  cbxax  devemos observar em quais intervalos o gráfico da função 
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cbxaxxf  2)(  é menor que zero, ou seja, está “abaixo” do eixo das 

abscissas.  
 

  Em relação ao gráfico de cbxaxxf  2)(  iremos construí-lo considerando 

apenas os valores de a  e   . 

  A desigualdade 02  cbxax  também pode ser interpretada ou resolvida como 

011

2

1  cxbxa  onde aa 1 , bb 1  e cc 1 . 

 

4.4- Inequação 02  cbxax , a , b  e c  Números Reais e 0a . 

 

Será dividida em seis casos, considerando o discriminante   e o valor de a . 

 

Caso 1:  0  e  0a  
 

02  cbxax      0
42 2

2
(*)

2 










 











aa

b
xacbxax . Como  0a  temos  

0
42 2

2














aa

b
x      

2

2

42 aa

b
x











     

2

2

42 aa

b
x











       

aa

b
x

22


   

( aa  , pois 0a )     
aa

b
x

22


      

aa

b
x

a 222





      

a

b
x

a

b

22





. Portanto  21 ,

2
,

2








 


a

b

a

b
S  

 

 

Interpretação Gráfica 

 

Figura 4.1 – Gráfico de f com   e a  positivos. 
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0 , 0a  e  21

2 ,0)(  xcbxaxxf . Deve-se observar o gráfico da 

função f  nos intervalos onde a função é não positiva. 

Caso 2: 0  e 0a  
 

02  cbxax       0
42 2

2
(*)

2 










 











aa

b
xacbxax      Como  0a  temos   

0
42 2

2














aa

b
x      

2

2

42 aa

b
x











       

2

2

42 aa

b
x











       

aa

b
x

22


  

( aa  , pois 0a )    
aa

b
x

22 


      

























a

b
x

aa

b
x

a

b
x

aa

b
x

222

222
.  Assim 

   
























 
 ,,,

22
, 12 

a

b

a

b
S .  

Ressaltamos que nesse caso 12   , pois 0a . 

 

 

Interpretação Gráfica 

 

 

Figura 4.2 – Gráfico de f  com   positivo e a  negativo. 

 

 0 , 0a  e     ,,0)( 12

2 xcbxaxxf . Deve-se observar o 

gráfico da função f  nos intervalos onde a função é não positiva. 
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Caso 3: 0  e 0a  
 

02  cbxax         0
42 2

2
(*)

2 










 











aa

b
xacbxax         00

2

2
























a

b
xa   

0
2

2











a

b
xa . Como 0a  e 0

2

2











a

b
x  concluímos que 

2

2










a

b
xa  nunca 

será negativo, porém pode ser nulo. Assim 

a

b
x

a

b
x

a

b
xa a

2
0

2
0

2

2

0

2


















  .  Logo 










a

b
S

2
. 

 
 

Interpretação Gráfica 

 

 

Figura 4.3 – Gráfico de f com   nulo e a  positivo. 

0 , 0a  e









a

b
xcbxaxxf

2
0)( 2 . Deve-se observar o gráfico da 

função f  nos intervalos onde a função é não positiva.  

 

 

Caso 4: 0  e 0a  

02  cbxax          0
42 2

2
(*)

2 










 











aa

b
xacbxax           0

2

2











a

b
xa     

Como 0a então 0
2

2











a

b
x .  Essa última desigualdade é verdadeira para 

todo número real assim   ,S . 
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Interpretação Gráfica 

 

Figura 4.4 – Gráfico de f  com   nulo e a  negativo. 

 

0 , 0a  e  0)( 2 cbxaxxf   ,x . Deve-se observar o gráfico da 

função f  nos intervalos onde a função é não positiva.  

 

Caso 5: 0 e 0a .  
 

Neste caso 0  

0
42

0
42

0
42

0

0

2

2

0

2

2

0

2

2
(*)

22








 


































 















 aa

b
x

aa

b
x

aa

b
xacbxaxcbxax a

        

A soma de um valor não negativo com um positivo resulta em valor positivo. 

Portanto S . 

 

Interpretação Gráfica 

 

Figura 4.5 – Gráfico de f  com   negativo e a  positivo. 
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0 , 0a  e  xcbxaxxf 0)( 2 . A função f  nunca será negativa ou 

igual a zero, ou seja, o gráfico da função nunca estará “abaixo” do eixo x . 

 

 

Caso 6: 0  e 0a .  

Neste caso 0  
























 









  0

42
0

42
0

2

2

0

2

2
(*)

22

aa

b
x

aa

b
xacbxaxcbxax a     

0
42

0

2

2

0








 













 aa

b
x . Essa última desigualdade é verdadeira para todo número 

real assim   ,S . 

 

 

Interpretação Gráfica 

 

        Figura 4.6 – Gráfico de f  com   e a  negativos. 

 

0 , 0a  e   ,0)( 2 xcbxaxxf . A função f  nunca será 

positiva ou nula, ou seja, o gráfico da função f  sempre estará “abaixo” do eixo x. 

 

4.5- Inequação 02  cbxax , a , b  e c  Números Reais e 0a . 

Também será dividido em 6 casos 
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Caso1:  0  e 0a  

02  cbxax      0
42 2

2
(*)

2 










 











aa

b
xacbxax . Como   0a  temos 

0
42 2

2














aa

b
x       

2

2

42 aa

b
x











        

2

2

42 aa

b
x











     

aa

b
x

22


   

( aa  , pois 0a )     
aa

b
x

22


      

aa

b
x

a 222





           

a

b
x

a

b

22





. Portanto  21,

2
,

2














 


a

b

a

b
S  

 

Interpretação Gráfica 

 

 

Figura 4.7 – Gráfico de f  com   e a  positivos. 

 

0 , 0a  e  xcbxaxxf 0)( 2  21, . Deve-se observar o gráfico da 

função f  nos intervalos onde a função é negativa. 

 

 

Caso 2: 0  e 0a  

02  cbxax       0
42 2

2
(*)

2 










 











aa

b
xacbxax . Como  0a  temos  
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0
42 2

2














aa

b
x     

2

2

42 aa

b
x











        

2

2

42 aa

b
x











       

aa

b
x

22


   

 

( aa  , pois 0a )  
aa

b
x

22 


       

























a

b
x

aa

b
x

a

b
x

aa

b
x

222

222
.     

Portanto     





























 
 ,,,

22
, 12 

a

b

a

b
S  

Ressaltamos que nesse caso 12   , pois 0a . 

 
 

 

Interpretação Gráfica 

 

 

     Figura 4.8 – Gráfico de f  com   positivo e a  negativo. 

 

0 , 0a  e  xcbxaxxf 0)( 2     ,, 12  . Deve-se observar o 

gráfico da função f  nos intervalos onde a função é negativa. 

 

Caso 3: 0  e 0a  

02  cbxax      0
42 2

2
(*)

2 










 











aa

b
xacbxax        00

2

2
























a

b
xa       

   0
2

2











a

b
xa . Como 0a e 0

2

2











a

b
x concluímos que 

2

2










a

b
xa  nunca 

será negativo. Assim S .  
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Interpretação Gráfica 
 

 

Figura 4.9 – Gráfico de f  com   nulo e a  positivo. 

 

0 , 0a  e  xcbxaxxf 0)( 2  . Deve-se observar o gráfico da função 

f  nos intervalos onde a função é negativa. 

 

Caso 4: 0  e 0a  

02  cbxax       0
42 2

2
(* )

2 










 











aa

b
xacbxax         0

2

2











a

b
xa . Como 

0a  temos 0
2

2











a

b
x . Essa última desigualdade é verdadeira para todo 

número real exceto 
a

b

2
 . Logo 

















 ,

22
,

a

b

a

b
S . 

 

 

Interpretação Gráfica 

 

Figura 4.10 – Gráfico de f  com  nulo e a  negativo. 
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0 , 0a  e  xcbxaxxf 0)( 2  
















 ,

22
,

a

b

a

b
. Deve-se 

observar o gráfico da função f  nos intervalos onde a função é negativa. 

 

Caso 5: 0  e 0a .  

Nesse caso 0 . Sendo assim 02  cbxax      

0
42 2

2
(*)

2 










 











aa

b
xacbxax . Como 0a  teremos 0

42 2

2














aa

b
x      

0
42

0

2

2

0








 













 aa

b
x . A soma de um valor não negativo com um positivo jamais 

terá como resultado um número negativo. Portanto S . 

Interpretação Gráfica 
 

 

Figura 4.11 – Gráfico de f  com   negativo e a  positivo. 

0 , 0a  e  xcbxaxxf 0)( 2 . A função f  nunca será negativa ou 

nula, ou seja, o seu gráfico nunca estará “abaixo” do eixo x. 

 

Caso 6: 0 e 0a .  

 

Nesse caso 0 . Sendo assim 02  cbxax        

0
42 2

2
(*)

2 










 











aa

b
xacbxax . Como 0a  temos 0

42 2

2














aa

b
x    



42 
 

0
42

0

2

2

0








 













 aa

b
x . Essa última desigualdade é sempre verdadeira. Portanto

  ,S . 

 

Interpretação Gráfica 

 

Figura 4.12 – Gráfico de f  com   e a  negativos. 

     

0 , 0a  e   ,0)( 2 xcbxaxxf . A função f  nunca será 

positiva, ou seja, seu gráfico sempre estará “abaixo” do eixo x. 

 

Resumo: 

 02  cbxax  02  cbxax  

0  e 0a   21,   21,  

0  e 0a      ,, 21       ,, 21   

0  e 0a  









a

b

2

   

0  e 0a    ,  
















 ,

22
.

a

b

a

b
 

0  e 0a      

0  e 0a    ,    ,  

                          

Comparando as duas desigualdades da tabela vemos que as soluções 

permanecem iguais quando 0 . 
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4.6 - Exemplos:  

1- A partir dos gráficos das funções quadráticas f  e g resolva as desigualdades 

pedidas. 

 

Figura 4.13 – Gráfico de f  e g referente ao exemplo 4.6.1. 

 

a) 0)( xf  

b) 0)( xg  

c) )()( xgxf   

d) 0)().( xgxf  

e) 0
)(

)(


xg

xf
 

f) )()( xgxf   

g) Determine os valores de  para que ambas as equações )(xf  e )(xg

possuam duas soluções. 

 

Solução: 

a) 0)( xf . Observar o intervalo, na abscissa, onde f  é maior ou igual a zero. 

 6,3S  

b) 0)( xg . Observar o intervalo, na abscissa, onde g  é maior ou igual a zero.  

    ,40,S  

c) )()( xgxf  . Observar o intervalo onde f  é maior ou igual a g . 









19

90
,1S . 

d) 0)().( xgxf . Observar os intervalos onde 0)( xf  e 0)( xg  ou 0)( xf  e 

0)( xg  ou são nulas. Ou seja, um mesmo intervalo onde f  seja maior ou igual a 
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zero e g  seja menor ou igual a zero ou f  seja menor ou igual a zero e g  seja 

maior ou igual a zero.       ,64,03, . 

0
)(

)(


xg

xf
. Observar os intervalos onde f  e g  são ambas positivas ou ambas 

negativas ou f  seja nula e 0g . Ou seja, 0)( xf  e 0)( xg  ou 0)( xf  e 

0)( xg .    6,40,3  . 

e) )()( xgxf  . Para obter o gráfico de f  basta rebater o gráfico de f  

simetricamente em relação ao eixo x nos intervalos  3,  e  ,6 . Observando 

o intervalo  ,6  vemos que g  cresce mais rápido do que f , logo não se 

intersectam nesse intervalo. Utilizando argumento análogo concluímos que f  e  

g  não se encontram no intervalo  3, . Portanto a solução será 









19

90
,1 . 

f) Considere y  reta paralela ao eixo x. Se 







 ,

5

4
  então y  

intersecta a função g  em dois pontos. Se 









4

25,20
,  então y  intersecta 

a função f  em dois pontos. Logo a solução será a interseção de ambos os 

intervalos 









4

25,20
,

5

4
. 

As leis de formação das funções f  e g  podem ser determinadas e utilizadas 

para resolução algébrica. Elas são  183
14

1
)( 2  xxxf  e  xxxg 4

5

1
)( 2   

 

2- Resolva as desigualdades 161054 22  xxx  e interprete graficamente. 

 
 

Solução Algébrica 

Vamos dividir em dois casos    1054: 2  xxI  e   16105: 2  xxII . 

    7,202701451054: 22  ISxxxxxxI

    1,606106516105: 22  IISxxxxxxII  

 

A solução será os valores de x que satisfazem as duas desigualdades. 

     1,21,67,2  IIIF SSS  
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Interpretação Gráfica 
 

Seja 4)( 2  xxf , 105)(  xxH  e 16)( 2  xxg . Calculando os pontos de 

interseção:  

 

 7,20145)()( 2  xxxxHxf , 

 1,6065)()( 2  xxxxHxg  

 10,10202164)()( 222  xxxxxgxf  

 

 

Figura 4.14 – Gráfico de f  e g referente ao exemplo 4.6.2. 

                                           

Precisamos observar qual intervalo no eixo x onde a função H  está entre as 

funções f  e  g , ou seja, )()()( xgxHxf  . Pelo gráfico vemos que a solução 

será  1,2 . 

3- Dados dois números positivos S e P  positivos. Determinar  e   tais que 

S   e  P. . 

Para resolução utilizaremos o método dos Babilônios apresentado por Lima 

(et al, 2006, p.37 -39)[6]. Outra demonstração semelhante pode ser encontrada 

em [7]. O material encontrado tem aproximadamente quatro mil anos e foi 



46 
 

descoberto em escavações arqueológicas. Os tabletes exibiam informações 

similares as que apresentaremos. 

 

Solução: 

Como  
22

S
S 





  a média aritmética entre   e    é  

2

S
. 

Suponhamos   . 

 

 

Figura 4.15 – Referente ao exemplo 4.6.3. 

 

Vamos definir d  tal que  
22

SS
d . Dai d

S


2
  e d

S


2
 . 

Temos que 
2

2

422
. d

S
d

S
d

S
P 

















  , ou seja, 2

2

4
d

S
P 

 



P
S

d 
4

2
2

. Como 0d  temos PS
PS

P
S

d 4
2

1

4

4

4

2
22




  

PSd 4
2

1 2  . 

Logo substituindo d : 
2

4
4

2

1

22

2
2 PSS

PS
S

d
S 

  e  

2

4
4

2

1

22

2
2 PSS

PS
S

d
S 

 . Essas fórmulas só tem sentido se 

PS 42  . Concluímos que a solução é: 
2

42 PSS 
  e 

2

42 PSS 
 . 

Vale ressaltar que os valores  e   são raízes da equação 02  PSxx ,        

ou seja, 
2

4
0

2
2 PSS

xPSxx


 . A equação 02  PSxx  é 

equivalente a 02  cbxax , 0a , basta tomarmos 
a

b
S   e 

a

c
P  .  
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Suponhamos 0a . Substituindo nas expressões acima teremos: 

a

acbba

c

a

b

a

b

PSS

2

4

2

4

2

4 2

2

2 
























  

a

acbba

c

a

b

a

b

PSS

2

4

2

4

2

4 2

2

2 
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CAPÍTULO 5 – DESIGUALDADES ENTRE OUTRAS FUNÇÕES ELEMENTARES  
 

Com um pouco mais de liberdade vamos tratar de algumas equações e 

inequações diferentes dos capítulos anteriores. Iremos utilizar também funções 

logarítmicas, exponenciais, racionais, polinomiais e potencia de funções como 

  xxx xe 
ln

. Vamos ainda usar algumas desigualdades das médias: aritmética, 

harmônica e geométrica. 

 Nesse capítulo assumiremos o conhecimento de gráfico das funções 

transcendentais que podem ser pesquisadas nos livros de cálculo [3], bem como 

os conceitos de limite, derivadas e assíntotas. 

Como nos capítulos anteriores vamos destacar sempre a solução através de 

gráficos de funções. 

Iniciamos com dois exemplos envolvendo funções quadrática e racional. 

Apresentamos uma propriedade importante para desigualdades bem como sua 

demonstração. A seguir utilizamos o gráfico da função xxxf )(  para resolver um 

problema bem interessante, apresentamos duas desigualdades envolvendo 

médias e finalizamos com uma desigualdade entre função exponencial e 

logaritmo. 

 

5.1- Exemplos 

1- Resolva e interprete graficamente 
x

xx
22  , 0x . 

 

Solução Algébrica 

  
0,0

221
0

2
0

22
223

22 


 


 x
x

xxx

x

xx

x
xx

x
xx Fatorando .  

Observe que 1x  é raiz de 223  xx . Assim  é divisível por 1x . 

 

 

 

Figura 5.1 - Divisão polinomial e estudo do sinal. 

223  xx
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A partir do estudo do sinal de  
x

xx 223 
 vemos que a solução será o intervalo 

 1,0 . 

 

Interpretação Gráfica 

Considere as funções xxxf  2)(  e 0,
2

)(  x
x

xg . 
x

xxxgxf
2

)()( 2  

   022102 223  xxxxx      01x  ou 0222  xx . Como 

0222  xx , pois 0 , então a única solução será  1x . Ou seja, o ponto 

 2,1  é a interseção entre o gráfico das funções f  e g . Observamos no gráfico 

que o intervalo no eixo x onde a função  é maior ou igual a função  é o 

intervalo . 

 

 

Figura 5.2 - Gráficos de xxxf  2)(  e xxg /2)(  . 

 

2- Resolva e interprete graficamente 
x

xx
6

522  , 0x . 

 

Solução Algébrica 
 

0
652

0
6

52
6

52
23

22 



x

xxx

x
xx

x
xx . Fatorando obtemos

  
0

342 2




x

xxx
 e  0x . Como 2x  é raiz de 652 23  xxx , 

652 23  xxx  é divisível por 2x .     

g f

 1,0
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Figura 5.3 - Divisão polinomial e estudo do sinal. 

 

 

A partir do estudo do sinal vemos que a solução será    3,10,2  .  É 

importante destacar que 652
6

52 232  xxx
x

xx  é falsa, ou seja, não 

podemos “multiplicar cruzado”, pois caso x  seja negativo o sinal da desigualdade 

muda. Nessa situação temos que proceder em dois casos: 0x  ou 0x .  

 Se 0x  então 
x

xx
6

522      652 23  xxx    0)3)(2)(1(  xxx .  

Como 0x (restrição) teremos  3,11 S .  

 

 Se 0x  então  
x

xx
6

522    652 23  xxx    0)3)(2)(1(  xxx . 

Assim se 0x (restrição) então  0,22 S .  Portanto    3,10,221  SSS . 

 

Interpretação Gráfica 

Considere as funções 52)( 2  xxxf  e 
x

xg
6

)(  , com 0x . Então  

)()( xgxf      
x

xx
6

522       0652 23  xxx .  Fatorando teremos 

    0321  xxx . Logo  3,1,2x .  Isto significa que  6,1 ,  3,2  e  2,3   

são os pontos de interseção entre os gráficos das funções  e . Podemos 

observar pelo gráfico que o intervalo onde a função  é maior ou igual a função 

 é    3,10,2  . 

 

f g

g

f
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.  

Figura 5.4 - Gráficos de 52)( 2  xxxf  e xxg /6)(  . 

 

 

5.2- Propriedade 4:  0 ca  e 0 db    cdab   

 

Demonstração: 

Por hipótese 0ca  e 0db , portanto    0 dbca    

0 cdcbadab    cdcbadab  . Subtraindo cd  em ambos os lados da 

desigualdade tem-se  cdcdcbadcdab     cdcbcdadcdab     

    0

00





 dbccadcdab . Desse modo cdabcdab  0   

 

5.3- Exemplo: Quantas soluções têm 
2

1
xx ? E 

4

3
xx ? 

Primeiro vamos definir a função xxxf )(  cujo domínio é  ,0 . A partir de 

agora precisamos construir o gráfico da função f  e para isso iremos utilizar 

ferramentas de cálculo [3]. 

Vamos determinar: 

 

  Possíveis assíntotas verticais e horizontais. 

  Intervalos de crescimento e decrescimento da função. 

  Pontos de máximo ou mínimo da função. 

  Intervalos onde a função possui concavidade para cima ou para baixo e pontos 

de inflexão. 
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Assíntotas Verticais 

Como a função não está definida em 0 (zero), a reta 0x  passa a ser um 

candidato à assíntota vertical. Vamos estudar o comportamento de f  na 

vizinhança de 0x . 

xx
xx

x

x

x

x

xx

x
x

eeexxf
lnlim

ln

0

ln

000

0limlimlim)(lim 


. Vamos calcular xx
x

lnlim
0

. 


0)(limlim

1

1

lim
1

ln
limlnlim

0

2

0

2

000













x

x

x

x

x

x

x
xx

xxx

HL

xx  

Portanto 10
)ln(lim

0  ee
xx

x . Dai 1lim
0




x

x
x . Com isso vemos que 0x  não é 

assíntota vertical. 

 

Assíntotas Horizontais 

 



 eeeexxf
xx

xx

x

x

x

x

xx

x
x lnlim

lnln limlimlim)(lim  

Como 


)(lim xf
x

 concluímos que a função não possui assíntotas horizontas. 

 

Intervalos de Crescimento e Decrescimento da função 

Como 
xxx exxf ln)(   temos que sua derivada é a função

 1ln
1

.ln.1)ln.()( lnlnln 







 xe

x
xxexxexf xxxxxx

 

 0)(xf   01lnln xe xx
. Como 0ln xxe  temos que 

 
e

xexxx
1

lnln1ln01)ln( 1  
 

Analogamente vemos que 
e

xxf
1

00)(  . 

 

0)(  xf ( f é crescente) 0)(  xf ( f é decrescente) 

 ,1
e   

e
1,0  
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Pontos de Máximo ou Mínimo da função 

 
e

xexxxxexf xx 1
lnln1ln01)ln(01ln)( 1ln  

Como f  decresce em  
e

1,0  e cresce em  ,1
e , concluímos que 

e
x

1
  é 

ponto de mínimo. 

 

Concavidade e pontos Críticos. 

Como   )1)(ln(1ln)( ln  xxxexf xxx
teremos

 )1).(ln()1).(ln()()( xxxxxf xx
 

  









x
xx

x
xxxx xxx 1

1)ln(
1

.)1))(ln(1)(ln(
2

. 

A função )(xf   é sempre positiva, pois   01)ln(,0
2
 xx x

 e 0
1


x
. 

Logo f possui concavidade para cima em todo seu domínio e, portanto não 

possui ponto de inflexão. 

Com a reunião das informações anteriores podemos construir o gráfico de 

xxxf )( . 

 

 

Figura 5.5 – Gráfico de 
xxxf )( . 

 

Com o uso do cálculo e do gráfico da função concluímos que o menor valor 

que a função 
xx  pode assumir é eex /1)/1( , ou seja,   ,0,)/1( /1 xex ex . 

Assim usando o gráfico da função podemos observar que: 
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  Se    ee /1)/1(,1   então xx  tem uma solução. (vide figura 5.6 e 5.7) 

 

 

Figura 5.6 – Gráficos de 
xxxf )( e y  com uma interseção.  

 

 

Figura 5.7 – Gráficos de 
xxxf )( e y  com uma interseção.  

 

  Se  1,)/1( /1 ee  então xx  tem duas soluções. (vide figura 5.8)  

 

 

Figura 5.8 – Gráficos de 
xxxf )( e y  com duas interseções. 
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  Se   e
e

/1
/1,  então xx  não tem solução. (vide figura 5.9) 

 

Figura 5.9 – Gráfico de 
xxxf )( e y  quando não há interseção.  

 

Voltando para pergunta inicial. Quantas soluções têm 
2

1
xx ? E

4

3
xx ?  

 Precisamos avaliar a partir das conclusões anteriores se 
2

1
)/1( /1 ee  ou 

2

1
)/1( /1 ee . O mesmo raciocínio vale para 

4

3
xx .  

Podemos usar a aproximação 7,2e  e, portanto 2

1

244 eee  . 

Como xxh ln)(   é uma função crescente temos 
2

1
2lnln2ln2 2

1

2

1

 ee . 

 Assim 
2

1
2ln   (*)  e  2e  (**) . De (*) , (**)  e propriedade 4 demonstrada 

anteriormente temos: 

 

2.
2

1
).2(ln e      12ln e     

e

1
2ln      

1

ln.
1

2ln e
e

       e
e

ln
1

2ln       

ee /11 )ln()2ln(        ee /11)ln(
2

1
ln      e

e
/1

/1ln
2

1
ln         e

e
/1

/1
2

1
 . 
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Figura 5.10 – Gráfico de 
xxxf )( e 2/1y  onde não há interseção.  

 

Portanto 
2

1
xx  não tem solução já que  

2
11

1


e

e
, veja a representação 

gráfica na figura 5.10. Agora vejamos quantas soluções possui a equação 
4

3
xx . 

5,2.275,6764      5,2.2764       
27

5,2.27

27

64
      e 5,2

27

64
     e

27

64
   

ee 









3

3

3

3

4

3

4
     3

1

3

4
e    3

1

ln
3

4
ln e     

3

1

3

4
ln  . 

Assim 
3

1

3

4
ln   )(I  e 3e  )(II .  De )(I , )(II  e propriedade 4  temos:  

3

1
.3

3

4
ln e       1

3

4
ln e      

e

1

3

4
ln      

e

1

3

4
ln       1.

1

3

4
ln

1

e











   

).(ln
1

4

3
ln e

e
    )).(ln1.(

1

4

3
ln e

e
    










ee

1
ln.

1

4

3
ln    

e

e

/1
1

ln
4

3
ln 








    

e

e

/1
1

4

3








 . Logo 

4

3
xx  tem duas soluções (figura 5.11). 

 Se fizermos uso do GeoGebra3 as soluções serão dadas aproximadamente 

por 64,0  e  15,0 . 

                                                           
3
 Um programa capaz de realizar cálculos de álgebra / geometria e que possibilita a construção de gráficos. Mais 

informações em <http://www.geogebra.org/cms/pt_BR/>. Acesso em: 07 julho de 2014. 
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Figura 5.11 – Gráficos de 
xxxf )( e 4/3y  com duas interseções. 

 

 

5.4- Um Pouco Sobre Médias 
 

É conhecido que: Média AritméticaMédia GeométricaMédia Harmônica, 

ou seja, para dois números reais  x  e y  positivos valem as desigualdades 

yx

xy
yx

11

2

2





. Fazendo 1y  teremos  

1
1

2

2

1






x

x
x

. Como 

1

2

1

2

1
1

2








x

x

x

x

x

, vamos considerar 
1

2

x

x
 no lugar de 

1
1

2


x

e vamos incluir o 

zero. Assim as desigualdades são  





,0,
1

2

2

1
x

x

x
x

x
. Podemos utilizar 

essas desigualdades para resolver inequações e interpretá-las graficamente. 

Vejamos os próximos exemplos. 

 

Exemplo 1: Resolva x
x




2

1
 e interprete graficamente. 

 

Solução Algébrica 

Observe que 0x . 

 

    0124122121
2

1 22
22




xxxxxxxxxx
x
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  01
2
 x . Essa última desigualdade é verdadeira para todo x. Portanto a 

solução é  ,0 . 

 

Interpretação Gráfica 

Considere as funções 
2

1
)(




x
xf  e xxg )( . 

    0124122121
2

1
)()( 22

22



 xxxxxxxxxx

x
xgxf

  101
2

 xx . Desse modo o ponto )1,1(  é a interseção entre o gráfico das 

funções f  e g . 

 

 

Figura 5.12 – Gráficos de 2/)1()(  xxf  e xxg )( . 

 

A função f (reta) é sempre maior ou igual a função xxg )( , assim a solução 

será . 

 

Exemplo 2- Resolva 
1

2




x

x
x  e interprete graficamente. 

Solução Algébrica 

Observe que . 

1

2




x

x
x         

 2
2

2

1

2




x

x
x     

12

4
2

2




xx

x
x . Usando o fato que 0x  temos 

  22 412 xxxx       
223 42 xxxx      02 23  xxx         0122  xxx  

  01
2
 xx . Como  e   01

2
x  a desigualdade é válida em . 

 

 

 

 ,0

0x

0x  ,0
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Interpretação Gráfica 

 

Considere as funções 
1

2
)(




x

x
xf  e . 

   
 

  220

2

2

2

2
2

412
12

4

1

2

1

2
)()( xxxx

xx

x
x

x

x
x

x

x
xxgxf x 








   

     1,0010120242
2223223  xxxxxxxxxxxxx  

Desse modo os pontos  e )0,0( são as interseções entre o gráfico de  e . 

Vamos construir o gráfico de 
1

2
)(




x

x
xf  por translação e reflexão da função 

x

2
. 

Observe que 
   

2
1

2

1

2
2

1

2

1

12

1

212

1

222

1

2




























 xxxx

x

x

x

x

x

x

x
. 

Assim vamos construir o gráfico de 2
1

2
)( 






x
xf . 

 

Figura 5.13 - Construção do gráfico de 2)]1/(2[)(  xxf  a partir do gráfico das funções f1, f2 e f3. 

 

xxg )(

)1,1( f g

x
xf

2
)(1   


x

xf
2

)(2

  




1

2
)(3

x
xf

 





 2

1

2
)(

x
xf
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Figura 5.14 - Gráficos de 2)]1/(2[)(  xxf  e 2/1)( xxg  . 

 

 

O intervalo onde xxg )(  é maior ou igual a 
1

2
)(




x

x
xf  é . 

 

5.5- Exemplo de Inequação entre Funções Exponencial e Logarítmica. 

 

Considere as funções xexf )(  e   exeexg e  /1ln)( . Sabendo que a equação 

)()( xfxg   possui solução inteira resolva a desigualdade )()( xgxf   e interprete 

graficamente. 
 

Solução: 
 

 )()( xfxg    xe eexee  /1ln 0 x  ou 1x . De fato, conferindo os 

valores teremos: 

      0/1 1ln0ln0 eeeeex e   

 
     1/1/1/1 1

ln
1

lnln)1(ln1  e
e

e
e

eeeeeeex eee

 

Para concluir e verificar a solução, vamos construir os gráficos das funções f  e 

g . O gráfico de g  é crescente, pois 1e . Já sabemos que a função g  intersecta 

o eixo y  em  1,0  e para determinar onde intersecta o eixo x  iremos resolver

0)( xg : 

      
e

eee

ee

e
xexeeexeeexeexg

/1

/1/1/1 1
110ln0)(




 . 

 ,0
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Utilizando uma calculadora vemos que 3491,1
1

/1





eee

e
. Logo vemos na figura 

5.15 que o intervalo onde a função g  é maior ou igual a função f  é  0,1 . 

 

 

Figura 5.15 -  Gráficos das funções f e g. 
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CAPÍTULO 6 – ATIVIDADES E AVALIAÇÃO DOS RESULTADOS 
 

Com material produzido planejamos atividades separadas em quatro aulas 

com exercícios, gabaritos e questionários a serem aplicados ao final de cada aula. 

As perguntas do questionário foram elaboradas de modo que os alunos nos 

fornecessem informações sobre seu aprendizado e sobre a relevância do que foi 

aprendido. As aulas foram ministradas para os alunos do curso de licenciatura à 

distância em matemática da Universidade Federal do Estado do Rio de Janeiro-

UNIRIO do polo Cederj/Magé e ocorreram no Polo Cederj/Magé. Exigimos como 

pré-requisito para inscrição ter concluído a disciplina pré-cálculo. Após as 

inscrições tivemos um quantitativo de 10 alunos. Esses alunos foram identificados 

pelos códigos A1, A2, A3, A4, A5, A6, A7, A8, A9, A10. 

As aulas foram apresentadas e muitos dos alunos não preencheram os 

formulários devido à pressa para ir embora ou não comparecimento. As respostas 

dos alunos foram digitalizadas e se encontram em anexo. Os exercícios e 

gabaritos estão nos apêndices. Decidimos que as respostas dos alunos que não 

nos proporcionavam informações relevantes como “não”, “sim”, “talvez” não 

seriam anexadas. Abaixo apresentamos o objetivo e plano de cada aula: 

 

Aula 1 

 

Objetivo: Fornecer ao aluno fundamentos necessários para 

resolução de equações do 1º e 2º graus, modular e construção de 

gráficos das funções associadas. Essa base é necessária para 

compreensão das próximas aulas onde teremos desigualdades 

(inequações) e interpretação gráfica. 

 

Plano de Aula 1 

- Equação do primeiro grau com infinitas soluções, solução vazia e 

solução única. 

- Equação do primeiro grau com parâmetros. 

- Gráfico da função afim. (Destacar a importância da função 

constante, pois a utilizaremos para resolver equações do tipo 

)(xf , onde  é uma constante). 
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- Diferença entre equação e função. Destacar que a solução da 

equação significa a interseção do gráfico com o eixo x. 

- Método de completar quadrados para resolver equação de 2º 

grau. 

- Gráfico da função quadrática destacando interseções com os 

eixos e vértice. O vértice é dado da seguinte maneira 
















 

2
,

2

2121 
f , onde 

1  e 2  são raízes. Os alunos que 

quiserem podem utilizar a fórmula 






 


aa

b

4
,

2
. 

- Equação modular e propriedades. 

- Gráfico da função f  a partir do gráfico de f . 

- Exercícios. 

 

Aula 2 

 

Objetivo: 

Resolver equações e inequações do primeiro grau. Dar significado 

aos gráficos de funções para a solução de equações e inequações. 

 

Plano de Aula 2 

- Propriedades:  ba   e bcacc  0   

                           ba   e bcacc  0  

- Solução da desigualdade 0bax ; com 0a  ou 0a . 

- Propriedades de desigualdade modular e resolução de 

desigualdade modular. 

- Significado gráfico para equações gf   (interseções entre as 

funções) 

- Significado gráfico para inequações gf   (intervalo(s) no eixo x 

onde g  é maior ou igual a f ). 

- Número de soluções de equações do tipo 1)( xf , 2)( xf ,

)(xf . 
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(Destacar que 1y , 2y  e y  são retas paralelas ao eixo x  

e o número de vezes que a reta y  intersecta o gráfico da 

função é igual ao número de soluções da equação )(xf ) 

-Exercícios 

 

Aula 3 

 

Objetivo: 

Resolver equações e inequações do segundo grau. Dar significado 

aos gráficos de funções para a solução de equações e inequações. 

 

Plano de Aula 3 
 

- Demonstrar: yxyx  0  

- Resolver 02  cbxax  algebricamente 

- Resolver 02  cbxax  graficamente 

- Apresentar a interpretação gráfica da desigualdade gf   a 

partir dos passos abaixo: 

1º Determinar a solução da equação gf  , ou seja, as 

interseções entre o gráfico das funções f  e g . 

2º Traçar um esboço do gráfico das funções f e g  sobre o 

mesmo par de eixos destacando as interseções. 

3º Observar o(s) intervalos(s) no eixo das abscissas onde a 

função f  é maior ou igual a função g , ou vice-versa caso 

seja fg  . 

- Número de soluções de equações do tipo )(xf . 

- Exercícios 
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Aula 4 

 

Objetivo: 

Mostrar a utilidade pratica da interpretação gráfica para resolver 

desigualdades consideradas mais “desafiadoras” e para resolver 

desigualdades onde a solução algébrica não é eficiente na 

simplificação. 

 

Plano de Aula 4 

- Destacar que as funções que não podem ser simplificadas por 

meio de solução algébrica, em grande parte necessitam de 

métodos numéricos para resolução. Porém utilizaremos equações 

com solução inteira. E para determinar a solução usaremos o 

método da tentativa. 

- Revisar os passos para interpretação gráfica vistos na aula 

passada. 

- Exercícios 

 

 

Após as aulas observamos o impacto positivo do uso da interpretação 

gráfica pelas inúmeras respostas dos alunos.  

 

6.1- Comentário Sobre as Respostas da Aula 1 

Os alunos não tinham visto equação com infinitas soluções ou solução vazia 

e alguns não sabiam completar quadrado ou não foram apresentados a essa 

forma de resolução.  Sentiram dificuldades em resolver equações com parâmetro, 

completar quadrado e questões que envolviam módulo. Destacaram que é mais 

fácil resolver algumas questões utilizando a solução feita em questões anteriores, 

por exemplo, determinar o gráfico da função f  a partir de f . 

 

6.2- Comentário Sobre as Respostas da Aula 2 

Os alunos tiveram dificuldades para definir o conceito de função, porém 

conseguiram dar exemplos de curvas que não são funções. Mencionaram nunca 

terem visto interpretação gráfica de equações ou inequações do 1ºgrau. 
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Salientaram a importância da interpretação gráfica como meio mais rápido de 

resolver uma desigualdade como, por exemplo, modular, uma vez que já 

conheciam o gráfico. Abaixo alguns relatos: 

 

“Fornece uma visão mais ampla do que 

representa uma função graficamente”. 
 

“Deve ser ensinado no ensino médio, 

prepararia melhor os alunos para a faculdade, 

estando mais seguros do que estão fazendo” 
 

“De modo geral auxilia a compreensão e 

visualização”. 
 

Os alunos destacaram a importância de responder perguntas a partir de 

questões anteriores. Apresentaram dificuldades nas atividades que exigiam 

construção gráfica, porém em alguns casos o aluno que não conseguiu resolver 

algebricamente percebeu que a interpretação gráfica facilitou a resolução do 

problema. Um dos alunos comentou que jamais conseguiria resolver uma das 

questões sem o auxílio do gráfico.  Por fim ressaltaram que gostariam de 

trabalhar com mais questões utilizando gráficos. 

Após entender o significado gráfico da função baxxf )(  e da equação  

0bax (retas paralelas solução vazia, retas coincidentes infinitas soluções e 

concorrentes solução única) um aluno disse:   

"Eu deveria ter aprendido isso na 7ª ou 8ª 

série" 

 

6.3- Comentário Sobre as Respostas da Aula 3 

Todos os alunos que responderam as perguntas concordaram que a 

interpretação gráfica deve ser utilizada no ensino médio. 
 

“Fica mais fácil à interpretação quando 

ensinado as duas soluções”(algébrica e gráfica) 
 

Todos apontaram a interpretação gráfica como a parte mais interessante da 

aula. Destacaram que uma mesma desigualdade interpretada com diferentes 

abordagens completa a análise da solução do problema. 
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A maioria salientou a necessidade de trabalhar mais com construções de 

gráficos de funções e seu uso como ferramenta de interpretação para o estudo 

das desigualdades. Também acreditam que o curso poderia ser mais longo para 

contemplar mais exemplos desse conteúdo gráficos.  

 

6.4- Comentário Sobre as Respostas da Aula 4 

Os alunos mencionaram a importância da interpretação gráfica como: 
 

”Ferramenta que esclarece e facilita a 

compreensão do desenvolvimento algébrico e 

soluciona o que não se pode calcular” 

 

“Em alguns casos, seria impossível sua 

resolução algebricamente [...]” 
 

 Mencionaram que pretendem utilizar a interpretação gráfica com frequência 

em seus estudos e futuramente com seus alunos. 

Ressaltaram a utilidade do minicurso e a necessidade de outros cursos 

como esse. 
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CONSIDERAÇÕES FINAIS 
 

Em nossa aplicação observamos que embora o conteúdo de equações e 

inequações esteja bem presente no cotidiano dos alunos, a sua interpretação 

através de gráficos de funções não se encontra atualmente bem desenvolvida em 

suas formações. A partir das respostas dos alunos notamos a necessidade de 

intensificarmos o trabalho dando ênfase à parte gráfica nos exercícios, materiais, 

cursos, oficinas, etc. 

Sendo assim temos como possibilidades para trabalhos futuros: preparar e 

adequar as atividades por meio de aulas direcionadas, aos conteúdos de cada 

série, por exemplo, 7º, 8º e 9º ano ou no ensino médio; preparar atividades que 

envolvam o uso de tecnologias, como por exemplo, o GeoGebra, que pode 

auxiliar na representação de gráficos de funções; explorar as desigualdades 

contidas na tabela apresentada na introdução, pois a partir dela podemos estudar 

várias combinações entre funções; estudar as múltiplas interpretações de uma 

mesma desigualdade, relacionar as desigualdades a problemas concretos, como 

feito no caso da comparação entre as médias: aritmética, geométrica e 

harmônica. E nos casos onde não é possível usar a solução algébrica, explorar as 

possíveis soluções através de gráficos de funções. 
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APÊNDICE 1 – AULA 1 
 

 

 

Exercícios  
 

1) Resolva as equações e determine a solução. 

  a) 
2

23
x

x                   b) 3)3(2  xxx                 c)  xxx  )12(        

2) Resolva as equações em função do parâmetro. 

  a) aaax  5              b) xax 6  

3) Construa o gráfico das funções, destacando as interseções com os eixos. 

  a) 4)(  xxf              b) 3
2

)( 
x

xf                          c) 2)( xf  

4) Resolva as equações quadráticas pelo método de completar quadrados. 

  a) 0962  xx            b)  0652  xx             c) 012  xx  

5) Construa o gráfico das funções, destacando as interseções com os eixos e o 

vértice. 

      a) 65)( 2  xxxf                         b) 1)( 2  xxxf         

6) Resolva as equações modulares. 

  a) 5x                          b) 56 x                              c) 1552  xx  

7) Construa o gráfico das funções, destacando as interseções com os eixos e o 

vértice, caso exista. 

  a) 4)(  xxf                                    b) 65)( 2  xxxf  

  c) xxxf  2)(                                  d) 6)(  xxf  
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Gabarito - AULA1 

1)  a) solução única 5/4x        b) infinitas soluções             c) solução vazia 

2)  a)








iasoluçãovaza

únicaaxa

0

,/50
      b) se únicaxa ,06  , se  6a infinitas 

soluções 

3) a) 

 

b) 

 

c) 
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4) a) 3x    b) 2x ou 3x   c) 
2

51
x  

5) a) 

 

b) 

 

6) a)  5   b)  11,1   c)  4,3,2,1  

7) a)  

 

b) 
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  c) 

 

    d) 

 

 

 

Questionário – Aula 1 
 
1) Você já tinha estudado equações de 1º grau e resolveu equações de 1º grau 

com infinitas soluções ou sem solução?  Dê exemplos e explique.  

 

2) Você já tinha estudado equações de 2º grau e resolveu equações de  2º grau 

pelo método de completar quadrados?  Dê exemplos e explique.  

3) Dê um  exemplo da construção do gráfico 
)(xf

 a partir de )(xf . Explique. 

 

4)  Em qual (ou quais) questões desta aula teve facilidade?  Explique. 

 

5) Que conteúdo(s) você acredita que teve dúvidas e acha que precisa de mais 

exercícios? Explique  

 

6) Como descreveria a diferença entre os conteúdos representados por  )(i  

233  xx  e por )(ii 52)(  xxf  ? Explique. 
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APÊNDICE 2 – AULA 2 
 

 

Exercícios  

 

1) Resolva as desigualdades. 

  a) 043 x                 b) 03
2


x

          c) 02  x  

2) Para cada par de funções resolva )()( xgxf  e interprete graficamente. 

a) 1)(  xxf  , 2)(  xxg      

b) 32/)(  xxf  , 32/)(  xxg      

c) 72)(  xxf  , 82/)(  xxg     

d) 
xxf )(

, 2)( xg  

 

3) A partir do gráfico das funções afins f  e g  resolva as desigualdades. Para 

cada item refaça o gráfico e destaque a solução no eixo x. 

 

a)  0)( xf   

b)  0)( xg  

c) )()( xgxf   

d) 0)().( xgxf  

e) 6)( xf  
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4) Em cada item resolva a desigualdade )()( xgxf    e interprete resultado 

graficamente. 

a) 13)(  xxf  e  6
2

)( 
x

xg .     

b) xxf )(  e  2)( xg .     

c) 2)(  xxf  e  1)( xg .   

5)  Quantas soluções tem a equação 52 x ? 

6) Determine os valores de  para que  2x  tenha: 

a) 2 soluções 

b) 3 soluções 

c) 4 soluções 

d) Solução vazia 

7) Determine  para que a equação )(xf tenha 2 soluções. 









3;6,3

3;4
)(

xx

xx
xf   

 

 

Gabarito – Aula 2 

 

1)  a)   ,3/4   b)  6,     c)  2,  

2)  a) Solução vazia. Retas paralelas 

 

b) Infinitas soluções. Retas coincidentes 
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c) solução única 6x . Retas concorrentes 

 

d) 2x  

 

3) a)  5,    b)  3,    c)  2,   d)  5,3   e)  ,2  

4)  a)  2,  
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b)  2,2  

 

c)    3,11,3   

 

5) duas 

6)  a)    0,2   ,  b) 2x   , c)  2,0  , d)  0,  

7) 








 12,

10

108
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Questionário - Aula 2 

 

1)  Você já viu o conceito de gráfico de uma função? Quando? Defina e dê 

exemplos? 

 

2) Dê um exemplo  de curva que não é gráfico de uma função. 
 

3) Você já tinha visto representação gráfica de funções para auxiliar na resolução 

de equações e inequações do 1º grau? Acha relevante que esse tipo de solução 

seja utilizado no ensino fundamental ou médio? Explique. 

 

4) Em qual ( ou quais) questões desta aula teve facilidade?  Explique 

 

5) Em qual ( ou quais) questões desta aula teve dificuldade? Explique. 
 

6) Qual conteúdo achou mais interessante? Explique. 

 

7) Na questão 3 você tentou resolver as desigualdades a partir do gráfico ou 

tentou determinar a função na forma baxy  ? 

 

8) Que conteúdo(s) você acredita que teve dúvidas e acha que precisa de mais 

exercícios? Explique 
 

9) Faça uma avaliação da aula. Algo deveria ser acrescentado ou retirado? 

Alguma crítica construtiva? 
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APÊNDICE 3 – AULA 3 
 

 

Exercícios Aula 3 

 

1) Para cada par de funções resolva )()( xgxf  e interprete graficamente. 

a)  
2)( xxf   , 9)( xg    

b)  
2)( xxf   , 2)(  xxg     

c) xxxf  2)(  , 2)( xg   

d) 2)( 2  xxxf  , 0)( xg   

e)  116)( 2  xxxf  , 32)(  xxg  

 

2) A partir do gráfico das funções f  e g  resolva as desigualdades.  

 

a) 0)( xf   

b) 0)( xg  

c) 0)()(  xgxf  
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d) 0)()(  xgxf  

e) 0)().( xgxf  

f) 
0

)(

)(


xg

xf

 

 

3) Considere as funções 32)( 2  xxxf  e 422)( 2  xxxg . Resolva a 

inequação )()( xfxg   e interprete o resultado graficamente. 

 

4) Para quais valores de  a equação  562 xx possui: 

a) uma solução 

b) duas soluções 

c) solução vazia 

 

5) Para quais valores de  a equação  562 xx possui: 

a) duas solução 

b) três soluções 

c) quatro soluções 

d) solução vazia 

 

Gabarito – Aula 3 

 

1) a)  3,3  
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b)  2,1  

 

c)  2,1  

 

d)  2,1 . Nesse item a função g é o próprio eixo x . 

 

e)Todos os números reais. 



82 
 

 

2) 

a)  6,0     b)  4,4    c) 









7

32
,2    d)   








 ,

7

32
2,    e)    6,40,4   

f)       ,64,04,  

3) 









3

21
,

3

21
 

 

4) a) 4 , b)  4, ,  c)  ,4  

5) a)    0,4   b) 4  c)  4,0  d)  0,  
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Questionário - Aula 3 

 

1) Você já tinha visto representação gráfica de funções para auxiliar na resolução 

de equações e inequações do 2º grau? Acha relevante que esse tipo de solução 

seja utilizado no ensino fundamental ou médio? Explique. 

 

2) Em qual ( ou quais) questões desta aula teve facilidade?  Explique. 

 

3) Em qual ( ou quais) questões desta aula teve dificuldade? Explique. 

 

4) Qual conteúdo achou mais interessante? Explique. 

 

5) Na questão 2 você tentou resolver as desigualdades a partir do gráfico ou 

tentou determinar a função na forma cbxaxy  2 ? Explique? 

 

6) Que conteúdo(s) você acredita que teve dúvidas e acha que precisa de mais 

exercícios? Explique 

 

7) Faça uma avaliação da aula. Algo deveria ser acrescentado ou retirado? 

Alguma crítica construtiva? 
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APÊNDICE 4 – AULA 4 
 

 

Exercícios Aula 4 

 

1)  Para cada par de funções resolva )()( xgxf  e interprete graficamente. 

a) xxxf  2)(   
x

xg
2

)(   

b) 52)( 2  xxxf   
x

xg
6

)(


  

 

2) Quantas soluções tem a equação  xx 22  ? E  3)( xxarctg  ? 

 

3) Use os gráficos para resolver as inequações. 

a)  xe x ln   

b) 0ln. xe x

 

c) 1 xe x

 

d) 9

1
log




x
x

 

e) 
1

2
2  xx

 

 

4) Para cada par de funções resolva )()( xgxf  e interprete graficamente. 

a) xxf )( , 
2

1
)(




x
xg   

b) 1

2
)(




x

x
xf

, xxg )(   
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Gabarito – Aula 4 

1) a)  1,0  

 

b)    3,10,2   

 

2)Três soluções para ambas as equações.     
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Esse gráfico sofreu mudança de escala 

 

 

3) a)  ,0  

 

b)  1,0  
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c)  ,0  

 

d)  10,1  

 

Esse gráfico sofreu mudança de escala 

e)  1,0  
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4)a)  ,0  

 

b)  ,0  
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Questionário - Aula 4 

 

1- O que você acha da utilização de gráficos na resolução de equações e 

inequações? Ajudou na sua compreensão? 

2- A partir de agora você usaria gráficos para resolver algum tipo de equação ou 

inequação? Usaria com seus alunos? 

3- Faça uma avaliação do curso. Algo deveria ser acrescentado ou retirado? 

Alguma crítica construtiva? 
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APÊNDICE 5 – CERTIFICADO 
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ANEXO 1 – RESPOSTA DOS ALUNOS 
 

Aula 1 

 

Pergunta 1 

Você já tinha estudado equações de 1º grau e resolveu equações de 1º grau com infinitas 

soluções ou sem solução?  Dê exemplos e explique.  

 

Respostas 

A1: 

 
A2: 

 
A5: 

 
A10: 

 
 

Pergunta 2 

Você já tinha estudado equações de 2º grau e resolveu equações de  2º grau pelo 

método de completar quadrados?  Dê exemplos e explique.  

 

Respostas 

A1: 

 
A2: 

 
A5: 

 
A10: 
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Pergunta 3 

Dê um exemplo da construção do gráfico )(xf  a partir de )(xf . Explique. 

Respostas 

A1: 

 
A5: 

 

A10: 

 
Pergunta 4 
Em qual (ou quais) questões desta aula teve facilidade?  Explique. 
Respostas 
A1: 

 
A2: 

 
A5: 

 
A10: 
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Pergunta 5 
Que conteúdo(s) você acredita que teve dúvidas e acha que precisa de mais exercícios? Explique. 
Respostas 

A1: 

 
A2: 

 
A5: 

 
A10: 

 

Pergunta 6 
Como descreveria a diferença entre os conteúdos representados por? 

)(i  233  xx   

)(ii 52)(  xxf  

Respostas 

A1: 

 
A2: 

 
A5: 
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A10: 

 

 

 

Respostas dos alunos Aula 2 

 

Pergunta 1 

Você já viu o conceito de gráfico de uma função? Quando? Defina e dê exemplos? 

Respostas 

A1: 

 
A2: 

 
A4: 

 
A5: 

 

A10: 

 
 

 

Pergunta 2 

Dê um exemplo  de curva que não é gráfico de uma função. 

Respostas 

 

A1: 

 
A2: 
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A4: 

 
A5: 

 
A6: 

 

A10: 

 
 

Pergunta 3 

Você já tinha visto representação gráfica de funções para auxiliar na resolução de 

equações e inequações do 1º grau? Acha relevante que esse tipo de solução seja 

utilizado no ensino fundamental ou médio? Explique. 

Respostas 

A1: 

 
A2: 

 
A4: 

 
A5: 
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A6: 

 
 

Pergunta 4 

Em qual ( ou quais) questões desta aula teve facilidade?  Explique. 

Respostas 

 

A1: 

 
A2: 

 
A4: 

 
A5: 

 
A6: 

 

A10: 

 
 

Pergunta 5 

Em qual ( ou quais) questões desta aula teve dificuldade? Explique. 

Respostas 

 

A1: 

 
A2: 

 
A4: 
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A5: 

 
A6: 

 

A10: 

 
 

Pergunta 6 

Qual conteúdo achou mais interessante? Explique. 

Respostas 

 

A1: 

 
A2: 

 
A4: 

 
A5: 

 

A10: 

 
 

Pergunta 7 

Na questão 3 você tentou resolver as desigualdades a partir do gráfico ou tentou 

determinar a função na forma baxy  ? 
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Respostas 

A1: 

 
A2: 

 
 

A5: 

 
A6: 

 

A10: 

 
 

Pergunta 8 

Que conteúdo(s) você acredita que teve dúvidas e acha que precisa de mais exercícios? Explique  

Respostas 

 

A1: 

 
A2: 

 
A4: 

 
A5: 

 
A6: 

 

A10: 
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Pergunta 9 

Faça uma avaliação da aula. Algo deveria ser acrescentado ou retirado? Alguma crítica 

construtiva? 

Respostas 

 

A1: 

 
A2: 

 
A4: 

 
A5: 

 
A6: 

 

A10: 

 
 

 

Respostas dos alunos Aula 3 

 

Pergunta 1 

Você já tinha visto representação gráfica de funções para auxiliar na resolução de 

equações e inequações do 2º grau? Acha relevante que esse tipo de solução seja 

utilizado no ensino fundamental ou médio? Explique. 

Respostas 

A2: 

 
 

A3: 
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A4: 

 
A5: 

 
A6: 

 
A7: 

 
A8: 

 
A9: 

 
A10: 

 

 

 

 

Pergunta 2 

Em qual ( ou quais) questões desta aula teve facilidade?  Explique. 

Respostas 

A2: 

 
 

A3: 
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A4: 

 
A5: 

 
A6: 

 
A7: 

 
A8: 

 
A9: 

 
A10: 

 

 

Pergunta 3 

Em qual ( ou quais) questões desta aula teve dificuldade? Explique. 

Respostas 

A2: 

 
A3: 

 
A4: 

 
A5: 
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A6: 

 
A7: 

 
A8: 

 
A9: 

 
A10: 

 

 

Pergunta 4 

Qual conteúdo achou mais interessante? Explique. 

Respostas 

A2: 

 
A3: 

 
A4: 

 
A5: 

 
A6: 

 
A7: 

 
A8: 
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A9: 

 
A10: 

 

 

Pergunta 5 

Na questão 2 você tentou resolver as desigualdades a partir do gráfico ou tentou 

determinar a função na forma cbxaxy  2 ? Explique? 

Respostas 

A3: 

 
A4: 

 
A5: 

 
A6: 

 
A7: 

 
A8: 

 
A9: 

 
A10: 

 
 

 

Pergunta 6 

Que conteúdo(s) você acredita que teve dúvidas e acha que precisa de mais exercícios? 

Explique. 

Respostas 

A2: 
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A3: 

 
A4: 

 
A5: 

 
A6: 

 
A7: 

 
 

A8: 

 
 

A9: 

 
A10: 

 
 

 

Pergunta 7 

Faça uma avaliação da aula. Algo deveria ser acrescentado ou retirado? Alguma crítica 

construtiva? 

Respostas 

A2: 

 
A3: 

 
A4: 
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A5: 

 
A6: 

 
A7: 

 
A8: 

 
A9: 

 
A10: 

 
 

Respostas dos alunos Aula 4 

 

Pergunta 1 

O que você acha da utilização de gráficos na resolução de equações e inequações? 

Ajudou na sua compreensão? 

Respostas 

A1: 

 
A2: 
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A3: 

 
A4: 

 
A5: 

 

A6: 

 

 

Pergunta 2 

A partir de agora você usaria gráficos para resolver algum tipo de equação ou 

inequação? Usaria com seus alunos? 

Respostas 

A1: 

 
A2: 

 
A3: 

 
A4: 

 

 

 

Pergunta 3 

Faça uma avaliação do curso. Algo deveria ser acrescentado ou retirado? Alguma crítica 

construtiva? 
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Respostas 

A1: 

 
A2: 

 
A3: 

 
A4: 

 
A5: 

 
A6: 

 

 


