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Resumo

O presente trabalho tem como objetivo indicar o método mais eficaz para resolucao de
um determinado sistema linear. Os sistemas lineares sao utilizados em calculos nas mais
diversas areas, tais como a Fisica, a Engenharia, a Geometria e a Probabilidade. Apre-
sentamos, através de exemplos contextualizados, seis métodos distintos, quatro diretos e
dois iterativos, a fim de estudar qual possui o menor custo computacional. Demonstramos
que nao existe o melhor método de forma absoluta. Assim, deve ser feita uma analise
prévia do que se busca com a solucao para a escolha do método de resolucao. Veremos
que existem métodos mais rapidos e outros mais precisos.

Palavras-chaves

Sistemas lineares, métodos de resolucao, custo computacional, métodos diretos, méto-
dos iterativos.



Abstract

The following paper has as its purpose to indicate the most effective method when
solving a determined linear system. Linear systems are used in calculations on many
different areas, such as Physics, Engineering, Geometry and Probability. We introduce,
through contextualized examples, six distinct methods, four direct and two iterative, in
order to study which one has the lowest operational cost. We demonstrate that there is
not an absolute best method. Therefore, there must be a previous analysis on what you
seek with the solution before you choose your solving method. We will see that there are
faster methods and more precise ones.

Keywords

Linear systems, solving methods, operational cost, direct methods, iterative methods.
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Introducao

Vejamos a seguinte situagao, comumente exposta a alunos do Ensino Fundamental,
e a seguir, tentemos resolver o problema:

Em um parque de diversoes hda dois precos de ingressos: criancas pagam 18 reais e
adultos pagam 25 reais. Joana e seu marido levaram os filhos e alguns amigos a esse
parque e compraram 7 ingressos. No total, gastaram 147 reais. Quantos ingressos de

cada tipo foram comprados?

Denominemos por x o niimero de ingressos comprados para criancas e por y o niimero
de ingressos comprados para adultos.

Se tomarmos como base somente a informacao de que foram comprados um total de
7 ingressos, podemos concluir que * + y = 7. Entretanto, nao hi como termos certeza
de quantos de cada tipo foram comprados. Teriamos como respostas possiveis, na forma
(x,y), os pares ordenados (0,7), (1,6),(2,5),(3,4),(4,3),(5,2),(6,1) e (7,0). Assim, con-
cluimos que a primeira informacao nao basta para resolvermos o problema.

Entretanto, sabemos também que o casal gastou 147 reais no total. Como foram
comprados z ingressos para crian¢a, concluimos que o casal gastou 18z reais com esse
tipo de ingresso. Analogamente, foram gastos 25y reais com ingressos para adultos. Logo,
temos que

187 + 25y = 147.

Vamos aplicar as possiveis respostas obtidas com a primeira informacao, para ver quais
dariam certo:
18(0) 4+ 25(7) = 0 + 175 = 175;
18(1) +25(6) = 18 + 150 = 168;
18(2) + 25(5) = 36 + 125 = 161;
18(3) +25(4) = 54 + 100 = 154;
18(4) + 25(3) = 72 + 75 = 14T,
18(5) + 25(2) = 90 + 50 = 140;
18(6) + 25(1) = 108 4+ 25 = 133;
18(7) +25(0) = 126 + 0 = 126.

Somente o par ordenado (4,3) satisfaz as duas equagOes obtidas simultaneamente.
Podemos concluir assim que foram comprados 4 ingressos para criancas e 3 ingressos para
adultos.

Para resolver o problema acima, resolvemos simultaneamente as equacoes
r4+y=7 e 18x+ 25y = 147.

A esse conjunto de equacgoes envolvendo um nimero n de variaveis, damos o nome
de sistema de equacoes. Como todas as varidveis das equagoes sao termos lineares



(expoente 1), e nao existe multiplica¢do entre varidveis, chamamos o sistema de sistema
de equacgoes lineares, ou, simplesmente, sistema linear.

A presenca de uma equacio aos moldes de zy + 22 = 3 no sistema, por exemplo,
o caracterizaria como um sistema nao-linear, por ter uma multiplicacdo de = e y no
primeiro termo e um expoente 2 na incégnita  no segundo termo. Trabalharemos, nesta
dissertacao, apenas com sistemas lineares.

Foi apresentada uma forma simples de resolver um sistema linear com 2 equacoes e
2 incognitas. Nao houve dificuldade pois, no exemplo acima, trabalhou-se com inteiros
positivos. Agora imaginemos como seria resolver um sistema com 10 equacoes e 10 incog-
nitas. Seria simples assim obter uma solucao, se estivéssemos trabalhando com nimeros
reais?

O intuito deste trabalho é mostrar diferentes formas com que podemos solucionar
um sistema linear. Além disso, queremos analisar os prés e contras de cada método, na
tentativa de determinar o mais vantajoso.

No primeiro capitulo, veremos alguns conceitos matemadticos que serao importantes
nesta caminhada. No segundo, analisaremos os métodos diretos de resolucao de um
sistema linear, contabilizando o custo operacional de cada um dos métodos, e no terceiro,
faremos o mesmo para os métodos iterativos. Por fim, no quarto capitulo, sera feita a
comparac¢ao entre os dois tipos de métodos.

Durante todo o texto, ha exemplos de sistemas em contextos de diferentes areas, como
por exemplo a Fisica, a Engenharia, a Geometria e a Probabilidade.

Ao final, queremos que o leitor possa ter a condicao de, ao se deparar com um problema
possivel de se equacionar na forma de um sistema linear, solucioné-lo da melhor forma
possivel para a sua intencao.
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1 Preliminares

Antes de comecar a andlise dos métodos de resolucao de sistemas lineares, devemos
abordar alguns assuntos que serao importantes no processo de entendimento do contetido
deste trabalho.

Veremos um pouco da teoria por tris dos sistemas lineares, além de assuntos correlatos
de outras areas da Matematica.

1.1 Sistemas Lineares

Um sistema linear com m equagoes e n variaveis (m x n) pode ser escrito da seguinte
forma:
111 + a19T9 + ...+ ATy = b1
A21%1 + Q22T + ... + A2p Xy, = bQ

Am1T1 + QpaTo + ...+ Ty = b

Na notagao acima, x, k € {1,...,n}, corresponde as variaveis, ou incognitas, do sis-
tema, enquanto a;;, ¢ € {1,...,m}, j € {1,...,n}, corresponde ao coeficiente da variavel
x; na i-ésima equacao. Por fim, by, t € {1,...,m}, corresponde ao termo independente

da t-ésima equacao.

Observagao 1.1. Equagoes onde, para um i fivo, a;; = 0, j € {1,...,n}, nao serdo
analisadas neste trabalho, pois:

Se b; = 0, entao qualquer ponto satisfaria tal equagao. De fato, a;jz; = 0, j €
{1,...,n}, logo agzi + apxs + ... + apmz, = 0 = b;, qualquer que seja a lista ordenada
(.Tl, To,..., an),'

Se b; # 0, entao tal equagao nao tem solugao. De fato, a;jx; =0, j € {1,...,n}, logo
a1y + Ty + ...+ aimx, = 0 # b;, qualquer que seja a lista ordenada (x1, Ta,..., Tp).

1.2 Matrizes e Determinantes

Além da forma usual de um sistema linear, vista na introducao, podemos escrevé-lo
na sua forma matricial, separando seus coeficientes das incognitas e dos termos indepen-
dentes.

Assim, temos a representacao

Axx =D,

11



onde

11 Q2 - Qip b
o 1
Q21 Q22 -+ QA2p
A= , T = e b=
xn bm
Am1 Am2 Amn

Observacao 1.2. De fato, realizando a multiplicacio das matrizes A e x e igualando a
b, obteremos o formato original do sistema.

A definicdo que daremos em seguida tem a sua validade apenas para as matrizes as
quais chamamos de quadradas. Essas matrizes possuem o mesmo nimero de linhas e
colunas, ou seja, sao da forma n X n.

Assim, a cada matriz quadrada, é associado um numero real, chamado determi-
nante. Uma das mais importantes aplicacoes dos determinantes é a Regra de Cramer,
método comumente utilizado no Ensino Médio para a resolugcao de sistemas lineares, e
que analisaremos posteriormente neste trabalho. Vejamos a seguir como é feito o célculo
do determinante de uma matriz. Para isso, vamos partir do seguinte:

Definicao 1.1. Uma permutacao de um conjunto finito X é um rearranjo na ordem
dos elementos desse conjunto, sem repeticoes e nao omitindo nenhum dos elementos.

Exemplo 1.1. I3 = {1,2,3} tem, no seu conjunto de permutagoes, os elementos (1,2,3)
(permutagao identidade: elementos em sua ordem inicial), (1,3,2), (2,1,3), (2,3,1),
(3,1,2) e (3,2,1), configurando um total de 6 elementos.

O namero de permutages do conjunto I,, = {1,2,...,n} é dado por

nl=nxm-—1)x...x1.

Demonstracao 1.1. Como temos n espacos a serem preenchidos, temos n opcoes de
numeros para o 12 espago. Sobram assim n — 1 escolhas diferentes para o 22 espaco, e
assim por diante. Para o iltimo espaco, teremos 1 opcao.

Definicao 1.2. Uma transposicao ¢ uma troca de posicao entre dois elementos do con-

Jjunto.

Vamos definir p como sendo uma permutac¢ao do conjunto I, e p; como sendo o i-ésimo
termo dessa permutagdo. A permutagdo p pode ser escrita como uma composi¢ao (nao
tinica) de transposigoes.

A demonstracao para este resultado pode ser encontrada em |6, Capitulo V.
Exemplo 1.2. Podemos considerar a permutac¢ao (2,3,1), do conjunto I3 = {1,2,3},

como a composicao das transposi¢oes:

e {1, que troca o elemento 1 com o elemento 3, em (1,2,3), obtendo assim a terna

(3,2,1);

® 1y, que troca o elemento 3 com o elemento 2, obtendo assim a permutacao desejada.

12



Além disso, vamos definir o(p) como a fungao sinal da permutagio, determinada pela
paridade do nimero de transposicoes necessarias para que p retorne a forma original.
Assim,

(p) +1,se p retorna a forma original ap6s um niimero par de transposicoes
o(p) = A S ) , . ..
P —1,se p retorna a forma original apés um nimero impar de transposicoes

Observagao 1.3. A funcao o(p) estd bem-definida, ou seja, se p é escrita como compo-
sicao de m transposicoes e, por outro modo, de m transposicoes, entao n e m sao ambos
pares ou ambos impares.

Desta forma, definimos o determinante de uma matriz quadrada

aix Qa2 - Qip

A21 QA2 -+  Q2p
A=

Ap1 Ap2 - Ann

por

detA == Z[O-(p)al,pl a2,p2 e an,pn]'
p

1.2.1 Matriz Transposta

A matriz transposta de uma matriz P m x n, denotada por PT, é resultado da troca
de linhas por colunas na matriz P. Assim,

P11 P12 DPin P11 P21 - Pmi
p_ p?1 p?2 : P?n _ pT— p.12 p?2 : p@
Pm1 Pm2 - DPmn Pin Pon - Pmn

PT sera uma matriz n x m.

1.3 Sequéncias Convergentes

Veremos posteriormente que, ao utilizarmos os métodos iterativos para encontrar a
solucao de um sistema linear, a cada iteracao realizada é calculado um termo de uma
sequéncia de listas ordenadas que, cumprindo alguns requisitos, converge para a solucao.

A sequéncia {x(k)}, k €N, onde 2® é o termo calculado na t-ésima iteracio, converge
para a solucao x se, para toda margem de erro € > 0, existe K € N tal que,

V> K = |20 — 7| <e.

Notacio: lim z® =7 ou 2 — T
k—00

Em outras palavras, estipulado um erro ¢, podemos encontrar K € N tal que, ao
calcularmos a K-ésima lista ordenada, o erro para a solucao exata é menor que e.

13



1.4 Conjunto-Solucao e Equivaléncia de Sistemas

O conjunto-solugao S de um sistema de equagoes lineares consiste das listas ordenadas
(x1, xa,. .., T,) que satisfazem todas as m equagoes presentes no sistema. De acordo com
esse conjunto .S, dividimos os sistemas em trés tipos:

e Possivel determinado: o conjunto S é unitario, ou seja, a lista ordenada que
satisfaz o sistema linear é tinica;

e Possivel indeterminado: o conjunto S é composto de um nimero infinito de listas
ordenadas que satisfazem o sistema linear;

e Impossivel: o conjunto S é vazio, ou seja, nao existem listas ordenadas que satis-
facam o sistema linear.

Observacgao 1.4. Quando um sistema linear possivel tem um nimero finito de solucoes,
obrigatoriamente esse numero € igual a 1. Caso sejam encontradas 2 ou mais solugoes, €
certo que, na verdade, podem ser encontradas infinitas solucoes para esse sistema.

A demonstracao deste fato pode ser encontrada em [4], Capitulo 1.

Como o objetivo deste trabalho é analisar qual o melhor método de obtencao da solucao
do sistema, nosso objeto de estudo sera o sistema possivel determinado.

Os sistemas lineares possiveis determinados podem ser facilmente identificados através
do calculo do determinante da matriz A, dos coeficientes.

Teorema 1.1. Se detA # 0, entio o sistema linear tem solucao tinica, ou seja, € possivel
determinado.

A demonstracao deste teorema pode ser encontrada em [1], Capitulo 2.

No intuito de otimizar o processo de obtencao da solucao de um sistema, pode ser
necessario modificar o formato original de suas equagoes (modificando assim as matrizes
A e b) sem que a solucao final se altere.

Definicao 1.3. Dois sistemas lineares que possuem o mesmo conjunto-solucao sao ditos
equivalentes.

Vejamos algumas formas de modificagao do sistema que nao influenciam na sua solugao
(tornando assim o novo sistema equivalente ao anterior):

1. Multiplicar uma das equagoes por uma constante k # 0:

111 + a9y + ... + ATy = bl ( 111 + a19T9 + ... + A1pnTy = b1
a91T1 + AooXo + ... + a9,2, = by 2101 + AooXo + ... + A2,2, = by
: N :
;11 + appxo + ...+ QT = bl ka“:cl + k&igl'g + ...+ kama:n = kbl
L 011 + Q2o + oo+ QT = by L Q11 + Qoo + ..o+ Gy = by

14



Demonstragio 1.2. (=) De fato, se (T1;T3;...;T,) € a solugao do sistema, temos
que AT + apTy + ... + apT, = b;.

Substituindo a solu¢ao na nova i-ésima equacao, temos

kailx_l + k‘aigx_g + ...+ kamﬁ -
k(an@i + anZz + ... + a4inTy,) = kb;.

Logo, a solucao também satisfaz a nova equacao i, determinando a solucao do novo
sistema.

(<) Se (T1;T3;...;Ty,) € solugao do novo sistema, entao kanTy + kapTs + ... +
kama:_n = kbz

= k(an@1 + apTs + ... + a;nTy,) = kb;
= a1 T1 + QT2 + . .. + QT = b, pois k # 0.

Assim, a solucao também satisfaz a 1-ésima equacgao original, e, por consequéncia,
o sistema linear original.

Como ambos os sistemas tém a mesma solu¢io (T1;Tz;...;T,), eles sao sistemas
equivalentes.

2. Permutar linhas:

Considerando 7 < j:

4 4
anTy + apexs + ...+ ATy = b1 a1 + ajpxe + ...+ a1, = bl
9171 + G9oTo + ... + A9p Ty, = by 9171 + G9o%o + . .. + A2p Ty, = by
a1 + apre + ...+ Ak, = b; aj T + ajpTe + ...+ ajpT, = b;
= .
;127 + AjoX2 + ...+ AjnTp = bj ;11 + o + ...+ iy, = bz
[ Am1T1 + UmaT2 + .o+ ATy = by, Ap1T1 + Q2o + ...+ ATy, = b

\

Aqui, nao hd o que demonstrar. A solucao satisfaz cada equacao do sistema, inde-
pendente da ordem em que elas forem tratadas.

Observacao 1.5. O fato de permutar colunas matematicamente modifica o sistema,
pois a solucao é uma lista ordenada, e assim,

(T1, oy oy Ty e Ty oo ) F (D1, D0y e Ty Ty oo Ty), cOM T < G

No entanto, na resolu¢ao de problemas, nao haverd grandes consequéncias, basta
tomar cutdado com a ordem das incognitas na solugao.

3. Somar a uma linha uma combinagao linear de outras linhas:

15



Vejamos aqui um caso simplificado, onde somamos a uma linha uma outra linha
multiplicada por uma constante. Assim:

a11T1 + 122 + ...+ ATy — b1
(9171 + A22%o + . .. + Aopx, = by

an Ty + ATy + ...+ ATy = b;

a;121 + ajoTy + ...+ ajpTy, = b;

[ 11 + A2 + - ATy, = by

a;n Ty + aprs + ...+ apTy = b1
(911 + A99T9 + ... + AonTy = bQ

ai1T1 + aipTo + ... + AT, = b;

=
(Cljl + k'az-l)xl + (aﬂ + ]{&ig)l’g 4+ ...+ (Cljn + k:am):vn = (bj + k’bz)
\ Am1T1 + AmaTo + . ..+ Gy = bm
Demonstragao 1.3. (=) De fato, se (T1;T3;...;Ty,) € a solu¢ao do sistema inicial,

temos que anTi + a;pTs + ... + Ty, = by e aj1T1 + ajoT2 + ... + 4T, = b;.

Substituindo a solu¢ao na nova j-ésima equacgao, temos

(aj1 + k‘ail)fﬂ_1 + (ajl + kiaﬂ)l'_g + ...+ (ajl + kail)x_n =
(ajlx_l + CLJ’QZ'_Q 4+ ...+ Cljnl'_n) =+ k(ailﬂ + &ig.’E_Q + ...+ ama:_n) = bj =+ kbl

Logo, a solugao também satisfaz a nova equacao j, e assim, resolve-se o novo sistema
linear.

(<) Se (T1;T2; ... ;Ty) € solugao do novo sistema, temos que (a; + ka1 )T1 + (a1 +
kail)iﬂ_g + ...+ (ajl + kaﬂ)x_n = (b] + k‘bl)

= (ajlx_l + ajgf[‘_g + ...+ CLjnZE_n) + k;(ailx_l + CLZ'QJJ_Q + ...+ aznm) = bj —+ k?bz
= (a1T1 + ajoT2 + . .. + AjnTy) + kb; = b; + kb;, pois a solugao satisfaz a i-ésima
equacao
= ajlx_l—i— anLE_Q—l- R Cljnfﬂ_n = b]'.

Assim, a solucao satisfaz a antiga j-ésima equacao, e, consequentemente, o sistema
linear original.

Assim, temos sistemas lineares equivalentes, pois ambos possuem a mesma Solucao.

A demonstragao € andloga para combinagoes lineares envolvendo mais de uma linha.

Observacao 1.6. As técnicas apresentadas também podem ser utilizadas em matrizes,
com a mesma eficicia.

16



Utilizaremos essas técnicas para simplificar os calculos, nos diferentes métodos que
veremos.

Analisaremos, neste trabalho, sistemas lineares com n equagoes e n incognitas (n X n),
da forma
a1 + a12&2 + ... + ATy = bl
2121 + A20T2 + ... + ATy = by

An1X1 + ApaXo + ... + QpnTy, = by,

O caso n = 1 é trivial, sendo equivalente a uma equacao simples. Dessa forma, os
resultados serao analisados para n > 2,n € N.

Os métodos de resolucao sao divididos em dois tipos, os métodos diretos e iterativos.
Analisaremos, em um primeiro momento, os tipos de método separadamente. Veremos a
contagem de passos de cada método, as limitagoes, bem como as vantagens de um sobre
0 outro.
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2 Meétodos Diretos de Resolucao

Os métodos diretos fornecem uma solugao exata do sistema linear, a menos de arre-
dondamentos, ap6s um nimero finito de operagoes, caso tal solugao exista.

Analisaremos os seguintes métodos diretos:

—_

. Substituicao;

[\]

. Eliminacao Gaussiana;

w

. Fatoragao LU;

W

. Regra de Cramer.

Apo6s demonstrar a resolucao de um problema proposto através desses métodos, serd
calculado o custo computacional necessario para a obtencao da solucao em cada um deles.
Além disso, sera feita uma generalizagao (para o caso de um sistema linear n x n) desse
calculo. Esta generalizacao seré feita considerando o pior caso possivel, no qual o maior
numéro de operacoes sao necessarias, ignorando quaisquer facilitacoes que possam ser
encontradas no sistema.

Observacao 2.1. Para determinar o custo computacional do algoritmo, serao contabi-
lizadas as multiplicagoes (divisoes incluidas) e adigoes (subtragoes incluidas) realizadas
durante o processo. As substituicoes de uma incognita pelo seu valor especifico nao in-
fluenciam nesta conta, visto que o computador, ao encontrar esse wvalor, associa ambos
automaticamente.

Ao final, analisaremos as limitacoes de cada algoritmo, bem como as vantagens de um
sobre o outro.

Apresentamos, para ilustrar a resolucao, uma aplicacao na area da Geometria:

Sejam aq, o e ag trés planos em R3, tais que
T+ 209 — 33 =4, ag : 2w + 3x9 +4x3 =5 e ag : dry + Tryg — x3 = 13.
Queremos determinam a intersecao entre esses planos.

Observagao 2.2. Um ponto (T1,T3,T3) pertence ao plano oy quando a terna (T1, Tz, T3)
€ solucao da equacao x + 2x9 — 3x3 = 4 referente ao plano. O processo € andlogo para
0s demais planos.

Assim, o problema pode ser reduzido ao seguinte sistema 3 x 3 de equacoes lineares:

1+ 2wy — 3w =4 (1)
21’1+3JZ2+4$3:5 (I])
4y + Txe — w3 =13 (I11)

Ao calcularmos o determinante da matriz dos coeficientes

1 2 -3
A=1]2 3 4 |,
47 —1
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através da definicao, vemos que det A = —1 # 0, logo, o sistema é possivel determinado.

De fato,

detA = a11G22a33 — A11023032 — Q12021033 + Q12023031 — (13022031 + Q13021032
= 1I1x3x(=1)—=1x4xT7-2x2x(-1)
+2x4x4—(=3)x3x4+(-3)x2x7
—3—-28+4+32+ 36— 42
—73+ 72
—1.

rtir ntao, encontrarem ani nto (r1,Z2,T3) qu istaz ré uaco
A partir de entao, encontraremos o co ponto (T, %2, T3 e satisfaz as trés equacoes
simultaneamente, ou seja, esta na intersecao entre os trés planos. Para isso, utilizaremos
os quatro métodos diretos propostos.

2.1 Substituicao

O método da Substitui¢do (Subst.) consiste em reescrever as equagoes do sistema,
para assim isolar certa incognita e substitui-la em outra equacao.

Primeiramente, reescrevemos a equagao (I/11), escolha sem perda de generalidade, de
forma a isolar a variavel xs:

(I1I): 4z +Twg—x3=13
= —I3= 13 — 41’1 - 71‘2
= w3 =4x + Try — 13. (1)

Na sequnda linha, foram realizadas 2 adi¢oes, enquanto na terceira foram realizadas 3
multiplicacoes, totalizando 5 operacoes nesta etapa.

Agora, substituimos (1) na equagao (/7), eliminando assim a variavel z3 na equagao:

(1) : 201+ 3x9 + 43 =15
= 2x1 +3wo+4 X (4 + Txg —13) =5
= 2x1 + 3x9 + 1621 + 2829 — 52 =5
= 18x1 + 31xy = 57. (2)

Foram realizadas 3 multiplicacoes na sequnda linha e 3 adi¢oes na terceira linha, para
um total de 6 operacoes neste passo.
Da mesma forma, substituimos (1) na equagao (I):

(I): 1+ 229 — 3w =4
= o1+ 219 —3 X (4o + 7o — 13) =4
= T+ 209 — 1227 — 2129+ 39 =4
= —11zy — 1929 = —35. (3)
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Como este passo € analogo ao anterior, foram realizadas 6 operagoes para sua conclu-
8a0.

Em seguida, reescreveremos (2), de forma a isolar a variavel zs, tal como no primeiro
passo:

(2) . 181L'1 + 31&32 =57
= 311’2 =57 — 18.1'1

31 (4)

L2
Agora, realizamos 1 adicao na sequnda linha e 2 multiplicagoes na terceira linha: 3
0PETACOES.

Substituiremos entao (4) na equagao (3), de forma a termos somente a incognita x;
na equacao (/) original:

(3) : 11y — 1925 = —35
57 — 18
— 11z, — 19 x Txl — _35
1083 342z,
1y — 22 S
= T 31 + 31 35
T . 2

Nesta etapa, realizamos 2 multiplicacoes da sequnda para a terceira linha e 2 duas
adigoes da terceira para a quarta linha, fechando 4 operacoes.

A partir de agora, podemos resolver as equacdes para obter os valores das incognitas
diretamente. Primeiramente, vamos resolver (5) para obter o valor de z:

o 2
(5): 31 31
= £C1:—2.

Aqui, foi realizada 1 multiplicacao, logo, apenas 1 operacao.

Substituindo x; em (4), temos:

57 — 18x,
4) . = ——
(4) 2 31
57 — 18 x (—2)
To =
31
., 57436
ST
N 93
To = —
> 31
= .T2:3.

Para encontrar xo a partir de xy, fizemos 1 multiplicagao na terceira linha e 1 adicao
na quarta linha. Nao convém contar a passagem % para 3, pois o computador jd havia
efetuado estas multiplicagées ao obter a equagao (4). Logo, sio 2 operagoes.
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Por fim, substituindo z; e xo em (1), obteremos:

(1) : x3 = 4x1 + Trg — 13
= 13=4x(-2)+7x3-13
= r3=—8+21—-13
= z3 = 0.

Aqui, foram 2 multiplicacoes na terceira linha e 2 adicoes na terceira linha, finalizando
com 4 operacgoes.

Assim, obtivemos como solu¢ao para o sistema linear o conjunto unitario cujo elemento
é a terna ordenada (—2,3,0). Para isso, tiveram de ser realizadas 5 + 6 + 6 + 3 + 4 +
1+ 2+ 4 = 31 operacoes.

Podemos generalizar essa contagem para um sistema linear n x n:

e Para isolar x,, na n-ésima equagao, é necessario fazer n — 1 adigoes (deixando assim
ATy isolado em um dos lados da equagao) e n multiplicagdes (fazendo assim cada
termo do lado oposto da equacgao ser dividido por a,,);

e Para substituir z,, na k-ésima equacao, k € {1,...,n — 1} sdo necessarias n mul-
tiplicagoes (cada termo da formula de x,, multiplicado pelo coeficiente ag,), e em
seguida n adicoes, para juntar os mondomios semelhantes. Este processo se repete
para cada k € {1,...,n — 1}, logo, n — 1 vezes. Assim, sao realizadas n x (n — 1)
multiplicacoes e n x (n — 1) adi¢des nesta etapa;

e Para isolar z,,_; na (n—1)-ésima equagao, é necessario fazer n — 2 adi¢oes (deixando
assim a multiplicacao de x,, 1 com seu coeficiente isolada em um dos lados da
equacgao) e n—1 multiplicagoes (fazendo assim cada termo do lado oposto da equagao
ser dividido pelo coeficiente);

e Para substituir x,_; na k-ésima equacao, k € {1,...,n — 2} sdo necessarias n — 1
multiplica¢oes (cada termo da formula de z,,_; multiplicado pelo seu respectivo
coeficiente, e em seguida n — 1 adi¢oes, para juntar os monomios semelhantes. Este
processo se repete para cada k € {1,...,n — 2}, logo, n — 2 vezes. Assim, sdo
realizadas (n — 1) x (n — 2) multiplicagoes e (n — 1) x (n — 2) adic¢oes nesta etapa;

e Para isolar zo na segunda equacdo, é necessario fazer 1 adigdo (deixando assim
To, juntamente com seu coeficiente, isolados em um dos lados da equacdo) e 1
multiplicacao (fazendo assim cada termo do lado oposto da equacao ser dividido
pelo coeficiente);

e Para substituir x5 na primeira equagao, sao necessarias 2 multiplicagoes (cada termo
da formula de x5 multiplicado pelo coeficiente, e em seguida 2 adi¢oes, para juntar
os monomios semelhantes. Assim, sao realizadas 2 x 1 multiplicacoes e 2 x 1 adi¢oes
nesta etapa;
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e [solando z; na primeira equacao, basta 1 multiplicacao e, desta forma, encontramos
o valor de z; por meio de 1 multiplicacao e 0 adicao;

e Para encontrar o valor de xo, substitui-se x; pelo seu valor. Em seguida, é realizada 1
multiplicacdo (de x; pelo seu coeficiente) e 1 soma (com o novo termo independente
da equagdo);

e Para obter x,, substituimos as variaveis xy, k € {1,...,n—1} pelos seus respectivos
valores, e realizamos n — 1 multiplicagoes (cada variavel com seu coeficiente) e n—1
adicoes.

Somando as contagens das etapas necessarias para isolar as variaveis, temos:

#(+Isolar Subst.) = (n—1)4+...+14+0

_ (n—=1)xn
B 2
— n2_n.
— S

#(xIsolar Subst.) = n+...+1
(n+1)xn
2
n?+n
5

Assim, o total de operacoes necessarias para isolar todas as n variaveis do sistema é
dado pela formula

n>—n n’+n

#(Isolar Subst.) = 5 + 5
o onP-n+n*4n
B 2
_2n?
2
= n’ (6)

Para as etapas de substituicao, temos:
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#(+Substituir Subst.) =

nx(n+1)x((2n+1) 2

nxn—1)4+nm—-1)x(n—-2)+...+2x1

B nx(n—1)

6
2n3 4+ 3n?2 +n — 6n%+ 3n% — 3n

6 " 2

2n3 +3n%2+n s, nP—n

2

6
3

2n3 — 2n

n-—n

3 Y

#(xSubstituir Subst.)

6

#(+Substituir Subst.)

nd—n

3

Assim, o total de operagoes necessarias no processo de substituicao de uma variavel

em outra equacao é dado por

#(Substituir Subst.)

n*—n n®-n
3 + 3

2(n® —n)
3

2n3 — 2n
T

Por fim, no processo de obtencao do valor das varidveis, temos:

#(+Obter Subst.) =

23

1+2+...+(n—1)

(n—1)xn
2
n*—n
5



#(xObter Subst.) = 1+2+4+...+(n—1)

 (n—=1)xn
= —
_ont-n
— 5

Assim, o total de operagoes necessarias para obter todas as demais variaveis do sistema,
é dado pela formula

#(Obter Subst.) =

= n?—n. (8)

Juntando as equagoes (6), (7) e (8), encontramos a formula para o célculo do total
de operacoes necessarias na resolucao de um sistema linear n x n através do método da
Substituicao:

on® — 2
#(Subst.) = n*+ % +n*—n
_3n®+2n° —2n+3n® —3n
N 3
B 2n3 + 6n% — 5n
- 2 )

2.2 Eliminacao Gaussiana

O método da Eliminagao Gaussiana (Elim.) transforma o sistema linear a ser anali-
sado em um sistema linear equivalente. No entanto, para que este método seja vantajoso,
0 novo sistema linear deve ser mais facil de resolver do que o anterior.

Para que o processo seja feito, podemos trabalhar com a matriz ampliada correspon-
dente ao sistema, da forma

ay - a by
as -+ Aoy bo
Ap1  * 0 Unn bn

A matriz ampliada é uma jungao das matrizes A (coeficientes das variaveis) e b (termos
independentes) ja vistas anteriormente.

O processo de escalonamento da matriz consiste em anularmos os termos aji, j €
{k+1,...,n}, k€ {l,...,n— 1}, coluna por coluna. Para isso, basta substituir a linha
L; (representacao que serd utilizada para representar a j-ésima linha da matriz) pela
combinagao linear L; — ZJTiLk. Sabemos que tais mudancas nao alteram o determinante
da matriz nem a solucao do sistema proposto.
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Observacgao 2.3. Ao final da anulacao dos termos de uma determinada coluna, os termos
das colunas posteriores terao sofrido modificacoes, e nao necessariamente terao o mesmo
valor que tinham na matriz original. Para representarmos tais modificacoes, serd utilizada
a notagao al(;) para representar o termo a;; apos a eliminagao da t-ésima coluna.

Observacao 2.4. Durante o processo de anulacao dos termos desejados, percebe-se que
o coeficiente ag, k € {1,...,n — 1}, pertencente a diagonal principal da matriz original
A, corresponde ao denominador da fracao a qual multiplicamos a linha L. Assim, caso
erista algum termo nulo na diagonal principal, nao serd possivel escrever a combinacao
linear correspondente.

Para isso, podemos trocar a posicao de algumas linhas ou algumas colunas, a fim
de retirarmos o termo nulo da diagonal principal. Vimos, anteriormente, que tal troca
nao altera o resultado final, pois encontrariamos assim um sistema linear equivalente ao
original.

Além disso, existe a possibilidade de um coeficiente localizado na diagonal principal,
que originalmente nao era iqual a zero, tornar-se nulo, ou vice-versa, apos a anulagao de
alguma coluna. O leitor deve atentar-se de que tais trocas de linhas ou colunas também
podem ser feitas no decorrer do processo de escalonamento da matriz ampliada.

Observacgao 2.5. A troca de linhas ou colunas pode ser utilizada também para simplificar
as contas durante o processo de eliminacao. Fssa técnica é chamada de pivoteamento,
e € diwidida em dois tipos: o pivoteamento parcial, no qual apenas linhas sao trocadas; e
o pivoteamento total, onde pode-se trocar linhas e colunas. Assim, o nimero de operacoes
necessdarias para a conclusao do processo de escalonamento pode diminuir. No entanto, a
forma como ela € utilizada depende da matriz apresentada. Para generalizar as contas, e
assim fixar uma equacao para o cdlculo das operacgoes, essa técnica nao serd utilizada na
resolucao de sistemas neste trabalho.

No final do escalonamento, a parte A da matriz ampliada torna-se uma matriz trian-
gular superior, da seguinte forma:

[ (n—1 n—1 n—1 n—1 n—1) 7
R
R
. . . nfl n:fl n:fl
0 0 a7(1—1,7)z—1 a7(1,n—)1 52—1)
0 - 0 0 ag Vo opyY

Veremos que uma matriz nestes moldes facilita a obten¢ao dos valores de cada incognita.

Agora, resolveremos novamente o problema proposto neste capitulo. A matriz ampli-
ada do sistema é dada por

1 2 -3 4
23 4 5
4 7 -1 13

Primeiramente, queremos eliminar os termos as; e asy, da primeira coluna, tornando-
os nulos. Para isso, substituiremos L, por uma combinacgao entre as linhas L e Ly, mais
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precisamente Lo — *22 [y = Lo — 2L, e L3 por L3 — Z'—ﬁLl = L3 —4L,. Assim,

ail

1 2 -3 4 1 2 -3 4
23 4 5 |=(0 -1 10 -3
4 7 -1 13 0 -1 11 -3

Para a anulagao de asy, foi utilizada 1 multiplicagcao para o cdlculo do coeficiente ao
qual multiplicamos Ly e 8 multiplicagoes, do coeficiente com ass, as3 € by. Em sequida,
sao feitas 3 adi¢oes, novamente uma para cada termo citado anteriormente, totalizando
7 operacoes. Como o processo € andlogo para a eliminacao de asy, sao necessdrias 7
operacoes para isso, totalizando 14 operacoes nesta etapa.

Observacao 2.6. Para o computador nao € necessdaria a multiplicacao e a divisao que
envolvem o termo a ser anulado, dado que o algoritmo da Eliminacao Gaussiana dd a
ordem direta para que tal termo seja substituido por 0 (como mencionado anteriormente,
substitui¢oes de termos por valores especificos nao tem custo computacional). Da mesma
forma, o aluno que resolve o sistema pelo método da eliminacao Gaussiana nao tem a
necessidade de fazer estas contas, bastando apenas escrever 0 onde € devido.

Agora que a primeira coluna foi finalizada, faremos o mesmo com a segunda coluna.
. . . 1 . 1 o
Para isso, definiremos a nova linha 2 como Lg )¢ a nova linha 3 como Lé ). Substituiremos

(1)
Lgl) por uma combinagao entre Lgl) e Lgl), da forma Lgl) — %Lgl) = Lgl) — Lgl). Assim,
@22

1 2 -3 4 1 2 -3 4
0O -1 10 -3|=1]0 -1 10 -3
0 -1 11 -3 0 0 -1 0

Para anular az(é), utilizamos 1 multiplicacao para o coeficiente e multiplicacoes do

coeficiente com os termos aé? e bz(,)l), separadamente (logo, 2). Além disso, 2 adigoes, para

cada um dos termos citados. Assim, nessa etapa foram realizadas 5 operacoes.

Finalizado o processo, transformamos a parte relativa a matriz A da matriz ampliada
em uma matriz triangular superior, logo escalonada. Para isso, foram necessarias 14 + 5
= 19 operagoes. Agora, podemos transforma-la novamente em um sistema diferente, mas
equivalente ao sistema original:

1 2 -3 4 w1+ 2a9 — 33 =4 (1)
0 -1 10 -3 | =< —2y+10z3=-3 (II')
0 0 —1 0 —w3 =0 (III)

A partir de agora, assim como no método da Substitui¢ao, podemos resolver as equa-
¢coes para obter os valores das incognitas diretamente. Primeiramente, vamos resolver
(I1I") para obter o valor de z3:

(IIT'): —ay =0
= x3=0.

Para obter o valor de x3, foi necessdaria 1 multiplicacao e 0 adi¢ao, logo, 1 operagao.
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Substituindo 3 em (11”), temos:

(II'): —xy+ 1025 = —3
= —23+10x0=-3
= —ry+0=-3
= —x9 = —3
= To = 3.

Nesta etapa, na terceira linha foi realizada 1 multiplicacao, 1 adicao na quarta linha,
finalizando com 1 multiplicacao na quinta linha. Total: 3 operacoes.

Por fim, substituindo x5 e x3 em (I’), obteremos:

(I'y: x4 21y—323=4
— 2, +2x3-3x0=4
= r1+6—-0=14
= T = —2.

Para encerrar o algoritmo, foram realizadas 2 multiplicacoes na terceira linha, 1 adicao
na quarta, 1 adicao na quinta, e 1 multiplicacao implicita acima, mas necessdria ao
computador, de dividir o termo independente pelo coeficiente de x (%), totalizando entao
5 operacoes.

Assim, para a etapa de resolucao do sistema, foram necessarias 1 + 3 + 5 = 9 opera-
coes.

Encontramos a mesma solugao, tinica, com a terna ordenada (—2,3,0). Porém, desta
vez nos utilizamos de apenas 28 operagoes (19 na fase de escalonamento e 9 na fase de
resolugao).

Generalizando para um sistema linear n X n, obtemos:

e Para eliminar os termos a1, k € {2,...,n}, temos que calcular o coeficiente Z%,
multiplicd-lo com os termos ays, ..., a1, e by, para em seguida somar cada um com
0 seu termo respectivo da k-ésima linha. Totalizam-se assim n 4+ 1 multiplicagoes
e n adicoes. Como o processo deve ser repetido para todas as linhas, temos que,

nesta etapa, sao realizadas (n + 1) X (n — 1) multiplicagoes e n x (n — 1) adi¢oes;

e Para os termos a§€12), k€ {3,...,n}, o processo é andlogo. Assim, realizamos n
multiplicacoes e n — 1 adigoes. Repetindo o processo para todas as n — 2 linhas,
temos (n) x (n — 2) multiplicagdes e (n — 1) x (n — 2) adi¢oes;

-2) . - .
1(3”_)1, tnico termo da (n — 1)-ésima coluna a ser anulado, e ultimo
(n—2)
- , . R ~ a,
termo do processo, sao necessarias 3 multiplicagoes (—a(n"j;)

n—1,n—1

e Para o termo a

, e suas multiplicacoes
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com 0s termos a;n_f,)t e bfln:lz)) e 2 adigoes (cada um dos dois termos citados anteri-

ormente, somados com os seus termos respectivos da n-ésima linha). Assim, temos
3 x 1 multiplicacoes e 2 x 1 adigoes;

e Para encontrar o valor de x,, basta realizar 1 multiplica¢ao (divisao de b Y por

(n—1)y,

ann );

e Para obter x,_1, substituimos o valor de z, na (n—1)-ésima equagao, multiplicamos
com o seu coeficiente, fazemos 1 soma com o termo independente da equacao, e fina-
lizamos com 1 multiplicacao, dividindo o novo termo independente pelo coeficiente
de x,_1. Assim, realizamos 2 multiplicacoes e 1 adicao;

e Para obter z;, substituimos o valor das demais incognitas na primeira equacao.
Multiplicamos entao cada uma pelo seu respectivo coeficiente (n — 1 multiplicagoes).
Em seguida, realizamos n — 1 adi¢oes para encontrar o novo termo independente.
Para terminar, fazemos 1 nova multiplicacao, dividindo esse termo pelo coeficiente
de z1. No total, sao realizadas n multiplicacoes e n — 1 adicoes nesta etapa.

Somando as contagens das etapas necessarias para o escalonamento da matriz, temos:

#(+Escalonar Elim.) = nx(n—1)4n—-1)xn—-2)+...+2x1

n—1
= Y [ix (i+1)]
i=1
n—1
= ) [i*+1]
i=1
n—1 n—1
- Sy
i=1 i=1
_ nx(n—|—1)><(2n+1)_n2+n><(n—1)
6 2
2n* +3n% +n s nP—n
= ——n
6 2
B 2n3 + 3n% +n — 6n% + 3n% — 3n
B 6
B 2n3 — 2n
B 6
J— n3_n-
= 5
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#(xEscalonar Elim.) = (n+1)x(n—1)4nxn—-2)+...+3x1

n—1

= Z[ix(i—i—Q)]

n—1

= ) [ +2i]

i=1

n—1 n—1
= > P+2) i
i=1 =1

nx(n+1)x(2n+1) s mx(n—1)

— — AR Sl

6 TR

2n® +3n% +n 9 . 9

= ——% " +n°—n

20’ +3n’+n—6n

a 6

207 +3n° —bn

= - _

Assim, o total de operacoes necessarias no processo de escalonamento é dado por

n®—n  2n%+3n%—>5n

#(Escalonar Elim.) = g + -
_2n® —2n+2n° 4+ 302 — 5n
B 6
An® +3n% —Tn
B 6 : 9)

No processo de obtencao do valor das variaveis, temos:

#(+Obter Elim.) = 04+1+2+...4+(n—1)

_ (n—=1)xn
B 2
— B

#(xObter Elim.) = 14+2+...+n
(n+1)xn

n“+n

Assim, o total de operacoes necessarias para obter as variaveis do sistema é dado pela
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formula

#(Obter Elim.) = +

[\~

n

2
2, (10)

Il
S

Juntando as equagoes (9) e (10), encontramos a formula para o calculo do total de
operacoes necessarias na resolucao de um sistema linear n X n através da Eliminacao
Gaussiana:

4n3 +3n* —Tn

#(Elim.) = 5 +n
_4An® +3n® — Tn + 6n?
N 6
_ An® +9n* —Tn
_ ; _

2.3 Fatoracao LU

A Fatoragao LU (FatLU) consiste em transformarmos a matriz A no produto de duas
matrizes L e U, onde L é uma matriz triangular inferior (do inglés lower), com diagonal
unitaria, e U é triangular superior (do inglés upper), da seguinte forma:

1 0 T 0 0 Uyl U2 U3 T Uin
lo1 1 0 e 0 0  us uss e Uop
L= e U=
T BRI A R 1 0 0 -+ 0 Up—ip-1 Up—1in
| lnl ln2 te ln,nfl 1 ] L 0 0 cee 0 Unn |

Assim, temos que

Axz=b= LU xx =b0.

Considerando U xx = y, temos que L xy = b. Como as matrizes L e U sao escalonadas,
é simples resolver ambas as equacoes, resolvendo primeiramente o sistema L X y = b, para
obter a matriz vertical y, e em seguida U x x = y, para finalmente resolver o sistema
linear proposto.

Resolveremos agora o problema proposto no capitulo através da Fatoracao LLU. Porém,
antes veremos uma maneira facil de obter os coeficientes das matrizes L e U. Reescrevendo
L x U = A, temos:

1 0 O U1 U2 U3 ail aiz Aais
oy 1 0 X 0 w9 U = Q21 Q22 Q23
31 I3 1 0 0 uss a31 azz 33

Aplicando a regra da multiplicacao de matrizes, concluimos que:
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® Uy = G115
® Uiz = G12;

® U3 = 13;

l - l - lyy = 2,
® o1 X U] = Q21 = la1 X G11 = G21 = b = —;

a1
(1)

® Iy X g+ Usp = aza = Usz = Az — a1z = Ayy';

_ _ _ (1),
® ly X uig 4 Usz = a3 = Usz = Aoz — 213 = Agg';

l = ag = 1 = ag = Iy = -2,
® (31 X U1 = sy 31 X 11 = a3y 31 = P
11

— a a —
® I3 X Uy + l30 X Uy = azy = a—i’ialz + l32(ag — ﬂalz) = a3z
1

I sz — a—uam azy
= b2 = _ a1 0L
(22 — 4 Q12 (%

)
azy (1)
® 31 X uyg + l3p X Ugz + uzz = azz = a31a13 + (12> (3 + Uzz = A33

aly (1) ag) (1) (1)
oD —Erasg + uzz = asz — a3 = & <1 &23 + Uugz = a3

IO T N ¢ I ¢)
= U3z = (g3 — %%3 = Q33 .
22

=

Vemos, entao, que os coeficientes necessarios para a composicao das matrizes L e U
sao obtidos através do escalonamento da matriz A: a matriz U é a propria matriz A
escalonada, enquanto a matriz L é composta pelas fracoes utilizadas nas combinagoes
entre as linhas, calculadas também durante a eliminagao.

A principal diferenca entre a Fatoracao LU e a Eliminagao Gaussiana é a exclusao da
matriz coluna b do escalonamento, neste caso. Assim, a cada combinacao de linhas feita
para a anulacao de um termo, poupamos uma multiplicacao e uma adicao. Em contra-
partida, temos que resolver dois sistemas triangulares apos o escalonamento. Vejamos
posteriormente como estas modificacoes afetarao nossas contas.

Utilizando-se do resultado anterior, obtido na Eliminacao Gaussiana, as matrizes L e
U sao dadas por:

1 00 1 2 =3
L=12120 e U=|0 -1 10
4 11 0 0 1

Para anularmos o termo agy, foi necessdrio calcular a frag¢ao (agora conhecida como
lo1) a qual multiplicamos Ly para combinar com Lo, além de 2 multiplicagdes e 2 adigoes,

ara obtermos usy = a(l) € Ugs = all)
p 22 = Ug9 23 = Ua3 -

Analogamente, para asy, calculamos l31, uzs = a:(u) e a§3), utilizando-se de 3 multipli-

cacoes e 2 divisoes.

Para a:%), calculamos lzs € uzz = a%), através de 2 multiplicacoes e 1 adigao.
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Assim, para o processo de obtencao das matrizes L e U, foram necessarias 8 multipli-
cacoes e 5 adicoes, totalizando 13 operacoes.

Temos entao a seguinte situacao:

1 00 1 2 =3 1 4
210 X 0 —1 10 X To = 5
4 1 1 0 O 1 T3 13
Fazendo
1 2 -3 T Y1
0 —1 10 X ) = Y2 s
0 0 1 T3 Ys
teremos
100 n 4
210 X Y2 = 5)
4 1 1 Y3 13

Escrevendo a equagao matricial acima na forma de um sistema de equacoes, temos:

yi=4 (I')
21 +y2 =5 (II')
4y1+y2+y3:13 (III,)

Através da equagao (1), obtivemos y;. Substituimos entao esse valor na equagao (11'),
temos:

(IIY: 2y1+y2=5
= 2X44y, =5
= 841y =05
= Yo = —3.

Por fim, substituimos os valores de y; e y» na equagao (I11'):

([[II) 4y1+y2+y3:13
= 4x4+4+(-3)+y;=13
=  16—3+4y;=13
= 134+ y3 =13
= y3:0.

Concluimos entao que a matriz vertical y é dada por

4
-3
0

Como este sistema triangular é andlogo ao visto no método anterior, concluimos que
sao necessarias 9 operacoes para resolvé-lo.
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Para finalizar a resolugao do sistema linear através da fatoragao LU, basta resolver a
equacao U x x =y, cuja forma, como vimos agora, é dada por

1 2 -3 71 4
0 —1 10 x To = —3
0 0 1 T3 0

Escrevendo agora a nova equagao matricial na forma de um sistema de equacoes,
temos:
1+ 2wy — 33 =4 (I")
—XT2 —f- 101’3 = —3 (I]”)
x3=0 (I11")

Através da equagao (I11"), encontramos x3. Substituimos entao esse valor na equagao
(I1"), temos:

([I//) . —X9 + 10%3 =-3
= —22+10x0=-3

= —2o+0=-3
= —132:—3
= To = 3.

Finalmente, substituimos os valores de x5 e x3 na equacao (1”):

(I"y:  xy+2r9—3x3=14
= r1+2x3—-3x0=4
= r1+6—-0=4
= r1+6=4
= T = —2.

Nossa solugao, como esperado, é novamente a terna ordenada (—2,3,0).
Novamente, 9 operacoes sao necessarias para a resolucao do sistema triangular.

Totalizando a fase de eliminacao e ambas as fases de resolucao, concluimos que o
sistema linear, através da fatoracao LU, necessita de 13 + 9 + 9 = 31 operagoes para
ser solucionado.

No caso de um sistema n X n, temos:

e Para eliminar os termos a1, k € {2,...,n}, temos que calcular o coeficiente o
multiplicd-lo com os termos ajo,...,a1,, para em seguida somar cada um com o
seu termo respectivo da k-ésima linha. Totalizam-se assim n multiplicacoes e n — 1
adi¢oes. Como o processo deve ser repetido para todas as linhas, temos que, nesta
etapa, sdo realizadas (n) x (n — 1) multiplicacdes e (n — 1) X (n — 1) = (n — 1)?
adicoes;

e Para os termos ag, k € {3,...,n}, o processo é analogo. Assim, realizamos n — 1
multiplicacoes e n — 2 adicoes. Repetindo o processo para todas as n — 2 linhas,
temos (n — 1) X (n — 2) multiplicagoes e (n —2) X (n —2) = (n — 2)? adi¢oes;
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-2) . . , . 1
e Para o termo a,flnn_)l, tinico termo da (n — 1)-ésima coluna a ser anulado, e ultimo
(n—2)
~ L, . . . ~ a _ . . ~
termo do processo, sao necessarias 2 multiplicagdes (=%, e sua multiplicagao
a

n—1ln—1
-2 .~ . .
com 0S termos aiL”_LT)L) e 1 adi¢do (o termo citado anteriormente, somado com seu

termo respectivo da n-ésima linha). Assim, temos 2 x 1 multiplicagoes e 1 x 1 = 1?
adicao;

e Agora com os termos das matrizes L e U calculados, precisamos resolver dois siste-
mas triangulares nxn. Ja vimos que sao necessarias n? operacoes para sua resolucao
de cada. Logo, 2n? operacoes no total.

Somando as contagens das etapas necessarias para a obtencao dos termos das matrizes
L e U, temos:

#(+Termos LU) = (n—1+(n—2)*+...+1°
n—1
-5
i=1
i=1

nx(n+1)x(2n+1) 9

6

o onx(n+1)x(2n+1) 2
N 6

2n® +3n? +n 9
= ————

6

207 +3n° +n —6n
N 6
2P =3n4n
— : 7
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#(xTermos LU) =

nxn—1)+nh-1)xn—-2)+...+2x1

n—1 n—1

d o> i

=1 i=1

nx(n+1)6>< (2n+1) _n2+n><(;z—1)
23 4+ 3n% +n , n’-n
6 " 2
2n3 4 3n? +n — 6n% + 3n — 3n
6

2n3 — 2n

6
nd—n

T

Assim, o total de operacoes necessarias para se obter L e U é dado por:

#(Termos LU) =

203 —=3n’+n nd-—n

6 + 3
20 =3n*4+n+2n° —2n
B 6
_ An® —3n* —n
B 6

No processo de obtencao do valor das variaveis, temos:

#(Obter LU) = n®+n”

om2.

(11)

(12)

Encontramos assim a férmula geral do nimero de operacoes na resolucao de um sistema
através da Fatoracao LU, somando as equagoes (11) e (12):

4n3 —3n?2 —n

#(FatLU) = R — + 2n?
B 4An3 — 3n? — n + 12n?
N 6
_ 4An? 4+ 9n® —n
— 5 )

2.4 Regra de Cramer

Utilizando-se da Regra de Cramer, é possivel solucionar um sistema de equacoes
lineares apenas através do calculo do determinante de algumas matrizes. E comumente
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apresentada aos alunos do Ensino Médio, como uma das aplicacoes dos determinantes.

O valor da variavel xy, Vk € {1,...,n}, sera dado pela formula

o detA,,
T detA

onde A é a matriz dos coeficientes, e A, é a matriz A com a coluna dos coeficientes
relativos a xp substituida pelo conteiido da matriz coluna b, correspondente aos termos
independentes do sistema. Assim,

apg v g1 b aigyr o aip

Q21 -+ A2k—1 by agk+1 -+ Q2p
Aack - . .

ap1  + OGpk—1 bn Qpk+1 = App

Comecaremos, entao, com a resolucao do problema proposto, agora utilizando-se da

Regra de Cramer. J& calculamos no inicio do capitulo o determinante da matriz A. Assim,
temos detA = —1.

Calcularemos, agora, os determinantes das matrizes A,,, A,, e A,,. Fazendo a subs-
tituicdo do vetor coluna b na devida coluna, temos que

4 2 -3 1 4 -3 12 4
A= 5 3 4 |, A,=|2 5 4 e A, =123 5
13 7 —1 413 -1 47 13

Calculando detA,,, temos

detA,;, = 4x3x(—-1)—4x4xT7-2x5x(-1)
+2x4x13—(=3)x3x13+(=3) x5 x7T
= —12-112+ 10+ 104 + 117 — 105
= —229+231
2.

Em cada parcela do somatdrio para o cdlculo do determinante, temos um produto de
3 numeros, sendo realizadas assim 2 multiplicacoes. Temos um total de 6 parcelas, o que
nos dd um total de 12 multiplicacoes. Para juntar as 6 parcelas, precisamos realizar 5
adicoes. Assim, o total de operagoes para obter o determinante da matriz € igual a 17.

Para o determinante da matriz A,,, temos

detA,, = 1x5x(=1)—1x4x13—-4x2x(-1)
+4x4x4—(=3)x5x4+(-3)x2x13
—5—952+8+64+60—78
= —135+132
—3.
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Finalizando, com o determinante de A,,, temos

detAxg = (11022033 — A11023032 — Q12021033 + 12023031 — A13022031 + A13021032
= I1x3x13—-1x5x7—-2x2x13
+2X5Xx4—-4x3Ix4+4x2xXT
= 39—-35—-52+440—-48+ 56
135 — 135
= 0.

Como os processos sao analogos, e tivemos que calcular o determinante de 4 matrizes
(A, Az, Az, e Ag,), foram necesséarias 4 x 17 = 68 operagdes nesta primeira parte do
método.

Utilizando a formula para o calculo das variaveis, temos:

_detA,, 2 5.
= detA  —1 '
detA,, —3 5
Ty — —m—m— — —— = N
2 detA -1 ’
detA,,
3 det A -1

Para a obtencao de cada varidvel, € necessaria 1 multiplicacao. Assim, fizemos 3
multiplicacoes no total, nessa fase.

No processo de obtencao das variaveis, foram necessarias 3 operacoes.

A terna ordenada (—2,3,0) é mais uma vez obtida como solugao do problema. Desta
vez, foram necessarias 68 + 3 — 71 operagoes.

Generalizando para um sistema n X n, temos que em cada parcela do somatorio para
o calculo de um determinante, temos um produto de n numeros, sendo realizadas assim
n — 1 multiplica¢oes. Temos um total de n! parcelas, o que nos da um total de n!(n — 1)
multiplicagoes. Para juntar as n! parcelas, n! — 1 adigoes. Assim, o total de operacoes
para obter o determinante de uma matriz é igual a

#(Determinante) =nl(n —1)+nl —1=nxn!—1.

Como é necessario o calculo do determinante de n+1 matrizes (A, A,,, ..., Az, ), temos

que realizar, para a fase de obtencao dos determinantes no método de Cramer, um total
de

#(Determ. Cramer) = (n+1)(n x n! — 1) = n(n+ 1)! — (n + 1) operagoes.

37



Ao final, sao realizadas n divisdes, para finalmente obter o valor de cada uma das n
varidveis. Assim, ao utilizar a regra de Cramer na resolucao de um sistema linear, sao
necessarias

#(Cramer) =n(n+ 1) —=(n+1)+n=nn+1)!—n+n—1=n(n+1)! — 1 operagoes.

2.5 Comparando os Métodos Diretos

Vimos que, para um sistema linear 3 X 3, foram necessarios, para cada um dos
métodos:

Substituicao: 31 operacoes;

Eliminagao Gaussiana: 28 operagoes;

Fatoracao LU: 31 operacoes;

Regra de Cramer: 71 operagoes.

Assim, o método mais vantajoso, a contar pelo seu custo computacional, para um
sistema linear 3 x 3 é a Eliminacao Gaussiana. Vemos que a Regra de Cramer tem uma
contagem muito superior as demais, mesmo para um sistema linear pequeno.

Ao analisar o caso de um sistema linear n X n, observa-se que sao necessarios:

2n3 + 6n* — 5
e Substituigao: et ; " operagoes;
an® +9n? — 7
¢ Eliminacao Gaussiana: et 6n n operacgoes;
4 3 9 2 _
e Fatoracao LU: W operagoes;

Regra de Cramer: n(n + 1)! — 1 operagoes.

A Regra de Cramer tem a sua contagem na ordem de n(n + 1)!, enquanto as demais
3

estao na ordem de ——. Como n! tende ao infinito mais rapidamente que n®, para valores

de n suficientemente grandes, a contagem de operacgoes da Regra de Cramer tera valores
maiores do que as demais, sendo assim o método direto menos vantajoso.

Para determinar o de menor custo computacional, faremos a comparacao dos demais
métodos 2 a 2:
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2.5.1 Substituicao x Eliminacao Gaussiana

Seja n; € N. Assim, temos que ny —1 > 0 e 3ny > 0.

<~ 3n(n—1) > 0
<~3n]—-3n, > 0
< 12n° —10n; > 9n —Tny
4n? 4+ 12n? — 10ny S 4nd + 9ni — Tny
6 . 6
2n3 + 6n? — 5ny 4nd +9n? — Tny

3 6

Assim, temos que, para qualquer nimero natural n > 2, o numero de operagoes
necessarias para a resolucao de um sistema linear através do método da Substituicao é
maior do que ou igual ao niimero necessario para a Eliminagao Gaussiana.

Conclui-se que a Eliminacao de GGauss é mais vantajosa que a Substituicao para qual-
quer sistema linear k X k, k € N, k > 2.

2.5.2 Substituicao x Fatoracao LU

Agora, vamos supor ny € N ng > 3. Assim, nyg —3 >0 e 3ny > 0.

<~ 3712 (TLQ — 3) > 0
<= 3n3 -9y > 0
<= 12n§ —10ny > 9n§ — Ny
4n3 4+ 12n3 — 10ny S 4n3 + 9ni — ny
6 - 6
2n3 + 6n3 — 5ny 4n3 + 9n3 — ny

3 6

Assim, temos que, para qualquer numero natural n > 3, o numero de operacoes
necessarias para a resolucao de um sistema linear através do método da Substituicao
é maior do que ou igual ao nimero necessirio para a Fatoracao LU. Os métodos sao
igualmente vantajosos para n = 3.

Logo, a Fatoracao LU é mais vantajosa que a Substituicao para qualquer sistema linear

kxkkeNk>4
Observacgao 2.7. No caso de um sistema 2 X 2, temos que a Fatoracao LU requer
4x24+9x22-2 32+36—-2 66

5 5 5= 11 operacoes,

enquanto a Substituicao requer

2x 2B 4+6x22-5x2 16+24—-10 30 .
= = — = 10 operacoes.

3 3 3

Logo, a Substituicao é mais vantajosa.
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2.5.3 Fatoracao LU x Eliminacao Gaussiana

Finalmente, tomemos n3 € N. Assim,

<—>mn3 > 0
<= 6ng > 0
< —ng > —Tns
4n3 + 9nZ — ns - 4n3 + 9n? — Tns
6 6

Assim, a Eliminacao Gaussiana é mais vantajosa que a Fatoracao LU para qualquer
sistema linear k X k, k € N, k > 2.

Observacgao 2.8. O sistema 1 x 1 € trivial, constituindo uma equacao simples, e portanto
nao € objeto do nosso estudo.

Temos, assim, que para qualquer sistema linear n X n, a Eliminacao Gaussiana é o
método direto com o menor custo computacional, logo, mais vantajoso. Entretanto, os
outros dois métodos tém as suas vantagens.

A Fatoracao LU, por excluir o vetor coluna b do escalonamento, é vantajosa quando
queremos repetir a resolucao do mesmo sistema com termos independentes diferentes.
A modificacao no sistema serd percebida apenas quando estivermos resolvendo os dois
sistemas triangulares, pois a matriz a ser escalonada é a mesma.

A Substituicao nao tem vantagem alguma do ponto de vista computacional, mas pode
ser vantajoso ao aluno que tenha certa dificuldade com matrizes. Sua resolucao envolve
apenas um conhecimento matematico de resolucao de equagoes.
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3 Meétodos Iterativos de Resolucao

Os métodos iterativos, diferentemente dos métodos diretos, nao encontram a solugao
diretamente, e sim gerando uma sequéncia de vetores {x(®¥}, através de uma formula

recursiva, dada uma aproximacao inicial (9, que pode ou nio convergir para a solucio,
caso exista. Quando convergente, a sequéncia tendera a solu¢ao quando k — oc.

Devemos transformar o sistema A X £ = b em uma nova forma matricial, de forma a

termos x = f(x), f uma fungdo matricial. Assim, faremos de x variavel independente o

termo z*) e de x variavel dependente o termo 1.

Para isso, poderiamos definir a matriz B =1 — A = A = [ — B, I matriz identidade.
Assim, teriamos

(B—I)t=b=Brxr—x=b=2=Bxr—,
e nossa formula recursiva poderia ser dada por
2 D) = B x 2™ —p,

No entanto, nao ha garantia de convergéncia para a sequéncia de vetores, quando
tomamos a fun¢ao matricial f(z) = Bx — b. Devemos, entao, encontrar duas matrizes C
e g, a primeira da forma n X n, e a outra da forma n x 1, de tal forma que, fazendo a
formula recursiva

e cumprindo um determinado critério de convergéncia, teremos a garantia que obteremos
a solucao quando k — oo.

Veremos posteriormente como deve ser o formato das matrizes C' e g.

Por se tratar de uma férmula recursiva, onde o termo seguinte depende do termo

anterior, devemos determinar o vetor () que iniciara esta sequéncia. Novamente, veremos
como é feita essa escolha mais adiante.

Analisaremos dois métodos iterativos:

1. Método de Gauss-Jacobi;
2. Método de Gauss-Seidel.
Uma condicao necessaria e suficiente para a garantia de convergéncia destes métodos,

assegurando assim que a sequéncia alcancara a solucao exata (quando esta existir), é dada
por:

Teorema 3.1. Sejam \; os autovalores da matriz C. Se max|\;| < 1, entdo a conver-

géncia esta garantida, independente da escolha feita para 2(0),
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Maiores informagoes sobre este teorema podem ser encontradas em |[5].

Como o processo de convergéncia a solucao pode ser demorado, sao estipulados critérios
de parada para os métodos iterativos. Podem ser adotados trés critérios:

—

a. Teste do erro absoluto: Podemos repetir o processo de iteracao até que o vetor z(¥)

esteja suficientemente proximo do vetor z(*~1), Para isso, calculamos a distancia entre os
. " - k k k-1 o .
termos respectivos de x(®) e 2+~ fazendo dz( ) = |acz( ) 2%V A distancia sera dada

7
por

d® = max {dgk)}.

1<i<n

Assim, dado € > 0, o processo é interrompido quando d® < e.

Observacao 3.1. O teste do erro absoluto garante uma precisao satisfatoria apenas
quando estamos trabalhando com valores grandes. De fato, se o resultado obtido para uma
varidvel xy na i-ésima iteracao € .r,(;) = 1.123.479, 6, e na iteracao sequinte foi obtido o va-
lor ") = 1.123.478,9, 0 erro absoluto serd dado por |1.123.478,9 — 1.123.479,6| = 0, 8.
Pelas grandezas que estao sendo trabalhadas, o erro de 0,8 dd uma boa precisao para o
resultado exato, visto que a oscilacao entre as iteracoes estd pequena.

Para uma varidvel x;, temos xg-i) =2,1e€ xyﬂ) =2,9. Assim, o erro € 2,9 —2,1| =
0,8, mesmo wvalor encontrado no erro absoluto do primeiro exemplo. No entanto, como
trata-se de grandezas menores, o erro caracteriza uma maior MPTecisao.

b. Teste do erro relativo: De forma anéloga ao teste acima, é calculado d*). Cessamos
as iteragoes quando, dado € > 0, temos que a distancia relativa, dada por

)

e {12
max {|z;"[}

45

é menor que a precisao € estipulada.

Observacgao 3.2. Ao dividir o erro absoluto pelo mddulo da maior das varidveis da iltima
aprorimacao obtida, estamos calculando este erro como uma porcentagem do valor da
varidvel. Assim, analisa-se quao incorreto € o wvalor calculado se comparado ao valor
considerado correto naquele instante. Dessa forma, aumenta-se a precisao nos cdlculos,
comparado com o erro absoluto.

c. Niumero maximo de iteragdes: E estipulado um ntimero méaximo de iteracoes,
cessadas quando este nimero é alcancado. No entanto, definir o ntimero méximo de
iteracoes como critério de parada nao garante uma aproximacao satisfatoria, pois a rapidez
em que a convergéncia acontece varia de um sistema para outro.

Dessa forma, na resolucao de problemas através dos métodos iterativos, utilizaremos
o teste do erro relativo como critério de parada.

Consideremos entao a seguinte situacao-problema, que corresponde a uma aplicacao
dos sistemas lineares na Probabilidade:
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Um rato é colocado em um labirinto retangular de corredores, como na figura abaizo.
Em cada intersecao, ele escolhe uma dire¢cao ao acaso e seque até a interse¢ao sequinte,
onde escolhe novamente ao acaso nova direcao e assim por diante. Qual a probabilidade

de o rato, estando na intersecao i, sair eventualmente pelo sul?

Denotemos por P; a probabilidade de o rato sair do labirinto pelo sul, partindo da
intersecao i, 1 € {1,...,8}.

Estando na intersecao 1, o rato pode:

e Tomar a dire¢ao norte e sair do labirinto (7);
e Tomar a dire¢ao oeste e sair do labirinto (11);
e Tomar a diregao sul e chegar na interse¢ao 5 (I11);

e Tomar a diregdo leste e chegar na intersegao 2 (IV).

Em (I), o rato saiu do labirinto pelo norte, logo sua chance de sair pelo sul é igual
a 0. (II) é analogo a (I), logo a probabilidade também é igual a 0. Em (I/1]), o rato
tem uma nova localizacao, a intersecao 5. Assim, a chance do rato sair do labirinto pelo
sul é igual a probabilidade dele sair pelo sul a partir da interse¢ao 5, logo, Ps. Em (IV),
analogamente a (/I]), a probabilidade é de P,. Como a chance do rato pegar um dos
caminhos é dada por 1—11, temos que:

P 1

:>4P1—P2—P5:O.

Repetindo o processo para cada uma das intersegoes, temos:
Py =UBELEE o P 4 4Py — Py — Py = 0;
Py = SR BEl o Py 4 APy — Py — P = 0;

Py = UOEBERs — Pt 4Py — Py = 0;

Py = WAt o P4 AP — Py = 14
Py=10thtl o _p _ P 4+4P— P, =1,

4
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Py = WBEBER o P P4 4P — Py = 1;
Py = 1+0+f4+P7 = —P,— P +45 = 1.

Assim, temos um sistema linear com 8 incognitas e 8 equagoes, da forma

( 4P1—P2—P5:0
—P1+4P2—P3—P6:0
—P2+4P3—P4—P7:0
—Ps+4P, — P3 =0
—P1—|—4P5—P6:1 ’
—Py— P +4F — P =1
—Py— P +4P;, — Py =1
—P— P +4F =1

com B _ _ _
4 -1 0 0 -1 0 0 0 0

1 4 -1 0 0 -1 0 0 0

0 -1 4 -1 0 0 -1 0 0

0 0 -1 4 0 0 0 -1 0

A=10 0 0 0 4 -1 0 0 e b=,

0 -1 0 0 -1 4 -1 0 1

0 0 -1 0 0 -1 4 -1 1

0 0 0 -1 0 0 -1 4 | 1

Observacao 3.3. Podemos ver, através desse exemplo, que, na Probabilidade, quando a
chance de um evento se concretizar depende da concretizacao de outros eventos do mesmo
espaco amostral, uma saida para a resolucao deste problema é um sistema linear, onde a
probabilidade de cada evento corresponde a uma incognita do sistema.

Veremos agora como cada um dos dois métodos funciona na sua resolucao, além de
entender as mintcias de seu algoritmo.

3.1 Meétodo de Gauss-Jacobi

Para montarmos a féormula de recorréncia no método de Gauss-Jacobi, basta isolar a
incognita x; na i-ésima linha, i € {1,...,n}. Assim, reescrevemos o sistema linear n x n
da seguinte forma:

( by — ajore — aj3xs — ... — A1, Ty
T =
an
by — ag1x1 — aggrs — ... — ATy
To —
A22
o bnfl - anfl,lxl T e T anfl,nf2xn72 + anfl,nxn
Tp—1 =
anfl,nfl
by — Ap1T1 — ApaTy — ... — Ann—1Tn—1
€T, =
\ Apn
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A formula de recursao é dada por

( (k) (k) (k)

(k+1) - b1 — 6L12{E2 — a13x3 — ... — A1pdn
1 a1
R B (SN ()
x(k+1) g — G217y 2323 coe T QopTn
5 =
a2

(k)

(k)
k+1) b1 — Ap—11Tq

(k)
— . T Op_1n—2Tp 9 + Ap—1nTn

(k) o (k)

k k k

LD _ by — @y T1 — Ay To — ... — App_1T, 4
T =

\ QAnp,

Vemos que, a cada linha, é necessaria a divisao pelo termo da diagonal principal
correspondente a respectiva linha. Assim, é necessario que nenhum termo da diagonal
principal seja nulo. Para que isso seja possivel, ja vimos que a troca entre linhas ou

colunas é permitida, para adequar a matriz A a forma desejada.

Calculando uma determinada incognita na k-ésima iteracao, sao necessarias n — 1
multiplica¢oes (das demais incognitas com seus coeficientes), n — 1 adi¢oes (n — 1 termos
com as variaveis e o termo independente) e 1 multiplicagdo (dividindo, finalmente, o
valor obtido pelo respectivo coeficiente da diagonal principal). Assim, temos um total
den—1+n—1+4+1=2n— 1 operagoes. Como o processo se repete para todas as n
incognitas, temos um total de n x (2n — 1) = 2n? — n operacoes em uma iteracio.

Observacgao 3.4. Como o nimero de iteracoes € incerto, dependendo tanto do € do erro
quanto da aproximacao inicial, nao € possivel generalizar uma formula para o cdlculo de
operacoes total do método.

Escrevendo na forma matricial 21 = C' x 2 + ¢, temos

0 _ai2 a3 . __Qin T
arl a1 a1l _ b
_a21 0 __a23 Ce __Q2n ail
a2 az2 azz _ b2
a2

_ an—1,1 . _anfl,n72 0 _ an—1,n

an—1,n—1 an—1,mn—1 an—1,n—1 _b_n
_Om . —Inn-2 _ Gnn-l 0 ann

= ann ann ann -

Para garantir a convergéncia através do método de Gauss-Jacobi, utilizaremos um
método diferente do citado anteriormente:

Teorema 3.2. (Critério das linhas) Considerando a matriz A do sistema linear, seja
n

> ail

a; = Se a = max {a;} < 1, entao a sequéncia {x®)} gerada pelo método de
<i<n

Gauss-Jacobi converge para a solucao do sistema, independente da aprorimacao inicial
20 escolhida.

Maiores informagoes sobre este teorema podem ser encontradas em [11].
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Observacgao 3.5. Tal critério de convergéncia € suficiente para que a sequéncia de vetores
convirja para a solucao, mas nao € necessdario.

Observacgao 3.6. Novamente, a troca de linhas ou colunas pode ser utilizada a fim de

adequar a matriz A ao critério.

Agora que ja conhecemos o funcionamento do método, vamos a resolucao do sistema
linear A X x = b do problema proposto, lembrando que

4 -1 0 0 -1 0 0 0] [0
1 4 -1 0 0 -1 0 0 0
0 -1 4 -1 0 0 -1 0 0
0 0 -1 4 0 0 0 -1 0
A=10 0 0 0 4 -1 0 0 e b=,
0 -1 0 0 -1 4 -1 0 1
0 0 -1 0 0 -1 4 -1 1

0 0 0 -1 0 0 —1 4 | 1

Pelo critério das linhas, vemos que a sequéncia de vetores convergird para a solucao
do sistema. De fato:

— [=UA[OI+[0+[-1+[0[+[0]+[0] __ 141 _

a1 1 1

=0,5.

SIS

Analogamente, temos

[—1+[-1] 1+1

|4] 4

Qg = Q5 = Qg = = 0,5;

NI

v — e — oy — A 1411 3
g = (Vg = Olg = Oy = 1] = 1 —1—0,75

= o = max{0,5;0,75} = 0,75 < 1.

Vamos definir z®*) = {Pl(k); PQ(k); ngk); P4(k); ngk); PG(k); P7(k)§ Ps(k)}-

Como a escolha de x(0) ¢ arbitraria, e como sabemos que a probabilidade de um evento
varia de 0 a 1, tomemos

20 = {0,5:0,5;0,5;0,5;0,5; 0,5; 0,5; 0,5}

Assim, PV = 0,5,i € {1,...,8}.

2
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Obtendo a féormula de iteracao:

( 4P1—P2—P5:O

P +4P, — Ps - F =0
—P2+4P3—P4—P7:O
—P3+4P4—P8:O

P1(k+1) _
P2(k+1) _
P§k+1) _
P4(k+1) _

PM 4 pM
1
P L p(k) 4 p(®
4
PP 4P pk)

4
PP pH

P 4P — P =1
—PQ—P5+4P6—P7:1
—Py— Ps+4P; — Py =1
—Py— P +4FPs =1

Pék+1)
P6(k+l)
P7(k+1)
Pék-ﬁ-l)

4
PF 1P 11

1
PP +PM 4 PP 41

1
k k k
P+ p®) 4 PR 11

1
P 1PM 1
1

Assim, temos a formula de iteracio 1) = C x 2 + ¢, onde

0 025 0 0 025 0 0 0
025 0 025 0 0 025 0 0
0 02 0 025 0 0 02 0
a0 002 0 0 0 0 0|
102 0 0 0 0 025 0 0 9=
0 025 0 0 025 0 025 0
0 0 025 0 0 02 0 0,25
0 0 0 025 0 0 025 0 |
12 Tteracao:
1) _ PO+pPO  osi05 1 )
Pl — 4 = — 4 — Z — 0725,
P2(1) _ Pf0)+Pi°)+P6(O) _ 05405405 _ % — 0,375
Ps(l) _ P§0)+PL£°)+P7(O) — 05405405 _ L5 _ 375
) p(0)
P4(1) _ Py ZPS _ 0,51-0,5 — }l — 0’25,
PO = Pf0)+fé0)+1 _ 05H0SHL _2 _ 5
Pﬁ(l) _ P2(0)+P5(0i+P7(0)+1 _ 0,5+0,i+0,5+1 _ % = 0,625;
P = P§°)+Pé2+P§°)+1 _ 05H05405HL _ 25 _ () 695,
Ps(l) _ p£o>+f7<o)+1 _ 0,5+2,5+1 _ % = 0,5.

47

o O O

0,25
0,25
0,25

0,25 |



= ) = {0,25;0,375;0,375; 0,25; 0,5; 0,625; 0,625; 0,5}

Calculando o erro relativo na 12 Iteragao:

dV = |PY — PO =10,25 - 0,5| = | — 0,25 = 0,25;
dV =P — PO =10,375 — 0,5] = | — 0,125| = 0,125;
d) = PV — P = 10,375 - 0,5| = | — 0,125| = 0,125;

diV = |PY — PO =10,25 - 0,5| = | — 0,25 = 0,25;

d5 = P — B = 10,5 - 0,5] = 0] = 0;

d\V =P — PO = 10,625 — 05| = |0,125| = 0,125;
d =PV — PO = 10,625 — 0,5 = |0,125| = 0,125;
d) = R = B = (05— 0,5] = 0] = 0
= d® = max {dV} =025

0,25 0,25
o= =0,4.
max {P} 0,625

1<i<8

= 4V =

Prosseguindo analogamente nas demais iteracoes, obtemos:

2¢ [teracao:
+® = {0,21875;0,3125; 0,3125; 0,21875; 0,46875; 0,625; 0,625; 0,46875};
d® =0,1.
3¢ Tteragao:

2®) = {0,1953125; 0,2890625; 0,2890625; 0,1953125;
0,4609375; 0,6015625; 0,6015625; 0,4609375};

d® = 0,038961039.
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42 Tteracao:

™ = {0,1875;0,271484375; 0,271484375; 0,1875;
0,44921875; 0,587890625; 0,587890625; 0,44921875};

d" = 0,029900332.

Nas tabelas a seguir, calculadas com o auxilio de uma planilha eletronica, vemos como
se comporta a convergéncia, iteracao apos iteracao:

Numer?‘ . Pl P2 P3 P4 P5 P6 P7 P8 Erro Relativo
Iteracdo

11 0,165364095 0,243633747 | 0,243633747 | 0,165364095 0,432524323 0,5559421778 | 0,559421773 | 0,432524323 0,001446054

12 0,165039518 | 0,243104905 0,243104905 0,1659039518 | 0,432196468 | 0,5533943962 | 0,5358894962 | 0,432196468 | 0,000946228

13 0,168825343 0,242759846 | 0,242759846 | 0,168325343 0,43198362 0,558545084 | 0,558545084 0,43198362 0,000619244

Vemos que, a partir da 122 iteracao, o erro relativo torna-se menor que 0,001.

Nimerodd P1 02 P2 P4 p5 PG p7 P2 Erro Relativo
Iteracao

a8 0,168421053 | 0,242105263 | 0,242105263 | 0,168421053 | 0,431578948 | 0,557834737 | 0,557894737 | 0,431578948 | 2,23301E-10

49 0,168421053 | 0,242105263 | 0,242105263 | 0,168421053 | 0,431578947 | 0557894737 | 0,557894737 | 0431578947 | 1,46153€-10

50 0,168421053 | 0,242105263 | 0,242105263 | 0,168421053 | 0,431578947 | 0,557894737 | 0,557894737 | 0,431578947 | 9,56584E-11

Da 49¢ iteracao em diante, o computador fixa a solucao em 9 casas decimais, para
cada incognita, ou seja, o erro é menor do que 1077,

Nimerodd P1 02 P2 P4 p5 PG p7 P2 Erro Relativo
Iteracao
85 0,168421053 | 0,242105263 | 0,242105263 | 0,168421053 | 0,431578947 | 0,557834737 | 0,557894737 | 0,431578947 | 4,97506€-17
36 0,168421053 | 0,242105263 | 0,242105263 | 0,168421053 | 0,431578947 | 0557894737 | 0,557894737 | 0,431578947 0
87 0,168421053 | 0,242105263 | 0,242105263 | 0,168421053 | 0,431578947 | 0,557894737 | 0,557894737 | 0,431578947 0

A partir da 86%, o erro ja é dado como 0.

A solugao, assim, pode ser dada por

z = {0,168421053; 0,242105263; 0,242105263; 0,168421053;
0,431578947;0,557894737; 0,557894737; 0,431578947}.

3.2 Método de Gauss-Seidel

A estrutura do método de Gauss-Seidel é analoga a de Gauss-Jacobi. No entanto,

k+1 1) .,
quando calculamos o termo £E§ ), levamos em conta os termos ZL‘E ) j& calculados pre-

viamente, para os valores de 7 tais que 1 € {1,...,j — 1}, e xl( ), para os valores de ¢ tais
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que i € {j+1,...,n}. Assim, a formula de recursao ¢ dada por

( (k) (k) (k)

]}gk+1) _ bl — Q129 — A13T3 " — ... — A1pdn
kMg (k)
xékJrl) _ by — ag g — Q23T3 " — ... = Gapdn
22
(k+1) b1 — an—1,1513§k+1) e an—l,n—2x7(—bkj21) - an—1,n$£zk)
et anfl,nfl
x%kﬂ) _ b, — agﬁﬂ)xl — afgrl)xg — .= anm_lxﬁl’iﬁ”
\ Qpn

Como a estrutura da formula de iteragao é similar a de Gauss-Jacobi, o nimero de
operacoes em uma iteracdo também é o mesmo. Assim, temos um total de 2n? —n
operacoes em uma iteracao.

Para escrevermos a formula de iteracao no formato matricial, devemos dividir a matriz
A do sistema em 3 partes:

e A matriz L, triangular inferior, com diagonal nula, que corresponde aos termos que
serdo aplicados ao vetor z(*+1

b

e A matriz D, matriz diagonal, com os termos da diagonal principal diferentes de 0,
e os demais termos iguais a 0;

e A matriz R, triangular superior, com diagonal nula, que corresponde aos termos que
serdo aplicados ao vetor z(*).

Assim, A=L+ D+ R.

Exemplo 3.1. Tomando a matriz

1 2 -3
A=12 3 4 ,
4 7 —1
temos que
0 00 1 0 O 0 2 -3 1 2 -3
2 00 + 03 0 + 00 4 = 2 3 4
4 7 0 00 -1 00 O 4 7 —1
Assim,
000 10 0 0 2 -3
L=112 00|, D={03 0 e R=10 0 4
4 70 00 —1 00 O
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Substituindo o resultado anterior, temos:

Ar=b = (L+D+R)z=10
= Dr=0b-—Lx— Rz
= r=D'%—D'Lx— D 'Ruz.

Como L é aplicado a z*tY e R a 2 temos
25 = D=1 — D' Lo+ — D7'Re® = (I + D7'L)z® ) = —D'Ra® + D1p
= ") = —[(I + D7'L)"'D'R]2® + [(I + D7'L)"'D~'b].

Assim, C = —(I + D'L)"'D'Re g= (I + D7'L)"*D~ 0.
Para a garantia de convergéncia, estudemos um critério distinto novamente:

Teorema 3.3. (Critério de Sassenfeld) Considerando os termos da matriz A, defina
n Jj—1 n
> lasi] 21 |ajil B; + -2;1 | il
i=2 i= i=j
= = ;= . T d = max{f;f, t
o o] e B o] omando [ 1§'§n{ﬁj}’ emos que, se

B <1, a sequéncia {x(_”“)} gerada pelo método de Gauss-Seidel converge para a solu¢ao do

—

sistema, independente da aprozimacao inicial (O escolhida. Além disso, quanto menor o
valor de B, mais rdpida € a convergéncia.

Demonstragao 3.1. Seja o vetor T = (T1,%2,...,%T,) a solu¢io do sistema linear, e
egk) = :vl(-k) — 7,1 € {1,...,n}, ou seja, a diferen¢a do valor de x; na k-ésima itera¢ao
com o valor real de x;.

(k)

Assim, a sequéncia de vetores %) converge para a solucdo se, e somente se, e, — 0.

Sabemos que

(k+1) (k+1) (k) (k)
:C(k.Jrl) . bz — Q10 — . T Q1T — ai,z’+1mz‘+1 — .. — Qipndn
‘ Qij

n
e, como o vetor T € solugao, Y a;;T; =b;
Jj=1

_ o bi—apTi — .. = i Tis) — Qi1 T — - — QinTy
= T; = .

(k+1) _ =1 I ’ j=it+1 I

e (573

Assim, temos que e

ol



> |a] Z\%WH- Z |kl

k) _ _ i=2 o k=j+1
Agora, definimos E 11v£1a<:><{|e |}7 B an] e B =

|a’J]|

com = e P

Dizer que a sequéncia converge significa dizer que E®) — 0 quando k — oo.

Neste sentido, ueremos concluir ue E®+D) < BE®) - Para isso, facamos uma indugdo
para provar que |e\" \ < B maX{|e ]},z e{l,...,n}:

Para v =1, temos que

k k
e(k_H) . algeg ) + CL13€§ ) + ...+ A1nCn
i ——

(k)

11

|asa]|eS”] + [ass||eS ] + ...+ Jarn el

— ‘€§k+1) ’ S

|y
|a12|—|—|a13|+...+|a1n| {| )|}
_ k)
= A 1@35{16 1}

Assim,
V) < 61 pmax (][} < 8 max {le”]}.
Vamos supor, entdo, para alqum 1 <n, que ]egkﬂ)\ < B 1121]'82};{‘65-16)‘},75 €{2,...,i—1}.
Queremos entao provar que e < B; max e
1<j<n
Temos que
okt D) . (k)
Z aige; '+ DL aije;
(k+1) _ J=i+l
Qi
k+1 k+1)
_ |€(-k+1)| |azl||€( i )|+ A aii 1||€( T |+|a’b’b+1||ez+l|+ -+ |ain|len” |
' B |aii|
< lan|Br+ ..+ |aii—1|Bic1 + |asiva| + -+ |ain] ax{|e )|}
- |a“| 1<]<TZ
= B max{ef” 1}
Logo,
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(k+1)) - 5 OIS k)
01 < i max {1} < 8 max (e}, € {1},

(k) — (k) (k+1) _ (k+1) .
e como E g&};{]el |} e B g&);{kl |}, concluimos que

Ek+D) < gk,
Sendo assim, basta que B < 1 para que tenhamos a sequéncia E® decrescente. Sendo
ela composta de valores estritamente positivos, temos que, para valores de k suficiente-
mente grandes, E®) — 0, e assim, a sequéncia converge.

Além disso, como [ € fator multiplicador para o prozimo termo, quanto menor 3, mais

rapido E® — 0, e assim mais rdpido a sequéncia converge para a solucdo.

O critério das linhas também pode ser utilizado para testar a convergéncia no
método de Gauss-Seidel. No entanto, temos que, se um sistema satisfaz o critério das
linhas, ele também satisfaz o de Sassenfeld.

De fato, supondo que o critério de linhas seja satisfeito, temos que
n

> ’@z’j\

s
a = max{q;} <1, onde o; = i
1<i<n |a,“|
) 2 lail
Além disso, £, = Z:IZT = < 1.
Supondo que, para i € {1,...,k — 1}, temos que 5; < a; < 1, concluimos que

k—1 n
Yo law| Bi + > ani
=1

B, = i=k+1
|k

B lag1|B1 + oo+ |akp—1|Br—1 + |ak 1] + - - + |agn]

B ||

_ lag| + oo k1] + |k ps] + -+ |agn]

||

= .

Logo, por indugao, 3; < «a;,7 € {1,...,n}. Mas «; < 1, pois o critério das linhas é
satisfeito. Assim, 8; < 1,7 € {1,...,n}, e o critério de Sassenfeld também ¢é satisfeito.

A reciproca nao é verdadeira. Se um sistema linear satisfaz Sassenfeld, nao necessari-
amente ele satisfaré o critério das linhas. Vejamos:

Exemplo 3.2. Tomemos o sistema linear

21’1—.1'2:4
$1+ZE2:5

Temos que o critério de linhas nao € satisfeito na linha 2, pois as = 1, mesmo se
trocarmos as colunas.
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No entanto, 1 = losa| % =05<1lefy= lonlfy ? = 0,5 < 1. Logo, o critério

o la11] o |az2]

de Sassenfeld ¢é satisfeito.

Observacao 3.7. Novamente, os critérios de convergéncia sao apenas condigoes sufici-
entes para que a sequéncia convirja para a solu¢ao, mas nao necessarias. Um sistema que
nao satisfaz ambos os critérios apresentados pode ter a sequéncia de vetores gerada por
Gauss-Seidel convergente para a solucao do problema.

Resolvamos agora o mesmo problema proposto, através do método de Gauss-Seidel.

Pelo critério de Sassenfeld, vemos que a sequéncia de vetores convergird para a
solucao do sistema. De fato:

B, = | =1[+[O[+[0[+[=1[+[0[+[0[+]0] _ 141 __ 2 _ 0.5:

1 4 4 4 s
—1|%0,5+|—1|4+|0|+]0|4|—1]|+|0]|+|0 S4+1+41 2,

By = [—1] +H =1+ LH [+|=1[+[0]+[0] _ 05JZ1 +1 T5 = 0,625;

0|x0,54]—1]|x0,6254|—1|4]0|+|0|+|—1|4]0 ,625+14+1 2,62
/83 — ‘ |>< +| ‘X +Z‘1 H‘l |+‘ |+| |+| | — 0,6 5:— + — 25 — 0,65625,

Analogamente, calculamos os demais:

By = \—1|><0,6i625+\—1\ _ 0,656425+1 _ 1,654625 = 0,4140625;
By = |71|><0j15+\71\ _ % — 0,375
BG _ \—1|><0,625+|—41|><07375+|—1| _ % —0.5:
By = |71|><0,65625+4\71|><0,5+|71| _ 2,1i625 — 0,5390625:
By = \—1|><0,41406251—|—1|><0,5390625 _ 0,952,125 — 0,23828125

= [ = lrg;faé%{ﬁj} =0,65625 < 1.

Analogo a resolucao pelo primeiro método, vamos definir

k k k k k k k k
20 = (P®), pP, p®; p). p®. p®, ph). ply

e escolher z(0) = {0,5;0,5;0,5;0,5;0,5;0,5;0,5;0,5}.
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A formula de iteracao é dada por

( P1(k+1) _ PZ,(’“)ZP;’“)
P Pf’“*”+1:§’”+Pék)
P?EIHU _ P2(k+1)+1}£k)+P7(k)

) pi+D ng’““iJrPg(’“)

P5(k+1) _ Pl(k+1)-ZP6(k>+1
Pﬁ(k+1) _ P§k+l)+P§"4“)+P7(k)+1
P7(k+1) _ P§k+1)+P<§'“4+1)+P8(’“)+1
P(k+1) _ P p(HD) Ly

\ 8 4

12 Tteracao:

=

1) _ PY+P” _ 05+05 _ 1 _ .
P = Bth 05405 _ 1 _ 95,

1) _ PP 4p
P = BB i 0250505 _ L35 _ 03195,

1 P pO) p(0)
P?E ) _ P+ L +P 0,31254:10,5+0,5 — 1,3i25 = 0,328125;

(1) (0)
1 Py +P, _
pi ) _ B3 i 8 073281f5+075 = 07825125 = 0,20703125;

4

1) _ PYLpPY 41
p5( ) 5 +46 + — 0,25+40,5+1 _ 1,75 — 0743757

p _ PP PO 41 0319540437540541 _ 225 0.5625:
6 4 - 1 - T4 ;

1) p(1) 4 p(0)
1 P+ PP 1
P7( ) _ P+ 64+ i G 0,328125—1—0;15625-&-0,5-%1 — 2,392625 = 0,59765625:

(1) p(1)
1 PPV 41
Pg( ) _ By +47 +1 0,20703125—&-2,59765625—&-1 _ 1,80i6875 — 0,451171875

= 2 = {0,25;0,3125; 0,328125; 0,20703125; 0,4375; 0,5625; 0,59765625; 0,451171875}.

O calculo do erro relativo é andlogo ao calculado durante o método de Gauss-Jacobi.
Assim,

dV = 0,490196078.

Prosseguindo da mesma forma nas demais iteragoes, encontramos:

2¢ Tteracao:
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@ = {0,1875;0,26953125; 0,268554688; 0,179931641;
0,4375;0,576171875; 0,573974609; 0,438476563} ;

d® = 0,108474576.

3¢ Iteracao:

2®) = {0,176757813;0,255371094; 0,252319336; 0,172693975:
0,438232422: 0,566894531; 0,564422607; 0,434280396 }:

d®) = 0,028639104.

42 Tteracao:

™ = {0,173400879; 0,248153687; 0,246318817; 0,170149803;
0,435073853; 0,561912537; 0,560627937; 0,432694435};

d" =0,012844361.

Novamente, analisaremos a tabela de valores das iteracoes e erros:

humero do Pl P2 P3 P4 ps5 PG p7 P8 Erro Relativo
Iteracio

7 0,168883607 | 0,242598537 | 0,242429235 | 0,168552209 | 0,43188275 | 0,558217853 | 0,558106672 | 0,43166472 | 0,001171574

8 0,168620322 | 0,242316853 | 0,242243933 | 0,168477163 | 0,431709544 | 0,558033267 | 0,55798548 | 0,431615661 | 0,000504781

3 0,168506599 | 0,24219535 | 0,242164648 | 0,168445077 | 0,431634967 | 0,557954099 | 0,557933602 | 0,43159467 | 0,000216689

Vemos que, a partir da 8% iteracao, o erro relativo torna-se menor que 0,001.

Numeioda P1 P2 p3 P4 ps5 P6 7 P8 Erro Relativo
Iteracdo

24 0,168421053 | 0,242105263 | 0,242105263 | 0,168421053 | 0,431578948 | 0,557894737 | 0,557894737 | 0,431578947 | 6,51421E-10

25 0,168421053 | 0,242105263 | 0,242105263 | 0,168421053 | 0,431578947 | 0,557894737 | 0,557894737 | 0,431578947 | 2,79057E-10

2% 0,168421053 | 0,242105263 | 0,242105262 | 0,168421053 | 0,431578947 | 0,557894737 | 0,557894737 | 0,431578947 | 1,19542E-10

Da 25% iteracao em diante, o computador fixa a solucao em 9 casas decimais, para
cada incognita. Logo, o erro ¢ menor do que 1077.

humero do Pl P2 P3 P4 ps5 PG p7 P8 Erro Relativo
Iteracio
3 0,168421053 | 0,242105263 | 0,242105263 | 0,168421053 | 0,431578947 | 0,557894737 | 0,557894737 | 0,431578947 | 4,97506E-17
a 0,168421053 | 0,242105263 | 0,242105263 | 0,168421053 | 0,431578947 | 0,557894737 | 0,557894737 | 0,431578947 0
15 0,168421053 | 0,242105263 | 0,242105263 | 0,168421053 | 0,431578947 | 0,557894737 | 0,557894737 | 0,431578947 0

A partir da 44%, o erro ja é dado como 0.

A solucao, assim, é dada por

xr = {0,168421053; 0,242105263; 0,242105263; 0,168421053;
0,431578947;0,557894737; 0,557894737; 0,431578947}.
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3.3 Calculo de Iteracoes através de uma Planilha Eletroénica

Veremos agora como foram feitos os calculos das tabelas de iteragdes e erros do
sistema linear anterior, em ambos os métodos iterativos. Os célculos foram feitos através
de uma planilha eletronica.

[ R R T R ST

[ e
bWk QO

15

P

L T - R T

B
P1
0.5
025
0,21875
0,1853125
0,1875
0,180175781
0,176391602
0,173522949
0,171806335
0,170618057
0,159866562
0169364095
0,168039518
0,168825343
0,168685867
0.168594294
0,168534474
0,168485274
0,168459637

c
P2
05
0375
0,3125
0,2890625
0,271484375
026171875
0,254760742
0,250457764
0,247543335
0,245676041
0,244437695
0,243633747
0,243104905
0,242759846
0,242533568
0,242385643
0.242288754
0,242225368
0,242183869

)
P3
05
0,375
03125
0,2890625
0,271484375
0,26171875
0,254760742
0,250457764
0,247543335
0,245676041
0,244437695
0243633747
0,243104905
0242759846
0,242533568
0.242385643
0,242288754
0,242235368
0,242183869

E
P4
0,5
0,325
0,21875
0,1853125
0,1875
0,180175781
0,176391602
0,173522040
0,171806335
0,170618057
0,169866562
0,169364095
0,163038518
0,168825343
0,168685867
0,168594294
0,168534474
0,168485274
0,168469637

E
PS
05
05
0,46875
0,4609375
0,44921875
0,443847656
0,439331055
0436767578
0,434928884
0,433790207
0,433018684
0432524323
0,432196468
0,43198362
0,431843607
0.431752251
0,431692343
0,431653179
0,431627527

G
P
05
0,625
0,625
06015625

0,587890625
0,577148438
0,570678711
0,566102627
0,563354432
0,56145668

0,560230732
0,559421778
0,558804062
0,558540084
0,558323137
0,558175078
0,558078243
0,558014835
0,557973345

a
P7
0.5
0,625
0,625
06015625
0,587890625
0,577148438
0570678711
0566182627
0563354492
0,56145668
0,550230732
0559421778
0558804962
0558540084
0,558323137
0558175078
0,558078243
0558014835
0,557973345

1

P8

05

05

D,46875
0,4609375
0,44921875
0,443847656
0,439331055
0,436767578
0,434928894
0,433790207
0,433018684
0,432524323
0,432196468
043198362

0,431843607
0.431752251
0,431692343
0,431653179
0,431627527

A figura acima mostra os calculos das 18 primeiras iteracoes durante o método de
Gauss-Jacobi. A linha 1 indica as incognitas a serem calculadas, e a coluna A indica a
iteracao. A aproximacao inicial é dada na iteragao 0.

Para calcular uma das incognitas em uma determinada iteragao, digitamos a formula
na sua respectiva célula. Por exemplo, para calcular a variavel Ps na 12 iteracao, devemos
digitar sua formula na célula G3.

Pelo método de Gauss-Jacobi, a formula de P é dada por

Pﬁ(k-&-l)

PP+ P 1 PM 41

Logo, para calcularmos Pél), temos que

Utilizaremos na férmula de
mente, ou seja, C2, F2 e H2. Desta forma, teremos

o | b |

)
pi
0,5
0,25
021875

P =

4

’

P+ 4P 41

4

Pﬁ(l), portanto, as células de PQ(O), P5(0) e P7(O)

G3

& s]

P2 P3

s 1 o
037% 0,375
09,3135 03125

E
P4
05
0,25
0,21875

4

E
P5

05 05 05

1+C2+F2+H2

.-k
P6

H
P7

046875

={14C24F2+H2) /4
0,625

0625

I
P8
05
05
0,46875

respectiva-

As formulas podem ser digitadas apenas na linha 3 (referente a 1% iteracdo), para cada
uma das incognitas, e apenas copiadas para as linhas abaixo (demais iteragoes).
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O processo para o calculo através de Gauss-Seidel é o mesmo, no entanto, enquanto em
Gauss-Jacobi a formula de uma determinada célula tem apenas valores da linha anterior,
ou seja, da iteracao anterior, em Gauss-Seidel tomamos alguns valores da mesma linha
(mesma iterac¢ao) e outros da anterior.

Exemplo 3.3. (Calculo de P." em Gauss-Seidel)

(1), p(1), p0) 1+C8+ F3+ H?
pV =Bt L gy root ot

4 4
A 8 c ) E F a1 W i
1 [ P2 P3 pa Ps P6 P7 P8
2|0 05 05 05 05 bE 05 05 os
81 o25s [ 03125 ] os2s135 020703135 =(14C3+F3HL)/4 0,451171875
4 2 01875 0726853125 0258554688 0179931641 0375 0576171875 0573974608 0438476563

Para o calculo do erro relativo, o processo é idéntico para ambos os métodos. Nova-
mente, tomaremos como exemplo os calculos dos erros relativos das 18 primeiras iteracoes,
obtidas através do método de Gauss-Jacobi:

dl d2 d3 dd ds d6 d7 ds

8 0,25 0,125 0,125 0,25 0 0125 0,125 o 04

2 003125 00625 00625 003125 003125 o o 0,03125 01

3 002344 002344 0,02344 002344 000781 002344 002344 000781 |0,038961039
4 000781 001758 0,01758 000781 00172 001367 001367 001172 | 0,029900332
5 000732 000977 0,00877 000732 000537 001074 001074 000537 | 0,018612521
6 0,00378 0,00696 000696 000378 000452 000647 000647 000452 (0,012192513
7 000287 00043 00043 000287 000256 000449 000443 000256 0,007923247
8 000172 000291 000291 000172 000LB4 000284 000284 000182 (0005173348
9 000119 000187 000187 000119 000i14 00018 00019 000114 0003380157
000075 000124 000124 000075 000077 000123 000123 000077 |0,002210422
0,0005 00008 00008 0,0005 000049 000081 000081 000043 |0,001426054
000032 0,00053 0,00055 000032 000053 000053 000053 000033 | 0,000946228
000021 000035 0,00035 000021 000021 0,00035 000035 0,00021|0,000619244
0,00014 0,00023 0,00023 000014 000014 000023 000023 000014)|0,000405281
0,2E05 000015 000015 92E05 O1E-05 000015 000015 9,1E-05 | 0000265256
SED5 S7ED05 | 8.7EO05 GE05 6E05 97ED05 S7E05 ©GEO5 | 0000173612
39605 63E05 63E05 39605 39E05 63E05 63E05 39605 |0000113632
26E05 41E05 41E05 26E05 26E05 41E05 41E05 26605 | 7,43734E05

Woo S @ e W ke e

Rl e i e e el =
i ~ W s Wk e O
[ el i e~ S
ERE - N T SO R R

T
o
-
o

Na linha 1, indicamos a incognita a qual estamos analisando, sendo d; relativa a
incognita P, i € {1,...,8}, enquanto a coluna K indica a iteragdo. Na coluna T, é dado
o erro relativo de cada uma das iteracoes.

Para calcular dz(k), ou seja a distancia entre Pl-(k) e Pi(kfl), escrevemos a formula na sua
respectiva célula. Por exemplo, para calcular d:(f), utilizamos a célula N5:
N5=ABS(D5-D4),
onde D5 e D4 representam P?f?’) e ngz), respectivamente. A formula —ABS(-) toma o valor
absoluto da diferenca entre os valores de D5 e DA4.

O erro relativo é dado pela divisao do maior valor entre os d;’s de uma iteracao pelo
maior valor absoluto entre as incognitas, na mesma iteracao. Desta forma, para calcular
o erro relativo na 3% iteracao, utilizando a célula T5, fazemos

~ MAXIMO(L5:S5)
~ MAXIMO(B5:15)
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A notacao L5:S5 indica que estao selecionadas todas as células, de L5 a S5, e a formula
=MAXIMO(-) fornece o maior valor entre as células selecionadas.

Novamente, pode-se escrever as formulas somente na linha 3 (12 iteragdo) e copié-la
para as linhas abaixo (demais iteragoes).

Desta forma, podemos facilmente calcular as iteragoes e os respectivos erros até onde
desejado. Convidamos o leitor a repetir o processo para as demais resolucoes de sistemas
propostas neste trabalho.

3.4 Comparando os Métodos Iterativos

Na andlise dos métodos iterativos, nao consideramos a contagem das operacoes, uma
vez que esse calculo depende da escolha da aproximacao inicial 20 e do erro definido.
Tomando os casos em que a sequéncia de aproximagoes converge, a escolha nao influi
nessa convergéncia, mas pode influir na rapidez em que ela ocorre. Assim, a titulo de
comparagcao, utilizamos o mesmo vetor inicial em ambos os casos.

Podemos perceber que o método de Gauss-Seidel converge para a solugao de forma
mais rapida que o método de Gauss-Jacobi. Isso acontece pelo fato de que, ainda dentro
de uma certa iteracao, as incognitas ja calculadas sao utilizadas para determinarmos as
demais, enquanto que em Gauss-Jacobi, o cdlculo depende apenas dos valores encontrados
na iteracao anterior. Dessa forma, sem considerar o custo computacional, seria mais
vantajoso utilizarmos Gauss-Seidel.

No entanto, de [3|, temos que, "usando a ideia de paralelismo, esta vantagem do
método de Gauss-Seidel sobre o de Jacobi se inverte, pois a existéncia de dependéncia de
dados no algoritmo de Gauss-Seidel faz com que o método de Jacobi seja mais rapido uma
vez que nele nao ha dependéncia de dados. Em outras palavras, no método de Gauss-
Seidel o calculo da variavel x%k), na k-ésima iteracao, depende do calculo de até todas
n — 1 varidveis nesta mesma iteracao, pois neste método, as variaveis sao utilizadas na
mesma iteragao 10%0 que elas estejam disponiveis. No caso do método de Jacobi, o valor
de uma variavel a:nk), k-ésima iteracao, s6 é alterada quando todas as variaveis daquela
iteracao tenham sido determinadas, isto é, cada variavel é calculada usando o valor da

iteracao anterior das demais variaveis".

Em outras palavras, a recuperacao de dados previamente obtidos armazenados na
memoria do computador, em Gauss-Seidel, é feita durante a iteracao, enquanto que em
Gauss-Jacobi essa recuperagao é feita no intervalo entre duas iteragoes. Isso faz com que
o método de Gauss-Jacobi possa ter uma vantagem no custo computacional em relagao ao
método de Gauss-Seidel. O armazenamento e a recuperacao de valores obtidos durante
as operacoes também tem um custo, nao sendo consideradas, entretanto, neste trabalho.

Mais sobre a ideia de paralelismo de algoritmos pode ser encontrado em [3].

Considerando o custo computacional dependente apenas das operacoes de adicao e
subtracao realizadas durante o processo, definiremos o método iterativo de Gauss-Seidel
como sendo o mais vantajoso.
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3.5 Limitacao dos Métodos Iterativos

Vejamos um exemplo de aplicacao dos sistemas lineares no campo da Mecanica Es-
tatica e Engenharia:

A treliga é uma estrutura de elementos ligados entre si pelas extremidades. Os ele-
mentos geralmente utilizados nas construcoes sao de madeira ou barras de metal e em
geral sao unidos uns aos outros por meio de uma placa de reforco no qual eles sao apara-
fusados ou soldados. No caso da trelica plana, objeto do nosso estudo, ela se distribui em
um tnico plano e geralmente é utilizada na sustentacao de telhados e pontes.

As forgas aplicadas em uma treli¢a, internas ou externas, incidem nos nos (juncao de
dois elementos ou mais) e, para que ela se mantenha em equilibrio estético, essas forgas
se anulam.

Definindo j como sendo o niimero de n6s e m o numero de elementos de uma trelica,
quando obtemos a relacao m = 25 — 3, a trelica diz-se isoestdatica. O estado isoestatico de
uma trelica é o "estado limite" de equilibrio. De fato, caso um elemento da trelica seja
retirado ou falhe, toda a estrutura falha. E possivel que uma trelica tenha mais elementos
do que o necessario.

Mais informagoes sobre trelicas podem ser encontradas em [8].

Analisemos entao a seguinte trelica:

O desenho nos mostra que, na juncao 1, a trelica esta fixada, e na jun¢ao 8, a trelica tem
livre movimentacao horizontal, porém nao vertical. Além disso, existem forcas externas
nas juncoes 2, 4, 5 e 7, cujas respectivas setas indicam a direcao para a qual a forca atua.

Queremos determinar as forgas f;,7 € {1,...,13} que atuam nos elementos dessa
trelica. A cada jungao, sao feitas as andlises das forcas horizontais (F}) e verticais (F}),
separadamente.

Considerando cos45° = sin45° = 0,70710678 = «, temos:

a. Na juncao 1: Como a trelica nao tem movimentacao nem vertical como horizontal,
F, e F, se anulam com as for¢as normais. Como as normais nao sao de nosso interesse,
nao hi o que determinar aqui.
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b. Na juncao 2:
F, :sin45° fi + f3 4+ sin45°f5 + 10t = 0 = 0,70710678 f; + f3 + 0,70710678f5 = —10
F}j . COS 45Of1 = f4 -+ cos 450f5 = 0,70710678f1 — f4 — 0,70710678f5 =0

c. Na juncao 3:
{inf2=f6:>f2—f6:0
Fy:f3:0

d. Na jungao 4:
F,: fi= fs+cosdb®fyg = fy — fs — 0,70710678 fg = 0
F, : f; +sin45°fy = 5t = f7 +0,70710678fy = 5
e. Na jungao 5:
F, i cosd5°fs + fo + cos45° f1p = 0 = 0,70710678 f5 + fs + 0,70710678 f1o = 0
F, :sin45°f5 + f7 = 5t = 0,70710678 f5 + fr =5
f. Na juncao 6:
F, . fs = cos45° = fs — 0,70710678 f15 = 0
Fy . f11 -+ Sin450f12 =0= fll + 0,70710678f12 =0
g. Na jungao 7:
F, : cos 45Of9 + flO = f13 = 0,70710678f9 + flO — f13 =0
F, :sin45°fo + fi1 + 5t =0 = 0,70710678 fo + fi1 = —5
h. Na juncao 8: Igualando as for¢as horizontais contrarias, temos

c0s45°f1a + fi3 = 0 = 0,70710678 f12 + f13 = 0.

As forgas verticais se anulam com a normal.

Assim, considerando o sistema na forma A X x = b, temos:

«a 01 0 a« 000 0 00 0 0 ~10
«a 00 -1 - 000 0 00 0 0 0
0100 0 —-100 0 00 0 0 0
0010 0 000 0 00 0 0 0
000 1 0 0 0-1-a 00 0 0 0
0000 0 010 a 00 0 0 5

A=1000 0 a 1 0 0 0 =10 0 0| e b=1| 0
0000 a 01 0 0 00 0 0 5
0000 0 001 0 00 -a 0 0
0000 0 000 0 01 a 0 0
0000 0 000 a 1 0 0 -1 0
0000 0 000 a 0 1 0 0 -5
000 0 0 000 0 00 a 1 0|

D
—



Reordenemos as linhas da matriz A para que nao existam termos nulos na diagonal
principal. Assim, temos que

«a 01 0 a 000 0 00 0 0 ~10
0100 0 100 0 00 0 0 0
001 0 0 000 0 00 0 0 0
«a 00 -1 - 000 0 00 0 0 0
000 0 a« 01 0 0 00 0 0 5
000 0 a« 1 00 0 —10 0 0 0

A=|l000 0 0 0 1 0 « 0 0 0 0 e b= 5
000 1 0 00 -1 - 00 0 0 0
000 0 0 000 o« 0 1 0 0 -5
0000 0 000 a 1 0 0 -1 0
000 0 0 000 0 0 1 a 0 0
000 0 0 001 0 0 0 - 0 0
(000 0 0 000 0 00 a 1 | 0|

O critério de Sassenfeld, neste caso, nao é satisfeito, mesmo modificando-se algumas
linhas ou colunas. No entanto, isso nao garante que a sequéncia divirja.

Assim, escrevemos as formulas recursivas para aplicagao do método de Gauss-Seidel,
da forma

( 1(1~c+1) _ 10— fY—af?
k1 Ko
2 = g
féz“) =0 k
1 1
i = ap™ —a
(k+1) -5
5 - «
Y = —afY 4 iy
f7(k+1) _ . £§k+1) 45
k k
S P
fék+1) _ A5
(D = a4
g
(k+1) Egm—l)
12
(k+1) _ (k+1)
\ 13 - 12

Utilizando-se da aproximacdo inicial f(© = {-9;6;0; —2; —5;6;9; 1; —5;2; —1;2; —1},
obtemos a seguinte sequéncia de vetores:

12 Tteracao:

fM = {-9,142135647; 6; 0; —2,9289322; —5,656854259;
6: 8,5355339; 0,6066017; —5656854259; 3;
—1,41421356; 0,857864353; —9,6066017};

dV = 0,133809515.
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5% Tteragao:
fO) = {—13,31370852; 5,97918474; 4; —5,8284271; —6,213203471;

7,73654406; 8; —2,82842712; —7,556349212; 4,9497475;
—0,3933983; —4; 2,82842712};

4P = 0,569543652.

10% Iteracao:

U0 = £-14,38477634; 17,09188306; 9; —2,3431458; —6,887301576;
11,7487373; 14,3933983; 7,05025254; —3,514718612; 5,4020203;
2,91673896;9,970562777; —7,05025254 };

d" = 0,824687048.

15¢ Tteracao:

%) = {-35,42640964; 3,02081526; 14; 27,100505; —16,65180379;
28,15075762; 3,29646444; —28,80404064; —32,63961041; 17,471609;
—5,60808128; —40,73506499; 28,80404064 } ;

A = 1,689557733.

Vemos que, neste exemplo, a sequéncia nao converge para a solu¢do. Como vimos
anteriormente, isso acontece quando temos algum autovalor \; da matriz C' da féormula
de iteragao do problema tal que |)\;| > 1.

Este sistema pode entao ser resolvido por eliminacao Gaussiana, obtendo-se assim a
solucao

f = {—8,83883478; 6,25; 0; —2,5: —5,30330087;
6,25: 8,75: 1,25: —5,30330087; 2,5;
—1,25;1,76776696; —1,25},

apos 1703 operacoes.
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4 Custo Computacional Comparado

Agora, faremos a comparacao do custo computacional entre os métodos diretos e
iterativos. Para isso, serd resolvido um sistema linear aplicado através do método da
Eliminacao Gaussiana, o qual constatamos ser o mais vantajoso dos métodos diretos,
e do método de Gauss-Seidel, o mais vantajoso dos iterativos.

Além disso, como ja dito anteriormente, o custo operacional dos métodos iterativos de-
pende da aproximacao inicial escolhida e do erro estabelecido. Com o intuito de minimizar
os efeitos dessa variacao, sera fixado um e = 0, 005 para o calculo do erro. A aproximacao
inicial dependerd do exercicio proposto, onde buscaremos a média dos valores possiveis.

Observacgao 4.1. Para alguém com mais experiéncia na drea de aplicagcao do sistema
linear, o "chute" inicial nao serd necessariamente a média dos valores possiveis. Fazendo
uma andlise prévia dos dados do problema, pode-se garantir uma aprorimacgao inicial
melhor, e assim, uma quantidade menor de iteragoes necessdrias para a precisao desejada.

Veremos mais uma aplicacao dos sistemas lineares, desta vez na Fisica, no campo da
Termodinamica.

4.1 Temperatura em um Ponto de uma Placa

Consideremos uma placa quadrada cujos bordos AC' e BD sao mantidos & tempera-
tura de 20°C, o bordo AB a 40°C' e o bordo C'D a 10°C, com o uso de isolantes térmicos
em A, B, C e D. Queremos descobrir a temperatura em determinados pontos dessa placa.

A equacao que rege o fluxo de calor é dada por

o _ (0T om
ot~ \ o oy? )’

onde T' é a temperatura num ponto (z,y), t € o instante de tempo e ¢ > 0 é uma constante
caracteristica do material de que é feita a placa.

No equilibrio térmico, a temperatura T nao varia mais com o tempo, e portanto

o T o
ot oz Oyr

Dessa forma, o problema consiste em encontrar uma fungao 7'(z,y) que satisfaga essa
equacao.

Para resolver esse problema de uma forma mais simples, podemos substituir a placa
por uma aproximacao discreta, que consiste em uma malha quadriculada. Nesta malha,
a temperatura em um ponto pode ser calculada (de forma aproximada) através da média
aritmética dos quatro pontos adjacentes.

Maiores informagoes sobre o assunto e a demonstragao desse tltimo resultado podem
ser encontrados em [7].
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Vemos, com a ajuda de uma escala, a placa da seguinte forma:

0 1 ¥ 3 4 5
o A 40° C B
1
< z
1
3 e e] 20°¢C
a
5
C 10°¢C D
Calcularemos a temperatura nos pontos 7;; da malha quadriculada, com ¢ € {0,...,5}

e j€{0,...,5}. Como exemplo, foi destacado o ponto T3, na figura.
O vetor das variaveis sera da forma
f - {T117 T12a T137 Tl47 T217 T227 T23a T247
T317 T327 T337 T347 T417 T427 T437 T44}-
O vetor solugao T seguird essa mesma ordenagao.

A temperatura nos pontos Tp;,j € {1,...,4}, é igual a 40°C', pois estes pontos perten-
cem ao bordo AB. Analogamente, nos pontos Ty, € {1,...,4}, que pertencem ao bordo
AC, a temperatura é igual a 20°C". No mesmo pensamento, Tj5 = 20°C, i € {1,...,4} e
Ts; = 10°C, j € {1,...,4}.

Nao nos interessam os pontos A = (0,0), B = (0,5), C = (5,0) e D = (5,5), pois

estao isolados termicamente.

Tomemos entao o ponto 771;. Seus pontos adjacentes sao Ty, = 40, Ty = 20, Tio € Th.
Assim, pela formula da média aritmética, temos

T01+T10+T12+T21 _40+20+T12+T21 _60+T12+T21
4 a 4 a 4

T].]. =
= 4T, — 119 — 15 = 60.

Repetindo o processo para os demais pontos, temos

Ty = 40+T11+4T13+T22 = —T +4T19 — T13 — Thy = 40;
Tyy = WSTA AT Ty, 4 ATy, — Ty, — Ty — 40;

40+T13+20+T:
Ty =2+ 131 21 = T3 + 4Ty — Thy = 60;
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Ty = W = =Ty + 4Ty — T — T3 = 20;
Tyy = Dttt — Ty, — Ty + 4Ty — Thy — Tsy = 0;
Tyy = DatloatDoatlls — Ty — Thy + AThy — Thy — T3z = 0;

Tyy = DatToat200 i — Ty — Ty + ATy, — Ty = 20;

Ts = w = =T + 415 — T — Tyy = 20;
T3 = w = —Too —T31 + 4T3 — T3z — Tyo = 0;
T3 = w = —To3 — T3g + 4133 — T34 — Ty3 = 0;

Tyy = Patlsaf200 0 — Ty — Ty + 4T3y — Ty = 20;

Ty = B2 el o Ty 44Ty — Ty = 30;

Ty = Lot liatll — Ty, — Ty + 4Ty — Tyg = 10;

Ty = w = —T33 — Typ + 4T3 — T4y = 10;

Ty = T34+T434+20+10 = —Thsy — Tys + 4Ty, = 30.

4.1.1 Resolvendo por Eliminagao Gaussiana

Escrevendo a matriz ampliada do sistema, a partir da forma A x z = b, temos

4 -1 0 0 -1. 0 0 O O O O O O O 0 0 60]
-1 4 -1 0 0 -1 0 0 O O O O O O 0 0 40
o -1 4 -1 0 0 -1 0 0 O O O O 0 0 0 40
o 0 -1 4 0 0O O -1 0 0O O O O 0 0 0 60
-1 0 o0 O 4 -1 0 O -1 0 O O O 0 0 0 20
o -1 0 0O -1 4 -1 0 0 -1 0 0 0 0 0 0 0
o 60 -1 0 0 -1 4 -1 0 0 -1 0 0 0 0 0 O
o o o0 -1 0 0 -1 4 0 O O -1 0 0 0 0 20
o o0 o o0 -1 0 o0 o 4 -1 0 0 -1 0 0 0 20
o o o o0 o6 -1 0 O -1 4 -1 0 0 -1 0 0 0
o o o o0 o0 o6 -1 0 O -1 4 -1 0 0 -1 0 O0
o o0 o o o o0 o0 -1 0 0 -1 4 0 0 0 -1 20
o o0 o o o o0 o o0 -1 0 0 0o 4 -1 0 0 30
o o0 o o0 o0 o0 oo o o -1 0 0 -1 4 -1 0 10
o o o o o0 o0 o o o o0 -1 0 0 -1 4 -1 10

. 0 0 0o o o o o o o o o0 -1 0 0 -1 4 30,

Utilizando-se da formula obtida para o calculo do custo computacional neste método,
fazemos uma previsao de
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An® +9n? — Tn 4x163+9x16%2—7x16

#(Elim.) = 5 = #(Elim.) = 5

= 3096 operagoes

a serem realizadas para a obtencao da solucao do sistema.

Este numero pode diminuir pela quantidade de zeros existentes na matriz A. Vejamos
COmMO O Processo OCOorTe.

Comecando com a 1% coluna, temos que anular apenas com os termos as; € as;, pois 0s
demais j& sao iguais a 0. Para isso, primeiro substituimos Lo pela combinagao Lo + %lLl,
e em seguida Ls, pela combinacao Ls + %Ll. Assim, a matriz se torna

(4 -1 0 O -1 o 0 0o o O o0 0O 0 0 0 0 60]
o 3m» -1 0 -025 -1 0 O O O O O O 0O 0 0 55
0 -1 4 -1 0 o -1 0 o0 O O 0 o0 0 0 0 40
0 0 -1 4 0 o o0 -1 0 0 O 0O o0 0 0 0 60
0o -02 o0 o0 3 -1 0 0O -1 0 O O o0 0 0 0 35
0 -1 0 O -1 4 -1 0 0 -1 0 O O O O 0 O
0 0 -1 0 0 -1 4 -1 0 0 -1 0 O O O 0 O
0 0 0 -1 0 o -1 4 o0 O O -1 0 0 0 0 20
0 0 0 0 -1 o o0 o 4 -1 0 0 -1 0 0 0 20
0 0 0 O 0 -1 0 0 -1 4 -1 0 0 -1 0 0 O
0 0 0 0 0 o -1 o 0 -1 4 -1 0 0 -1 0 O
0 0 0 0 0 o 0 -1 0 0O -1 4 0 0 0 -1 20
0 0 0 0 0 o o0 o0 -1 0 0 o0 4 -1 0 0 30
0 0 0 0 0 o 0o o o -1 0 0 -1 4 -1 0 10
0 0 0 O 0 o o0 o o o0 -1 0 0 -1 4 -1 10

| 0 0 0 O 0 o o0 o o0 o o0 -1 0 0 -1 4 30

Em cada linha, foram realizadas 17 multiplicacoes e 16 adicoes, totalizando 33 ope-
racoes por linha. No entanto, so foi necessdrio repetir o procedimento para 2 linhas.
TOTAL = 66 operacoes

A processo é andlogo ao anular os termos de todas as colunas. Resumindo, teremos:
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Coluna ‘ x por linha | 4+ por linha ‘ # Equacoes H Total Op.

2 16 15 3 93
3 15 14 4 116
4 14 13 4 108
3 13 12 4 100
6 12 11 4 92
7 11 10 4 84
8 10 9 4 76
9 9 8 4 68
10 8 7 4 60
11 7 6 4 52
12 6 Y 4 44
13 5 4 3 27
14 4 3 2 14
15 3 2 1 5

Esse calculo nos da um total de 1005 operacoes, para o escalonamento da matriz
apresentada.

Como ja visto, transformamos a matriz ampliada escalonada em um sistema linear
equivalente triangular, e encontramos os valores das incégnitas, comecando por Ty, e
terminando em 77;. Dessa forma, obtemos, como solucao, o vetor

T = {27,79768376; 27,81952297; 30,27965058; 28,41271564; 23,37121208; 24,88636358;
24,88636360; 23,37121214; 19,96212121; 20,11363632; 20,11363635;
19,96212123; 16,36363634; 15,49242425; 15,49242425; 16,36363635 } .

Nesta segunda parte, nao h& vantagem se temos muitos coeficientes iguais a 0 ou nao,
pois o computador farda a conta de qualquer forma. Podemos entao usar a formula obtida
para o calculo do custo computacional na fase de obtencao das incognitas. Assim,

#(Op.) = n? = #(Op.) = 16* = 256 operagoes.

Assim, o total de operacoes necessarias para a resolucao do sistema apresentado,
utilizando-se da eliminacao Gaussiana, é igual a 1005 + 256 = 1261 operagoes.

Vejamos essa contagem através do método de Gauss-Seidel.

4.1.2 Resolvendo por Gauss-Seidel

Primeiramente, o critério de Sassenfeld nos garante que a sequéncia {z(®)} gerada
pelo método converge para a solucao. De fato, temos que, para a matriz A relativa ao
problema,

B = max {8} = B3 = 0,93359375 < 1.

1<i,j<4
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Definimos o vetor

7 k k k k k k k k
T31 ) T32 ) T33 ) T34 ) T41 ) T42 ) T43 ) T44 }

Como a temperatura nos bordos varia entre 10°C' e 40°C, tomemos o ponto médio,
25°C'. Assim, escolhemos a aproximacao inicial

2(0) = {25; 25; 25; 25; 25; 25; 25; 25; 25; 25; 25; 25; 25; 25; 25; 25 }.

A formula de iteracao é dada por

( kD) 7 418 160

T}Zﬂ-&-l) _ oyt 1)in§)+T2(§)+4O
kD) Tf§*1)+Tf§>+Té§>+40
T+ _ T1(§+1)+4T2(5f)+60

k) _ T T 20

21 - 4
k+1 k+1 k k
TQ(;:—&-I) _ Y )

4
k1 [ k k
T(k+1) _ T1(3Jr )+T2(2+ )+T2(4)+T953)

Tz(zcﬂ) _ Tf§+1)+T§§f)+T§§)+2o
T?Sf+1) _ TQ(fH)—l-T%)—i-Tff)—i—%
pfe) _ et gy
risen _ s g
k1) _ Ty Ot ) 90

34 - 4
T4(f+1) _ ot 430

4
D) _ T T T 410

42 - 4
T4(§:+1) _ T4 410
1
1) _ IOt a0
\ 44 4

Os resultados obtidos a cada iteragao sao os seguintes:

12 Tteracao:

2 = {27,5;29,375; 29,84375; 28,7109375; 24,375; 25,9375; 26,4453125;
25,0390625; 23,59375; 24,8828125; 25,33203125; 23,84277344; 19,6484375; 19,8828125;
20,05371094; 18,47412109};

dV = 0,218668194.
2¢ Tteracao:
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1?) = {28,4375; 31,0546875; 31,55273438; 29,14794922; 24,4921875; 26,71875;
27,16064453; 25,03 78418; 22,25585938; 23,54736328; 23,65112305;
21,79077148; 18,03466797; 17,90893555; 17,50854492; 17,3248291 };

d? = 0,080663881.

8¢ Tteragao:

o(®) = {28,81861614; 31,41742424; 31,37340094; 28,7365699; 23,61612155;
25,20987861; 25,14958141; 23.50314542; 20,16343934; 20,37793396: 20,32780475;
20,06921902; 16,46492245; 15,62503243; 15,59969077; 16,41722745};

d® = 0,005302193.
9¢ Iteracao:

2 = {28,75838645; 31,3354165; 31,30539195; 28,70213434; 23,5329261;
25,09896449; 25,05882665; 23,457545; 20,09394563; 20,28643682; 20,25354332;
20,03207894; 16,42974451; 15,57896803; 15,5624347; 16,39862841};

a9 = 0,003539577.

Assim, para obtermos a precisao desejada, com erro menor que € < 0,005, foram
necessarias 9 iteragoes

= #(0p.) =9 x (2n*> —n),n =16 = #(Op.) = 9 x (2 x 16> — 16) = 4464 operagoes.

4.2 Eliminacao Gaussiana x Gauss-Seidel

Apos resolver o mesmo exemplo utilizando primeiramente a Eliminacao Gaussiana e
em seguida o método de Gauss-Seidel, concluimos que o custo computacional dos métodos
iterativos é, de fato, maior que o custo dos métodos diretos.

Pudemos observar que foram necessarias 4464 operacoes para a conclusao do processo
por Gauss-Seidel, e 1261 operacoes pela Eliminacao Gaussiana. Mesmo se tivéssemos uma
matriz A sem zeros, o que nos obrigaria a aplicar as combinagoes lineares em todas as
linhas, a cada coluna sendo eliminada, teriamos uma contagem de 3096 operacoes, ainda
menor que o custo de Gauss-Seidel.

Na tentativa de generalizar para o caso n X n, facamos a seguinte analise:

~ . AR+ 9n? —Tn - .. - . 9
Sao necessarias operacoes na eliminacao Gaussiana, e 2n° — n ope-

racoes por iteragao no método de Gauss-Seidel. Assim, dado um nimero k£ € N de
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iteracoes, o custo operacional sera de k(2n? — n) operacdes. Analisemos para que valores

An? + 9n —
de k teremos #(Elim.) < #(Gauss — Seidel). Tomando k > %7167, teremos
n—
L 4n*+9n -7
6(2n —1)

o 4n® +9n? — Tn
6n(2n —1)
4 3 2 _

= k(2n* —n) e 9(? 7n‘

Assim, para os valores de k mencionados, temos que o nimero de operacoes ao aplicar
Gauss-Seidel é maior que o niimero ao aplicar a Eliminacao de Gauss.

No exemplo resolvido, bastaria que toméassemos

4x256+9x16—7 1161

k
T 19x16-6 136

> 6.

Assim, para qualquer valor de k£ menor ou igual a 6, Gauss-Seidel seria mais vantajoso.
Entretanto, apos a 6% iteracdo, a solucdo obtida ainda possuia um erro relativo de d©® =
0,010898508, maior que o dobro do estipulado.

No entanto, vejamos o que acontece quando este problema é proposto para um fisico
com experiéncia no campo da Termodinamica. Dado que determinados pontos da malha
estao mais proximos de bordos com temperaturas diferentes uns dos outros, fazendo-se
uma analise prévia sua aproximacao inicial pode ser dada por

2(0) = {30; 30; 30; 30; 25; 25; 25; 25; 20; 20; 20; 20; 15; 15; 15; 15}.

Desta forma, aplicando a formula de iteracao de Gauss-Seidel, obtemos

leragiio

1 2 3 4

T11 28,75 28,59375 | 28,62304688| 28,64562988
T12 30,9375 31,23046875| 31,24145508| 31,19865417
T13 31,484375 | 31,420859844| 31,25030518| 31,17780685
T14 | 25,12109375| 28,75854492| 28,6516571 | 28,63086224
T21 23,4375 23,26171875| 23,34106445| 23,36235046
T22 24,84375 24,921875 | 24,89868164 | 24,86053467
T23 | 25,33203125| 25,0012207 | 24,80091614| 24,85329151
T24 | 23,61328125| 23,35632324| 23,34564209| 23,35127115
T31 19,609375 | 19,81933594| 19,90509033| 19,92338181
T32 | 19,86328125| 20,01098633| 20,0202179 | 20,05932331
T33 | 20,04882813 | 19,93835449| 20,02918243 | 20,06852865
T34 | 19,66552734| 19,86999512 | 19,92093086| 19,54004369
T41 | 16,15234375| 16,26831055| 16,31095886| 16,33685404
T42 | 15,25350625| 15,33874512] 15,42419434] 15,45913657
TA3 | 15,07568359| 15,36560059] 15,440568592 | 15,46702504
T44 | 16,18530273 | 16,30885893 | 16,34037455| 16,35176718
Erro

Incdgnita

0,049627792 | 0,011538462| 0,005458931| 0,002323764

Relativo

Vemos que, neste caso, a solucao com a precisao pretendida foi obtida com 4 iteracoes
= #(0p.) =4 x (2n*> —n),n =16 = #(Op.) =4 x (2 x 16> — 16) = 1984 operagoes.
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Considerando o ntimero de operagoes efetivas realizadas pela eliminacao Gaussiana
neste exemplo, Gauss-Seidel continua com um custo computacional maior. Porém, quando
nao levamos em conta os diversos zeros que facilitaram o escalonamento da matriz A, o
método iterativo torna-se mais vantajoso (1984 contra 3096 operacoes).

Além disso, vejamos o que acontece na eliminacao Gaussiana. Analisaremos a solucao
encontrada ao utilizar os métodos e a compararemos com a solucao obtida se tivéssemos
continuado a iterar o algoritmo de Gauss-Seidel.

Elim.

| G.-Seidel - 12 aprox. | G.-Seidel - 2% aprox. || G.-Seidel (continuado)

27,79768376

28,75838645

28,64562988

28,63636364

27,81952297

31,3354165

31,19865417

31,17424242

30,27965058

31,30539195

31,17780685

31,17424242

28,41271564

28,70213434

28,63086224

28,63636364

23,37121208

23,5329261

23,36235046

23.37121212

24,88636358

25,09896449

24,86053467

24,88636364

24,88636360

25,05882665

24,85329151

24,88636364

23,37121214

23,457545

2335127115

23,37121212

19,96212121

20,09394563

19,92338181

19,96212121

20,11363632

20,28643682

20,05932331

20,11363636

20,11363635

20,25354332

20,06852865

20,11363636

19,96212123

20,03207894

19,94004369

19,96212121

16,36363634

16,42074451

16,33689404

16,36363636

15,49242425

15,57896803

15,45919657

15,49242424

15,49242425

15,5624347

15,46702504

15,49242424

16,36363635

16,39862841

16,35176718

16,36363636

Vemos que, para as primeiras incognitas calculadas (lembrando que, numa matriz
triangular superior, as variaveis sao resolvidas de baixo para cima), a Eliminacao Gaus-
siana estd ainda mais precisa do que o método de Gauss-Seidel (com o erro proposto).
No entanto, quando chegamos nas tultimas incognitas, o erro na eliminacao Gaussiana se
torna maior. Isto é decorrente da propagacao de erros de arredondamentos do método.
A cada conta resolvida e aproximada, aumenta-se a distancia para a solucao exata. Este
problema se estende aos demais métodos diretos.

No caso dos métodos iterativos, considerando os sistemas que cumprem os critérios de
convergéncia, os erros de arredondamento nao afetam o resultado final, pois a sequéncia
de aproximacoes converge para a solucao independente do vetor inicial escolhido. Apenas
os arredondamentos na tltima iteracao influiriam nas contas. Assim, apesar de ter o custo
computacional maior, os métodos iterativos garantem uma maior exatidao da solucao.

Além disso, com uma anélise prévia dos dados do problema, melhorando assim a
aproximacao inicial proposta, pode-se diminuir o niimero de iteragoes necessarias para a
obtencao da previsao desejada, e assim, abrandar o custo computacional do método.

Relaxar as condi¢oes iniciais do problema também podem tornar o método de Gauss-
Seidel vantajoso, no quesito do custo computacional. No entanto, sua vantagem ¢ exa-
tamente a sua capacidade de precisao. Quando atendidos os critérios de convergéncia,
qualquer erro de arredondamento cometido em uma determinada iteracao nao prejudi-
cara o resultado final, dado que qualquer aproximacao inicial alcanca a convergéncia.
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Em contrapartida, podemos destacar a versatilidade dos métodos diretos. Qualquer
sistema linear pode ser resolvido através deles, sem exigéncias preliminares, ao contrario
dos iterativos.

Assim, dada a intencao de quem se depara com um problema que envolve sistemas
lineares, a opcao pelo método seré diferente. Pode-se levar em conta rapidez, precisao ou
facilidade. Desta forma, cada método tem a sua importancia no ensino da Matemaética.
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