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Resumo

Este trabalho inicia-se com uma breve abordagem dos pré-requisitos necesséarios
para o desenvolvimento tedrico das conicas. Em seguida apresentamos as suas de-
finigoes, seus principais elementos e suas respectivas equagoes reduzidas. As equacoes
das conicas também sao apresentadas nas formas transladadas e rotacionadas. No
capitulo 3, estudamos as quéadricas, suas principais propriedades e algumas das suas
relacoes com as funcoes de varias varidveis. Finalmente, no ultimo capitulo do tra-
balho, mostramos algumas aplicacoes desses objetos geométricos no nosso cotidiano.
No apéndice, deduzimos as equagoes da elipse, hipérbole e parabola no sistema de

coordenadas polares.

Palavras-chave: Geometria analitica; Conicas; Quadricas; Aplicacoes.



Abstract

This work begins with a brief overview about the subject needed in the theoretic
development of conics. Next we present the definitions, the main features and the
reduced equations of conic sections. The conic equations are also presented in their
translated and rotated forms. In chapter 3, we study quadrics, their properties and
some of their relations with functions of several variables. Finally, in the last chapter
of this work, we present some applications of these objects in our daily lives. In the

appendix, we deduce the ellipse, hyperbola and parabola equations in polar coordinates.

Keywords: Analytic geometry ; Conics ; Quadrics ; Applications.
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Introducao

Os historiadores afirmam que, ha aproximadamente quatro mil anos, no Egito An-
tigo, um faraé tinha dividido as terras em porgoes retangulares entre todos os egipcios,
procurando ajustar o tributo sob a lei de um imposto igual. Quem perdesse parte de
sua terra, em consequéncia das inundagoes do rio Nilo, devia comunicar ao rei, que
mandava, entao, um inspetor para calcular a perda e fazer um desconto proporcio-
nal no imposto. Foi assim que nasceu a geometria. A propria etimologia da palavra
“geometria” significa “medida de terra” (geo=terra; metria=medida).

A ciéncia geométrica dos egipcios foi introduzida na Grécia no século VI a.C. por
Tales de Mileto e recebeu enorme contribui¢ao através de notaveis pensadores gre-
gos entre os quais podemos destacar Pitdgoras e Zenon, no século V a.C., Eudoxo e
Menaecmus, no século IV a.C. e Euclides, Arquimedes e Apolonio no século I1II a.C.

Foi no século IV a.C. que o astronomo e gedmetra Menaecmus descobriu que havia
duas curvas, chamadas mais tarde de parabola e hipérbole, que apresentavam proprie-
dades que possibilitavam encontrar a solugao para o problema da duplicagao do cubo
(problema de Delos). Como decorréncia dessa descoberta apareceu outra curva cha-
mada mais tarde de elipse. Essas trés curvas sao chamadas até hoje de secoes conicas,
porque Menaecmus as concebeu como intersecao de um plano, perpendicular a gera-
triz, com trés tipos de cone circular reto de uma folha, de acordo com o angulo do
vértice: agudo (oxytome — elipse), reto (orthotome — pardbola) e obtuso (amblytome
— hipérbole).

No século IIT a.C., tivemos a maior de todas as contribuicoes de Euclides a Ma-
teméatica e a ciéncia em geral através de sua obra Os Elementos que edificou a Geome-
tria como sistema logico, conferindo-lhe o carater de ciéncia dedutiva. Ainda no século
IIT a.C., os ilustres matematicos helénicos Arquimedes e Apolonio enriqueceram muito
a Geometria com suas obras.

Apolonio de Perga, juntamente com Euclides e Arquimedes, foi reconhecidamente
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Figura 1: Segoes conicas

um dos maiores matematicos de todos os tempos. A sua grande reputacao é devido a
sua importante obra sobre as seccoes conicas. Os FEstoicos das Conicas, com seu titulo
original em grego, de Apolonio, é comparado pela sua importancia e generalidade a
Os Elementos de Euclides. Estas obras foram consideradas as melhores obras em seus
campos. Apolonio era conhecido como o grande gedmetra. Podemos dizer que, jun-
tamente com Menaecmus, Apolonio foi um dos iniciadores (fundadores) da Geometria
Analitica.

A elipse, a pardbola e a hipérbole antes de Apolonio eram seccoes obtidas de trés
tipos diferentes de cone circular reto, conforme o angulo no vértice fosse agudo, reto ou
obtuso. Apolonio demonstrou que nao era necessario tomar secgoes perpendiculares a
um elemento do cone e que simplesmente variando a inclinagao do plano de seccao em
um unico cone de duas folhas poderia se obter as trés curvas.

Apolonio ainda provou que o cone nao precisaria ter seu eixo perpendicular a base
circular, ou seja, ser reto, mas poderia também ser obliquo ou escaleno. Apolonio, em
seu estudo, quando considerou um cone com duas folhas, introduziu as trés curvas do
modo como a conhecemos atualmente, inclusive os nomes: elipse, pardabola e hipérbole.

Muitos séculos se passaram sem importantes avancos cientificos. No século XVII,
ocorreu o primeiro grande avango na geometria apos os gregos. Em 1629, o matematico
francés Pierre De Fermat (1601-1665), na restauragao de obras perdidas da Antiguidade
e baseado em informacoes encontradas nos tratados classicos preservados, comegou a
fazer descobertas muito importantes em Matemadtica. Na sua tentativa de reconsti-
tuir certas demontragoes perdidas de Apolonio sobre os lugares geométricos, com base
em alusoes contidas na Colecao Matemdtica de Pappus, Fermat descobriu o principio

fundamental da geometria analitica no sentido de que sempre que numa equagao final
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Figura 2: Cone obliquo com duas folhas

encontram-se duas quantidades incognitas, tem-se um lugar geométrico, qual seja a
extremidade de uma delas descrevendo uma linha, reta ou curva.

Em 1637, o notavel filésofo e matemadtico francés René Descartes (1596-1650) publi-
cou, na Holanda, em frances, seu grandioso Discours de la Méthode pour bien conduire
la raison e chercher la vérité dans les sciences (Discurso sobre o método para bem con-
duzir a prépria razao e procurar a verdade nas ciéncias), conhecido como “O Discurso
do Método”. O Discurso do Método trazia trés importantes apéndices: Les Météores
(Os Meteoros), estudo dos corpos celestes: La dioptrique (A Didptrica), estudo da re-
fragdo da luz e La Géométrie (A Geometria), primeiros ensaios da geometria analitica,
em que mostrou como, utilizando a algebra, a geometria poderia ser estudada.

René Descartes deixa claro os objetivos de La Géométrie logo na primeira frase do
trabalho: todo problema de geometria pode ser facilmente reduzido a termos tais que o
conhecimento dos comprimentos de certos segmentos basta para construir a solucao.

Pierre De Fermat e principalmente René Descartes, com suas obras, sistematizaram
o emprego da Algebra nos problemas de Geometria. A Geometria Analitica, em home-
nagem a Descartes, também se chama Geometria Cartesiana. As ciéncias matematicas,
com a aplicacao do método cartesiano na Geometria, obtiveram um progresso vertigi-
noso, por isso, muitas vezes, alguns pesquisadores consideram René Descartes como o
iniciador da Matematica Moderna.

Quase todo professor de Matematica ja teve a experiéncia de ser questionado, por

alunos enfadados com demonstragoes e com questoes que consideram incompreensiveis

14



e intteis, sobre a importancia da Matematica e sua utilidade ou aplicabilidade. Os
alunos sempre questionam com perguntas do tipo: “Para que estudar Matematica?”,
“Para que serve toda essa Matematica?”.

Inspirado pela disciplina de Geometria Analitica do curso de mestrado do PROF-
MAT e como professor do 3° ano do ensino médio onde leciono Geometria Analitica
ha varios anos, resolvi pesquisar as principais propriedades e aplicagoes das conicas e
quadricas, sistematizando-as para que assim as aulas sejam mais interessantes e res-
pondam aos questionamentos dos alunos, despertando neles um interesse maior pelos
estudos.

Organizamos este trabalho da seguinte forma:

No primeiro capitulo, encontramos as preliminares onde abordamos os sistemas de
coordenadas cartesianas e polares, translacao de eixos coordenados, rotacao de eixos
coordenados e a nocao de reta tangente a uma curva, que sao pré-requisitos necessarios
para o desenvolvimento da fundamentacao tedrica nos capitulos seguintes.

No capitulo 2, fazemos o desenvolvimento tedrico sobre as conicas onde apresenta-
mos seus elementos e suas propriedades deduzindo, assim, suas equacoes reduzidas e
mostrando que elas podem ser comparadas com a equacao geral do segundo grau nas
variaveis x e y.

No capitulo 3, abordamos as superficies quadricas, mostrando suas equagoes canonicas
e destacando as intersecoes com um plano paralelo aos planos coordenados. Também
neste capitulo apresentamos as quadricas como graficos de fungoes.

No mundo moderno verificamos as propriedades das conicas aplicadas em varios
ramos das ciéncias, tais como: Fisica, Astronomia, Engenharia, Medicina, e muitos
outros. Algumas das aplicacoes das conicas estao relatadas no capitulo 4 onde apre-
sentamos também as demonstragoes dessas propriedades.

No final do texto acrescentamos também um apéndice onde tratamos das equacgoes
das conicas em coordenadas polares.

Por fim, informamos que as figuras sao numeradas por capitulo e as equacoes sao
numeradas de acordo com as se¢oes. Por exemplo, (2.1.11) refere-se decima primeira

equacao da primeira secao do segundo capitulo.

15



Capitulo 1

Preliminares

Apresentamos, neste capitulo, os pré-requisitos necessarios para o embasamento
tedrico desenvolvido nos proximos capitulos. Mais precisamente, falaremos sobre sis-
tema de coordenadas no plano, as transformacgoes de translagao e rotacao no plano e a

nocao de reta tangente ao grafico de uma funcao.

1.1 Sistemas de coordenadas
Um par ordenado é um par de nimeros reais (a,b) tal que
(a,b) = (¢,d) implica a =c e b=d.
Alternativamente, também é possivel definir o par ordenado (a, b) como o conjunto

{{a}, {a,b}}.

Neste caso, podemos deduzir facilmente a propriedade acima a partir dos axiomas da
teoria de conjuntos. De fato, se {{a},{a,b}} = {{c},{c,d}}, entao {a} = {c} ou

{a} = {¢,d}. Em qualquer caso temos a = ¢. Portanto

{{a},{a,0}} = {{a},{a,d}}.

Suponha que b = a. Neste caso {{a}} = {{a,b},{a}} = {{a},{a,d}} ou secja
a =c=b=d. Agora suponha que b # a. Nessa situacao, b é elemento de apenas um

dos conjuntos {a}, {a,b}. Isto significa que b é elemento de apenas um dos conjuntos
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{a}, {a,d}. Portanto, devemos ter necessariamente que b € {a,d} e, dai, b = d, como
queriamos demonstrar.

Dado um par de retas ortogonais x = Ox e y = Oy, podemos associar para cada
ponto P do plano um tnico par ordenado (a,b), onde a e b sao as distancias do ponto
P até as retas Oy e Ox, respectivamente. Os nimeros a e b sao chamados coorde-
nadas cartesianas do ponto P. Inversamente, se a e b forem dois niimeros escolhidos
arbitrariamente, entdo ao par ordenado (a, b) corresponde um tnico ponto P. De fato,
as retas Oz e Oy dividem o plano em quatro regides chamadas quadrantes. Se a e b
forem ambos positivos, P estara no primeiro quadrante do sistema de coordenadas; se
a for negativo e b positivo, P estara no segundo quadrante; se ambos forem negativos,
P estara no terceiro quadrante e se a for positivo e b negativo, P estard no quarto. O
ponto de interseccao das retas é chamado de origem e é representado pela letra O. E

claro que O = (0,0) (veja figura 1.1).

)
b o
o
0] a T

Figura 1.1: Sistema de coordenadas cartesianas do plano

Esse processo de identificagao dos pontos do plano com um par de nimeros reais
é chamado de sistema de coordenadas cartesianas do plano e o par de retas Ox e Oy
serd denotado laconicamente por xQOy.

O sistema de coordenadas cartesiano nao ¢ o tunico sistema utilizado para repre-
sentar analiticamente os pontos do plano. Outro sistema de coordenadas bastante
util e frequentemente utilizado em aplicacoes é o sistema de coordenadas polares que
passamos a descrever agora.

Consideremos um ponto O, chamado de origem, e uma semirreta OA denominada
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eixo polar. Para cada ponto P associamos um par ordenado (p, 6), onde p é a distancia
de O a P e 0 é a medida, em radianos, do angulo formado pelo eixo polar OA e a

semirreta OP (veja figura 1.2).

0 A
Figura 1.2: Coordenadas polares do ponto P.

Os ntumeros reais p e 6 sao denominados coordenadas polares do ponto P; p é
chamado de raio e # é o angulo polar do ponto P. Observe que quando o ponto P esta
sobre o eixo polar as coordenadas polares de P nao estao bem definidas, pois neste
caso temos ¢ = 2kw. Algo ainda pior ocorre quando P = O. Nesta situagao temos
p =0, porém o angulo polar pode ser, a principio, qualquer niimero real.

Quando o ponto P ¢é distinto do polo seu raio vetor p é sempre positivo, pois como
falamos antes, representa a distancia do ponto até o polo. Entretanto, em determinadas
situagoes ¢ util considerar valores negativos para o raio p. Nestes casos convenciona-se
identificar o ponto (—p, ) com o ponto (p, 8+7), que sera marcado na semirreta oposta

a semirreta OP.

1.2 A Translacao e a Rotacao de um Sistema de

Coordenadas

A equacgao de um lugar geométrico ¢é definida em relagao a um sistema determinado
de coordenadas. Podemos substituir o sistema de coordenadas em questao por um novo
sistema a fim de simplificar as equacoes de certas curvas. Qualquer transformacao

rigida T" do plano pode ser escrita como uma composicao de translagoes e rotacoes.
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Por esse motivo é suficiente para nossos propdsitos estudar apenas essas duas classes
de transformagoes.

Seja Oy um sistema de coordenadas. Construimos um novo sistema de coordena-
das 2’O’y’ no plano fixando a origem em um ponto O’ e considerando as retas O’z e
O'y', que passam por O', paralelas as retas Oz e Oy, respectivamente (veja a figura
1.3). Se (h,k) sao as coordenadas cartesianas do ponto O’ no sistema zQOy, entao

dizemos que 2’'O'y’ é obtido a partir de xOy por translagao ao ponto (h, k).

y Y/
Qo @ M
Bl O V"

O A P T

Figura 1.3: A translagao de um sistema de coordenadas

A distancia entre dois pontos é o comprimento do segmento de reta determinado
por eles. Usaremos a notacao d(O, A) para indicar a distancia entre os pontos O e A.

A posigao do novo sistema de eixos é determinada pela nova origem O’ de coordenadas
(h, k) , isto é,
h=d(0O,A), k=4d(O,B). (1.2.1)

Seja M um ponto qualquer do plano com coordenadas (x,y) no sistema de coorde-

nadas xOy. Neste caso temos
r=4d(0,P), y=4d(0,Q).
As novas coordenadas desse mesmo ponto em relagdo ao novo sistema serao

¥ =d0,P), v =dO0",Q".
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Observando a figura (1.3) temos
z = d(0, P) = d(0, A) + d(A, P) = d(0, A) + d(O', P') = h + ',

y=d(0,Q) =d(0,B) +d(B,Q) = d(0,B) +d(0,Q) =k +v.

Assim, as equacoes de transformacao das antigas coordenadas para as novas sao
dadas por x = 2’ + h e y = v + k. Para obtermos as equagoes de transformagao das
novas coordenadas para as antigas, basta isolarmos x’ e y' nas equagdes anteriores, ou
seja,

¥=x—h, y=y-—k. (1.2.2)

Passamos agora a rotacao de eixos coordenados. Geometricamente, essa é uma
transformacao do plano que consiste em fazer girar os eixos coordenados por um mesmo
angulo # e num mesmo sentido em torno de sua origem O (veja figura 1.4). Mais
uma vez, seja M um ponto qualquer do plano com coordenadas (x,y) no sistema de

coordenadas xOy. Sabemos que

x=d(O,P), y=dO0,Q).

O P x

Figura 1.4: Rotagao de um sistema de coordenadas.

Seja (2',y') o par de coordenadas cartesianas de M no sistema de coordenadas
2’'Oy’. Obtemos
' =d(0,P), o =d0,qQ".
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Considere o angulo « = MOP' e o segmento OM = r. Observando a figura (1.4) é

facil ver que valem as seguintes relagoes trigonométricas

r=4d(0,P)=rcos(d + ),
y=d(0,Q) =rsen(d + «a),
¥’ =d(0, P") = rcos(a),
y' =d(0,Q") = rsen(a).
Usando as férmulas das funcoes trigonométricas da soma temos
r = rcos(f+ «)
= rcos(f) cos(a) — rsen(f) sen(«)
= 12'cos(f) — 4 sen(h).
Analogamente
y = 2’ sen(0) + y' cos(h).

Resolvendo as equacgoes de transformacao para x’ e 3/, obtemos

x' = x cos(f) + ysen(h),
(1.2.3)

y' = —xsen(f) + y cos().

Pela translacao e pela rotacao dos eixos coordenados estabelecemos as formulas
de transformacao de coordenadas que, usadas devidamente, ajudarao a determinar as

equagoes gerais de certas curvas no plano.

1.3 Reta tangente a uma curva

Sejam v uma curva, M e P dois pontos de 7 e M P a reta secante determinada por
esses pontos, conforme a figura (1.5).

Imaginemos o ponto P percorrendo a curva 7 e se aproximando do ponto M. Neste
caso, as retas secantes assim obtidas aproximam-se de uma reta t. Esta reta limite é
chamada de tangente a curva v no ponto M e o ponto M é chamado ponto de contato

ou ponto de tangéncia.
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Figura 1.5: Reta tangente a uma curva.

O argumento acima ainda carece de rigor matematico. Passemos agora ao calculo
preciso da reta tangente no caso em que a curva y é o grafico de uma fungao derivavel
f: I — R definida em um intervalo aberto I C R. Temos que v = {(z, f(z)) : = € I}.
Dado ¢ € I, entao para um nimero h € R suficientemente pequeno temos que c+h € 1.

Sejam M e N os pontos de v correspondentes, isto €,
M=(c,f(c) e N=(c+h flcth))

A secante M N tem como inclinacao o quociente

1y = 1AW = F©Q) _ fleth) —f(0),

c+h—c h

Se existir, o limite limy,_,o I(h) serda chamado de derivada de f no ponto ¢ e denotado
por f’(¢). Nesse caso, dizemos que f é derivavel em ¢. Uma funcao f é derivavel em
I C R se for derivavel para todo ¢ € I. O célculo das derivadas das diversas funcoes
do célculo é uma tarefa relativamente simples. Os leitores interessados em aprender
mais sobre o assunto podem consultar um dos muitos livros disponiveis e dedicados ao
Célculo Diferencial.

Observe que, geometricamente, f’(c) é a inclinagdo da reta tangente a curva vy
no ponto M (veja figura 1.6). Definimos a reta tangente ao grafico de f no ponto
M = (e, f(¢)) como a reta que passa por esse ponto e tem inclinagao igual a f'(c), isto
e,

y—fle)=fc)(x—o).
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ol a c c+h b T

Figura 1.6: Reta tangente ao grafico de uma fungao

A reta perpendicular a tangente no ponto M diz-se normal a curva em M. Se

f'(¢) # 0 podemos representé-la pela equagao
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Capitulo 2

As CoOnicas

Neste capitulo estudaremos as conicas: elipse, hipérbole e parabola, que sao curvas
que se obtém como intersecao de um cone circular reto de duas folhas com um plano.
Inspirado nos estudos de Apolonio, Pierre de Fermat estabeleceu o principio fun-
damental da Geometria Analitica, quando mostrou, que no plano uma equagao do 1°

grau representa uma reta e uma equacao do 2° grau representa uma conica.

2.1 Elipse

Fixe dois pregos sobre uma folha de papel. Em cada um desses pregos amarre as
pontas de um barbante com comprimento maior que a distancia entre eles. Mantendo
o barbante esticado, com a ponta do lapis risque o papel. A curva assim obtida é

chamada de elipse. Sua definicao formal é a seguinte.

Definicao 2.1. A elipse, como figura geométrica, € o conjunto de todos os pontos no
plano, tais que a soma de suas distancias a dois pontos distintos fixados, chamados de

focos da elipse, € uma constante positiva dada, maior que a distancia entre os pontos.

Suponhamos inicialmente que a elipse tem focos nos pontos F; = (—c¢,0) e Fy =
(¢,0) e seja a € R tal que 0 < ¢ < a (veja figura 2.1).

Nesta situacao, se o ponto P = (x,y) pertence a elipse temos que

d(P, F}) + d(P, F3) = 2a
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(_a7 0)

(_b7 0)

Figura 2.1: Elipse com focos nos pontos (—c¢,0) e (¢, 0).

Dai
ViE+o?+y?+ /(@ —c)? +y? =20
ou seja,
(T +c)?+y*=2a—(z -0+
ou seja,
(x+c)* +y* =4a® —da\/(v — )2 + 32+ (. — ¢)* + ¢
ou seja,
22+ 2vc+ A 4 y* = 4a® —dav/(z — )2 +y2 +2® — 2z + A+ i
ou seja,
4ac = 4a* — dar/(z — c)? + 12
ou seja,
a® —cx = ar/(z — ¢)? + 12
ou seja,
(a® — cx)? = a*((x — ¢)* + o)
ou seja,

a* — 2a’cx + *a? = a* (2 — 2cx + A + o)
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ou seja,

<a2 —02)x2+a2y2 — a4 _a202 — a2(a2 —62)

Como a > ¢, resulta que a? > ¢ e a2 — ¢ > 0. Definimos
) q

B2 = g2 — 2
Substituindo, temos
Ba? + a?y? = a2,
de onde obtemos finalmente que
2 2

Z )

St =1 (2.1.1)

Provamos acima que as coordenadas de um ponto genérico P = (z,y) da elipse
satisfazem a equac@o (2.1.1). Vamos agora verificar que, reciprocamente, qualquer
ponto cujas coordenadas satisfazem esta equacao pertence a elipse.

Multiplicando a equagao (2.1.1) por a?b? e pondo b* = a* — 2, temos

<a2 —02)x2+a2y2 — a2<a2 —02) ICL4—CL202

ou seja,
at — 2a’cx + *? = a®(2* — 2cx + A +9?)
ou seja,
(a® — cx)? = a*((x — ¢)* + v7) (2.1.2)
Como a® = b? + ¢?, temos a > ¢ > 0. Da equagao (2.1.1), temos também a > |z|.

Daf a® > |cz| e portanto a® — cx > 0. Agora extraindo a raiz quadrada em ambos 0s

membros da equagao (2.1.2), temos

a® —cr = av/(z — ¢)? + 12

ou seja,

4ac = 4a® — dar/(z — c)? + 32

2

Somando 2, y? e ¢* a ambos os membros da equacao, temos

22 4 2xe+ A+ y* = 4a* —da/(z — )2 + 12 + 2° — 2+ & + 3

ou seja,
(x+c)? +92 =4a®> —da/(x — )2 +y> + (z — ¢)? + 3
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ou seja,
(z+c)+9° = (2a —/(z — )2 +y2)? (2.1.3)

Também a equacao (2.1.1) nos da y? < b%, donde y* < a® — 2, logo 2 +y* < a’ e
dai
(x—c)* +9* =2% —2cx + & +y° < 4a*.

Assim /(x — ¢)?2 + y? < 2a, logo 2a — /(x — )2+ y?> > 0. Agora extraindo a raiz

quadrada de anbos os menbros da equacao (2.1.3), temos
G+ =2y

ou seja,

VE+e)2+ 12+ /(v —c)? + 2 = 2a.

Assim, completamos a prova de que o ponto P = (z,y) pertence a elipse, se e
somente se satisfaz a equagao (2.1.1).

A equagao (2.1.1) é chamada de equagao reduzida da elipse. Observe que se (x,y)
¢ um ponto da elipse, os pontos (z, —y), (—z,y) e (—z, —y) também sdo pontos dessa
curva, pois as variaveis x e y aparecem elevadas ao quadrado. Isso significa que os
eixos coordenados sao eixos de simetria e a origem o centro de simetria. Fazendo y =0

na equagao (2.1.1), obtemos

ou seja,

r = *a.

Analogamente, se x = 0 temos y = +b. Os pontos 4; = (a,0), Ay = (—a,0),
By = (0,b) e By = (0,—b) sdo chamados de vértices da elipse. O ponto médio do
segmento [} F, é chamado de centro da elipse; neste caso a origem do sistema de
coordenadas. Por fim, o nimero e = £ é chamado de excentricidade da elipse. Como

c? = a® — b? temos que 0 < ¢ < a, logo
0<e<l.

Quando ¢ aproxima-se de a, a excentricidade aproxima-se de 1. Geometricamente,
isto significa que a elipse é mais alongada, pois b = v/a? — ¢? fica pequeno em com-
paracao com a. Quando ¢ aproxima-se de zero a excentricidade também aproxima-se
de zero, e nesse caso, a elipse é mais arredondada. Se b = a a excentricidade ¢ igual a

zero e a elipse degenera-se em uma circunferéncia.
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Se a elipse tem focos F} = (0, —c), F» = (0,¢), ou seja, se os focos da elipse estao
sobre o eixo Oy, é imediato verificar que

2 2
z )
B e

em que a € R é tal que 0 < ¢ < a.

Podemos resumir os resultados obtidos nessa secao da seguinte forma:

Elipse

T
Equacao: = + o 1, a,beR—{0},

Vértices: (+a,0) e (0,%D).
(£c,0), c=+Va?>—b> se a>b
(0,£c), c=+vVb?>—a? se b>a

Excentricidade: e:E, a>be ezg, b>a;0<e<1
a

Focos:

2.2 Hipérbole

Definicao 2.2. A hipérbole, como uma figura geométrica, € o conjunto de todos os
pontos no plano, tais que a diferenca de suas distancias a dois pontos distintos fixados

¢ uma constante positiva dada, menor que a distancia entre os pontos fixados.

Suponhamos inicialmente que a hipérbole tem focos nos pontos F; = (—¢,0) e
Fy = (c,0) esejaa € R tal que 0 < a < ¢ (veja a figura 2.2).
Se P = (z,y) é um ponto da hipérbole, entao

V(@ +e)2+ )2 —/(z— )2+ (y)? = 2.

Isolando o primeiro radical e depois elevando ao quadrado, temos

(x+c) +y* = (v —c) +y* Eday/(z — )2 +y? + 4d?

ou seja,
2

cx —a” = tay/(x — )2 + 2.
Elevando os dois membros desta equagao ao quadrado, temos

Aa? — 2d%cx + a* = a*a? — 2d%cx + a>P + %P
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Figura 2.2: Hipérbole com focos nos pontos (—c¢,0) e (¢, 0).

ou seja,
(62 . a2)£C2 o a2y2 — CL2(62 . CL2).
Como ¢ > a, resulta que ¢ > a? e ¢ — a? > 0. Facamos

b? = c? — a’.

Substituindo, temos
Ba? — oy = o2,

ou seja,
2?2 P

Portanto qualquer ponto P = (z,y) que pertence a hipérbole satisfaz a equagao
(2.2.1). Fazendo similarmente como no caso da elipse, podemos mostrar que, recipro-
camente, se as coordenadas do ponto P = (z,y) satisfazem a equacado (2.2.1), entao
P satisfaz a condicao geométrica estabelecida pela definicao e portanto pertence a
hipérbole.

A equagao (2.2.1) é chamada de equagao reduzida da hipérbole. Observe que as

variaveis x e y aparecem na equacao somente elevadas ao quadrado. Isso significa que
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os eixos coordenados sao eixos de simetria e a origem o centro de simetria. Fazendo

y = 0 na equagao (2.2.1), obtemos

isto é,
T = *a

A intersecao do eixo focal F} F; com a hipérbole determina os pontos A; = (—a,0) e
Ay = (a,0), que sdo chamados vértices da hipérbole. Fazendo x = 0 na equacao (2.2.1)
temos 32> = —b?, como b # 0 esta tltima equacao nao tem solucao real. Isto significa
que a hipérbole nao intersecta o eixo Oy. O ponto O médio do segmento F}Fy é o
centro da hipérbole, neste caso, a origem do sistema de coordenadas. Assim como no
caso da elipse, o niimero e = ¢ define a excentricidade da hipérbole. Como 0 < a < c,
temos e > 1.

Considere as retas r = i%x. Da equagao (2.2.1) obtemos

b/ 2
y==L-x 1—a—2.
a x

Figura 2.3: Assintotas da hipérbole
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No primeiro quadrante a diferenca

2
d(x)zr—yz%x(l— 1—%)

é tal que lim, .., d(x) = 0. Fato andlogo ocorre nos demais quadrantes. Por esse
motivo dizemos que as retas r = :l:gx sao assintotas da hipérbole (veja figura 2.3).

Se a hipérbole tem focos F; = (0, —c) e F5 = (0, ¢), ou seja, se os focos da hipérbole
estao sobre o eixo Oy, é imediato verificar que vale a equacao

2 2
v
a? b2

onde a € R é tal que 0 < a < ¢. Neste caso A; = (0,—a) e Ay = (0,a) sao seus os
vértices e as assintotas sao as retas r = +y.

Podemos resumir os resultados obtidos nessa secao da seguinte forma:

Hipérbole
AR ¥ 2
Equacoes: PR 1011;—? =1, a,beR-{0}.
Vértices: (+a,0) ou (0, %a).
+c, 0
Focos: ( ) ,c=+a?+ b?
(0, £c)
. b a
Assintotas: r = +t—x our = j:gm
a
FExcentricidade: e = ¢ > 1.
a

2.3 Parabola

Definicao 2.3. A pardbola é definida como o lugar geométrico dos pontos do plano
equidistantes de uma reta fizada e de um ponto fizado que nao estd na reta. A reta é

chamada de diretriz e o ponto de foco da pardbola.

Vamos supor que a parabola tem foco no ponto F' = (¢,0) e a diretriz d é a reta
r = —c (veja a figura 2.4).

Por defini¢ao, se P = (z,y) é um ponto da parabola, entao vale a equagao
d(P,F) =d(P,d).
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Yy
d
\ €T
xr=—c (c,0)
Figura 2.4: Pardbola com foco no ponto (c,0) e reta diretriz x = —c.
Dali,
(x—c)2+y?2 = |z + |
Elevando ao quadrado os dois membros da equacao:
(z—c)? +y* = (v +0)
Desenvolvendo e simplificando, obtemos
—2cx + y? = 2cx,
ou seja,
y? = dex. (2.3.1)

Reciprocamente, seja P = (z,y) qualquer ponto cujas coordenadas satisfazem a
equagao (2.3.1). Se x e y satisfazem esta equagao, com ¢ > 0, entdao x > 0, por isso
x + ¢ > 0. Adicionando (z — ¢)? e extraindo a raiz quadrada a ambos os membros da
equacao (2.3.1), obtemos

(x—c)?+y?=|z+¢
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expressao analitica da condi¢ao geométrica estabelecida pela definicao. Logo, P per-
tence a parabola de equacao (2.3.1). Assim, concluimos que a equagao (2.3.1) é a
equacao da parabola. Esta equagao é chamada de equacao reduzida da parabola.
Observe que se (z,y) é um ponto da pardabola, o ponto (x, —y) também é ponto da
paradbola, pois s6 a variavel y aparece elevada ao quadrado na equagao e que se fizermos
x = 0 na equagao (2.3.1) temos y = 0. Isso significa que o eixo das abcissas é eixo de
simetria da curva e corta a pardbola na origem V = (0,0), que é o tinico vértice. Se

isolarmos y na equagao (2.3.1) temos

y = +2\/cx. (2.3.2)

Se ¢ > 0 temos que x > 0, pois os valores negativos nao satisfazem a equacao
(2.3.2). Isto significa que a pardbola esta a direita do eixo Oy e é aberta a direita. Se
¢ < 0 devemos considerar apenas os valores negativos de x. Neste caso a parabola esta
a esquerda do eixo Oy e é aberta a esquerda. E facil verificar neste caso que o foco
esta a esquerda da diretriz.

Como, por defini¢ao, a distancia de qualquer ponto da parabola até o foco é igual
a distancia desse ponto até a reta diretriz, definimos que a excentricidade da pardbola
¢ igual a 1.

Podemos resumir os resultados obtidos nesta se¢ao da seguinte forma:

Parabola

Equacdo: y* = 4cx.
Vértice: (0,0).
Foco: (c,0)

FExcentricidade: e = 1.

2.4 Conicas Transladadas e Rotacionadas

Vamos obter as equacoes das conicas que estao transladadas e rotacionadas de suas
posicoes padrao. Consideremos, inicialmente o sistema de coordenadas x’O’y’ obtido

por translagao do sistema de coordenadas Oy pelo ponto (h, k) (veja a figura 2.5).
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Figura 2.5: Conica transladada.

Se uma elipse tem focos no eixo O'z’ e centro em O’, sabemos que a sua equacao é

dada por

(@) ()
e e Tt

A partir das equagdes (1.2.2) a equagao acima pode ser reescrita como

(x—h)?  (y—k)?
a? * CHE !

que é a equagao reduzida da elipse de centro O' = (h, k) no sistema de coordenadas

xOy. Expandindo os termos na equacao obtemos
v2? + a*y? — 20%°ha — 2aky + a’k* + b*h? — b = 0,

ou seja,
Az> + Cy*+ Dz + By + F =0, (2.4.1)

em que A = b2, C =a?, D = —20°h, E = —2a*k e F = a®k? + b*h? — a®b%. Qualquer
outra conica transladada pode ser escrita dessa forma, com coeficientes adequados em
cada caso. Observe que (2.4.1) é a equagao de uma elipse, de uma hipérbole ou de uma
parabola se os coeficientes A e C' tém o mesmo sinal, sinais diferentes ou se um deles
é nulo, respectivamente. Por esse motivo, dizemos que a equagao (2.4.1) é a equagao

geral de uma conica transladada.
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Agora suponha que temos um sistema de coordenadas x'Oy’ rotacionado por um
angulo 0 no sentido anti-horario em torno da origem em relacao ao sistema de coorde-
nadas xOy. Vimos que uma conica transladada no sistema de coordenadas 'Oy’ tem
equacao

A4+ C'(y) + D2+ Ey + F' =0, (2.4.2)
em que pelo menos um dos coeficientes A’ e C” é diferente de zero.

Para determinarmos a equacao da conica no sistema de coordenadas Oy subs-
tituimos as equagoes de rotagao (1.2.3), desenvolvemos as operagoes indicadas e reduzi-

mos os termos semelhantes. Apds esses calculos obtemos

Az* + Bry+Cy* + Dz + Ey+F =0 (2.4.3)

em que
)

A= A cos?(0) + C'sen?(0),
B =2(A" — C")sen(0) cos(h),
C = A’sen®(0) + C' cos*(0),
(2.4.4)
D = D'cos(0) + E"sen(6),

E = FE'cos(f) — D' sen(6),

F=F.

7
Observe que, nesse caso, o termo misto zy surge na equagao. FEle indica que ha
rotagdo do sistema de coordenadas. Dada uma equacao da forma (2.4.3) podemos

determinar facilmente o angulo de rotacao. Para isso note que
A —C = Allcos?(0) — sen*(6)] — C'[cos?(0) — sen®(0)] = (A’ — C’) cos(26).  (2.4.5)

Dai
B = (A"—C")sen(20) = (A — C) tan(26),

ou seja,
B

A-C"’

Estamos assumindo tacitamente que A — C' # 0. Quando A = C' a equagao (2.4.5)
nos da que (A" — C’)cos(20) = 0. Se B # 0, entdo nao podemos ter A" = C’, logo
cos(26) = 0, ou seja, 0§ = 45°.

tan(260) =
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Note que (2.4.3) é a equagao de uma elipse se, e somente se, (2.4.2) é a equagao
de uma elipse. Isto significa que A’ e C’ tém o mesmo sinal, ou seja A'C’ > 0. Para
obtermos uma condi¢do para que a conica (2.4.3) seja uma elipse usamos as equagoes

(2.4.4). Delas vem que
AC = [A' cos*(0) + C"sen*(0)][A"sen?(0) + C’ cos?(0)]
= [(A)? + (C")?] cos?(0) sen?(#) 4+ A'C’[cos*(0) + sen*(0)].
Como B? = 4[(A")? + (C")? — 2A'C"] cos?(0) sen? () temos que
4AC — B? = 4A'C'[cos*(0) + sen*(#) + 2 cos(6) sen(8)]
= A'C'[sen*(0) + cos*(0))?
=A'C'>0.

Portanto, (2.4.3) ¢ a equagao de uma elipse se B> — 4AC < 0. Analogamente, se
B? —4AC > 0 ou B% — 4AC = 0 a equacio (2.4.3) representa uma hipérbole ou uma
parabola, respectivamente.

Podemos resumir o que provamos acima no seguinte resultado

Teorema 2.1. A equagio Ax*+Bay+Cy*+Da+Ey+F =0, em que A2+B?*+C? # 0

¢ uma conica. Em particular, ela serd
(1) uma elipse se B> — 4AC < 0;
(ii) uma hipérbole se B* —4AC > 0;

(iii) uma pardbola se B> — 4AC = 0.

Os célculos acima também sao tteis para obter um esbogo de uma conica dada na
forma (2.4.3). De fato, dada uma equagao como essa, sabemos que o angulo de rotagao

¢ dado por

6—1 t B
= garctan { -—= |

Agora substituindo as equagoes
x = 2’ cos() — v sen(h)
(2.4.6)
y = a'sen() + ' cos(h)
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na equagao (2.4.3) obteremos uma equagao do tipo (2.4.1). Agora basta completarmos
o quadrado para determinarmos a posicao da conica.

Os exemplos seguintes tornarao mais claras essas afirmacoes.
Exemplo 1. Determinar a natureza do lugar geométrico da equagao
x2—2\/§xy+3y2+2\/§x+2y:0

e reduzir a equagao a sua forma canonica por transformacao de coordenadas.
Primeiramente, note que B> — 4AC = (2v/3)2 —4-1-3 = 0, logo a equacio acima

representa uma parabola. Temos ainda

-2v3  —2V3
tan(20) = o = —— = = V3,
de onde vem que 26 = 60°, ou seja, # = 30°.
Como
cos(f) = ? e sen(f) = 1,

a partir das equagoes (2.4.6) temos

3 1 1 3
ng‘f"éy' ¢ y:?”’*iy”

cuja substituicao na equacao dada acarreta
(y")? + 42’ — 2v/3y = 0.

Finalmente, completando o quadrado na variavel y ficamos com a equacao

(y’—\/§)2:—4 (f-%),

que ¢ a equacao de uma parabola de vértice (%, \/3)

Uma conica bastante conhecida é a seguinte

Exemplo 2. Considere a equagao

1
_— 2.4.7
y= (2.4.7)

Temos que zy = 1. Como B? — 4AC = 1?2 — 4.0.0 = 1 > 0, concluimos que (2.4.7) é a

equacao de uma hipérbole. De fato, como A = C' = 0 temos que 6 = 45°. Substituindo

V2. V2, V2, V2,
2 2 Y 2 2 Y

as relacoes

Z Y
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em (2.4.7) obtemos

1= Ty = (\/751,/ . \/753//) <£$/+ @y/) _ (LE’)Q B (y/)Q‘

2 2

2.5 Conicas Degeneradas

Em algumas situagoes as conicas degeneram-se em conjuntos mais simples. Nesta
secao veremos como isso pode ocorrer. Por simplicidade consideramos apenas o caso
de uma conica transladada. O caso geral é obtido a partir desse por uma rotacao no
sistema de coordenadas.

Comecamos com uma elipse. Neste caso temos que os coeficientes A e C' tém
o mesmo sinal. Dividindo a equagao (2.4.1) por AC' , completando os quadrados e

fazendo as devidas simplificacoes, temos

(z + Z)? N (y+55)* CD*+ AE? — 4ACF
C A 41A2C?

Observamos que a equacao (2.4.1) representa o ponto (—%, —%) se CD?+ AE? —

4ACF = 0 ou o conjunto vazio se CD? + AE? — 4ACF < 0. Esses casos sdo denomi-
nados de casos degenerados da elipse.
Agora suponha o caso da hipérbole em que A e C' tém sinais trocados. Sem perda

de generalidade assumimos que A > 0 e C' < 0. Entao a equagao (2.4.1) fica

2 2
(x+§> - <y+%> _4ACF — CD? — AE?

J=C /A 14202

Portanto, a equagao (2.4.1) representa uma hipérbole com eixos paralelos aos eixos
coordenados se 4ACF — CD? — AE? # 0, e representa um par de retas concorrentes se
4ACF—CD?—AE? = 0. Este tiltimo caso é chamado de caso degenerado da hipérbole.

Se o coeficiente A ou o coeficiente C' é nulo, sabemos que a equagao (2.4.1) representa

uma parabola. Suponha que A = 0. Neste caso essa equagao se reescreve como
Cy*+ Dx+FEy+F =0.
Quando D = 0, a equacao resume-se numa equacao do segundo grau em y da forma

E F
2

“y+==0.
v+t g
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Sabemos que se as raizes r; e r, da equacao acima forem reais e distintas esta podera
ficar na forma fatorada

(y—ri)(y —r2) =0,
sendo assim representadas por duas retas, y = r; e y = ro, distintas e paralelas ao eixo
Ox. Se as raizes r; e ry sao iguais serd representada por uma unica reta paralela ao
eixo Ox. Se as raizes sao complexas representa um conjunto vazio. Esses sao os casos

degenerados da parabola.
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Capitulo 3

As Quadricas

Uma superficie quadrica ou simplesmente quadrica é o conjunto de pontos P =
(x,y, z) do espaco cujas coordenadas cartesianas satisfazem a equagao geral do segundo

grau em trés variaveis da forma:
Ar? + By* + C2* + Day+ Exz + Fyz + Gx + Hy + Iz + J =0 (3.0.1)

emque A, B,C,D,E,F,G, H, I e J sao nimeros reais e pelo menos um dos coeficientes
A, B,C,D,E e F é nao nulo.
Como no caso das conicas através de uma rotacao e translagao de eixos a equacao

(3.0.1) pode ser reduzida a duas formas do tipo:
Ma* + Ny*> + Pz* = R, (3.0.2)

ou,
Maz* + Ny? = Sz, (3.0.3)

tendo a equagao (3.0.3) formas anédlogas quando permutamos z por z ou y.

3.1 Quadricas Canoénicas

As quddricas do tipo (3.0.2) tem a origem como centro de simetria, por isso, sao
denominadas quadricas céntricas. As quadricas do tipo (3.0.3) nao tem centro de si-

metria, logo, sao denominadas quadricas nao céntricas. Comecgaremos pelas superficies
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quadricas céntricas.

1) Elipsoide: E uma superficie representada pela equacgao de segundo grau na forma

canonica ) ) )
T Y z

¥+—+C—2:1 (3.1.1)
em que a, b e ¢ sao nimeros reais positivos. Se fazemos z = k com k € R a equacao
(3.1.1) nos da

22 2 12

I AR

a? b2 2’
Geometricamente, isso significa que a interse¢ao do elipsoide com o plano horizontal
z = k é uma elipse, um ponto ou vazia nos casos em que |k| < ¢, |k| = ce |k| > ¢,
respectivamente. Andlise semelhante é valida para as intersecgoes do elipsoide com os
planos z = k e y = k (veja figura 3.1).
Observe ainda que o elipsoide é simétrico em relagao a todos planos coordenados,
aos eixos coordenados e a origem. Além disso, se a = b = ¢ = R na equagao (3.1.1),

entao a superficie é uma esfera de raio R.

(0,0, ¢)

(0, —b, ())[ _____________________________

(a,0,0)

(0,0, —c¢)

Figura 3.1: Elipsoide.

2) Hiperboloide de uma folha: Sao superficies representadas pelas equagoes de

segundo grau nas formas canonicas

.%'2 y2 Z2
S-S (3.1.2)
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ou
2 P ) 2 :
a2 b2 2 ’

ou
1'2 y2 Z2

St Et =1
em que a, b e ¢ sao numeros reais positivos.
As analises feitas aqui serao referentes a equagao na forma (3.1.2), diferindo das
outras formas apenas pela posicao dos eixos coordenados.
As intersegoes da superficie com os eixos coordenados Oz e Oy sao os pontos
(£a,0,0) e (0,4b,0), respectivamente. Com o eixo Oz nao hé intersegdes, pois quando
x =y = 0 devemos ter —z? = ¢%, que nao tem solucao no conjunto dos ntimeros reais

(veja figura 3.2).

Figura 3.2: Hiperboloide de 1 folha.

Planos paralelos aos planos zOz e yOz, que ndo passam pelos pontos (£a,0,0) e
(0, £b,0), intersectam a superficie na forma de hipérboles. Quando passam por estes
pontos determinam duas retas concorrentes.

A intersecao de planos paralelos ao plano Oy com a superficie do hiperboloide
sao elipses. Observe ainda que o hiperboloide é simétrico em relacao, a todos planos

coordenados, aos eixos coordenados e a origem.
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3) Hiperboloide de 2 folhas: Sao superficies representadas pelas equagoes de se-

gundo grau nas formas canonicas

2?2 22
= - + Z= 1, (3.1.3)
ou
2 2
“EtEa=t
ou

em que a, b e ¢ sao nuimeros reais positivos. Estas equagoes sao simétricas em relagao
a todos planos coordenados, eixos coordenados e a origem. Assim como o hiperboloide
de uma folha faremos o estudo da equacao (3.1.3) a qual difere das outras duas apenas

pela posicao de seus eixos coordenados.

(0,0,¢)

Figura 3.3: Hiperboloide de 2 folhas.

Nao ha interse¢oes com os eixos Ox e Oy, apenas com o eixo Oz nos pontos (0,0, ¢)
e (0,0, —c) (veja figura 3.3). As intersegoes da superficie com plano z = k, k € R, sdo

elipses desde que |k| > c. Se |k| < ¢ a intersegao é o conjunto vazio.

4) Cone eliptico: Sao superficies representadas pelas equagoes de segundo grau nas

formas canonicas

ZE2 y2 Z2

a? b 2

— 0, (3.1.4)

43



ou

ou

.%‘2 y2 22_
2 a0
2 2 2

T Y z
2t pta=l

em que a, b e ¢ sao nimeros reais positivos. Estas equacoes sao simétricas em relagao

a todos planos coordenados, eixos coordenados e a origem.

Analisando as segdes planas do cone eliptico de equagao (3.1.4), observamos que

a intersecao de planos paralelos ao plano Oy e que nao passam pela origem com a

superficie determinam elipses (veja a figura 3.4). Se o plano passar pela a origem a

intersegao é o vértice (0,0,0).

Figura 3.4: Cone eliptico.

A intersecao da superficie com planos paralelos ao plano Oz ou ao plano yOz e

que nao passam pela origem do sistema cartesiano sao hipérboles. Se o plano passar

pela origem a intersecao é um par de retas concorrentes no vértice.

5) Cilindro eliptico: Sao superficies representadas pelas equagoes de segundo grau

nas formas canonicas

ou

)

o
2

Z

C2

(3.1.5)



ou
y2 22_
ﬁ‘i‘g—l,

em que a, b e ¢ sao nimeros reais positivos. Estas equagoes sao simétricas em relagao
a todos planos coordenados, eixos coordenados e a origem. Analisaremos as secoes

planas do cilindro eliptico de equacao (3.1.5). Veja figura 3.5.

z

(0,—b,0) ~J(0,5,0)

Figura 3.5: Cilindro eliptico.

As intersecoes da superficie quadrica com planos paralelos ao plano xOy sao elipses,
enquanto as intersegoes da superficie com planos paralelos ao plano zOz ou ao plano

yOz sao duas retas, uma reta ou o conjunto vazio.

6) Cilindro hiperbdlico: Sao superficies representadas pelas equagdes de segundo

grau nas formas canonicas

2 2
%—%:L (3.1.6)
ou y2 22
Boa "
ou 12 22
@ @b

em que a, b e ¢ sao numeros reais positivos. Existem mais trés equacoes na forma
canonica de cilindro hiperbdlico, para encontra-las basta fazer uma troca dos sinais

das fracoes em cada equacao. Estas equacoes sao simétricas em relacao aos trés planos
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coordenados e a origem. Estudaremos as secoes planas do cilindro hiperbdlico de

equagao (3.1.6), veja a figura 3.6.

K

Figura 3.6: Cilindro hiperbdlico.

As intersecoes da superficie quadrica com planos paralelos ao plano Oy sao hipér-
boles. Além disso, a interseccao da superficie com planos da forma x = k, paralelos
ao plano yOz, sao duas retas, se |k| > a; uma reta, se k = £a ou o conjunto vazio, se
|k| < a. Finalmente, as intersecgoes da superficie com planos paralelos ao plano zOz
sao sempre duas retas.

Vamos agora apresentar as superficies quadricas nao céntricas em sua forma canonica.

7) Paraboloide eliptico: Sao superficies dadas pelas equagoes do segundo grau na

forma canonica

2 2

¥+%:% (3.1.7)
ou g2

b—2+c—2 ax,
ou

r? 22

¥+—2—by,



em que a, b e ¢ sao numeros reais diferentes de zero. Estudemos o paraboloide eliptico
de equacdo (3.1.7), com ¢ > 0.
As secoes pelos planos de coordenadas xOz e yOz sao parabolas simétricas em

relagdo ao eixo Oz com vértices na origem das coordenadas. As secoes por planos

z

i

Figura 3.7: Paraboloide.

paralelos (z = k) de coordenadas xOy sdo: elipses, se k > 0; um ponto que coincide
com a origem das coordenadas chamado vértice do paraboloide , se £ = 0 e o conjunto
vazio, se k < 0 (veja figura 3.7).

Se a = b dizemos que a superficie ¢ um paraboloide circular, pois, neste caso, as

intersecgoes pelos planos z = k sao circulos.

8) Paraboloide hiperbdlico: Também chamados de selas, sao superficies dadas pelas

equacoes do segundo grau na forma canonica

2 2

T Y

? — b_2 = Cz, (318)
ou

y2 22 -

b_2 g ax,
ou 9 9

2 a=w

em que a, b e ¢ sdo numeros reais diferentes de zero. Analisemos a equacao (3.1.8),

com ¢ < 0.
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Figura 3.8: Paraboloide hiperbdlico.

A intersecao da superficie com o plano z = k, k € R, paralelo ao plano 2Oy, é uma
hipérbole ou sao duas retas. As secoes pelos planos paralelos ao plano Oz e yOz sdo

parébolas (veja figura 3.8).

9) Cilindro parabdlico: Sao superficies dadas pelas equagoes, na forma canonica, de

segundo grau

Y2 22 )
b_2 = CzZ ou g = 0y,
ou
x? b 2*
— =by ou — =ax
a? c? ’
ou ) )
z Y
— =cz ou = =ax
a? b2 ’
22
em que, a, b e ¢ sao nimeros reais nao nulos. Analisemos a equacao — = ¢z, com
a
c> 0.

A intersecao da superficie com um plano z = k paralelo ao plano zOy determina
duas retas, se k > 0; uma reta, se K = 0 e o conjunto vazio , se k < 0. As secoes
por planos paralelos a xOz sao parabolas. Por fim, observe que a seccao por um plano

x = k é uma reta paralela ao eixo Oy (veja a figura 3.9).
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Figura 3.9: Cilindro parabdlico.

3.2 Quadricas como Graficos de Funcoes

Considere a equacao do paraboloide
z=12%+ yg.

Podemos pensar, neste caso, que a coordenada z é uma fungao das variaveis x e y, ou
seja, que para cada par ordenado (z,y) associamos o numero real z(z,y) = z% + y2.

De maneira geral temos a seguinte definicao

Definicao 3.1. uma funcio f : R? — R € uma regra que permite associar para todo

par ordenado (z,y) € R? um dnico elemento f(z,y) € R.

As varidveis z e y, da fungao z = f(x,y), se dizem independentes, subentendendo-se
que cada qual pode variar livremente sem acarretar uma variacao da outra. Quanto a
z se dird a variavel dependente ou, simplesmente, a funcgao.

Através de um sistema de coordenadas cartesiano retangular no espaco, podemos
definir o gréafico de funcao de duas varidveis.

Formalmente

G(f) ={(z,y, f(z,y)) €R: (z,y) € R?*}.

Portanto, para cada par de valores de x e ¥y em uma determinada regiao do plano
Oy, a fungao f(z,y) faz corresponder um valor de z, ou seja, a cada ponto P = (x,y)
dessa regiao correspondera um ponto M = (x,y, f(x,y)) do espago. O conjunto destes
pontos no espago nos da uma superficie, que constitui a representacao da funcao.

Por exemplo, se (z,y,2) € G(f), em que f(z,y) = 2% + y?, entao devemos ter

z = f(z,y) = 2% +y>. Essa é a equagao de um paraboloide. Analogamente, no caso da

49



z:f(x,y)

/ P = (z,y)
xr

Figura 3.10: Gréfico de uma funcao de duas variaveis

fungao g(z,y) = y* — 2%, os pontos do grafico de g satisfazem a equagao z = y* — 2?2,
ou seja é uma sela.

Em geral nao é facil esbogar o gréfico de uma funcao de duas varidveis (veja figura
3.10). Coisa pior ocorre no caso de uma fungao de trés (ou mais!) varidveis. Neste
caso, o grafico de f é um subconjunto de R*, e nao podemos visualizé-lo. Porém,
descreveremos a seguir um método que pode nos dar informagoes sobre o grafico dessas
funcoes.

Se a superficie G(f) for intersectada pelo plano horizontal z = k, entao todos os
pontos (z,y, f(x,y)) da intersecdo satisfazem a equagao f(z,y) = k, em que k é uma
constante. A projecao ortogonal desta intersecao sobre o plano xOy é denominada

curva de nivel de altura k. Em outras palavras, essa curva de nivel é o conjunto

fHR) = {(z,y) €R*: f(z,y) = k}.

Através de um conjunto de curvas de nivel para z = f(x,y), podemos obter uma boa
descricao da funcao. No exemplo do paraboloide as curvas de nivel sao descritas pelas
equacoes

P+ =k
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As equacoes acima sé tem solugoes quando k£ > 0. Elas representam circunferéncias
menos quando k£ = 0, caso em que a circunferéncia de raio zero é a origem do sistema

xOy (veja figura 3.11).

dah
N

Figura 3.11: Curvas de nivel do paraboloide

Para a funcao de duas varidveis z = g(z,y) = y? — 2%, cujo grafico é uma sela, as

curvas de nivel de altura k£ sao descritas pelas equagoes
y? — 2 =k.

Se k = 0, obtemos y*> — 22 = (z — y)(x + y) = 0, ou seja, y = +x. Essas retas
representam as bissetrizes dos quadrantes pares e impares do plano zOy

Se k < 0, temos

172 y2

VR R

que representam hipérboles equildteras (a = b) de eixo focal Ox e centro na origem.

Finalmente, se k£ > 0, temos

y2 ZL’2

VR R

que sao as equacoes das hipérboles equilateras de eixo focal Oy e centro na origem.

Essas curvas de nivel podem ser observadas na figura 3.12.
No caso de uma funcao de trés varidveis, os conjuntos de nivel sao superficies de

R3. Por exemplo, dada a fungao w = f(x,y,2) = 2? + y? + 2%, o conjunto de nivel de
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k>0

Figura 3.12: Curvas de nivel da sela.

altura k£ é o conjunto dos pontos do espaco que satisfazem a equacao
224y + 22 =k

Essa equacao nao tem solucao se k < 0, tem solucao tinica se k = 0 e representam esferas
concéntricas de raio vk quando k > 0. Para o caso da funcéo g(z,y, z) = 22 + y* — 22
as equacoes x2 + y? — 22 = k representam uma familia de hiperboloides de duas folhas,
se k < 0, um cone eliptico, se K = 0 e um hiperboloide de uma folha se £ > 0. Observe
as figuras (3.13) e (3.14).
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2 +y? + 22

Figura 3.13: Superficies de nivel da funcao f(z,v, 2)

k<0

k>0

2 +y? — 22

Figura 3.14: Superficies de nivel da funcao f(z,y, 2)
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Capitulo 4

Aplicacoes das Conicas

As conicas e quadricas aparecem com bastante frequéncia em nosso cotidiano. Neste
capitulo abordaremos diversas aplicacoes praticas desses objetos matematicos. Como
veremos eles estao mais presentes no nosso dia-a-dia do que podemos suspeitar em um

primeiro momento.

4.1 Propriedades da Elipse

O estudo do movimento dos planetas comecou com os fildsofos gregos. O astronomo
grego Claudio Ptolomeu propos um sistema planetario que colocava a terra como centro
do Universo (sistema geocéntrico). Este sistema foi aceito por muitos séculos, quando
o astronomo polonés Nicolau Copérnico , no século XV, propés um sistema que o sol
era o centro do Universo e os planetas tinham orbitas circulares em torno dele (sistema
heliocéntrico).

Entretanto, foi o matemético e astronomo alemao Johannes Kepler (1571-1630)
que, ao analisar dados observados por Tycho Brahe, descobriu acertadamente que os
planetas seguem trajetérias elipticas. A primeira lei de Kepler sobre o movimento dos
planetas no nosso Sistema Solar diz que todos os planetas se movem em orbitas elipticas
em que o sol ocupa um dos focos. Os satélites se movem em torno de seus respectivos
planetas em orbitas elipticas assim como a lua se move em torno da terra. Também o
cometa Halley segue trajetéria eliptica em que o sol ocupa um dos focos.

Na construcao de pontes, de concreto e de pedras pelos antigos romanos, sao uti-
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lizados arcos em forma de uma semi-elipse. Ainda hoje a elipse de inércia é muito
empregada na teoria de resisténcia de materiais na engenharia civil.

Em Engenharia Elétrica na teoria de correntes elétricas estacionarias se utiliza
conjuntos de elipses de mesmo foco (elipses homofocais) e na Engenharia Mecanica
engrenagens elipticas (excéntricos) sao usadas.

Vamos agora demonstrar uma propriedade da elipse que permite outras aplicacoes.

Esta propriedade se chama propriedade refletora da Elipse.

Teorema 4.1 (Propriedade Refletora da Elipse). Uma reta passando por um dos focos

de uma elipse ¢ refletida para o outro foco.

Demonstragdo. Considere as seguintes retas passando por um ponto P, = (x1,91)

da elipse (veja figura 4.1):
(i) r, a reta que passa pelo foco F} = (—¢,0);
(ii) n, a reta normal a elipse;

(iii) s, a reta que passa pelo foco Fy = (¢, 0).

Ay F

B

Figura 4.1: Propriedade refletora da elipse

Derivando a equacao da elipse b?z? 4 a?y? = a?b? em relacao a , temos

20%x + 2a’yy’ =0
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ou seja,
2
, b
Yy =——"=5
a%y

que, como vimos no capitulo 1, é a declividade da elipse.

A declividade da elipse no ponto P, = (x1,y;) é _2212’ logo a declividade de n sera
2 .. . .
24 Observe que as declividades das retas r e s sdo respectivamente —4—~ e —%~.
b2, (z1+c) 7 (z1—0)

Logo, temos

i @
fan o — T —c  b2xy _ Vxiyr — a’xryn + aey
m ( m ) (a2y1> b2r? — b%cry + a?y?
T —cC b2z,

Como o ponto P; esta sobre a elipse suas coordenadas satisfazem a equacao

b2a? + a’y? = a®b?. Substituindo esta equagao e a relagao ¢® = a? — b2, temos

21y1 (0* — a®) + a’ey
a?b? — b%cx,

—Pxy + aey
b?(a? — cxy)

cy1(—cxy + a?)

b?(—cxy + a?)

i

b

tana =

Por outro lado, temos

a2y1 n

b’xy a1 +c

a*y N
bt <b2x1) (331 + c)
a’*riy + ey — by
b2 + b2exy + a’y?
z1y1(a® — V) + a’eyy
a?b? + b%cxy

criy + a*ey

b2(a? + cxy)
cyr (cxy + a?)

b%(czq + a?)
1

b2

tanf =
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Concluimos que, a = (. Através da propriedade refletora da elipse fica provado que
todo raio que incidir na elipse proveniente de um dos focos serd refletido para o outro
foco. O

Podemos observar também que a propriedade d(P, Fy) + d(P, F5) = 2a, em que 2a
é uma constante, estabelece que todos os raios oriundos de uma fonte colocada em
um dos focos, independente de quais trajetérias tenham tomado, chegarao ao mesmo
tempo no outro foco, pois percorrem as mesmas distancias.

Considerando um elipsoide, que é a superficie gerada pela rotacao da elipse em
torno de seu eixo, e as propriedades da elipse podemos destacar algumas aplicagoes
dessa superficie. Por exemplo, na odontologia, as luminarias encontradas na maioria
dos consultérios dos dentistas usam espelhos refletores na forma de uma superficie
eliptica. Estes espelhos refletores ao receber raios luminosos provenientes de um dos
focos os refletem concentrando-os no outro foco, amplificando a luminosidade, que é

utilizado para iluminar exatamente o local a ser tratado sem ofuscar o paciente.(veja
figura 4.2)

Figura 4.2: Luminaria em consultorio de odontologia

Na medicina aparelhos no formato de elipsoide sao utilizados em tratamentos radi-
oterdpicos. Estes aparelhos emitem radiacoes de alta energia em um dos focos da elipse
para combater células malignas de tumores localizados no outro foco. Desta forma os
aparelhos s6 destroem tecidos doentes nao atingindo tecidos sadios que se encontram

nas proximidades.
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Outro aparelho no mesmo formato é utilizado no tratamento de céalculo renal
(litiase). Neste aparelho utiliza-se ondas sonoras de alta frequéncia (ultrassom), que
sao emitidas em um dos focos e refletidas para o outro foco onde esta o calculo. As
ondas sonoras emitidas provocam vibragoes no célculo renal até poder esmitca-lo de
tal maneira que possam ser expelidos naturalmente pela urina.

Também encontraremos a aplicacao da propriedade refletora da elipse em certos
formatos de construgoes de salas encontradas em museus de ciéncia, castelos e catedrais,
chamadas de salas de sussurros. Projetadas num formato de parte de um elipsoide onde
estao marcados dois pontos no chao. Duas pessoas uma em cada um desses pontos pode
se comunicar uma com a outra em voz sussurrada de maneira que no resto da sala seja

inaudivel.

4.2 Propriedades da Hipérbole

Agora falaremos das aplicagoes da hipérbole.

A Engenharia Civil utiliza o formato do hiperboloide de uma folha na construcao de
usinas atomicas. O hiperboloide de uma folha que é gerado pela rotacao da hipérbole
em torno de seu eixo transverso ¢ também gerado por uma reta, podendo ser consi-
derado formado por uma unido de retas (superficie regrada). Dessa forma na cons-
trucao de centrais de energia atomica sao utilizadas barras de aco retilineas que se
cruzam obtendo uma estrutura extremamente resistente. Esteticamente o hiperboloide
foi utilizado pelo arquiteto Oscar Niemayer no projeto da construcao da Catedral de
Brasilia.(veja figura 4.3)

As aplicagoes na Fisica e na Quimica é a lei ligada ao comportamento dos gases
formulada pelo quimico irlandés Robert Boyle (1627-1691). O grafico que descreve a
variacao do volume de uma certa quantidade de gés quando varia sua pressao, isoter-
micamente, ¢ um dos ramos da hipérbole equilatera. Seja V o volume de um gas, a
uma temperatura constante, submetido a uma pressao P. A lei de Boyle estabelece que
PV = K(constante).

Vejamos agora a propriedade refletora da hipérbole que também ¢é muito utilizada

para varias aplicagoes.

Teorema 4.2 (Propriedade Refletora da Hipérbole). Uma reta que passa por um dos

focos de uma hipérbole ao atingi-la € refletida na direcao do seu sequndo foco.
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Figura 4.3: Catedral de Brasilia

Demonstragdo. Sejam as seguintes retas passando por um ponto P (z1,y;) da hipérbole:
(i) r, a reta que passa pelo foco F; = (—c¢,0);
(ii) ¢, a reta tangente a hipérbole em P;;

(iii) s, a reta que passa pelo foco Fy = (¢, 0).

Em qualquer ponto de uma hipérbole a tangente é bissetriz do angulo formado pelos
raios focais do referido ponto (veja figura 4.4).

Derivando a equacao da hipérbole b?z? — a?y? = a?b* em relacao a x, temos
20%x — 2a’yy =0,

ou seja,
2
, bz

= — 4.2.1
V= (1.21)

que é a declividade da hipérbole. A declividade da hipérbole no ponto Py (x1,y1) é 2229;
As declividades das retas r e s sao respectivamente —4— e %

(z14c) 7 (z1—¢)
Logo, temos
Y1 b*xq
tana = —DFC @ azy% _Qb%% — b2§x1 .
14 Y1 b=z, (a% + b?)x1y1 + a’eyn
T+ c ay,
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Py = (z1,91)

Fy

A O As \FQ X
S

Figura 4.4: Propriedade refletora da hipérbole

Como o ponto P; esta sobre a hipérbole, suas coordenadas satisfazem a equacgao

b3 — a’y? = a’b?.

Substituindo esta equacdo e a relacao c? = a? + b%, temos

Por outro lado temos

tan «

tan g =

—a’b? — b*cxy

r1y; + a’ey
b*(a® + cxy)

ap(a® + cxy)

a’riyy — a*cy; + brwiy
a?b?® — ey
r1y1(a? + b?) — a’cypy
b2

C .
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Concluimos que, o = . Assim todo raio que partir de um dos focos ao encontrar

uma superficie hiperbdlica serd refletido em diregao ao outro foco. m

Esta propriedade da hipérbole é usada na construcao de telescépios (veja figura
4.5). Foi o italiano Galileu Galilei (1564 — 1642) o primeiro cientista a construir tal
instrumento. O telescopio construido por Galileu é chamado de telescopio refrator,
que funciona com base na refracao da luz. Os telescépios criados por Galileu tinham
um inconveniente que era a deformacao das imagens produzidas por suas lentes e a
decomposi¢ao da luz branca em vérias cores produzindo um efeito cromatico indesejavel

(aberracao cromatica).

Figura 4.5: Observatério Monte Palomar

Em seguida vieram os telescopios refletores, que ao contrario do modelo refrator
usam um espelho como elemento principal. Os raios provenientes de um corpo celeste
sao refletidos para o foco de um espelho parabdlico, colocado no fundo de um tubo,
onde vao formar a imagem do objeto. Este modelo de telescépio foi aperfeicoado por
Issac Newton, que também tinha seus inconvenientes.

Em 1672, o astronomo francés Cassegrain (1629-1693) chegou a sua forma atual,
usando a tecnologia do espelho hiperbdlico. Cassegrain utilizou um espelho secundario
hiperbdlico entre o espelho parabdlico e seus focos coincidentes. Dessa forma, os raios
que iriam formar a imagem no foco da parabola sao refletidos, pelo espelho hiperbdlico,
sendo formada no outro foco da hipérbole.

Outra aplicagao é o sistema LORAN (Longe Range Navegation) e o sistema DECCA,
utilizados em navegacoes de barco e avides que usam a hipérbole. De trés estagoes de

radio fixadas nos pontos Fi, F5 e F3 sao emitidos concomitantemente sinais de radio de
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dois pontos fixos, por exemplo F} e Fy, que sao captados pelo navegante situado numa
posicao P, ao longo dos tempos t; e ty. Pela diferenga entre os tempos o navegante
mede o intervalo

At =ty — 1.

A diferenca entre a distancia da posicao P do navegante a estagao F} e a distancia da

posicao do navegante a estacao Fy é dada por
PFy — PFy =k At

em que k representa a velocidade do som no ar. Assim, a cada par de estagoes o
navegante determina a caracteristica da hipérbole na qual estd P. A intersecao das

trés hipérboles determina a posi¢ao onde o navegante se encontra (veja figura 4.6).

Figura 4.6: Sistema de navegacao LORAN.
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4.3 Propriedades da Parabola

A parabola é muito aplicada na construcao de pontes. A ponte pénsil ou ponte sus-
pensa é um tipo de ponte sustentada por cabos ou tirantes de suspensao. Numa ponte
pénsil o tabuleiro continuo (pista de rolamento) é sustentado pelos tirantes ligados aos
seus suportes (dois cabos maiores na forma do arco de uma curva que pendem das tor-
res de sustentagao). Se a distribuigao de carga sobre o tabuleiro é uniforme na diregao
horizontal, entao cada cabo pende muito aproximadamente num arco parabdlico. As
pontes pénseis ou suspensas juntas com as estaiadas sao aquelas que possibilitam os
maiores vaos.

Atualmente a maior ponte suspensa do mundo é a ponte Akashi Kaikyo (veja a
figura 4.7) construida em 1998, que liga as cidades de Kobe e Awaji Island no Japao.

Ela possui 3922m de comprimento e o vao central de 1991m.

Figura 4.7: Ponte Akashi Kaikyo

Outra obra da Engenharia Civil de grande beleza arquitetonica é a ponte Juscelino
Kubitschek, também conhecida como ponte JK, que esta situada no lago Paranoa em
Brasilia. Seus 1200 m de comprimento, fixados a cabos tensionados de ago colocados
em forma cruzada, estao divididos em trés vaos de 240 m sustentados por trés arcos
parabdlicos. A estrutura em trés arcos assimétricos foi inspirada pelo movimento de

uma pedra saltando sobre o espelho d’dgua quando atirada obliquamente em relacao a
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ele (veja a figura 4.8).

Figura 4.8: Ponte Juscelino Kubitschek

Ainda na Engenharia Civil em resisténcia dos materiais, uma viga quando subme-
tida a uma carga uniforme o diagrama do seu Momento Fletor é uma parabola.

Em estudos balisticos, quando um projetil é lancado, sob a agao apenas da forca da
gravidade, descreve uma trajetoria parabdlica. Outras aplicagoes estao relacionadas a

propriedade refletora da parabola. Vamos agora demonstra-la.

Teorema 4.3 (Propriedade Refletora da Parabola). Quando uma reta atinge a pardbola
emergindo de seu foco € refletido paralelamente ao seu eixo. Analogamente, toda reta

que incide paralelamente ao eixo da pardbola € refletido pelo seu foco.

Demonstragdo. Sejam as seguintes retas passando por um ponto Py (z1,y;) da pardbo-
la (veja figura 4.9).

(i) 7, a reta paralela a reta focal;
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(ii) n, a reta normal a pardbola;

(iii) s, a reta que passa pelo foco F.

Sejam « o angulo formado por n e s e o angulo formado por n e r, como se

mostra na figura 4.9. Vamos mostrar que o = 5. A equacao da parabola é y? = 4cx.

Y \/

Figura 4.9: Propriedade refletora da parabola

Derivando a equagao da parabola em relacao a z, obtemos

2yy’ = 4c,
ou seja,
, 4dc  2c
’y = — = —,
2y oy

Isso mostra que a declividade da tangente a pardbola no ponto Py (xy, ) é % Logo,

Y1
2c’

Y1

a declividade da reta normal n serd —%-. Sabendo que a declividade da reta s é prapt

temos
hn Y1
fan o — 2 T —c _ ~tiy + cyr — 2cy _ Tt
{— y? 2cwy — 2¢2 — 17 2wy — 2¢2 — 13
2¢(x1 —¢)

Como o ponto P estd sobre a pardbola, suas coordenadas satisfazem a equacao

y? = 4cxy. Substituindo na relagao acima, temos

o —mpn—eyn . @ to) oy
tana = = = 7=
2cxy — 22 —4dexry —2¢(xy+c¢)  2c
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Como a declividade de r € zero, entao

1
0- (‘27;) _ W
Y1y o 2¢
| 0(——)
+ 2c

Concluimos que a = 8. Fica assim provado que todo raio que incidir na parabola

tan 8 =

paralelamente ao eixo de simetria é refletido segundo uma reta que passa pelo foco e
todo raio que incidir na parabola proveniente do foco é refletido paralelamente ao eixo

de simetria.(veja a figura 4.10). O

ﬁi
P pd
A ya
A
V(%F < V\/ \F
A : ~J
T

Figura 4.10: Raios refletidos na parabola

:

\

Yy

y

\

Yy

!

Girando a parabola em torno do seu eixo de simetria, obtém-se uma superficie
chamada paraboloide eliptico (veja a figura 3.7). Considerando uma superficie de um
paraboloide eliptico e a propriedade refletora, encontraremos varias aplicacoes entre as
quais podemos destacar: fardis de automéveis e locomotivas, holofotes, forno solar e
antena parabdlica, entre outras. Se colocarmos uma fonte de luz no foco da pardbola,
os raios de luz que incidirem sobre a superficie do paraboloide eliptico gerado pela
parabola, pelo principio da reflexao, serao refletidos segundo retas paralelas ao eixo de
simetria da parabola. Este é o principio do refletor parabdlico que permite que a luz
emanada da fonte se propague em raios paralelos, formando o que chamamos de facho
de luz. Podemos ver esse principio em lanternas, holofotes e fardis de carros (veja a
figura 4.11).

J4& os fornos solares do tipo parabdlico sao superficies na forma de paraboloide que

recebem os raios da luz provenientes do sol, paralelos ao eixo de simetria, os quais sao
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Figura 4.11: Farol do carro

refletidos para o foco produzindo uma grande quantidade de calor (veja a figura 4.12).

O mesmo principio é aplicado na construcao de espelhos para telescopios astronomi-
cos, antenas de radar e antenas parabdlicas bastante utilizadas em residéncias (veja a
figura 4.13). Os sinais (ondas de radio, televisao ou luz) chegam muito fracos, por serem
emitidos de grandes distancias, sendo necesséario recebé-los em uma area relativamente
grande e concentra-los num mesmo ponto para serem amplificados naturalmente. A
superficie da antena (ou do espelho) deve ter uma forma tal que os sinais que chegam
paralelos apds a reflexao sejam direcionados para um tunico ponto. A superficie que
tem as caracteristicas geométricas para atender a propriedade descrita acima é a do

paraboloide.
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Figura 4.12: Fornos solares

Figura 4.13: Antenas parabdlicas
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Apeéendice

Conicas em Coordenadas Polares

Nesta secao apresentaremos as equacoes das conicas em coordenadas polares. Ve-
remos que, em coordenadas polares, todas as conicas tém a mesma equacao.

Consideremos, inicialmente, uma elipse com focos O = (0,0) e F' = (—2ea, 0) e seja
P = (z,y) um ponto dessa curva, de maneira que a soma das distancias do ponto P
até O e F' é igual a 2a. Neste caso devemos ter 0 < e < 1, pois a distancia entre os

focos deve ser menor que 2a (veja figura 4.14).

P = (‘T7y)

(—2ea,0) (0,0)

Figura 4.14: Elipse em coordenadas polares

Pela definicao da elipse sabemos que

d(P, F) + d(P,0) = 2a.
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Dai

V(7 +2ea)? + 42 + p = 2a.

Isolando o radical e depois elevando ao quadrado, temos
(z 4 2ea)* + y* = (2a — p)?,

ou seja,
22 4 dzea + 4e%a® + y? = 4a® — dap + p°.

Substituindo 2% + y? por p? e fazendo os devidos cancelamentos, temos
p+ze = a(l —é?).

Como z = pcosf, resulta
p+epcos(f) = a(l — %),
ou seja,
_a(l—e?)
P=17 ecos(f)’

Fazendo A = a(1—e?), podemos escrever a equagao polar da conica em sua forma final

A

T ecod) (4.3.1)

P

Vamos agora considerar o caso da hipérbole no qual a diferenga das distancias entre
os dois focos é 2a. Sejam novamente os focos O e F', tal como usados na elipse. Neste
caso devemos ter e > 1 (veja figura 4.15).

Considerando o ponto genérico P = (z,y), pela defini¢do da hipérbole sabemos que
d(P,F) —d(P,0) = £2a. (4.3.2)

Escolhendo o sinal positivo na equagao acima vem

V(7 +2ea)? + 42 — p = 2a.
Isolando o radical e depois elevando ao quadrado, temos
(z +2ea)” +y* = (2a + p)*,

ou seja,

2? + drea + 4e*a® + o = 4a® + 4ap + p*.
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P = (z,y) /
0
L

(—2ea,0) (0,0)

Figura 4.15: Hipérbole em coordenadas polares

Substituindo x? + y? por p2 e fazendo os devidos cancelamentos, temos
o 2
p—xe=a(e” —1).
Como z = pcos(f), resulta

p—epcos(f) = a(e? — 1),

ou seja,
a(l—¢€?)
1 —ecos(f)
Como convencionamos que (—p,0) = (p,0 + ), obtemos
_a(l—¢?)
~ 1—eccos(m+0)
Sabendo que cos(m + 0) = — cos(#), encontramos finalmente
a(l —e? A
. ( ) _

~ 1+ecos(d) 1+4ecos(d)

Se escolhermos o sinal negativo na expressao (4.3.2), calculos andlogos aos anteriores
mostram facilmente que a equagao da hipérbole é dada novamente por (4.3.1).
Finalmente vamos considerar a pardabola como o conjunto de pontos, tais que a

distancia até O é igual a distancia até a reta x = a (veja a figura 4.16).
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Figura 4.16: Pardbola em coordenadas polares.

Dai
Va2 +y?=a— pcos(f),
ou seja,
p=a— pcos(0)
ou seja,

p+ pcos(f) = a.

Finamente obtemos a equacgao polar da conica na forma

a

=1 + cos(f)

Agora, para todo A e e, considere a equagao

A

Ty ecos(d) (43.3)

Simplificando essa expressao temos r = A — re cos(). Elevando ao quadrado vem
r? = [A — recos(9)]?
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ou seja,
r? = A? — 2Are cos(0) + r*e® cos®(6).

Como 72 = 22 + y* e x = rcos(f), podemos escrever essa tltima expressao como
(1 —e*)z® +y* = A* — 2Aex.

Concluimos que a equacao (4.3.3) serd uma elipse, uma hipérbole ou uma parébola
conforme tenhamos 0 < e < 1, e > 1 ou e = 1, pois nesses casos os coeficientes dos
termos quadraticos tém o mesmo sinal, sinais trocados ou um deles é nulo, respectiva-

mente.
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