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(Charles Chaplin)



Resumo

Neste trabalho, apresentamos um estudo sobre a utilizagao da calculadora grafica no
ensino de fungoes afins e quadraticas no ensino médio. Inicialmente, fazemos uma revisao
bibliografica a respeito do uso dessa tecnologia no ensino e aprendizagem da matema-
tica. Mostramos as principais caracteristicas e funcionalidades da calculadora usada no
desenvolvimento do trabalho. Em seguida, apresentamos uma proposta didatica para se

trabalhar com o auxilio da calculadora grafica no estudo de fungoes afins e quadraticas.

Palavras-chaves: calculadora grafica, funcao afim, funcao quadratica.



Abstract

In this work, we present a study on the use of graphing calculator in teaching affine and
quadratic functions in high school. Initially, we do a literature review regarding the use of
this technology in teaching and learning mathematics. We show the main characteristics
and features of the calculator used in development work. Then we present a didactic
proposal to work with the aid of graphing calculator in the study of affine and quadratic

functions.

Key-words: graphing calculator, affine function, quadratic function.
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Introducao

Neste trabalho apresentamos o uso da calculadora gréafica no ensino de funcgoes
afins e quadraticas no ensino médio. Uma proposta de como trabalhar alguns tépicos
destes conteidos com auxilio da calculadora gréafica é detalhada, levando em consideracao
trés aspectos: a utilizagdo da calculadora em sala de aula , resolver problemas com uma

variedade de abordagens e obter resultados de forma rapida.

Sao objetivos desde trabalho apresentar a calculadora grafica como um recurso
didatico para o ensino de tépicos dos conteidos fungoes afins e quadréaticas e mostrar como
este instrumento pode auxiliar, facilitar ou mesmo complementar algumas abordagens
ja adotada pelos professores. Para isto apresentamos fungoes, recursos e aplicativos da

calculadora que podem ser usados para trabalhar estes conceitos.

O trabalho esta organizado em trés capitulos. No Capitulo 1, apresentamos uma
revisao bibliografica que conta a evolugao dos recursos das calculadoras graficas, resultados
de pesquisas a respeito de uso destas calculadoras nas escolas ensino secundario bem como
da aprendizagem de matematica com calculadoras graficas. Apresentaremos também as
orientacoes do MEC sobre o tema, apontando como este assunto é tratado nos livros
didaticos e fazendo um levantamento dos grupos que trabalham este instrumento no Brasil.
Mostramos as principais orientagdes, sugestoes e criticas a respeito do ensino de fungdes no
ensino médio feita por autoridades no assunto. Apresentamos os objetivos geral, especificos
e justificativa do trabalho. Fazemos também uma breve descricao das caracteristicas da

calculadora grafica e informagdes sobre o seu manuseio.

No Capitulo 2 apresentamos uma proposta de como trabalhar alguns topicos de
funcao afim com a calculadora grafica. Partindo da defini¢ao de funcao afim, exploramos
seu conceito na calculadora grafica em etapas, iniciando pelas fungoes mais simples, ex-
plorando a conexao entre as representacoes analiticas, graficas e numéricas, bem como
as transformacoes no grafico da funcao com as mudancgas dos parametros da funcao.
Exploramos os conceitos de taxa de variagao, equacao da reta e resolucao de equacao e
inequacao linear com os recursos da calculadora, bem como, as rela¢oes da fungao afim

com outras funcoes, como func¢ao definida por sentencas e fun¢ao modular

No Capitulo 3 apresentamos uma proposta de como trabalhar alguns topicos de

funcdo quadratica com a calculadora grafica. Partindo da definicao da fungdo quadratica
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e da forma canonica da parabola, investigamos a relacao entre o grafico de uma funcao
quadratica e o grafico da func¢io quadratica bésica f(z) = x?, estabelecendo conexio entre
as representacgoes analiticas, graficas e numéricas. Exploramos com os recursos da calcula-
dora os conceitos de crescimento, ponto extremo e vértice da parabola, os interceptos do
grafico da fungao com os eixos x e y e a equacao da parabola. Propomos como trabalhar a
relacao entre fungoes, equagoes e inequacgoes e quando a funcao quadratica se apresenta na
funcao definida por sentencgas e na funcao modular. Propomos também alguns problemas
envolvendo funcgoes afins e quadraticas explorando varias abordagens com os recursos da

calculadora grafica.
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1 Calculadoras graficas no ensino da mate-

matica.

1.1 Introducao.

Neste capitulo relatamos a evolugdo dos recursos das calculadoras graficas ao longo
do tempo, e alguns resultados de pesquisas a respeito de como tem sido dado o uso
destas calculadoras nas escolas de ensino secundario no Brasil e em alguns outros paises.
Apresentamos também alguns resultados de estudos da aprendizagem de matemaética
com calculadoras gréficas, orientagoes do MEC sobre o tema, o lugar que as calculadoras
graficas ocupam nos livros didaticos adotados nas escolas brasileiras e um levantamento

dos grupos que trabalham este instrumento no Brasil.

Uma revisao bibliografica acerca do tema é apresentada na Sec¢ao 1.2. Introduzimos
os objetivos geral, especificos e justificativa do trabalho e apresentamos as principais
orientagoes, sugestoes e criticas a respeito do ensino de func¢des no ensino médio feita por
autoridades no assunto na Se¢do 1.3. Caracteristicas da calculadora grafica e informagoes

sobre o seu manuseio sao vistas na Secao 1.4.

1.2 Revisao bibliografica.

As calculadoras graficas surgiram na década de 80 sendo que as primeiras versoes
nao tinham rapidez e nem conseguiam armazenar tantos dados como ocorre hoje em dia.
Desde os primeiros modelos, a cada ano surgem outros mais sofisticados com recursos
bem préximos aos dos software usados nos computadores. Desses recursos podemos citar
varios, como: tela colorida e interacao pela tela de toque ou teclado, integragao de mil-
tiplas representagoes matematicas, avaliagao (execucao de programas) de forma rapida,

conectividade sem fio, bateria recarregavel de longa duragao, entre outras.

As calculadoras atuais permitem ainda visualizacoes de janelas simbdlicas, graficas
e numéricas, explorar conceitos matematicos com o Dynamic Geometry, CAS (computer
algebra systen) ou seja um sistema de algebra computacional, Advances Graphing , além
de aplicativos de planilhas, como estdao descrito no manual do proprietério [9]. Embora
chamada de calculadora por causa de seu formato compacto, a calculadora grafica deve ser
vista como um computador programavel /grafico, numérico e simbélico que facilita o célculo

e a analise matematica de problemas que vao desde a matematica elementar, passando
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pela engenharia e assuntos cientificos mais avangados, com a vantagem de ser portatil,
mais barata que os computadores e nao necessitar de instalacao elétrica ou mobiliario

diferenciado.

Alguns anos apods o surgimento das primeiras calculadoras graficas, educadores
matematicos nos Estados Unidos e em outros paises comecaram a estudar o papel e
o impacto desta ferramenta no ensino e na aprendizagem da matematica e de outras
disciplinas da area de exatas. Como consequéncia desse estudo, como pode ser visto
em [3], as calculadoras graficas comecaram ser usadas nas escolas de ensino secundario,
assim com também em cursos avancados. O tema até passou a fazer parte dos cursos de
formagao inicial e continuada dos professores. Diversos resultados de pesquisas e relatos
de experiéncias comparando o desempenho dos alunos aprendendo com e sem calculadora

sao publicados todos os anos desde entao.

Pesquisas citadas em [3], sugerem que a aprendizagem dos alunos ¢ afetada posi-
tivamente quando as escolas usam curriculos projetados com calculadoras graficas como
ferramenta principal. Uma justificativa para isso é que ela permite uma grande variedade de
abordagens na resolugao de problemas. Os resultados de pesquisas comparativas mostram
que alunos com o maior acesso a calculadoras, em teste sem o uso das mesmas, utilizam
uma ampla gama de abordagens na resolucao de problemas e “tendem a tentar mais”
na obtencao da solu¢do em comparacao com os alunos que nao tiveram acesso. Ainda,
mostram que estudantes referidos como “abaixo da média” pelos professores fizeram uso

mais frequente de estratégias graficas e atingiram uma pontuacao média.

Em Portugal o uso de calculadoras gréaficas nas escolas de ensino basico e médio foi
incentivado desde o surgimento das primeiras calculadoras na década de 80. Desde entao
o assunto esteve presente em diversos estudos, pesquisas e debates. Como resultado, em
1998 implantaram seu uso de forma obrigatéria nestes cursos. Nesta implantagao, a Asso-
ciacao de Professores de Matematica Portugués-APM teve um papel central publicando
resultados de pesquisas e relatos de experiéncias de professores de matematica com o uso
de calculadoras nas suas turmas em sua revista “Educacao e Matematica” e em outras
publicacoes, mediando a interagao entre pesquisadores e professores que atuam no ensino

bésico e secundario. Isto pode ser visto em [1] e [7].

No Brasil, encontramos poucas referéncias de pesquisas e publicacoes sobre o tema,
0 que sugere que o assunto nao é objeto de pesquisa sistematica pelas institui¢oes de ensino,
com raras excegoes, como mostra [1]. O uso de calculadoras graficas no ensino fundamental

e médio em escolas publicas e privadas é restrito a algumas escolas internacionais que
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seguem o curriculo de seus paises de origem, onde consta o uso de calculadoras graficas,
veja [8], e algumas raras experiéncias individuais publicadas. No ensino superior encontra-
mos algumas experiéncias com calculadoras graficas no ensino do Céalculo, relatados em
algumas revistas, como podemos ver em [10]. Existem ainda alguns grupos que fazem uso
destas calculadoras, mas sem nenhum registro cientifico. Dentre esses grupos, estao alunos
de cursos de engenharia que utilizam calculadoras gréaficas tanto durante sua formacgao
académica como depois em sua atuacao profissional. Sobre este uso nao temos nenhuma
referéncia ou dados a respeito de alguma proposta curricular. Em pesquisa a comunidades
virtuais de engenharia, encontramos vasto material sobre calculadoras graficas, como cursos
tutoriais, video-aulas, apostilas, programas, cursos de programagao e foruns de duvidas.
Estas comunidades nao sao filiadas a nenhuma instituicao de ensino, o que sugere que o

uso de calculadoras graficas é uma iniciativa dos préprios alunos.

Talvez a resisténcia por parte do nosso sistema educacional em incluir o uso deste
recurso tecnolégico em sala de aula, se deva a pouca ou nenhuma énfase dada sobre o
assunto nos cursos de formagao de professores, como comenta [6], levando esses profissionais
a um desconhecimento do potencial didatico das calculadoras e a tradi¢ao de que o estudo
da matemética é feito com lapis e papel, quadro e giz. Estudos realizados por [3] indicam
que o acesso ao uso de calculadoras pelos alunos ¢ diretamente ligado as crencas dos

professores sobre o papel que a calculadora exerce no ensino da matematica.

O MEC, por meio dos Parametros Curriculares Nacionais (Ensino Médio) Parte
IIT - Ciéncias da Natureza, Matemética e suas Tecnologias [4], sinaliza positivamente
ao uso de midias, calculadoras e computador como recurso na resolucao de problemas e
aprendizagem de conceitos matematicos, reconhecendo suas limitagoes e potencialidades.
E que o uso adequado destes instrumentos se transforma em um item de contextualizacao

sociocultural.

No Guia de Livros Didaticos PNLD 2012 Matematica Ensino Médio [5], é citado
que todos os livros didaticos aprovados para serem distribuidos pelo MEC nas escolas
publicas de ensino médio propdoem algumas atividades que incentivam o uso de calculadoras
simples. No entanto, o uso da calculadora cientifica e do computador é pouco presente
nas propostas de atividades para os alunos. Nenhuma das obras aprovadas pelo MEC cita

calculadoras gréficas.
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1.3 Objetivos.

1.3.1 Objetivo Geral

Este trabalho tem como objetivo mostrar como os recursos da calculadora grafica
podem melhorar a préatica didatico-pedagogica dos contetidos fungoes afins e quadraticas
do ensino médio e como este instrumento pode auxiliar, ou mesmo facilitar, o processo
ensino-aprendizagem, complementando a abordagem “tradicional”, ou seja, aquela ja

adotada pelos professores na maioria das institui¢des de ensino.

Apresentamos ainda, funcoes, recursos e aplicativos da calculadora para aprofundar

conceitos que sao, geralmente, vistos de forma insuficiente e superficial.

Funcoes afins e quadraticas sdo as primeiras funcoes reais de uma varidavel real
estudadas no ensino médio e, sendo essas fungoes mais simples, é possivel abordar com
clareza suas propriedades gerais que servem de base para o estudo de fungoes mais com-
plexas. Neste aspecto, a literatura aponta varias deficiéncias, tanto nos livros didaticos

como na pratica didatica dos professores, relacionado a este tema.

Neste trabalho destacamos alguns aspectos deficitarios citados nas criticas e ofere-
cemos recursos computacionais da calculadora grafica para minimizar estas deficiéncias.
Dessa forma, temos como objetivo ainda apresentar uma proposta da utilizacao da calcu-
ladora grafica para estudo e aprofundamento das propriedades algébricas e geométricas
das funcoes afins e quadraticas. Podemos citar: relagoes dessas fun¢des por meio de repre-
sentacoes analiticas, geométricas e numéricas, aprofundamento de alguns conceitos como

taxa de variagao, relacoes entre essas fungoes com a resolucao de equagoes e inequagoes.

1.3.2 Objetivos Especificos e Justificativa do Trabalho.

O estudo de fungoes afins e quadraticas se da no primeiro ano do ensino médio e

serve como pré-requisito para quase tudo o que é visto nos anos seguintes.

Como fungoes afins e quadraticas sao as primeiras fungoes reais de uma variavel
real vistas no ensino médio, seu estudo é de extrema importancia para a compreensao de
outras fungoes, podemos citar: fungdo modular, exponencial, logaritmica, trigonométrica,
polinomial (de grau maior que dois), racionais e fun¢oes definidas por sentengas. Elas
tém importancia significativa na resolugao de inequacgoes, resolucao de sistemas lineares e

resolucao de problemas que envolvem essas fungoes.
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Os Pardmetros Curriculares Nacionais para o Ensino Médio [4] chamam atengao
para conexoes entre diversos conceitos matematicos e aplica¢oes dentro ou fora da Mate-
matica, bem como a explora¢ao dos temas com carater integrador e cita como exemplo as

fungoes. Veja citagao abaixo:

Devemos observar que uma parte importante da Trigonometria diz res-
peito as fungdes trigonométricas e seus graficos. As sequéncias, em especial
progressoes aritméticas e progressdes geométricas, nada mais sao que
particulares funcoes. As propriedades de retas e parabolas estudadas em
Geometria Analitica sdo propriedades dos gréficos das fungoes correspon-
dentes. Aspectos do estudo de polinémios e equagoes algébricas podem
ser incluidos no estudo de fung¢oes polinomiais, enriquecendo o enfoque
algébrico que é feito tradicionalmente.

Observa-se que essa recomendagao nao é muitas vezes cumprida tanto nos livros
didaticos como na pratica de sala de aula. Por exemplo, para tracar graficos de fungoes
reais no ensino bdsico, como cita [2], geralmente monta-se uma tabela de valores a partir
de uma expressao algébrica, e, em seguida, os pontos correspondentes sao marcados no
plano cartesiano e ligados por meio de segmentos de reta, sem levar em consideracao as
propriedades algébricas e geométricas da fungao. Uma exploragao mais aprofundada das
propriedades, tanto algébricas com geométricas, das fungoes afins, quadraticas, modulares,
funcgoes definidas por sentencas e composicao dessas fungoes, torna-se necessario e de

extrema importancia.

Outra conexao pouco frequente nos livros didaticos é o significado geométrico da
resolucao de equagoes e inequacoes e a relagdo entre fungoes, equagoes e inequagoes. Uma
equagdo em uma variavel pode ser escrita como f(z) = 0, para alguma funcao real f,
e, analogamente, uma inequagdo em uma variavel pode ser escrita como f(x) > 0 ou
f(z) > 0, para alguma funcao real f. O Guia de Livros Didaticos PNLD 2012 Matemética
Ensino Médio [5] apresenta as caracteristicas gerais das colegoes dos livros de matemaética

aprovados pelo MEC a este respeito cita:

Com poucas excegoes, para cada classe de fungdes — afins, quadraticas,
modulares, exponenciais e logaritmicas — dedicam-se itens separados
(alguns extensos) para trabalhar os tépicos: crescimento/decrescimentos;
estudo do sinal; equacoes; e inequagoes. Desperdica-se, dessa maneira,
a oportunidade de enfeixar estes tépicos como subtépicos de conceitos
unificadores. Em particular, ndo vemos justificativa para separar em dois
itens distintos ‘inequagoes’ e ‘estudo do sinal de uma fung¢ao’.
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E observado que a conexao feita entre as fungoes afins e outros conceitos como,
por exemplo, equacoes da reta e suas diferentes formas (geral, reduzida e segmentéria) e

sistemas lineares, recebe uma atenc¢ao muito pequena e muitas vezes de maneira inadequada.

A taxa de variagdo média de uma fungao é um conceito que nao é suficientemente
explorado nos livros didaticos, seu estudo poderia ser uma oportunidade para introducao
da nogao de taxa de variagao instantanea e do conceito de derivada, como aponta [5].
As fungoes afins e quadraticas poderiam permitir uma interacao desses conceitos com o
estudo dos movimentos uniforme e variado, velocidade média, velocidade instantanea e

aceleragao da fisica.

Os graficos, como representagoes geométricas, de muitas fun¢des podem ser obti-
dos e analisados a partir de graficos de fung¢ées mais simples por intermédio de soma e
multiplicacao de fungoes, translacao e composi¢ao. Estudar as relagoes entre graficos de
fungoes oferece uma oportunidade de confrontar representagao analitica e representacao
geométrica de uma funcgao levando a sua total compreensao. Esse tema é abordado nos

livros didaticos de matematica, mas, em geral, para poucas classes de fungoes.

O presente trabalho tem os seguintes objetivos especificos:

e Estudar a representacao grafica de fungoes afins e quadraticas, partindo das fungoes
mais simples para as mais complexas, com ajuda dos recursos da calculadora grafica,
estabelecendo relacao entre as formas analiticas e graficas, de tal forma que o aluno
seja capaz de identificar o formato do grafico de uma func¢ao a partir de sua expressao

analitica e vice-versa.

e Aplicar recursos da calculadora grafica para explorar o conceito da taxa de variacao

média de uma funcao.

e Explorar as representacoes da equacao da reta e da parabola para resolver problemas

envolvendo fungoes afins e quadraticas, na calculadora grafica.

e Solucionar uma equagao ou inequagao na calculadora de trés formas , ou seja, solucao

algébrica, solucao grafica e solugdo numérica.

e Estudar como as fungoes afins e quadraticas se comportam na fun¢ao definida por
sentencas e na funcao médular. Faremos isto com os recursos das calculadoras graficas

que permitem estabelecer relagoes entre as fungoes.
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e Representar graficamente a composicao de fungoes afins e quadraticas com a fungao

modular.

1.4  Caracteristicas da calculadora grafica.

As calculadoras para o ensino evoluiram bastante ao longo dos anos, a cada modelo
lancado vem com alguma sofisticacao. Neste trabalho usamos a Calculadora Gréafica HP
Prime, que é inovadora em varios aspetos, como, tela colorida com tecnologia touchscreens
que permite interagir tocando diretamente na tela e menus em portugués. E uma calcu-
ladora grafica facil de utilizar, mas poderosa, concebida para a Matematica do ensino

secundario e posterior como consta em [9].

O que diferencia uma calculadora grafica de uma calculadora cientifica? E que a
calculadora grafica conta com o CAS, sistema de algebra computacional, capaz de efetuar
operagoes simbolicas, ou seja, manipular expressoes algébricas, plotar graficos e gerar
tabelas a partir de expressoes algébricas e possui linguagem de programacao para resolver

problemas especificos.

O sistema ainda permite selecionar dois modos de operacao para os nimeros com-
plexos e reais, modo exato (simbolicos) e modo aproximado (numérico). Significa que um
resultado pode ser apresentado de diferentes modos, por exemplo, se dividirmos 10 por 6,
poderemos ter como resposta 5/3, 1+ 2/3, 1,66666 ou 1°40" no formato sexagesimal. Isto

pode ser visto na Figura 1.1

Fungdo

1.66666666667
1°40°

Guarel | ] ] [ |

Figura 1.1 - Modo exato e aproximado

O mesmo ocorre com a expressao 80 - ™+ /2 que dé como opcao de resposta:
SOT';, 40 - 7 - /2 ou 177,71 e dependendo do problema, pode nos interessar um ou outro

formato. Veja Figura 1.2. Esta funcionalidade de apresentar resultados em formato exato
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ou aproximado também pode ser vista para expressoes, matrizes, vetores, etc.

80#*m 80#*m
2 2
40#m=[2

177.715317526

Guare[simplifl [ | | |

Figura 1.2 - Modo exato e aproximado

O visor pode ser ajustado para fornecer expressoes similares a dos livros, o que

torna agradavel trabalhar com as matrizes, vetores, nimeros complexo, fra¢des, somatorios,

derivadas, integrais e etc.

A tecla de modelo matematico nos ajuda a inserir expressoes aritméticas e algébri-
cas (fragbes, exponenciais, derivadas, fungoes definidas por mais de uma sentenga, matrizes,

etc) por meio de um quadro com 17 modelos (veja Figura 1.3) onde apenas é necessario

acrescentar constantes, variaveis, etc

Funcdo

olggp L {nifn |:||:|]

[} oi#0 |00

a
0
vo Yo éfgp .Il;ln]dl:l [od] [E]

o o8 o kel |peon
ol O+F | Z .

() S (T (R S AT

Figura 1.3 - Quadro de modelos matemdticos

A HP Prime conta com uma extensa biblioteca de funcoes, comandos e um conjunto
de aplicacOes especiais para explorar um ramo especifico da matematica ou para resolver
um problema em particular. As fun¢oes e comandos da calculadora estao distribuidos em

“Funcoes do teclado” e reunidos em cinco menus: Matemdtica, CAS, Aplic, Utiliz e Cat,
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veja Figuras 1.4(a) e 1.4(b), onde mostramos os dois primeiros menus, Matemdtica, e CAS.

Sequéncia Sequéncia

1Encontrar raizes
INOmeros +[1 Transpor 2C09ficientes
zAritmética »[[zDeterminante |t Fazer 1Algebra »|[2Divisores 1Quociente
sTrigonometria »|=RREF zldentidade 2Calculo +|[4Lista de factor|2 Resto
4Hiperbolica  s[¢Criar |2 Aleatorio 3Resolv 3SMDC sGrau
SProbabilidade »|S5Basico »|4 Jordan 4Reescrever »|s MMC 4Factor por grau
&Lista s[¢Avancadas  »|SHilbert sInteiro »||7 Criar sCoef. MDC
7Matriz [7Decompor :|¢Isométrica sPolinémio »|=Algebra &N.? de zeros
sEspecial »[eVector »|7Vandermaonde —7Desenho  »|?Especial 7Resto chinés
Matem s

Figura 1.4(a) - Menu Matemdtica Figura 1.4(b) - Menu CAS

Cada fun¢ao ou comando requer que argumentos sejam inseridos em determinada
ordem. Por exemplo, o comando Solve é usado para resolver a maioria equagoes, inequagoes

e sistemas lineares e nao lineares abordadas no ensino médio, veja exemplos a baixo:

Exemplos:

a) Resolva a equagdo 5% + -4 =2 . (z — 1), paraz € R e z # 2.
b) Resolva a inequagao (z — 7) - (z + 3) > 11, para z € R.
a T—

c) Resolva a equagao *3* = 2 — ==, na variavel z, com a,b # 0.

d) Resolva o sistema 4. Y , para x,y € RN .

Solucao: Na Janela C'AS, usamos o comando Solve para resolver todos os exemplos

a cima, veja Figura 1.5.

9x 4 3

solve T+ﬁ_§*(x_” (1.4}

solve([x-7}*(x+3) 2 11 [-42xx28]
solve T=2—L

{a+b}

solve([xz=x*y+6 x+y=4l[x y]) [-15][3 1]}

Guarelsmpifl || | |

Figura 1.5 - Solucao dos exemplos
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Sao oferecidas 18 aplicacoes especiais: 10 dedicadas a topicos ou problemas mate-
maticos, trés solucionadores especiais, trés exploradores de fungoes, uma folha de calculo
(planilha eletronica) e uma aplicagdo que grava dados transmitidos de um sensor externo

para a calculadora. Veja Figuras 1.6(a) e 1.6(b).

~

Inferéncia  DataStreamer Salucion. Financeira  Explorador  Paramétrica
var var tridng. linear
Resolv Solucion. Explor. Explorador Polar Sequéncia
linear quadratico trig.

Figura 1.6(a) - Aplicagbes especiais Figura 1.6(b) - Aplicagoes especiais

No que segue, apresentamos o funcionamento da aplicacao especial Func¢do da

calculadora HP Prime.

A aplicacao Funcao permite explorar até 10 fungoes reais, de uma varidvel real.

Apo6s definir uma funcao, é possivel:

e criar graficos para achar raizes, intercepgoes, declives, areas com sinal, extremos, etc;

e criar tabelas que mostram de que forma uma determinada funcao pode ser calculada
para valores previamente determinados, podendo assim, dar inicio a analise dessa

funcao.

Para abrir a aplicagdo Fungdo, basta ir direto ao icone de mesmo nome e abre-se a
Janela simbolica. Esta é a janela onde define-se simbolicamente as fung¢oes que desejamos
explorar. Os dados graficos e numéricos que encontra nas Janelas grafica e numérica
derivam das expressoes simbolicas definidas nesta janela. Existem 10 campos para definir

fungdes, e os mesmos se encontram rotulados de FO(X) a F9(X).

Exemplo: Inserindo uma funcao afim e uma quadratica na Janela simbdlica, e isto
pode ser feito preenchendo apenas o lado direito da igualdade, é gerado automaticamente
por meio da Janela grifica os graficos correspondentes, e por meio da Janela numérica uma

tabela com dados, gerados pelas expressoes definidas. A inser¢ao de novos valores para x
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ou qualquer tipo de alteracao pode ser feita diretamente na Janela numérica. Exemplo

dessas janelas pode ser visto pelas Figuras 1.7(a) a 1.7(d).

Fungdo Vista simbolica
v Wl F1(X)= 1-X
Y M F2(X)= (x-1)"-3
W P30 |
F4(X)=
B F5(X)=
B F6(X)=
B F7(x)=
Introduza a fungao
ar X: 1 F2(X): -3

Figura 1.7(a) - Janela simbdlica Figura 1.7(b) - Janela grdfica
Fungdo Vista numérica || Fungdo Vista numérica s3]
X F1 F2
3 4 13 -2 1.2 -1.56
2 3 6 -1 1.1 -1.79
-1 2 1 0 1 2
0 1 -2 A 9 -2.19
1 0 3 2 8 -2.36
2 -1 2 3 7 -2.51
3 2 1 4 6 -2.64
6 5 22 5 5 -2.75
7 6 33 6 4 -2.84
7 3 -2.91
3

-3

Figura 1.7(c) - Janela numérica Figura 1.7(d) - Janela numérica

O menu Fungao da Janela grifica, veja Figura 1.8, permite achar raizes, intersegoes,
declives, areas com sinal, extremos além de reta tangente (em dado ponto) para qualquer

funcao definida na aplicacao Fungdo.

E possivel apresentar a Janela grifica e a Janela numérica (tabela) lado a lado,
como mostram as Figuras 1.9(a) e 1.9(b), com movimentos simples do cursor. Esta apre-

sentacao pode ser feita com mais de uma funcao ao mesmo tempo.

Um programa da calculadora HP Prime é uma sequéncia de comandos que sao

executados automaticamente para realizar uma tarefa. Mais informagao em [9] e [11].

Nas Figuras 1.10(a) e 1.10(b) apresentamos um programa para calcular a hipote-

nusa de tridngulo retangulo, sendo conhecidas as medidas dos catetos.
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1Raiz
zInterseccao...
sDeclive

4Area com sinal...
SExtremo
&Tangente

Figura 1.8 - menu Funcgao

X Fi X F2
1 0 1 3
1.1 -1 1.1 -2.99
1.2 -2 1.2 -2.96
13 -3 1.3 -2.91
1.4 -4 1.4 -2.84
1.5 -5 1.5 -2.75
1.6 -6 1.6 -2.64
1.7 -7 1.7 -2.51
1.8 -8 1.8 -2.36
1.9 -9 1.9 -2.19
2 -1 2 -2
2.1 -1.1 2.1 -1.79
200, Taman s s Eutc el )
Figura 1.9(a) - Janelas grifica e Figura 1.9(b) - Janelas grdfica e
numérica numérica

Pitagoras Fungdo
EXPORT hipotenusa(b,c)
BEGIN

V(b2+c2)

END;

hipotenusa(2,4) 2«5
4.472135955

(ComanModelol _______ [verif. | | Guarel | ] ] [ |

Figura 1.10(a) - Programa para Figura 1.10(b) - Execugao do
calcular a hipotenusa programa

A calculadora gréfica é dotada de fungoes, comandos e aplicagoes. Detalhes de
comandos podem ser vistos no manual do proprietario, apostilas, cursos e féruns especiali-

zados desta calculadora. Veja, por exemplo, [9] e [11]

Outra importante caracteristica dessa calculadora é que ela pode ser conectada a

outras calculadoras ou computadores por meio de comunicagdao sem fio e cabo USB o que
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permite a troca de programas e dados com outras calculadoras e computadores.

No que é sugerido neste trabalho, modelos anteriores de calculadoras como, por
exemplo, Hp48g, Hp49g e Hp50g também podem ser usados com poucas limitagoes em

algumas aplicagoes.

Nos paises onde as escolas adotam calculadoras graficas, geralmente sao aplicados
dois tipos de exames, um onde é permitido uso da calculadora e outro onde a mesma nao
é permitida. A HP desenvolveu uma fungao onde a calculadora pode ser configurada pelo
professor para um exame, com algumas funcionalidades ou comandos desativados por um

determinado periodo de tempo, com ou sem senha.

O Kit de Conectividade HP é um software executado num computador. Os seus
principais objetivos consistem em facilitar a criacdo de uma rede de calculadoras HP
Prime na sala de aula. A rede de sala de aula pode ser utilizada para transmitir conteido
criado pelo professor como: configura¢oes de modo de exame, notas e mensagens para a
calculadora de cada aluno. Este software também permite monitorizar a rede de HP Prime

e projetar a tela da calculadora de um aluno para fins de debate.

Existe um emulador gratuito da HP Prime para computador que pode ser baixado
pelo site Engenharia Cotidiana(<http://engenhariacotidiana.com/HP__Prime Virtual
Calculator/>), permitindo ao professor, com a ajuda de um projetor, apresentar em suas

aulas os resultados que elaborou em sua calculadora.

Neste sentido, o uso da calculadora permite visualizar graficos e gerar tabelas
numéricas de fungoes, direcionar o cursor para qualquer ponto do grafico ou da tabela
numérica, auxiliando na percepcao de propriedades com maior riqueza de detalhes. Tracar
grafico, de mais uma funcao na mesma janela permite comparar, efetuar composicao e
operacoes com funcdes. E possivel ainda simplificar, fatorar ou expandir uma expressao
algébrica, resolver uma equacao, inequagao ou sistema de equacgoes lineares e nao lineares
entre outras. Em aulas de exercicios é possivel usar a calculadora para dar uma explicacao,

uma resposta ou conferir um resultado de forma rapida e segura.

Como é citado por [7] a maior vantagem da calculadora gréafica é permitir resolver
problemas ou explorar conceitos de mateméatica com multiplas abordagens fazendo cone-

xo0es entre areas da matematica, e ainda:


 http://engenhariacotidiana.com/HP_Prime_Virtual_Calculator/
 http://engenhariacotidiana.com/HP_Prime_Virtual_Calculator/
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Aumentar e reforcar a argumentacao do professor;

Estender a forma como alguns conceitos sao ensinados;

Aumentar a compreensao por parte dos alunos de conceitos importantes;

Compreender ideias matematicas, por escrito ou oralmente, desenvolvendo a capaci-

dade de comunicacao;

Construir um conhecimento mais abrangente.

O uso da calculadora grafica no presente trabalho tem duas finalidades principais:

auxilio no ensino aprendizagem de funcoes afins e quadraticas e a apresentacao de um re-

curso adicional na obtensao de resultados. A primeira finalidade se da pelo fato desta

calculadora permitir representar fungoes de diferentes modos — analitico, geométrico e
numeérico— estabelecendo relagoes entre elas e oferecendo ferramentas para explorar tanto os
graficos como as tabelas. A segunda finalidade se da pela possibilidade de aprofundamento

dos conceitos.

1“\ ‘x M ‘ >
(=EEIE)
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2 Funcao Afim com Calculadora Grafica.

2.1 Introducao

Dedicamos este capitulo a apresentar uma proposta de como trabalhar alguns
topicos da fungao afim, com a calculadora grafica. Partindo da defini¢ao de funcao afim
exploramos seu conceito na calculadora grafica em etapas. Iniciando pela funcao constante,
exploramos a conexao entre as representacoes analiticas, graficas e numéricas. Investigamos
a relacao entre o grafico de uma fun¢ao afim e o grafico da funcao identidade de tal forma
que o aluno seja capaz de identificar o formato do grafico de uma funcao afim a partir
de sua expressao analitica e vice-versa. Exploramos o conceito da taxa de variagao com
comandos da calculadora, criamos programas na calculadora para encontrar a equagao
da reta e resolvemos equagao e inequacgao linear na calculadora de trés formas, solugao

algébrica, solucao grafica e solugdo numérica, isto é visto na Secao 2.2.

Na secao 2.3 estudamos a funcdo afim na funcao definida por sentencas com a
calculadora grafica. Estudamos o grafico da composicao entre a fungao afim e a fungao

modular em comparacao com a funcao béasica f(x) = |x|.

2.2 Funcao Afim com Calculadora Grafica

A nossa proposta de trabalhar funcao afim com a calculadora grafica, pretende
explorar a conexao entre as representacoes analiticas, graficas e numéricas, estudando a
relacao entre o grafico de uma funcao afim e o grafico da funcao identidade. Tracamos o
grafico de mais de uma fun¢do numa mesma janela e usamos as ferramentas da calculadora
para explorar seus graficos, apresentamos uma tabela com os valores de uma ou mais

funcoes para efeito de estudo e comparacao.
Iniciamos com a definicao da funcao afim, f.

Seja f : D C | — R tal que

f(z) =ax + 0, (2.1)

Onde a,b € R.
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A seguir vemos que o grafico de uma funcao afim f : x — ax + b é uma reta e que
do ponto de vista geométrico, b é a ordenada do ponto onde a reta, que é o grafico da
funcao, intersecta o eixo y. A constante a chama-se a inclinagdo, ou coeficiente angular,
dessa reta (em relagao ao eixo x). Quanto maior o valor de a, mais a reta se afasta da
posicao horizontal. Quando a > 0, o grafico de f é uma reta ascendente e quando a < 0, a
reta é descendente. O grafico de uma funcao afim é uma reta nao vertical, isto é, nao é

paralela ao eixo y. Mais informagoes veja [1].

Para explorar estes conceitos em sala de aula, podemos comecgar com as fungoes
afins mais simples, como é o caso das fungoes constantes e lineares, e depois ir avancando
para fungoes mais complexas que envolvem (2.1). Propomos isso em algumas etapas
exibidas abaixo. Devemos destacar que o uso dos recursos que serao apresentados deve
ser visto como complemento, subsidio ou enriquecimento do estudo proposto e jamais
como substituto da abordagem analitica dos contetidos que consideramos imprescindivel.
Seguindo o que é sugerido pelo MEC em [4], "...a Matemadtica como ferramenta para

entender a tecnologia, e a tecnologia como ferramenta para entender a Matematica."

12) Seja f, dada em (2.1), com a =0 e b € R, ou seja, f da forma:

fw)=b

Neste caso, a fungao é constante e seu dominio pode ser considerado D = R.

Sugerimos que o trabalho na calculadora inicie definindo uma funcao particular
atribuindo um valor para b, dar valores para x e observar o que ocorre com essa funcao,

depois analisar seu grafico e repetir o processo com outros valores de b.

Exemplo: (a) f(z) =3; (b) f(z) =05 (c) f(z) =-1/2;(d) f(z) =7

Solugao: Apresentamos a Janela simbolica onde definimos as fungoes, Figura
2.1(a), em seguida temos a Janela numérica onde calculamos cada fungao para alguns
valores de x, Figura 2.1(b) e apresentamos os graficos de cada fun¢ao no mesmo plano
cartesiano, na Figura 2.1(c). Que como podemos observar é uma reta horizontal que
intercepta o eixo y em b. Observe que para melhor identificar, a expressao de cada fungao

tem a mesma cor do seu grafico.

2?2) Seja f, dada em (2.1), com a € R e b =0, ou seja, f da forma:

f(z) =ax
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Fungdo Vista simbélica &l Funcdo Vista numérica S

J Bl F100=3 X F1 F2 F3 F4
W1 3 3 0 -5 3.141593
vl F2(X)=0 2 3 0 -5 3.141593
1 -1 3 0 -5 3.141593
vl B3XE-3 0 3 0 -5 3.141593
1 3 0 -5 3.141593
v I FAXET 2 3 0 -5 3.141593
B 3 3 0 -5 3.141593
(5 | 4 3 0 -5 3.141593
W Fo(X)= 5 3 0 -5 3.141593
f 3 0 -5 3141593

3

Zoom] 1 [tamanh] Defn ] coluna]

Figura 2.1(a) - Janela simbdlica Figura 2.1(b) - Janela numérica

X: 2 F1(X): 3

Figura 2.1(c) - Janela grifica

Aqui também f esté definida para todo x € R, logo D = R.

Na calculadora, sugerimos observar f para valores de a nos intervalos a > 0 e a < 0,
portanto diferentes fungdes. Para isso vamos usar uma aplicacao da calculadora chamado
FExplorador linear que mostra o grafico da fungdo conforme variamos os valores de a. Mais

informacao sobre esta aplica¢ao veja [9].
Exemplo: (a) Para a > 0; sejam i) f(z) = 2z ; ii) f(z) = 0, bz.

Solucgao: Na aplicacao Fzxplorador Linear da calculadora definimos as fungoes.
Atribuindo a = 2, obtemos o gréfico da funcao f(z) = 2z (linha continua) e o grafico da
funcao identidade f(x) = x (linha pontilhada), veja Figura 2.2(a). Atribuindo a = 0,5,
obtemos o grafico da funcao f(z) = 0,5z (linha continua) e o gréfico da fungao identidade
f(z) = x (linha pontilhada) , veja Figura 2.2(b).
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Pode ser concluido que, para a positivo, a inclinagao do grafico da funcao f(z) = ax,
em relagdo ao eixo x, aumenta a medida que a aumeta, ou seja, mais a reta se afasta
da posicao horizontal. E que quando a > 1 a inclinacao do grafico de f é maior que a
inclinacao do grafico da identidade. E quando 0 < a < 1 a inclinacao do grafico de f é
menor que a inclina¢ao do grafico da identidade. Pode ser observado que os interceptos de
f(z) = ax com os eixos ndo sofrem alteragdo, permanecendo na origem (0,0) e a reta é

ascendente.

..... 7 v=ax T v=ax
..... L Y=2#X N L. Y=0.5%X
..... Tl+— +“,_ . . . . - Tl+_ +!l_
""" Int: 0 X-Int: 0
.......... —Int: 0 S Y-Int: 0

([eq: | Graf. Liner 1] Nivi [ Tesie] |

Figura 2.2(a) - Gréficos das fun¢oes
f(z) = 2z (linha continua) e

f(z) = z (linha pontilhada)

Figura 2.2(b) - Graficos das fungoes
f(z) = 0,5z (linha continua) e
f(z) = x (linha pontilhada)

Exemplo: (b) Para a < 0; sejam f(z) = —z ; f(z) = =2z ; f(z) = —bz ;
f(z) = —0,5z .

Solucgao: Na aplicagdo Ezplorador Linear da calculadora definimos as fungoes.
Atribuindo os valores de a < 0, obtemos o gréfico da fun¢ao f(x) = ax(linha continua) e o
grafico da funcio identidade f(z) = x (linha pontilhada), veja Figuras 2.3(a) a 2.3(d).

Pode ser concluido que, para a negativo, a inclinagao do gréfico da funcao f(z) = ax,
em relagdo ao eixo x, aumenta a medida que |a| aumeta, ou seja, mais a reta se afasta
da posicao horizontal. E que quando a < —1 a inclinacao do grafico de f é maior que a
inclinagao do grafico da funcao f(r) = —z. E quando 0 < a < 1 a inclinagao do grafico
de f é menor que a inclinagao do grafico da fun¢ao f(x) = —z. Pode ser observado que
os interceptos de f(x) = ax com os eixos nao sofrem alteragao, permanecendo na origem

(0,0) e a reta é descendente.

Neste estudo, com a calculadora, é importante destacar a comparacao do compor-

tamento dessas funcgoes. Isto é facilitado pelo uso do instrumento.
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_____ S Y=
Y=

Figura 2.3(a) - Gréficos das fun¢oes
f(z) = —z (linha continua) e
f(z) = x (linha pontilhada)

N ] e
..... L Y=m2eX

Figura 2.3(b) - Graficos das funcoes
f(z) = —2x (linha continua) e
f(x) = = (linha pontilhada)

. Y=aX
.. Y=5EX

S Y=ax
L ¥=05%X

Figura 2.3(c) - Graficos das funcoes
f(z) = =5z (linha continua) e
f(z) = x (linha pontilhada)

Figura 2.3(d) - Gréficos das fungoes
f(z) = =0, 5z (linha continua) e
f(z) = x (linha pontilhada)

Cabe aqui também, comparacao e discussao entre o comportamento das fungoes

dos exemplos (a) e (b).

3?) Seja f, dada em (2.1), com a =1 e b € R, ou seja, f da forma:

Seja f(x) =z + .

Aqui também f estd definida para todo z € R, logo D = R.

Na calculadora, sugerimos observar f para a = 1 e diferentes valores de b.

Exemplo: (a) f(x) =243 ; f(x) =2 — 3.

Solucgao: Na aplicagao Ezplorador Linear da calculadora definimos as fungoes.



Capitulo 2. Fungdo Afim com Calculadora Grifica. 31

Sendo a = 1, atribuindo b = 3, obtemos o gréafico da fungao f(z) = x+3 (linha continua), e
o grafico da fungao identidade f(x) = x (linha pontilhada), veja Figura 2.4(a). Atribuindo
b = —3, obtemos o grafico da fungao f(x) = = — 3 (linha continua), e o gréfico da fungao
identidade f(z) = x (linha pontilhada), veja Figura 2.4(b).

Pode ser concluido que o grafico da funcdo f(x) = = + b é uma translacao ver-
tical em relagao ao gréifico da fungao identidade f(z) = z , para cima (se b > 0) ou
para baixo (se b < 0), a inclinagdo do grafico de f é a mesma do gréfico da identidade,
ou seja, o grafico de f e da identidade sao paralelos. Pode ser observado que o inter-

cepto do grafico de f(x) = xz+b com os eixo x é —b e com os eixo y é b e a reta é ascendente.

........ Y=axX+b . ... . Y=ax+b

..... N L v=1exe3
e+ | T+ +/-

| X-Int: -3 S Xt 3

__________ Y-Int: 3 T . .. ¥Y-Int: -3

__Eq- [ Graf JIncr1[Niv2 [Teste | |

Figura 2.4(a) - Graficos de Figura 2.4(b) - Gréficos de
flz)=x+3e¢ f(z)=2x flz)=x—3¢ f(z)==x

4?) Seja f, dada em (2.1), com a € R e b € R, ou seja, f da forma:
Seja f(x) = ax +b.

Aqui também [ estd definida para todo z € R, logo D = R.

Na calculadora, sugerimos observar f para valores de a > 0 e a < 0 e diferentes
valores de b # 0.

Exemplo: (a) Para a > 0; sejam f(z) =22+ 3 ; f(z) = 0,5z — 3.

Solucgao: Na aplicagao Ezplorador Linear da calculadora definimos as fungoes.
Atribuindo a = 2 e b = 0, obtemos o grafico da fungao f(z) = 2z (linha continua), Figura
2.5(a), atribuindo b = 3 obtemos o gréfico da funcdo f(z) = 2z + 3 e o gréfico da fungao
identidade f(z) = z (linha pontilhada), veja Figura 2.5(b). Atribuindo a = 0,5 e b = 0,
obtemos o grafico da fun¢do f(x) = 0,5z (linha continua),Figura 2.5(c),atribuindo b = —3
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obtemos o grafico da fungao f(z) = 0,5z — 3 e o gréfico da fung¢do identidade f(z) = =
(linha pontilhada), veja Figura 2.5(d).

Pode ser concluido que o grafico da fungao f(x) = ax + b tem a mesma inclinagao
do grafico da fungao f(z) = ax (estudado na 2* etapa), seguida de uma translagao vertical,
para cima (se b > 0) ou para baixo (se b < 0). Pode ser observado que o intercepto do

grafico de f(x) = ax 4+ b com os eixo x é _Tb e com os eixo y é b.

..... . Y=aX+b A .. Y=ax+b
..... - Y=2%X+0 AT . ¥=2#X#3
""" — —)Tlf— +f- « _’Tl+_ +/-
""" -Int: 0

...... -Int: 0

| Eq- | Graf. [Incr1[Niv2 [Teste |

Figura 2.5(a) - Graficos de
flx)=2we f(z)=x

Figura 2.5(b) - Gréficos de
fx)=20+3e flz) =2

..... . Y=aXx+h L ~ . Y=ax+b
..... . ¥=0,54X+0 L . ¥=0,5+X-3
""" — —nTli—— +/- T — —)Tl+— +/-
Int: 0 T X-Int: 6
______ -Int: 0 T Y-Int: -3

Figura 2.5(c) - Graficos de
flx)=05ze f(x) ==

Figura 2.5(d) - Graficos de
flz) =0,z —3e f(x)=2x

Exemplo: (b) Para a < 0; Seja f(z) = —2z + 3.

Solucao: Na aplicacao Ezxplorador Linear da calculadora definimos as fungoes.
Atribuindo a = —2 e b = 0, obtemos o grafico da fungao f(z) = —2z (linha continua),veja
Figura 2.6(a), atribuindo b = 3, obtemos o grafico da fungao f(z) = —2x + 3 e o grafico
da funcao identidade f(x) = x (linha pontilhada), Figura 2.6(b).
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Pode ser concluido que o grifico da fungao f(z) = ax + b, para a < 0, tem
a mesma inclinagdo do grafico da funcao f(z) = ax (estudado na 2* etapa), seguida
de uma translagdo vertical, para cima (se b > 0) ou para direita (se b < 0). Pode ser

observado que o intercepto do gréfico de f(z) = ax+b com os eixo z é _7” e com o0s eixo y é b.

R L e . Y=ax+b
..... L Y=-26X40 A . ¥=-2643
----- ol v B e
B X-Int: 0 DN xS
_____ ¥-Int: 0 LN Y-Int 3

Figura 2.6(a) - Gréficos de Figura 2.6(b) - Graficos de
flx)=—2xe f(z)=2x flx) ==2v+3e f(z)=2x

Apos este estudo preliminar, o aluno ja compreendeu que a representacao geomé-
trica da funcao afim, em todas as suas formas, trata-se de uma reta. Logo, neste momento
¢é possivel explorar outros conceitos como taxa de variacao, equagao de uma reta, resolucao

de equagodes e inequagoes lineares.

A seguir, apresentamos uma proposta para trabalhar esses conceitos com a calcula-

dora grafica.
(A1) Taxa de variacao média.

A taxa de variacdo média de uma funcao f : D C R — R em relacdo a = no

intervalo [z, 23] C D, é o nimero real dado por:

m = w (2.2)

Isto significa que, dados dois pontos do grafico de f, (x1,y1) e (22, y2), com z1 # 9,

tem-se que

_ Y2—y1  variagao de y (2.3)
 xy—xy  variaciode x ’

m
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Para a funcao afim, f(x) = ax + b, a taxa de variagdo média é sempre a para
quaisquer pontos P; e P,, do gréafico de f, com P; # P5. Este é um resultado que o professor
deve trabalhar analiticamente, mostrando que m = a. Na calculadora grafica este resultado

pode ser explorado com o objeto da calculadora chamado Lista. Mais informagoes em [9]

Exemplo: Calcule a taxa de variacao média da fungao afim f(z) = 2x — 3 para

diferentes valores de z.

Solucao: Na Janela principal da calculadora definimos a lista L1 com alguns
valores de x e fazendo L2 = 2 - L1 — 3 definimos a lista L2 com os valores correspondentes
de f(x). Usamos o comando ALIST(L1) que calcula a variagao entre os elementos de
L1, que como sdo inteiros consecutivos a variagao é um e o comando ALIST(L2) faz o
mesmo com L2. Calculamos o quociente (ALIST(L2))/(ALIST(L1)), que divide cada
variacao de L2 com cada variagdo de L1, obtendo dois em cada resultado, Figura 2.7(a).
Repetimos o procedimento anterior para a lista LI com valores de x nao consecutivos. E

como vemos obtemos os mesmos resultados, Figura 2.7(b).

Fungao Fungdo
L1:={-3,2,-1,0,1,2,3,4} 13,-2,1,0,1,2,3,4} L1:=]-3,-2,2,4,57,10,15}  {-3,-2,2,4,5,7,10,15}
L2:=2%L1-3 [-9,7,-5,-3,1,1,3,5) L2:=2#L1-3 1-9,7,1,5,7,11,17,27}
ALIST(L1) 111,111 ALIST(L1) [1,4,.2,1,2,3,5}
ALIST(L2] 12,2,2,2,2,2,2} ALIST(L2] 12,8,4,2,4,6,10}
ALIST[L2) ALIST(L2)

ALIST[L1] 12,2,2,2,2,2,2} ALIST[L1] 12,2,2,2,2,2,2}

Guarr] | [ | [ ] Guarr] | [ ] [

Figura 2.7(a) - Calculo da taxa de Figura 2.7(b) - Calculo da taxa de
variagao média variagao média

(A2) Relagao da equacgio da reta com fungao afim.

Alguns problemas relativos a fungoes afins sao os que dao dois pontos do grafico
da funcao, (z1, f(z1)) e (z2, f(x2)) ou um ponto (z1, f(x1)) e a taxa de variagdo m e
pede a expressio que define a funcdo. E ficil demonstrar a equacio da reta nas formas:
ponto-inclinagcdo y — y, = m(x — x1), reduzida y = ax + b e geral Ax + By = C, a partir
da defini¢do da sua inclinagdo m = (y2 — y1)/(z2 — x1). Com essas equagoes e alguns
comandos da calculadora grafica podemos criar um programa para encontrar a expressao
que define uma funcao afim, dados dois pontos do grafico da funcao ou um ponto e a taxa

de variagao. Mais informagoes de como programar na calculadora em [9] e [11].
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Exemplos:

(a) Seja uma fungao afim em R tal que f(1) =2 e f(4) = 9. Determine a expressao

que define esta funcao.

(b) Encontrar uma fungio afim com taxa de variagdo positiva m =2 e f(2) = 5.

Solucgao: Os programas relacionados com a equagao da reta sao apresentados em
uma lista, Figura 2.8(a). Na Figura 2.8(b) apresentamos na primeira linha a solu¢do do
exemplo (a) executando o programa dois pontos, onde entramos com os pontos (1,2)
e (4,9) e o programa retorna com a equagao reduzida da reta que é a expressao da
fungao. Na segunda linha a solu¢ao do exemplo (b), executando o programa ponto m,

onde entramos com o ponto (2,5) e m = 2 e o programa retorna com a expressao da fungao.

Funcéo Funcdo T

tinclm dois_ponto(1,2,4,9) v=Loxs L
3 3

Fung. do programa [l syl (]
= ponto_m(2,5,2] =2+

1Equagao da reta s[2ponto_m  |—

[matem ] Cas | piic TSIl ot | OK | Guare[ | [ ] [

Figura 2.8(a) - Relagao dos Figura 2.8(b) - Execussao dos
programas programas

Esta funcionalidade é importante para trabalhar com valores nao inteiros, no qual o
célculo seria demorado. Digamos que os valores da fungao afim dados sejam: f(1,1) = 2,56
e f(2,3) = 4,64, veja Figura 2.8(c).

Também podemos salientar que este recurso da calculadora oferece a oportunidade
de iniciar os estudantes em linguagem de programacao. Ja que estes programas simples-
mente executam uma sequéncia de procedimentos algébricos como sao feitos normalmente

no papel.

(A3) Resolucao de equagao e inequagao linear.

Entender o significado geométrico da resolucao de equacgoes e inequagoes lineares

pode ajudar na compreensao dos procedimentos algébricos empregados para encontrar sua
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Funcdo

dois_pontos(1,1;2,56;2,3;4,64)
¥=1,73333333333#X+,653333333333
26 49

=575

Guare] | ] | [

Figura 2.8(c) - Execussao do programa

solugdo. Para isso, devemos entender a relacdo entre fungoes, equacoes e inequacoes. Uma
equagao linear em uma variavel real pode ser escrita como f(z) = g(z), onde f e g sdo
fungoes afins; o significado geométrico da solugao desta equacao esta relacionado com o in-

tercepto dos graficos de f e g. Em particular, se g(x) = 0 o intercepto é entre f(x) e o eixo x.

Uma inequagao linear em uma varidvel real pode ser escrita como f(z) > g(x) ou
f(z) > g(x), onde f e g sdo fungdes afins em R. O significado geométrico da solucao destas
desigualdades é facilmente percebido quando tragamos os gréaficos de f e g e observamos o
conjunto dos valores de x para os quais f(x) > g(x). Andalise semelhante pode ser feita na

Janela numérica observando a tabela com os valores de f e g para cada valor de x.

Exemplo (a): Resolva a equagdo 3x — 1 = —x + 3 para © € R e interprete

geometricamente o significado da solugao.

Solucgao: Vamos apresentar trés formas de solucionar esta equagao na calculadora,
solucao algébrica, solucao grafica e solugao numeérica. A solucao algébrica é obtida na
Janela CAS com o comando Solve que tem como argumento a equagao e retorna com a
solucdo, {1}, Figura 2.9(a). Obtemos a solugao geométrica da equagao F'1(x) = F2(x)
tragando na Janela grifica os graficos das fungdes F'1(z) = 3z — 1 (grafico em azul) e
F2(x) = —x 4 3 (grafico em vermelho) e encontrando o intercepto dos graficos, (1,2), veja
figura 2.9(b) . A solugdo numérica é obtida na Janela numérica onde temos uma tabela
com os valores da funcdo, e por inspecado podemos encontrar F'1(1) = F2(1) = 2, Figura
2.9(c).

Exemplo (b): Resolva a inequagao 2z + 1 > 4x — 5 para x € R e interprete

geometricamente o significado da solucao.
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solve[3#x-1="x+3) [1]

(Guar »[simplifl [ [ ] | Interseccao: (1, 2) 0K

Figura 2.9(a) - Comando Solve Figura 2.9(b) - Janela grifica

22148

Fungdo Vista numérica
F1 F2

I\'J_'lD—‘I\JUJ-me\

17 -3

X
-3
-2
=1
0
1
2
3
4
5
b
(2oom:

Figura 2.9(c) - Janela numérica

Solugao: A solugao algébrica é obtida na Janela CAS com o comando Solve
que tem como argumento a inequagao e retorna com a solugao, {z < 3}, Figura 2.10(a).
Obtemos a solugdo geométrica da inequagao F'1(x) > F2(z) tragando na Janela grifica
os graficos das fungbes F'1(x) = 2z + 1 (grafico em azul) e F2(z) = 4x — 5 (gréfico em
vermelho), usando o comando interse¢io percebemos onde F1(z) > F2(x), Figura 2.10(b).
A solugao numérica é obtida na Janela numérica onde temos uma tabela com os valores
da fungao, e por inspe¢do podemos encontrar onde F'1(x) > F2(x), o que ocorre para
{z < 3}, Figura 2.10(c).

2.3 Relacoes da Funcao Afim com Outras Funcoes

As fungoes afins sdo usadas para obter outras fungoes, por exemplo, funcao definida

por sentencas e fun¢ao modular.

(A1) Funcgao definida por sentencgas.
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solve[2#x+1 2 4¥x-5) I32x}

Interseccao: (3, 7) oK

Figura 2.10(b) - Janela Grifica

- -1
-1 -9
0 1 -5
1 3 -1
2 5 3
3 7 7
4 9 1
5 11 15
6 13 19
; 15 23
Zoom || tamanhl_Defn | Coluna

Figura 2.10(c) - Janela numérica

Uma funcao f: D C ® — R f é dita funcao definida por sentencas se:

gi(z) se x€ Dy
g2(x) se x € Do

flz) =
gn(x) se x € D,
onde os conjuntos Dy, ..., D, sdo da forma: D; C D,i=1,...,n; D,ND; =¢,i# je
D=DyU...UD,eg;,i=1,...,nsao fungoes definidas em D; (g; : D; — R).

Observagao: Nesta secao cosideramos g;, ¢ = 1,...,n funcoes afins.

Com o intuito de abordar este assunto na calculadora grafica, vamos ao exemplo
abaixo.

Exemplo: Seja a fungdo f : | — R definida por
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—x—1 se x <0
f(z) = r+2 se 0<x<2
4 se r>2

Determine o grafico de f(x).

Solugao: Na calculadora definimos a fungao na Janela simbélica, Figura 2.11(a),
para estudar o comportamento da funcao geramos na Janela numérica uma tabela com
os valores da funcao, escolhemos o incremento unitario para coluna da variavel x, Figura
2.11(b), para melhor investigar mudamos o incremento da coluna da varidvel z para
decimal, Figura 2.11(c). Percebemos que quando x estd proximo de zero pela esquerda,
isto é, x < 0, f(x) estd préximo de —1. E quando x estd proximo de zero pela direita,

isto é, x > 0, f(x) estd proximo de 2, ainda que f(0) = 2. Por ultimo na Janela grifica

geramos o grafico, Figura 2.11(d).

S :' Vi 3 2t a FEEDEE]

Funchin Vista simbélica Zstar Funcao Vista numérica 0
-X-1 if X<0 5 4
v B F1(0=1%+2 if 0 <X<2 -4 3
4 ifX=z2 -3 2
Hr2 E !
(X)= 5 0
W F3(X= 0 2
_ 1 3

F =

HX) > 2
W F5(X)= 3 4
B F6(x)= = 4

H T i T s TR T zoom L Tiamant) pein L coua)

Figura 2.11(b) - Janela numérica
variavel z com incremento unitario

Figura 2.11(a) - Janela simbdlica.

Funcdo Vista numeérica

-4 -6
=3 -7
~2 -8
=1 -9
0 2

1 2.1
.2 2.2
.3 2.3
4 2.4
5 25
0

Lzoom | | [ramamh Tracars

Fi‘g,ura 2.11(c) - Janela numeﬁca Figura 2.11(d) - Janela grdfica
varidvel z com incremento decimal

(A2) Fungao Mdédulo ou Modular: Uma fungéo f : 8 — R, definida por
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r se x>0
2| =
-z se <0

recebe o nome de Fung¢ao Mdédulo ou Modular.

Antes de falar da funcao modular vamos fazer alguns comentarios a respeito de
dilatacao, translagao e reflexdo nos graficos de fungoes, em especial, a fun¢gao modular e

funcao quadratica que estudaremos no préximo capitulo.
Funcao basica: Dado o grafico de uma funcao bésica da forma y = f(z).

Dilatagdo e contragao vertical: o gréfico da fungao y = a - f(x), com o niimero
real a > 0, é uma dilatacao vertical, se @ > 1 ou uma contragao vertical, se 0 < a < 1, do

grafico da fungao y = f(z).

Translagao horizontal: o grafico da fungdo y = f(z + h) corresponde a uma
translacao horizontal, serd uma translagao para a direita, se h < 0 ou uma translacao para

a esquerda, se h > 0, do gréfico da fungao y = f(x).

Translagao vertical: o grafico da fun¢ao y = f(z) + v corresponde a uma trans-
lacao vertical, serda uma translagdao para cima se v > 0 ou uma translagao para baixo, se

v < 0, do grafico da funcao y = f(z).

Reflexao em relagao ao eixo z: O grafico de y = —f(x) é uma reflexdo em

relagdo ao eixo x, do gréifico da funcao y = f(x).

Mais informagoes sobre dilatagoes, contragoes, translacoes e relexoes de graficos de

fungoes em [2] e [12].

A funcao médulo é um exemplo de funcao definida por sentencas. Para estudar
este conceito na calculadora grafica vamos analisar a relagao entre a fun¢ao identidade
F1(z) = z e a fungdo médulo F2(z) = |z|, para isto definimos na Janela simbdlica da
calculadora as duas fungoes, Figura 2.12(a). Apresentamos na Janela numérica uma tabela
com os valores das fungbes F'1(x) e F2(x), onde podemos comparar as fungoes, Figura
2.12(b). Na Janela grifica tragamos separadamente os graficos das duas fungoes e usamos
o comando Area com sinal para destacar na cor verde onde f(x) > 0, e de vermelho em

caso contrario, Figuras 2.12(c) e 2.12(d), onde podemos observar que para x > 0, F'1(x) e



Capitulo 2. Fungdo Afim com Calculadora Grifica. 41

F2(z) tem o mesmo grafico e para x < 0 o grafico de F'2(z) é uma reflexdo do grafico de

F1(x) em relagdo ao eixo x.

Funcao Vista simbolica Funcdo Vista numérica
vl F1{X)=X
9 -4 -4 4
v B F200=|x| -3 -3 3
-2 -2 2
F3
W F3(X) | -1 1 1
FA(X)= 0 0 0
_ 1 1 1
Hl F5(x)= 2 2 2
M F6(X)= 3 3 3
4 4 4
B F7Xy 5 5 5
Introduza a fungao -4

. . /1 . ..
Flgura 212(3) - Janela simbolica gura 2.12 - Janela numerica
B | B3 STt Tt
Tty ¥ +1 3 T3+
EHEJHE + +1 4+ H
+T 4T+ +T 4 G T+
FHE +7+ +T+ T+ H
SRS +o 4 F EHE S
5 LA AR A +1+ EHE S S
EHE SHIE +T 4T+ G T+ T T+
LI B B R +H o+ + 4+ H
S PN EHEHE EHE S S
N I R +T 4T+ + T+ H
EHE SHESHE SHE S E e T AT+
+TH T+ EHE S L HE SHIE SHE SHIE SHE S
EHE HE S +THT L+ +THTHTF T+
shap i i an | EHE EHIE I M S S S
£ EHE S ¢ I R S S
T I S R R +TH T T F B I I I
P AR A +oH T F E R I A I
| EHE SHIE SHE I L e HE L S R
L S S + AT+ S R I R
FHE SHE SHE SHE SHE SHE SHE RN S R I S S I S I
L HE I L R E G I S I S
G T S R S +T AT+ EHE S SIS T ST S
R L R B e R R S e G S TR LA B D 3
| EHE HIE I S I S B HIE I I S I S
EHE T SHE S S S EHIE S SHE HE S I S
EHE SHIE SHE ST S EHE S S EHE I I I I I I I
AL IS SHESHE THE SHE SHE HE THE R IHE S SHE SHESHE S S SHE SHE S SHESHE SHE JHE
Se oL AL AR AL A R g o EHE HE R S HE HE S HE MR SHE SHIE JHE HE HE SHIE SHE JHE
Cancel | OK Il ALE: 6 Cancel | OK
. p . ,
Flgura 212<C> - Gra CO de Flgura 2.12 d - rarco de
I 1(55) = ! 2(1’) - |:IJ’

Podemos agora, com os conhecimentos adquiridos sobre o grafico da func¢ao afim
f(x) = ax 4+ b quando variamos os parametros a e b em comparagdo com a fungao identi-
dade, propor uma abordagem para apresentar o grafico de fungdes como f(z) = |g(z)],
f(@) =k-lg(@)|, f(x) = k-[g(z)| +w e f(z) = |g(x)] + [(2)], onde g(x) e h(z) sdo

funcoes afins e k e w sao constantes.
Fazemos isso em etapas:

12) Seja f(x) = |ax|, neste caso, temos uma composi¢ao entre a fun¢ao médulo e a

funcao linear, seu dominio pode ser considerado D = R.

Na calculadora, sugerimos estudar o grafico da funcao acima para os intervalos

a>0ea<0,e observar estas fungdes em comparagao com a fungao bésica f(z) = |z|.
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Veja exemplos a seguir.
Exemplo:(a) f(x) = [a], f(z) = [22], f(x) = [5e], f(z) = |0, 5a]

Solucao: Na calculadora, definimos estas func¢des na Janela simbolica, Figura
2.13(a), na Janela grifica geramos os graficos, Figura 2.13(b). Pode ser visto facilmente
que, para a > 1 o gréifico da fungdo fi(z) = |ax| sofre uma dilatacdo em relagao ao grafico
da fungao fo(x) = |z| (grafico em azul), por um fator a, ou seja, Vo € R, fi(z) > fo(x) e
para 0 < a < 1 o gréfico fungao fi(z) = |ax| sofre uma contragao em relagdo ao grafico da

fungdo fo(z) = |z, por um fator I, ou seja, Vo € R, fi(z) < fo(z).

Funcao Vista simbélica il
v HFI0=[x]
v W F200)=|2#]
vl F3(X)=|5%x|
v I F4(X)=|,5%X|

B F5(x)|
M Fo(X)=
F7(X)=

Introduza a fungao

Figura 2.13(a) - Janela simbdlica Figura 2.13(b) - Janela grdfica

Exemplo:(b) f(z) = | — x|, f(z) = [ = 2z[, f(x) = | = 52|, f(z) =[-0,5z|

Solucgao: Repetimos o procedimento do exemplo anterior para as fung¢oes acima,
Figuras 2.14(a) e 2.14(b). Onde pode ser visto que f(x) = |z| e f(x) = | — z| sdo a mesma
fungao, pois possuem o mesmo grafico. Logo para |a| > 1 o grafico da fungao fi(x) = |ax|
sofre uma dilatagao em relagdo ao grafico da fungao fo(z) = |z| (grafico em azul), por um
fator |a|, e para |a| < 1 o gréfico fungdo fi(z) = |az| sofre uma contragdo em relagdo ao

grafico da funcdo fo(z) = |z|, por um fator ﬁ

22) Seja f(x) = |z + b|, neste caso, temos uma composicao entre a fungdo médulo

e a funcao afim f(z) = x + b, seu dominio pode ser considerado D = .

Na calculadora sugerimos estudar o gréafico da fungdo acima para b > 0e b <0, e
observar estas fungoes em comparacao com a funcao basica f(x) = |z| . Veja exemplos a

seguir.
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Fungdo Vista simbélica B

vl FX=|-x]
v Bl F200=|-2%x|
vl F3(X)=|-5%X|
v I Fa)=|- 5%

B F5(x)]

M F6(X)=

W F7(x)=

X2 F1(X): 2 Menu

Figuras 2.14(a) - Janela simbdlica Figuras 2.14(b) - Janela grdfica

Exemplo:(a) f(x) = [z], f(z) = |z +2|, f(z) = [z = 3|

Solucgao: Na calculadora, definimos estas funcoes na Janela simbdlica, Figura
2.15(a), na Janela grifica geramos os graficos, Figura 2.15(b). Podemos concluir que, o
grafico da fungao fi(x) = |x + b| é uma translacao horizontal de valor —b, em relagao ao
grafico da funcdo fo(x) = |x|. Assim para b > 0, o grafico de fi(x) sofre uma translacdo
horizontal para esquerda (F2(X), grafico em vermelho), e para b < 0 o gréfico sofre uma

translacao horizontal para direita (F3(X), grafico em verde).

Funcio Vista simbdlica S
v B F0=|x]
vl F2(x)=|x+2|
vl F3p0=|x-3]|

F4(X)=|
W F5(x)=
W Fo(x)=
W F7(x)=

Introduza a fungao

Figura 2.15(a) - Janela simbdlica Figura 2.15(b) - Janela grdfica

3?) Seja f(z) = |ax + b|, neste caso, temos uma composicao entre a fungdo mddulo

e a fungao afim f(z) = az + b, seu dominio pode ser considerado D = R.

Na calculadora sugerimos estudar o grafico da fun¢do acima para diferentes valores
de a e b, e observar o gréfico destas fungdes em comparagao com a fungao bésica f(x) = |x|.

Veja exemplo a seguir.
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Exemplo(a): f(z) =|— 2z +5|.

Solugao: Na calculadora, definimos as fungoes F1(z) = |z|, F2(z) = | — 2z| e
F3(z) = | — 2z + 5| na Janela simbdlica, Figura 2.16(a), na Janela grifica geramos os
graficos, Figura 2.16(b). Podemos concluir que, o gréfico da fungdo F2(x) = | —2z| é o

mesmo da funcdo f(z) = |2z|, dilatado em relagao ao grafico da funcao F'1(z) = |z| por
um fator 2. J& o grafico da funcao F3(x) = | — 2x 4 5| sofre uma translacao horizontal

para direita, pois o valor de %b é :—g = 2,5, em relagdo ao grafico da funcdo F2(x) = | —2x|.

JEETE]
AT

Fungdo Vista simbolica
v B F1()=|x]
v Wl F2(x)=|-2%x|
v Wl F3(X)=|-2%x+5|

FA=
B F5(0=
B Fe6(0)=

F7(X)=
Introduza a fungao

| [ Expor | calcul | X: 0 F1(X): 0 Menu

Figura 2.16(a) - Janela simbdlica Figura 2.16(b) - Janela grifica

O gréfico da funcdo f(x) = |ax + b| sofre uma dilatagao, por um fator |a| quando

la| > 1 ou uma contracdo, por um fator ‘i

o7 quando la| < 1 e uma translagdo horizon-

tal para direita ou esquerda dependendo do valor de %b, em relagao ao grafico de f(x) = |z|.

4?) Seja f(x) =k - |x + b|, neste caso, temos o produto de uma constante k com a

composigao entre a fungdo médulo e a funcao afim f(x) = z + b. O dominio de f pode ser

considerado D = R.

Na calculadora sugerimos estudar o grafico da fungao acima para k > 0e k <0, e
observar estas fungoes em comparacao com a fungao bésica f(z) = x + b. Veja exemplos a

seguir.
Exemplo(a): f(x) =]z +2], f(x) =2-|x+2|, f(z) =0,5- |z + 2]

Solucao: Na calculadora, definimos estas func¢oes na Janela simbolica, Figura
2.17(a), na janela grifica geramos os graficos, Figura 2.17(b). Podemos concluir que, para

k > 1 o grafico da fungao f(z) = k- |z + b| é uma dilatagdo em relacdo ao grafico da
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fungdo bésica f(x) = |z + b| (grafico em azul), por um fator k e para 0 < k < 1 o gréfico é

uma contragao em relagao ao grafico da funcao basica f(x) = |x + b|, por um fator % :

Funcao Vista simbdlica AEEEN)
v Wl F100=|x+2]
vl F2(X)= 24[x+2]
vl F3(X)=.5%x+2|

F4(X)=|
W F5(0)=
W F600)-
W F7(0-

Introduza a fungao

Figura 2.17(a) - Janela simbdlica Figura 2.17(b) - Janela grdfica

Exemplo(b): f(z) = —|z + 2|, f(z) = 2]z + 2|, f(z) = —0,5|z + 2|

Solucao: Na calculadora, definimos estas fungoes na Janela simbolica, Figura
2.18(a), na Janela grdfica geramos os gréficos, Figura 2.18(b). Podemos concluir que, para
k < —1 o gréfico da fungdo f(x) = k- |z + b| é uma reflexdo e uma dilata¢do (por um fator
|k|) em relagdo ao gréafico da funcdo bésica f(x) = |z + b, e para —1 < k < 0 o grafico da
fungao f(z) =k - |z + b| é uma reflexdo e uma contragao (por um fator ﬁ) em relagao ao

grafico da fungao bésica f(x) = |x 4+ b .

18182 [l

Funcdo Vista simbélica
v B F1(X)=-x+2]
v Il F2(X)= -2#%+2|
vl F3(X)=-.5%%+2]

FaX)|
W F5(x)=
B Fo(x)=
B F7(x)=

Introduza a fungao
Editar

Figura 2.18(a) - Janela simbdlica Figura 2.18(a) - Janela grifica

52) Seja f(x) =k - |ax + b| + w, o produto da constante k com a composicao da

fungdo modular com a a func¢ao afim somado com a constante w, com dominio D = R.

Na calculadora sugerimos estudar o grafico e a tabela das fungoes F'1(x) = |ax +b|,
F2(x) = k- |ax +b| e F3(z) = w e FA(x) = F2(x) + F3(z) ou seja, a fungao f(x) =
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k - lax 4+ b] + w. Veja o exemplo a seguir.

Exemplo(a): f(z) =2-|z —3|—4

Solugao: Na calculadora, definimos estas fungoes F'1(x) = |x—3|, F2(z) = 2-|z—3],
F3(z) = —4 e F4(z) = F2(z) + F3(z) na Janela simbdlica, Figura 2.19(a). Na Janela

numérica apresentamos uma tabela com os valores das fungoes que nos ajuda a compreen-

der como F4(x) é formada, Figura 2.19(b). Na Janela grifica geramos os graficos, Figura

2.19(c). Podemos concluir que, o gréafico da funcao F'1(x) = |r — 3| é uma translacao

horizontal para direita em relagao ao grafico da fungao f(z) = |z| . O gréfico da fungao

F2(z) = 2 |z — 3] é uma dilata¢do, por um fator 2 em relacao ao grifico da fungao

Fl(z) = |z — 3] . O grafico da fungao F4(z) =2 - |x — 3| — 4 é uma translagao vertical

para baixo em relagao ao grafico da fun¢do F2(x) =2 |z — 3|.

Fungdo Vista simbélica T

v Wl F100=x-3|
v Il F2(X)= 24{x-3]|
vl F3(X)=-4
v [ F4(X)= F2(X)+F3(x)

B F5(x)<]

M F6(X)=

H FI(x)=

Figura 2.19(a) - Janela simbdlica

Funcdo Vista numérica ]
X F1 F2 F3 F4

-2 5 10 -4 6

-1 4 8 -4 4

0 3 6 -4 2

1 2 4 -4 0

2 1 2 -4 -2

3 0 0 -4 -4

4 1 2 -4 -2

5 2 4 -4 0

6 3 6 -4 2

i 4 8 ot § 4

3

Figura 2.19(b) - Janela numérica

X: 4 F1(X): 1

Figura 2.19(c) - Janela grifica

6?) Seja f(x) = |ax + b| + |ax + ¢| neste caso, temos a soma de duas composi¢oes

ente a fungao modulo e a fungdo afim com dominio D = R.
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Na calculadora sugerimos estudar o grafico e a tabela das fungoes F'1(z) = |z + b
e F2(z) = |z + ¢| e por fim a fungdo F3(z) = F1(z) + F2(x) = |ax + b| + |az + ¢|. Veja

exemplo a seguir.

Exemplo(a): f(z) = v — 3| + |z + 1].

Solugao: Na calculadora, definimos estas fungoes F1(z) = |z — 3|, F2(z) = |x + 1]
e F3(z) = F1(z) + F2(z) na Janela simbélica, Figura 2.20(a). Na Janela numérica apre-
sentamos uma tabela com os valores das func¢oes que nos ajuda a compreender como
F3(z) é formada, Figura 2.20(b). Na janela grifica geramos os gréaficos das fungoes, Figura
2.20(c), onde percebemos que para cada valor de x € D, o valor de F3(x) é o resultado
da soma dos respectivos valores de F'1(x) com F2(z), como pode ser observado nas trés

representacoes da funcao, ou seja, simbodlica, numérica e geométrica.

Funcao Vista simbélica ] Funcdo Vista numérica
v Hl F1(X)=|x-3
*)=1x-3| - . 5 2
vl P20 [x+1] 2 5 1 6
v M F3(X)= F1{x]+F2(x ul 4 0 4
B F3(0)= F1{x)+F2(x) o ; i 4
F4(x)=] 1 2 2 4
_ 2 1 3 4
W F500 3 0 4 4
B (0= 4 1 5 6
_ 5 2 6 8
W F7x) A 3 i 10
Introduza a fungdo -

3
T bxpor | Galcul Zoom | Jtamanhl_efn | Colunal

Figura 2.20(a) - Janela simbdlica Figura 2.20(b) - Janela numérica

X2 F1{x): 1 Menu

Figura 2.20(c) - Janela grifica

Exemplo(b): f(x) = |z + 2| + |2z — 4].



Capitulo 2. Fungdo Afim com Calculadora Grifica.

48

Solugao: Na calculadora, definimos estas fungoes F'1(x) = |z 42|, F2(z) = |22 —4]

e F3(x) = F1(z) + F2(x) na Janela simbolica, Figura 2.21(a). Na Janela numérica apre-

sentamos uma tabela com os valores das fungoes que nos ajuda a compreender como F3(z)

é formada, Figura 2.21(b). Na Janela grifica geramos os graficos das fungoes, Figura 2.21(c).

Funcdo Vista simbélica R
v Wl F1(0=|x+2]
v W F2(X)=|2%x-4]
v Wl F3(X)= F1{x)+F2(x)

F4(X)|

B F5(x)=
W F6(X)=
W F7(X)=

Introduza a fungao

(iar] v [ x | eor] calul]

Figura 2.21(a) - Janela simbdlica

X F1 F2 F3

3 1 10 11
-2 0 8 8
-1 1 ] 7
0 2 4 6
1 3 2 3
2 4 0 4
3 3 2 7
4 ] 4 10
5 7 ] 13
f 8 8 14
-3

Figura 2.21(b) - Janela numérica

Figura 2.21(c) - Janela grifica

Os recursos da calculadora grafica aqui apresentados, aliados a capacidade da

mesma de fazer conexao entre as trés representacoes da funcao, ou seja, simbdlica, nu-

mérica e geométrica pode oferecer ao professor um recurso didatico para melhorar a

apresentacao dos conceitos, auxiliar na resolugao de exercicios e diversificar as abordagens

do contetudo estudado.
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3 O Uso da Calculadora Grafica no Estudo

da Funcao Quadratica.

3.1 Introducao

Neste capitulo apresentamos uma proposta de como trabalhar alguns topicos da
funcao quadratica com a calculadora grafica. Partindo da definicao da funcao quadratica
e da forma canonica da parabola, investigamos a relacao entre o grafico de uma fungao
quadrética e o grafico da funcio quadrética bésica f(r) = 2, estabelecendo conexao
entre as representacoes analiticas, graficas e numéricas. Com os recursos da calculadora
para analisar graficos exploramos os conceitos de crescimento, ponto extremo e vértice da
parabola. Encontramos os interceptos do gréafico da funcao com os eixos x e y analisando
o grafico e com os comandos do CAS da calculadora e criamos programas para encontrar

a equacao da parabola, isto é visto na Se¢ao 3.2.

Na Secao 3.3 apresentamos trés formas de resolvermos equagoes e inequagoes linea-

res e quadraticas na calculadora : solugao algébrica, solucao grafica e solu¢do numérica.

Na Secao 3.4 analisamos na calculadora grafica como a fungdo quadratica se apre-
senta na fungao definida por sentencas. Estudamos o grafico da composicao entre a funcgao

quadrética e a fun¢ao modular em comparagao com a fungio bésica f(z) = |z|.
Na Secao 3.5 resolvemos alguns problemas envolvendo funcoes afins e quadraticas

explorando multiplas abordagens com os recursos da calculadora grafica.

3.2 Funcao Quadratica com Calculadora Grafica.

A nossa proposta de trabalhar funcao quadratica com a calculadora grafica, pre-
tende explorar a conexao entre as representacoes analiticas, graficas e numéricas, isto

significa que vamos estudar as propriedades algébricas e geometricas do seu gréfico.
Iniciamos com a defini¢ao da funcdo quadratica, f.

Seja f: D C R — R tal que



Capitulo 3. O Uso da Calculadora Grifica no Estudo da Fun¢do Quadrdtica. 50

f(z) =ax® + bz +c (3.1)
Onde a,b,c € R, com a a # 0.

A funcao quadrética bésica é f(x) = 22, cujo grifico é uma pardbola com vértice

na origem na origem (0,0) e com eixo de simetria no eixo y, veja Figura 3.1.

Figura 3.1 - Gréfico de f(z) = z*

Para uma fun¢do quadratica, dada por (3.1), podemos escrever f da forma

f(z) =a(z +h)?* +o, (3.2)

para a, h e v € R, com a # 0, constantes. Onde —h representa a abiscissa e v a ordenada

do vértice da parabola.

A expressao (3.2) é conhecida como forma candnica da fungao quadratica. Portanto,
qualquer fungao quadratica tem um grafico que pode ser considerado como resultado da
agao de transformacgoes simples sobre o grafico da fungao basica f(x) = x2. Logo o grafico

de qualquer fungao quadrética é uma parabola. Veja mais em [1] e [13].

Exemplo: A fungao quadratica f(z) = 22* — 12x + 4 pode ser escrita como:

f(x) =2(2* —6x)+4
=2(2? — 62 +9)+4—18
=2(x—3)? - 14

Uma fungao quadratica pode ser investigada analisando as relagdes entre o grafico

da funcao f(z) = 2? e o gréfico da fungio g(z) =a- f(z +h)*+v,sendo e a, h e v € R
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com a # 0, constantes. Isto pode ser feito na calculadora com uma aplicacdo chamada
explorador quadrdtico, em algumas etapas. Esta aplicacao mostra o grafico da fungao con-
forme variamos os valores de a, h e v € R com a # 0 e o grafico da funcio basica f(z) = z*
(pontilhado), facilitando uma comparagao entre os mesmos. Esta ferramenta também apre-
senta duas informacoes que falaremos mais tarde, sdo elas: o valor da expressdo b —4-a-c

e o(s) intercepto(s) com o eixo z (se houverem). Mais informagao sobre esta aplicagao em [9].

12) Seja f, dada em (3.2), com a € R e a # 0, h = v =0 ou seja, [ da forma:

f(z) = ax?,

onde o dominio da funcao é D = R.

Sugerimos que o trabalho na calculadora inicie por observar o grafico de f quando
atribuimos alguns valores para a nos seguintes intervalos: a > 0 e a < 0, portanto diferentes

fungoes, em comparagao com a funcgao bdsica f(z) = 2.

Exemplos: (a) Para a > 0 sejam: f(z) = z%; f(z) = 52%; f(z) = 0,322

Solugao: Na aplicacao Explorador Quadrdtico da calculadora definimos as fungoes.
Atribuindo a = 1, obtemos o grafico da fungdao f(z) = z?, a fungdo quadratica bésica,
veja Figura 3.2(a). Atribuindo a = 5, obtemos o gréfico da fungao f(z) = 52% (linha
continua), onde percebemos uma dilatagao vertical em relagdo a fungio basica f(z) = x*
(linha pontilhada), veja Figura 3.2(b). Atribuindo a = 0, 3, obtemos o gréfico da fungao
f(x) = 0,32% (linha continua), onde percebemos uma contracio vertical em relagao a

fungao bésica f(z) = z? (linha pontilhada), veja Figura 3.2(c).

2 & 0 mesmo

Pode ser concluido que, para a positivo, o grafico da funcao f(z) = az
grafico da fungao quadrética bésica f(x) = 22 dilatado verticalmente por um fator a (se
a > 1) ou contraido verticalmente por um fator 1/a (se 0 < a < 1). Pode ser observado
que o vértice de f(z) = ax? nao sofre alteracdo, permanecendo na origem (0, 0) e o seu

grafico é simétrico em relacao ao eixo y, ou seja, a reta x = 0.

Exemplos: (b) Para a < 0 sejam: f(z) = —2?; f(z) = —52%; f(z) = —0,3z%

Solugao: Na aplicacao Explorador Quadrdtico da calculadora definimos as fungoes.
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Figura 3.2(a) - Ezplorador . . .
Quadritico grafico da funcio Figura 3.2(b) - Graficos das fungoes

f(z) = 2? f(x) =522 e f(x) = 2?

[q- | Graf, Jincr 1] Nt | Teste ||

Figura 3.2(c) - Gréficos das fungoes
f(x)=0,32% e f(z) = 2?

Atribuindo a = —1, obtemos o gréfico da fungdao f(x) = —z? (linha continua), que é uma
reflexdo da fungdo quadratica basica f(x) = x? (linha pontilhada), veja Figura 3.3(a).
Atribuindo @ = —5, obtemos o grafico da fungdo f(z) = —5x? (linha continua), onde
percebemos uma reflexao e uma dilatacao vertical em relagao ao grafico da funcao basica
f(z) = 2z* (linha pontilhada), veja Figuras 3.3(b). Atribuindo a = —0, 3, obtemos o gréfico
da funcdo f(z) = —0,3z?* (linha continua), onde percebemos uma reflexao e uma contracio

vertical em relagao ao grafico fungao bésica f(x) = x? (linha pontilhada), veja Figura 3.3(c).

Podemos concluir que grafico da fungao f(z) = ax?, para a negativo, é o mesmo
grifico da funcao quadratica bésica f(x) = x? refletido e dilatado verticalmente por
um fator |a| (se |a| > 1) ou refletido e contraido verticalmente por um fator 1/|a| (se

2

0 < ]a| < 1). Observe que o vértice de f(z) = az® nao sofre alteragao, permanecendo na

origem (0,0) e o seu gréfico é simétrico em relagao ao eixo y, ou seja, a reta z = 0.
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A .:‘ Y=ax2
S ; Y=—1X2

| S Y=-5Xx2
A
S S .

""" I+
.......... Y=-3X2

:::::b2—4ac:0

“eq- | Graf. Liner 1] Nivi [Teste ] |

Figura 3.3(a) - Gréficos das fun¢oes Figura 3.3(b) - Graficos das funcoes
flx) = —a% e f(z) = 2? f(x) = =ba% e f(x) = 2

Figura 3.3(c) - Gréficos das fungoes
flz) =—-0,32" e f(z) = 2?

2?) Seja f, dada em (3.2), com a =1, h € ® e v =0 ou seja, f da forma:

f@) = (x + h)?,

onde o dominio da funcao é D = R.

Sugere-se observar na calculadora, o grafico de f quando atribuido alguns valo-

res para h, nos intervalos h > 0 e h < 0 e compar com o grafico da fungao bésica f(z) = 2.
Exemplos: Sejam (a) f(z) = (z +2)*; (b) f(z) = (z — 3)*

Solugao: Na aplicacao Fzxplorador Quadrdtico da calculadora definimos as fun-

¢oes. Atribuindo h = 2, obtemos o grafico da funcao f(z) = (z + 2)? (linha continua),

onde percebemos uma translagao horizontal para esquerda em relagao ao grafico funcao

basica f(z) = x? (linha pontilhada) , veja Figura 3.4(a). Atribuindo h = —3, obtemos o
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grafico f(x) = (z — 3)? (linha continua), onde pode ser percebido uma translacao horizon-

tal para direita em relacdo a funcio basica f(z) = x? (linha pontilhada) , veja Figura 3.4(b).

O que leva facilmente & conclusdao que o gréafico da funcao f(z) = (z + h)? é o
mesmo grafico da funcio quadratica basica f(z) = x? trasladado para a esquerda (se h > 0)
ou para direita (se h < 0). Pode ser observado também que o vértice de f(x) = (x + h)?
sofre deslocamento da origem (0,0) para (—h,0) e o seu grafico é simétrico em relacao a

reta x = —h.

r"-.__Tl

([eq- [ Graf. Liner 1] Niv2 | Tesie ] | “eq: | Graf. Liner 1] Niv2 [Teste ] |

Figura 3.4(a) - Gréficos das fun¢oes Figura 3.4(b) - Graficos das funcoes
fl@) = (@ +2)* e f(z) = 2? fle) = (& =3)*e f(z) = 2?

3?) Seja f, dada em (3.2), coma =1, h=0e v € R ou seja, f da forma:

f(x) = 2%+,

onde o dominio da fungdo é D = R.

Sugere-se observar, na calculadora, o grafico de f quando atribuido alguns valores

para v, nos intervalos v > 0 e v < 0 e comparar com o grafico da fungao bésica f(z) = 2.

Exemplos: Sejam (a) f(z) = 2>+ 3; (b) f(z) =2? — 2

Solugao: Na aplicacao Explorador Quadrdtico da calculadora definimos as fungoes.
Atribuindo v = 3, obtemos o grafico da funcao f(z) = z? + 3 (linha continua) onde
percebemos uma translacao vertical para cima em relagdo ao grafico da fungao béasica
f(x) = z* (linha pontilhada) , veja Figura 3.5(a). Atribuindo v = —2, obtemos o grafico
da funcio f(z) = 2? — 2 (linha continua) onde percebemos uma translagio vertical para

baixo em relagdo ao grafico da fungao bésica f(x) = z? (linha pontilhada) , veja Figura
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3.5(b).

Pode ser concluido que o grafico da funcao f(x) = ? + v é o mesmo gréfico da
funcdo quadrética basica f(z) = 22 e trasladado para cima (se v positivo) ou para baixo
(se v negativo), de tal modo que o vértice de f(x) = 2% + v sofre deslocamento da origem

(0,0) para (0,v) e seu grafico é simétrico em relagdo ao eixo y, ou seja, a reta x = 0.

NN ek | YKty
R U U ¥=X3 Y=X2-2
[

l'\\ ;In' . . .

S VR
""" 1l Tl

,,,,,,,,,, Y=X2+3 L Y=x2-2
o o :b2—4ac: i 7 e b2-4ac: 8
---------- Sem raizes reais S S X1="1.41421356237
-------------------- X2=1.41421356237

| Eq- | Graf. [Incr1 [ Niv3 [Teste | |

Figura 3.5(a) - Graficos das fungoes Figura 3.5(b) - Gréaficos das fungoes
flz)=2*+3¢e f(z) = 2* flx)=2*—2¢e f(x) = 2?

4?) Seja f, dada em (3.2), onde a, h e v € R, com a # 0, constantes, ou seja, f da

forma:

f(z) =a(z+h)?+o,

com o dominio da func¢ao sendo D = R.

Na calculadora, o grafico de f pode ser observado atribuindo alguns valores para a,

hewv € R, com a# 0 e comparando com o grafico da funcio basica f(z) = z?.

Exemplos: Sejam (a) f(z) = 1(z — 3)? +2; (b) f(z) = —2(x — 2)* + 2

Solucao: Na aplicacao Explorador Quadrdtico da calculadora definimos as fungoes.
Atribuindo @ = 1, h = —3 e v = 2, obtemos o gréfico da funcao f(x) = 1(z — 3)? + 2
(linha continua), onde percebemos uma translacao horizontal para direita e uma translagao
vertical para cima em relagio ao grafico da fungao basica f(z) = z? (linha pontilhada),
veja Figura 3.6(a). Atribuindo a = —2, h = —2 e v = 2, obtemos o grafico da fungao
f(x) = =2(z — 2)? + 2 (linha continua), onde percebemos uma reflexdo, uma dilatagao

vertical, uma translacao horizontal para direita e uma translagao vertical para cima em
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relagdo ao grifico da fungao basica f(z) = 2? (linha pontilhada) , veja Figura 3.6(b).

T4

Y=X2-6X+11

b2-4ac: -8
Sem raizes reais

[eq- | oraf. [ncr1 ] niva [ Teste ] |

Figura 3.6(a) - Gréficos das fungoes
flx)=1(z—3)*+2e f(z) = 2?

Figura 3.6(b) - Gréficos das funcoes
flo) = 2z — 2 +2 ¢ f(z) = 22

Conclui-se que o grafico da funcao f(z) = a(x + h)* + v, para a positivo, com h,
v # 0, é o mesmo gréfico da fungao quadrética basica f(z) = x? dilatado ou contraido
e trasladado para a esquerda, para direita, para cima ou para baixo, de tal modo que o
vértice de f(x) = a(x + h)? + v se desloca de (0,0) para (—h,v) e o seu grafico é simétrico

em relagdo a reta x = —h. O grafico de f é chamado de parabola com concavidade para cima.

Para a negativo, é o mesmo grifico da fungao quadratica basica f(x) = x?, refletido,
dilatado ou contraido e trasladado para a esquerda, para direita, para cima ou para baixo.

O gréfico de f é chamado de parabola com concavidade para baizo.

Apos este estudo preliminar, o aluno ja compreendeu que a representacao geomé-
trica da funcao quadratica, em todas as suas formas, trata-se de uma pardabola. Logo, neste
momento é possivel explorar outros conceitos relacionados com o grafico desta funcao
como, crescimento e ponto de extremo, vértice da parabola, interceptos com os eixos = e y

e equacao de uma parabola.

A seguir, apresentamos uma proposta para trabalhar esses conceitos com a calcula-

dora grafica.

(A1) Crescimento e Ponto de Extremo da funcao quadratica.

No ensino fundamental e no ensino médio, classificamos fun¢oes afins como cres-
centes ou decrescentes (dependendo do sinal do coeficiente angular); e a determinagao de

méximos ou minimos de fung¢oes quadraticas (dependendo do sentido da concavidade).
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Porém, crescimento e maximos e minimos nao sao conceitos restritos a fung¢odes afins
e quadraticas. A calculadora grafica possui recursos e ferramentas para explorar esses

conceitos. As definigoes gerais que generalizam essas defini¢bes encontram-se em [1].

A funcao quadrética f(z) = a(z + h)? + v, para a positivo, tem valor minimo
igual a v. Esse valor ocorre quando x = —h. Para a negativo, a funcao quadratica
f(z) = a(z + h)? + v tem valor mdzimo igual a v. Esse valor também ocorre quando

x = —h.

Exemplo: Encontre ponto de extremo da fungao f(z) = —0,5(z* — 4z) + 38 para
r e

Solucgao: Tragamos o grafico da fungao na Janela Grifica e usamos a comando
Ezxtremo para determinar o maximo da func¢ado e para destacar este ponto do grafico a
calculadora oferece a opc¢ao de tracar linhas pontilhadas horizontal e vertical. Assim, o
ponto maximo da funcao é y = 40 e ocorre em x = 2, ou seja, seu grafico é simétrico em
relagao a reta x = 2, Figura 3.7(a). Para aprofundar conteido, com o comando Tangente
podemos tragar a reta tangente e ao percorrer o cursor pelo grafico a mesma é atualizada,
Figura 3.7(b). Com o comando Declive podemos calcular a inclinagao da reta tangente em
qualquer ponto do grafico, assim com os conhecimentos de func¢ao afim podemos deter-
minar a equacao da reta tangente num dado ponto, Figura 3.7(c). Na Janela Numérica,
apresentamos uma tabela com os valores da func¢ao onde podemos também determinar o

valor maximo da funcdo, Figura 3.7(d).

/ R

=R extremo: 2, 40) oK X: 4 F1(X): 38

Figura 3.7(a) - Comando Extremo Figura 3.7(b) - Comando Tangente

(A2) O vértice da parabola.

O vértice da pardbola y = ax? + bz + ¢ esté localizado em (5—3,“2;1’2 ). Observa-se
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""""""""""""""""""""""""""" 2 32
- 35.5
0 38
1 39.5
2 40
3 39.5
4 38
5 35.5
S A | 6 32
7 275
6
Declive: -2 Cancel Tamanh
Figura 3.7(c) - Comando Declive Figura 3.7(d) - Janela Numérica
que completando quadrado em y = az? + bz + ¢, tem-se:
— b\2 4 4dac—b?
y=a(r+ 55) + 25
. / o b\2 dac—b2% 2 . . ‘ o 2
Assim, a parabola y = a(x + 5-)° + *%="- ¢ obtida a partir da parabola y = ax
lagdo d lor 5* laga i d lor dac=b® laga
por translacdo de um valor 3 em relacdo ao eixo z, e de um valor **¢=>- em relacao
: - , - L (b dac—b?
ao eixo y. Como o vértice de y = az? estd em (0,0), o vértice de y = ax?+br+cé (52,4%<0),

Exemplo: O grafico da fungao f(z) = —0,5(z* — 4x) + 38, para z € R, é uma

parabola. Encontre as coordenadas do vértice.

Solugao: Vamos usar o Janela CAS para simplificar a expressio —0, 5(h? —4h)+38
e encontrar a forma geral da parabola, observa-se que os valores de a, b e ¢ da expressao
sao apresentados nos formatos exatos e aproximados, Figura 3.8(a). Com o programa
forma canonica podemos converter a expressao desta funcao da forma geral para a forma
canonica, Figura 3.8(b), onde percebemos, pelo visto anteriormente, trata-se de uma
reflexdo, uma contracao, uma translacao horizontal para direita e uma translagao vertical
para cima em relagio a fungio bésica g(x) = x? de tal modo que as coordenadas do vértice
que para g(z) = 22 é (0,0), agora para f(z) = —0,5(x? — 4z) + 38 ¢ (2,40). Poderiamos
apresentar também o grafico na janela grifica e a tabela na janela numérica, confirmando

o vértice da parabola.

(A3) Os interceptos com os eixos = e y.

Para encontrar o intercepto do grafico de f(z) = ax?® + bx + ¢, para z € R, com o

eixo y. Fazemos x = 0, e encontramos sempre o intercepto com o eixo y em (0, c).
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= Fungdo
Funcao

forma_canénica(-.5,2,38]

2 s
-.5*[1 ~4xx)+38 Y=-5%(X+-2] +40
2
- -1 2
-?‘" 2*2'*"*38 Y=E*(X+-2) +40
=E*x +2%X+38

(Guar»[simplit]__ || | ] [ETTEC) N A S W

Figura 3.8(a) - Janela CAS Figura 3.8(b) - Programa forma

canonica

Para encontrar o intercepto do grifico de f(z) = az? + bx + ¢, para z € R, com o
eixo x. Fazemos f(z) = 0, a equacio se torna az? + bx + ¢ = 0 ou a(z + %)2 + # =0.
Assim os intercptos com o eixo z estao relacionado com a solucao desta equacao.

Observe que os interceptos = (se houverem) sao simetricamente posicionados em

relacao a reta r = 5—;’, que contém o vértice.
Estes resultados podem ser abordados na calculadora grafica no exemplo a seguir:

Exemplo: encontre o intercepto do grafico de f(x) = —0,5(z? — 4z) + 38 com

x € R, com 0s eixos = € y.

Solucgao: Com o grafico da funcao na Janela Grifica, basta ir com o cursor para
x = 0 que serd mostrado o valor da fungao, isto é, f(0) = 38 indicando que o intercepto

com o eixo y ¢ em (0, 38), Figura 3.9(a).

Para encontrar os interceptos do grafico da fungdo com o eixo x na Janela Grdfica

usamos o comando Raiz, Figuras 3.9(b) e 3.9(c).

Na Janela CAS temos trés opgoes para encontrar os interceptos com o eixo =,
podemos fatorar a expressao com o comando Factor, Figura 3.10(a), podemos encontrar
os zeros da fungio f(x) = —0,5(x? — 4x) + 38 acionando o comando Zeros, retornando um
vetor com os interceptos no eixo z, Figura 3.10(b), por ultimo podemos fazer f(x) = 0 para
formar a equagao —0,5(z* — 4z) 4+ 38 = 0 e obter a solugio da mesma na calculadora com
o comando Solve, Figura 3.10(c). Nas trés opgoes os coeficientes numéricos dos resultados

sao apresentados no formato exato e aproximados
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X0

Figura 3.9(a) - Intercepto com o eixo y

Figura 3.9(b) - Intercepto com o
eixo x

Fungdo

-1.].2
factortzr*(x —4*x]+38]

[x+-ax[5-2)%[x+4x5-2)

Raiz: -6.94427191 oK

2
-5%(x-10.94427191)%[x+6.94427191)
(Guar »Jsimpit]__ | | | |

Figura 3.10(a) - Comando Factor

(A4) Equacao de uma paréabola.

= roiz 1094427191 oK

Figura 3.9(c) - Intercepto com o
eixo x

Fungdo

Zeros

2 [i2-ae)
g XA +38] [-4%[5+2 4= 52

[-6.94427191 10.94427191]

GuareJsmpif] || | |

Figura 3.10(b) - Comando Zeros

Uma funcio quadratica, f(x) = ax? + bz + ¢ com = € R, pode ser determinada por
(1, f(x1)) , (z2, f(x2)) e (x3, f(x3)) pontos do grafico, veja mais em [2]:
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solve

Ja-amnfras-
T* X =4y +38—D] {_4*51_214*51_2}
1-6.94427191,10.94427191}

Figura 3.10(c) - Comando Solve

a(xy)? + by + ¢
f(xo) = a(z2)? + brg +
a(ws)? + bas + ¢

Para f(z;) = i, i = 1,2,3 o sistema pode ser reescrito da forma,

a(z1)? +bxy +c=1y
a(z2)? + bxo + ¢ = ys
a(w3)? + brs +c=y3

Usando a solugao desse sistema e alguns comandos da calculadora grafica, é possivel
criar um programa para encontrar a expressao que define uma func¢ao quadratica. Mais

informagoes de como programar na calculadora em [8] e [12].

Exemplo: A parabola da Figura 3.11 representa o grafico de uma fungao quadratica,

na qual foram dados alguns pontos (em azul). Determine o valor minimo da fungéo.

Solucgao: Para solucionar na calculadora usamos o programa forma geral onde
entramos com as coordenadas de trés pontos do grafico (em azul no grafico) e o programa
da a expressao geral da parabola. Pelo programa forma candnica onde entramos com os
coeficientes da expressao da parabola na forma geral e o programa da a expressao candnica
da pardbola, Figura 3.12(a). Pelos conhecimentos aprendidos, pode ser concluido que a
fungao tem valor minimo igual a y = 675. Esse valor ocorre quando x = 15. Para confirmar

esta resposta tracamos o grafico da fungao e usamos o comando Eztremo, Figura 3.12(b).
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15004

(40, 1300)

500

Figura 3.11 - Grafico de uma funcao quadratica

Fungao

_______________ N

forma_geral(0,900,10,700,40,1300)

2
¥=1%X +-30*X+900
forma_canénical1,-30,900)

2
¥=1%(X+-15) +675

Guarel |1 ] L .

Figura 3.12(a) - Programas forma

. Figura 3.12(b) - Comando Eztremo
geral e forma canénica

3.3 Relacdo entre funcoes, equactes e inequacoes.

Vimos no Capitulo 2, a relagao entre fungoes, equacoes e inequagoes e o significado
geométrico da resolucao de equagoes e inequacoes lineares. Agora vamos estender este
estudo para fungoes polinomiais em R de grau menor ou igual a dois. Assim, uma equagao
linear ou quadrética em uma variavel real pode ser escrita como f(x) = g(x), onde f e g
sao fungoes polinomiais em R de grau menor ou igual a dois; o significado geométrico da
solucao desta equagao estd relacionado com o(s) intercepto(s) dos gréficos de f e g. Em

particular, se g(x) = 0, o(s) intercepto(s) sdo entre f(x) e o eixo z.

Uma inequagao linear ou quadratica em uma variavel real pode ser escrita como
f(z) > g(x) ou f(x) > g(x), onde f e g sdo fungdes polinomiais em R de grau menor
ou igual a dois. O significado geométrico da solugao destas desigualdades é facilmente
percebido quando tragamos os graficos de f e g e observamos para um determinado valor
de x as posigoes dos gréaficos de f e de g. Andlise semelhante pode ser feita na janela

numérica observando a tabela com os valores de f e g para cada valor de x.
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Exemplo(a): Resolva a equagao 322+ 2z = —z% 4 6x + 24 para x € R e interprete

geometricamente o significado da solucao.

Solucgao: Vamos apresentar duas formas de solucionar esta equagdo na calculadora,
solugao algébrica e solugao grafica. A solugao algébrica é obtida com o comando Solve e a
equagao entre parénteses que da a solugao, Figura 3.13(a). Obtemos a solugao geométrica
da equacao f(x) = g(z) tragando no mesmo plano cartesiano os graficos das fungoes
f(x) = 32% + 2z (grafico em azul) e g(z) = —2® + 6z + 24 (grafico em vermelho) e
encontrando os interceptos dos gréficos, Figura 3.13(b) e 3.13(c).

Funcao

2 2
solvel3#x +2%x=-x +B*x+24

._‘_'_._,_,.--"""

(23] /

(Guar »Jsmpill_ ||| | B rtersecoio: 2,

Figura 3.13(a) - Comando Solve Figura 3.13(b) - Janela grdfica

.—""'-'H‘f‘

/

Interseccdo: (3, 33) oK

Figura 3.13(c) - Janela grifica

Exemplo(b): Resolva a inequagao —%xQ +4x > —x + 8 para ¢ € R e interprete

geometricamente o significado da solugao.

Solucgao: A solugao algébrica é obtida com o comando Solve e a inequagao entre
parénteses que dé a solugao {2 < x < 8}, Figura 3.14(a). Obtemos a solu¢ao geométrica

da inequagao f(z) > g(x) tragando no mesmo plano cartesiano o gréafico das fungoes
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f(z) = Sta? + 4z (gréfico em azul) e g(z) = —z + 8 (grafico em vermelho), e usando o

comando Interse¢io percebemos onde f(x) > g(x), Figura 3.14(b).

-1 2
solve T*x +4%x = “X+8

IX=2 AND 8 2 x]

(0]14

Figura 3.14(a) - Comando Solve Figura 3.14(b) - Janela grifica

Na Janela numérica temos a tabela com os valores de f(z) = F'1 e g(x) = F2 para
cada valor da variavel independente z. Podemos observar que F1(x) > F2(x) somente
para 2 < x < 8, Figura 3.14(c).

Funcdo Vista numeérica S

0 0 8
1 3,5 7
2 4] 6
3 7.5 5
4 8 4
5 7.5 3
6 7] 2
7 3,5 1
8 0 0
9 =45 -1
g

(zoom || tamant Dein | coluna

Figura 3.14(c) - Janela numérica

Exemplo(c): Resolva a inequacio 2? + 1 < 222 —3 < —5z para x € R e interprete

geometricamente o significado da solucao.

Solucao: A solucdo algébrica é obtida com o comando Solve na inequacao 2 +1 <
222 — 3 que retorna com a solucdo {x < —2 ou x > 2}, e na inequacio 2z? — 3 < —5x
que dé a solugdo {—3 < = < 1/2}, fazendo a intersecao desses intervalos obtemos a solugao
{—3 <z < -2}, Figura 3.15(a). Para obter a solu¢ao geométrica da inequagao definimos
as fungoes Fl(z) = 2> + 1, F2(z) = 22> — 3, F3(z) = —5x, na Janela simbdlica,
Figura 3.15(b), portanto, a inequacdo pode se escrita como Fl(z) < F2(z) < F3(x).
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Iniciamos plotando no mesmo plano cartesiano o grafico das fungoes F'1(z), F2(z) e F'3(x).
Encontramos a intersecao entre F'1(z) e F2(x), Figura 3.15(c) e entre F2(x) e F'3(x),Figura
3.15(d), a solugdo da inequacao sdo os valores de x onde F'1(z) < F2(x) < F3(x), o que

ocorre no intervalo —3 <z < —2.

Fungao Fungdo Vista simbolica
v Bl F1(X)= 41
vV B F2(X)= 2453
v Il F3(X)= -5%X
F4(X)=] |
solve(xzﬂ < 2*12—3] [-22xxz22] W F5(x)=
50Ive(2*12—3 < —5*1] X>-3 AND - > x M Fo(x)= )
2 Introduza a fungdo

(Guar »lsmpif]_ | | ] | (Gitar] /| x | Lewor] cacul]

Figura 3.15(a) - Comando Solve Figura 3.15(b) - Janela simbdlica

RN interseccio: (2, 5) oK Intersecgio: (-3, 15) 0K

Figura 3.15(c) - Intersegao entre Figura 3.15(d) - intersecao entre
Fl(z) e F2(x) F2(x) e F3(x)
) _ ~ 2 —4<0 )
Exemplo(c): Resolva o sistema de inequagoes > 5 para x € R e inter-
Tt —o <

prete geometricamente o significado da solucao.

Solugao: A solucao algébrica é obtida na Janela CAS aplicamos o comando Solve
na inequacao z2 — 4 < 0 que dé a solucio {—2 < x < 2}, e na inequacio 2% — 3z < 0
que d4a a solucao {0 < z < 3}, fazendo a intersecao desses intervalos obtemos a solugao
{0 <z < 2}, Figura 3.16(a). Para obter a solugdo geométrica da inequagio definimos as
fungdes F1(z) = 22 —4 e F2(z) = 2° — 3z , na Janela simbdlica, Figura 3.16(b), na Janela
grafica plotando no mesmo plano cartesiano o grafico das fungoes e determinamos onde

F1(z) e F2(x) encontram-se simultanemente sob o eixo z, Figura 3.16(c), o que ocorre no



Capitulo 3. O Uso da Calculadora Grifica no Estudo da Fun¢do Quadrdtica. 66

intervalo 0 < z < 2.

T

Fungdo Vista simbélica
VX=X
v Bl F2(%)= x*-34x
B P30
Fa(X)=

) M F5(0-
solve(x -4 < D) [x2-2 AND 2 2 x} B Fox-

Fungao

2
solve(x -3#x< D) {x20AND 3 2x] M F7iX)=
Introduza a fungdo

(ouar »Jsimpiit]— 11 Ceditar ] v 1 x ] L expor | calcu|

Figura 3.16(a) - Comando Solve Figura 3.16(b) - Janela simbélica

X: 2 F1(X): 0

Figura 3.16(c) - Janela grifica

3.4 Relacoes da Funcao Quadratica com Outras Funcdes.

3.4.1 Funcao definida por vérias sentencas.

Nas fungoes que vamos estudar as sentencas sdo fungoes afins e quadraticas. Por

exemplo:
Exemplo: Seja a fungdo f : R — R definida por

—r—3 se z<-3
2?2 +3r se 3<x<0

224+ 3r se 0<z<3
r—3 se T >3

fz) =

Determinar o grafico de f(z).
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Solucao: A conexao entre as janelas simbolicas, graficas e numéricas da calculadora

permitem uma andlise detalhada da funcao definida por varias sentencas, veja Figuras

3.17(a) a 3.17(c).

Fungdo Vista simbélica e 1 |
-X-2 ifX<-3 — T
2
X +3=X if-3<X <0 | |
vl F=" | .
—X +3*X if 0<X<3
X-3 ifX=3 [
W F200
W F3(x)=
Fa{X)=
M carv— .
Introduza a fungao A N I N A I N N T
ar X: 0 F1(X): 0

Figura 3.17(b) - Janela grifica

Ll || = o]
Fommo

5

Zoom [ tamanhl_Defn | Coluna

Figura 3.17(c) - Janela numérica

3.4.2 Funcao quadratica composta com a modular.

Para estudar este conceito na calculadora grafica vamos analisar a relagao en-
tre a fungdo quadratica g(r) = az? 4+ bx + ¢ e a fungdo composta f(z) = |g(z)|. Com
os conhecimentos adquiridos sobre as transformagoes no grafico da fun¢do quadratica
g(z) = a(x + h)? + v , quando variamos os pardmetros a, h e v, estudaremos o grafico das
fungdes f(x) = [g(z)|, f(z) = k- [g(z)|, f(z) = [g(z)| +w e f(z) = [(|lg(x)] + w)|, onde
g(x) e é fungao quadrética e k e w sdo constantes.

Vamos fazer isto em etapas:
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12) Seja f(z) = |g(x)], neste caso, temos uma composi¢ao entre a fun¢ao modular

e a fungdo quadratica e seu dominio pode ser considerado D = R.

Na calculadora sugerimos estudar os gréaficos das fungoes F1(x) = ax? +bxr + c e
F2(z) = |F1(z)|, usando o comando Area com sinal para destacar de verde onde F1(z) > 0

e F2(z) > 0 e de vermelho em caso contrario. Veja exemplos a seguir.

Exemplo: (a) f(z) = |2* — 37|

Solucgao: Apresentamos na Janela numérica uma tabela com os valores das fungoes
Fl(z) = 2> —=3x e F2(z) = |F1(x)|, onde podemos comparar as funcoes, Figura 3.18(a), na
Janela grifica tragamos separadamente os graficos das duas funcoes e usando o comando
Area com sinal para destacar na cor verde onde F1(z) > 0 e F2(x) > 0 e de vermelho em
caso contrario, Figuras 3.18(b) e 3.18(c), onde percebemos que para os valores de x onde
F1(x) > o o grafico de F2(x) é o mesmo de F'1(x), ja para os valores de x onde F'1(z) < o

o grafico de F2(x) é uma reflexdo do F'1(z) em torno do eixo x.

Funcdo Vista numérica W
X F1 F2

-3 21 21

-2 12 12

-1 5 5

0 0 0

1 -3 3

2 -4 4

3 -3 3

4 0 0

5 5

G 12 12

2

Figura 3.18(a) - Janela numérica

Exemplo: (b) f(z) =| — 2% + 3z|

Solucgao: Na Janela grdafica tracamos separadamente os graficos das duas funcoes
Fl(z) = —2% + 3z e F2(z) = |F1(x)], e usando o comando Area com sinal para destacar
na cor verde onde F'1(x) > o e F2(z) > o e de vermelho em caso contrario, veja Figuras
3.19(a) e 3.19(b), onde percebemos que para os valores de x onde F1(x) > o o grafico de
F2(z) é o mesmo de F'1(x), ja para os valores de x onde F'1(x) < o o grafico de F2(x) é

uma reflexdo do F'1(z) em torno do eixo x.
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Tr+++++++++++ 4

+++++ b

[+ +++ R+

:| K

Cancel

Até: 8

: Ir f"

:| K

Cancel

Até: 8

Ir f"

|z% — 3z

Figura 3.18(c) - Grafico da funcao
f(z)

x? —3x

Figura 3.18(b) - Grafico da fungao
f(x)

oK

Cancel

Até: 8

Ir r"

0K

Cancel

Até: 7.5

Ir p/

| — a? + 3z

Figura 3.19(b) - Gréfico da fungao
f(x)

Figura 3.19(a) - Grafico da funcao
f(z) = —2*+ 3z

lg(x)| +w, onde g(x) é uma fungao quadrética e w uma constante,

2%) Seja f(x)
neste caso, temos a soma entre a fun¢ao modular e a fungdo constante, seu dominio pode

=

ser considerado D

= w

Na calculadora sugerimos tragar os gréaficos das funcoes F1(z) = |g(x)|, F2(x)

e F3(x)

Fl(x) + F2(z) = |g(x)| + w no mesmo plano cartesiano, para valores de w > 0

e w < 0. Veja exemplos a seguir.

“1'2 _4’ +27

fz) =

Exemplo(a)

2

|22 — 4] (azul), F2(z) =

|z? — 4| 4+ 2 (vermelho) no mesmo plano cartesiano,

)

Tragamos os graficos das fungoes F'1(z

Solucao

(verde) e F'3(x)

Fl(z) 4+ F2(x) =

Figura 3.20(a), onde podemos perceber que o grafico de F'3(x) é uma translagao vertical

para cima do grafico de F'1(x). Na janela numérica apresentamos uma tabela com os

valores das trés fungbes, onde podemos perceber que F3(z) = F1(z) + F2(z), Figura

3.20(b).
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Funcdo Vista numérica B
X F1 F2 F3

-4 12 2 14
-3 5 2 7
-2 0 2 2
| [ -1 3 2 5
/\ 0 4 2 ¥]
1 3 2 5
2 0 2 2
| | | | | | 3 5 2 7

4 12 2 14

5 21 2 23

4

Figura 3.20(a) - Janela grifica Figura 3.20(b) - Janela grifica

Exemplo(b): f(z) = |2? — 4| — 2

Solugao: Tragamos os graficos das funcoes F1(x) = |2? — 4| (azul), F2(z) = —2
(verde) e F3(z) = F1(z) + F2(x) = |2* — 4] — 2 (vermelho) no mesmo plano cartesiano,
Figura 3.21, onde podemos perceber que o grafico de F'3(z) é uma translagdo vertical para
baixo do grafico de F1(x).

/\

X: 0 F3(X): 2

Figura 3.21 - Janela grdfica

32) Seja f(z) = k- |g(x)|, onde g(x) é uma fungdo quadratica e k uma constante,

seu dominio pode ser considerado D = R.

Na calculadora sugerimos tracar os gréaficos das fungoes F'1(x) = |g(x)| e F2(z) =
k - |g(z)| no mesmo plano cartesiano, para valores de k nos intervalos k < 0 e k > 0. Veja

exemplos a seguir.
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Exemplo(a): f(z) =2 |z* — 4|

Solugao: Tragamos os graficos das fungdes F1(x) = |z* — 4| (azul) e F2(x) =
2 - |z% — 4] (vermelho) no mesmo plano cartesiano, Figura 3.22, onde podemos perceber

que o grafico de F'2(x) é uma dilatagdo vertical do grafico de F'1(x).

X:0 FIX): 4

Figura 3.22 - Gréficos de F1(z) = |22 — 4| (azul) e
F2(z) = 2-|2* — 4| (vermelho)

Exemplo(b): f(z) = 0,5 |22 — 4|

Solugao: Tragamos os graficos das fungoes F1(z) = |22 — 4| (azul) e F2(x) =
0,5 - |z* — 4| (vermelho) no mesmo plano cartesiano, Figura 3.23, onde podemos perceber

que o grafico de F2(x) é uma contragao vertical do grafico de F'1(x).

X: 0 F1(X): 4

Figura 3.23 - Graficos de F1(z) = |z* — 4| (azul) e
F2(x) = 0,5 |2* — 4] (vermelho)

Exemplo(c): f(x) = —1-|z% —4].
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Solugao: Tragamos os graficos das fungdes F1(x) = |z? — 4| (azul) e F2(x) =
—1-]z* — 4] (vermelho) no mesmo plano cartesiano, Figura 3.24, onde podemos perceber

que o grafico de F'2(x) é uma reflexdo do gréfico de F'1(x) em relagdo ao eixo x.

X: 0 F1(X): 4

Figura 3.24 - Graficos de F1(z) = |z* — 4| (azul) e
F2(z) = —1- |2 — 4] (vermelho)

4*) Seja f(z) = ||g(z)|+w|, onde g(z) é uma fungado quadritica e w uma constante

seu dominio pode ser considerado D = R.

Na calculadora sugerimos tragar os graficos das fungoes F1(z) = |g(z)| + w e

F2(z) = |(|]g(z)| + w)]|. Veja o exemplo a seguir.
Exemplo(a): f(z) = ||z* — 4| — 2|

Solucao: Na Janela grafica tracamos separadamente os graficos das duas fungoes
Fl(z) = |2 — 4] — 2 (azul) e F2(z) = ||z — 4| — 2|(vermelho) e usando o comando Area
com sinal destacamos na cor verde onde F1(xz) > o0 e F2(x) > o e de vermelho em caso
contrério, veja Figuras 3.25(a) e 3.25(b), onde percebemos que para os valores de x onde
F1(z) > o o gréfico de F2(x) é o mesmo de F'1(z), ja para os valores de x onde F'1(z) < o

o grafico de F2(z) é uma reflexdo do F'1(x) em torno do eixo x.

3.5 Relacoes da Funcao Quadratica com Funcao afim.

Reservamos este topico para analisar alguns exemplos envolvendo func¢des quadra-

ticas, afins, modulo, equagoes e inequagcoes.
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; ! ; trierd)
+ + - TtitLt
+ b + e |
+ +T 4+ +
: s . Taetats
+ il + ETME e
] : : i
+ ee| + Tataty
+ + +o1 4+
+ + + Tritit
+ o + + it
+ TR : + shetet
: SIS : T : EEATET
+ SR I L IHE = + R
. S e + . Teiels
Ir p/ FAGHS] Cancel Ir p/ FAGHS Cancel | OK

Figura 3.25(a) - Gréfico de
Fl(z) =|2* —4] -2

Figura 3.25(b) - Grafico de
Fl(z) = [|2* — 4] = 2|

Exemplo(a): Trace o grafico da fungao f(z) = |2#? — 3z — 4| + |3z — 3| para z € R

Solugao: Na calculadora, definimos estas fungoes F1(z) = |2? — 3z — 4], F2(z) =
|3z — 3| e F3(x) = F1(x) + F2(x) na Janela simbélica, Figura 3.26(a). Na Janela grifica

geramos os graficos das fungoes, Figura 3.26(b), na Janela numérica apresentamos uma

tabela com os valores das fung¢oes que nos ajuda a compreender como F3(z) é formada,

Figura 3.26(c). Podemos perguntar onde o grafico de F'3 intercepta F'17 Onde o gréfico de

F3 intercepta F'27 O que ocorre como o grafico de F'3 nesses interceptos?

Fungdo Vista simbdlica

vl F‘I(Xl'=|x2—3*x—4‘
v W F2(X)=|3#x-3]
v W F3(X)= F1(X)+F2(x)

1:5::41[|

Fa(X)=|

B F5(x)=
W F6(X)=
B F7(x)=

Introduza a fungdo

(editar | v | X ]

" T expor | Galul |

Figura 3.26(a) - Janela simbdlica

X:0 F1(X): 4 Menu

Figura 3.26(b) - Janela grdfica

Exemplo(b): Resolva a equagio |z? — 4x| = 3z — 6 para * € R e interprete

geometricamente o significado da solucao.

Solugao: A solugao algébrica é obtida com o comando Solve que da a solugao

{3,6}, Figura 3.27(a). Obtemos a solugao geométrica da equacao f(x) = g(z) tragando

no mesmo plano cartesiano o grafico das fungoes f(z) = |z* — 4z| (azul) e g(z) = 3z — 6




Capitulo 3. O Uso da Calculadora Grifica no Estudo da Fun¢do Quadrdtica. 74

Funcdo Vista numérica 0
X F1 F2 F3

™
]
]
o

10

18
29

Figura 3.26(c) - Janela numérica

oo koo D=

[r
P2 wowowo o=
o

(S5 RS

(vermelho), Figura 3.27(b), onde percebemos os interceptos dos gréaficos em z = 3 e x = 6.

Figura 3.27(b) - Grafico de
Figura 3.27(a) - Comando Solve f(x) = |z? — 4z| (azul) e
g(x) = 3z — 6 (vermelho)

Exemplo(c): Resolva a inequagdo |22 +z — 5| < |42z — 1| para € R e interprete

geometricamente o significado da solugao.

Solugao: A solugao algébrica é obtida com o comando Solve e a inequacao entre pa-
rénteses que dd a solu¢do {—6 <z < —1 ou 1 <z <4}, Figura 3.28(a). Obtemos a solu-
¢ao geométrica da inequagao f(z) < g(z) plotando no mesmo plano cartesiano o grafico das
fungoes f(z) = |22 +z —5| (azul) e g(x) = |4x — 1| (vermelho), o que permite observar onde
f(z) < g(z), Figura 3.28(b), o que ocorre no intervalo {—6 <z < -1 ou 1<z <4}
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Funcao

50Ive[|xz+x—5| <|4#x-1 |]
[x2-6 AND -12xx21AND 42x]

(Guar »Jsimpif .| || |

Figura 3.28(a) - Comando solve

X6 F1(X): 25 Menu

Figura 3.28(b) - Gréfico de
f(x) = |22 + x — 5| (azul) e
g(x) = |4z — 1] (vermelho)
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Conclusao

Neste trabalho abordamos o assunto Uso de calculadora grifica no ensino de fungoes
afins e quadrdticas no ensino médio onde apresentamos uma proposta para trabalhar tépicos
destes contetidos como uma extensao da forma como sao apresentados nos livros didaticos
e na pratica docente. Os aspectos a respeito destes temas, apontados pela critica, ndo estd
tanto no conteido em si, mas na falta de conexao entre os temas e falta de variedade na
abordagem dos mesmos. Neste sentido mostramos, por meio de exemplos, que os recursos
tecnologicos, em especial a calculadora grafica, podem ser aliados do professor para atender
a estas orientacoes. Podemos citar, por exemplo, as inequagcoes lineares, que sao vistas nos
livros como contetudos isolados e com uma abordagem puramente algébrica, mas que na
nossa proposta sao contempladas com auxilio da calculadora, permitindo sua conexao com

fungoes afins por meio de resolucao grafica e numérica.

Concluimos que ¢é imprescindivel uma discussao mais aprofundada sobre este as-
sunto, com o intuito de avaliar os aspectos positivos e negativos do uso de tecnologia
nas escolas brasileiras. Serd que a calculadora causa dependéncia? Sera o aluno capaz
de entender o que estd fazendo na calculadora? Sera o aluno capaz de passar por testes
avaliativos sem o uso da calculadora? E necessdrio que o aluno consiga aprender de fato a

matematica sem o auxilio de qualquer recurso extra.

No documento “Orientagoes Curriculares para o Ensino Médio” [4] é destacada
a importancia da tecnologia no ensino da matematica: “Nao se pode negar o impacto
provocado pela tecnologia de informacao e comunicagao na configuragao da sociedade
atual. Por um lado, tem-se a insercao dessa tecnologia no dia-a-dia da sociedade, a exigir
individuos com capacitacao para bem usa-la; por outro lado, tem-se nessa mesma tecnologia
um recurso que pode subsidiar o processo de aprendizagem da Matematica. E importante
contemplar uma formacao escolar nesses dois sentidos, ou seja, a Matematica como
ferramenta para entender a tecnologia, e a tecnologia como ferramenta para entender a

Mateméatica.”

Pensamos que a implantagao de calculadoras gréaficas nas escolas piiblicas brasilei-
ras poderia ser feita com investimentos relativamente baixos em comparagao com outras
tecnologias como tablets, notbooks e computadores. Em um primeiro momento, cada escola
poderia ter um conjunto de calculadoras para ser utilizado pelos professores em diferentes

turmas.



Conclusdo 77

Nao basta introduzir a calculadora grafica nas aulas de matematica somente para
acompanhar o desenvolvimento tecnoldgico, é necessario também que haja uma prepara-
¢ao adequada dos professores para que tenham seguranca em manusea-las e que saibam
utiliza-las de modo seguro e correto. A calculadora gréafica é uma importante aliada no

processo de ensino e aprendizagem e deve ser explorada como tal.
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